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ВВЕДЕНИЕ

25 октября 2009 г. в БелГУ состоялась вторая сессия Российско-Китайского симпози-
ума «Комплексный анализ и его приложения. Первая сессия прошла в Москве в Инсти-
туте проблем управления РАН с 21 по 24 октября 2009 г. Эти сессии были организованы
Российским фондом фундаментальных исследований (РФФИ) и Национальным фондом
естественных наук Китая (НФЕК) в рамках совместного научного проекта «Комплексный
анализ и его приложения» при поддержке ИПУ РАН и БелГУ.
В организационный комитет сессии вошли А. П. Солдатов (Белгород, Россия) предсе-
датель, Ч.-Ч. Янг (Гонконг, КНР), почетный председатель, А. Г. Александров (Москва,
Россия), П.Ху (Шандонг, КНР).

Сессия была посвящена комплексному анализу и его приложениям в теории дифферен-
циальных уравнений, динамических систем, в топологии и геометрии, в теории функций и
пр. Целью симпозиума явилось обсуждение наиболее актуальных проблем комплексного
анализа и его приложений, выявление новых перспектив развития научных исследований,
а также возможностей для совместных научных исследований.

В состав иностранных участников конференции вошли такие крупные математики, как
проф. П.Ху (Hu Peichu – КНР), проф. Ч.Ч. Янг (Chung Chun Yang - Гонконг), проф. Ванг
(Wang Jian Ping – КНР), проф. Ксю (Jun Feng Xu - КНР), проф Киан T. (Tao Qian –
Австралия) , проф. Ш. Таджима (Sh. Tajima – Япония) и др. С обзорным докладом вы-
ступил действительный член польской АН, проф. Б. Боярский. В географии научных до-
кладов представлены также Харьков и Донецк (Украина), Алма-Ата (Казахстан), Ереван
(Армения).

В рамках научной программы с российской стороны приняли участие известные спе-
циалисты в области комплексного анализа и дифференциальных уравнений из многих
научных центров страны, включая Москву, Санкт-Петербург, Новосибирск, Челябинск,
Уфу, Красноярск и университеты центрального региона. В частности, от Московского го-
сударственного университета выступили с докладами профессора В.Н. Чубариков (декан
механико-математического факультета) и Е.В. Радкевич, А.В. Боровских (кафедра диф-
ференциальных уравнений), Вычислительный центр им. Дородницына РАН представлен
проф. В.И. Власовым, приняли также участие проф. А.И. Назаров (Санкт-Петербургский
госуниверситет) и проф. А.И. Кожанов (Новосибирский госуниверситет). В работе симпо-
зиума широкое участие приняли ведущие математики Белгородского госуниверситета –
проф. А.П. Солдатов, проф.А.М. Мейрманов, проф. О.М. Пенкин, проф. А.В. Глушак,
проф. С.А. Гриценко и др. Труды симпозиума представлены в нескольких номерах жур-
нала «Научные ведомости Белгородского государственного университета», включая на-
стоящий выпуск.



УДК 515.17

STRATUM OF FREENESS FOR DEFORMATIONS OF SINGULARITIES

A.G. Aleksandrov

Institute for Control Sciences, Russian Academy of Sciences,

Profsojunaja str., 65, Moscow, 117997, Russian Federation, e-mail: ag_aleksandrov@mail.ru

Abstract. The purpose of this note is to study the problem of classification of quasihomogeneous
Saito free divisors making use of deformation theory of varieties with Gm-action. In particular, we
describe an approach for computation of the stratum of freeness for deformations of quasicones over
quasismooth varieties. We also discuss some useful applications in a more general context including
methods of computation of this stratum for deformations of hypersurface singularities, the compactifi-
cation of modular spaces, etc.

Keywords: logarithmic vector fields, free divisors, free deformations, compactification, stratum of

freeness.

Introduction

The purpose of this note is to study the problem of classification of quasihomogeneous Saito free
divisors making use of deformation theory of varieties with Gm-action. In particular, we describe
an approach for computation of free deformations of quasicones over quasismooth varieties. We
also discuss some useful applications in a more general context. Among other things we show
that from quite a general point of view in the theory of isolated singularities Saito free divisors
play a role of stable curves of the classical theory of compactification of the moduli space for
curves of given genus.

In the first section a brief survey of classification methods and technique is given. In the
next three sections basic notions and results from the deformation theory of varieties with Gm-
action are described. Then we discuss the notion of Saito singularities, their basic properties
and relations with problems of classification of non-isolated hypersurface singularities and
compactification of flat families, deformations of isolated singularities. Some computational
examples, problems and applications are also considered including computation of freeness
locus for deformations of certain simple and unimodal singularities.

The paper clarifies the construction of a series examples of Saito free divisors in 3-dimensional
case recently produced by J.Sekiguchi (see [19], [20], [21]). In contrast with our methods his
approach is based essentially on the classification of Lie algebras formed by logarithmic vector
fields tangent to a hypersurface.

1 Methods of classification, enumeration and deformations

Many problems concerning classification and enumeration of singularities are closely related
with different aspects of the modern singularity theory. In general, one may consider different
equivalence relations between singularities such as the right equivalence (change of coordinates
in the source of defining mapping), contact equivalence (change of coordinates and multiplication

Partially supported by the Russian Foundation of Basic Research (RFBR) and by the National Natural
Science Foundation of China (NSFC) in the framework of the bilateral project "Complex Analysis and its
applications"(project No. 08-01-92208)
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with a unit, that is, preserving the isomorphism class of the corresponding germ), and others.
Anyway the initial stage of the solving of classification problems is a description of simple
singularities. As a rule, one can write out a finite or at least perceptible list of normal forms or
similar data. However a scheme of classification of more complicated isolated singularities seems
to be a rather nontrivial and hard problem since such phenomenon as moduli or parametric
families may occur. Furthermore, essential and serious difficulties arise in the theory of non-
isolated singularities. Among different approaches to further classification it seems methods
of the deformation theory are very fruitful and useful. The following observation is also very
important: some types of non-isolated singularities appear as degenerate fibers in parametric
families or deformations of isolated singularities, other ones (for example, divisors with normal
crossing) are natural ingredients of compactifications of algebraic varieties in the Hodge theory
and in related questions, and so on.

Historically, the theory of singularities originated in studies of quasihomogeneous functions
with isolated critical points or, in other terms, hypersurfaces with isolated singularities given by
quasihomogeneous functions. Unfortunately, in contrast with the theory of isolated singularities
the type of homogeneity in non-isolated case does not determine neither topological nor analy-
tical structure of singularities. Moreover, there are types of homogeneity associated with non-
isolated singularities that can not be realized as types of isolated singularities at all.

In fact, there is a natural approach to the problem of classification of all objects of some given
type. If one can organize them into families which are, in some extended sense, "continuous and
then determine how nearby objects are related, their basic properties become more understan-
dable and clearly expressed. The idea of continuous families or, in other words deformations,
of abstract objects goes back at least to B.Riemann who found that the isomorphism classes
of Riemann surfaces of genus g > 0 form a single continuous, almost everywhere analytic,
complex family. Its complex dimension, called by B.Riemann "the number of moduli is given
by the Riemann-Roch theorem and is equal to 1 for g = 1 and 3g − 3 for g > 1.

There are few different ways of looking at the problem of classification or enumeration; they
occur naturally in the context of the deformation theory. Thus in order to classify non-isolated
singularities one can endeavor to create a list of them ordered by some rules or numerical
invariants: Milnor numbers, types of homogeneity, weights of variables or vector fields, etc.
It is also very important to choose a suitable representation for members of the list. In the
standard theory one usually takes generators of the defining ideal, functions or polynomials, in
other terms, normal forms of singularities (see [9], [1]). However in the non-isolated case any
classification depends on types of singular loci of singularities themselves. So it is necessary to
analyze singular loci. Further, it is possible to classify all pairs of singular hypersurfaces and
their singular loci. Another way is to obtain a classification of local algebras associated with
singularities, Lie algebras of differentiations (see [21]), and so on.

2 Singularities with Gm-action

Let k be a field of characteristic zero, and let Pw = k[z1, . . . , zn] be the polynomial algebra
graded as follows: deg(zi) = wi ∈ Z+, i = 1, . . . , n. Then P(w) = Proj(Pw) is called the
weighted projective space of type w = (w1, . . . , wn). For brevity, let us set P = P (1, . . . , 1) and,
similarly, P = P(1, . . . , 1). It should be underlined that weighted projective spaces are toric
varieties.
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Let X be a closed subscheme of a weighted projective space P(w). Denote by U = A
n−{0} =

Spec(P ) − m, m = (z1, . . . , zn), and let p : U → P(w) be the canonical projection. The scheme
closure CX of p−1(X) ⊂ An is called the affine quasicone over X. The point 0 ∈ CX is called
the vertex of CX .

Let Gm be the group k∗ of units of the ground field k under multiplication. An affine
algebraic variety V over k is called the quasicone if there is an effective action of Gm on V such
that the intersection of the closures of all orbits is a closed point, the vertex of the quasicone.
It is well-known that any affine quasicone is a quasicone. Conversely, any quasicone without
embedded components in its vertex is an affine quasicone CX for some X ⊂ P(w) (cf. [10]).

Denote by J the defining ideal of X in P(w) and by I ⊂ P the ideal of CX in An. In the
ordinary projective case (that is, w = (1, . . . , 1)) we have

I ∼= H0(U, p∗(J) ⊗OP
OU) ∼= ⊕ν∈ZH

0(U, p∗(J) ⊗OP
OU (ν)).

In particular, the ideal I is homogeneous. By analogy, it is possible to prove that for an
arbitrary quasicone V there is a closed embedding ι : V → An such that the ideal of ι(V )
is generated by weighted homogeneous polynomials with integer positive weights (called, for
brevity, homogeneous elements of the graded ring P (w)).

Closed subvarieties in weighted projective spaces are called affine isomorphic if their affine
quasicones are isomorphic; they are called projectively isomorphic if their quasicones are Gm-
isomorphic.

3 Deformations of weighted hypersurfaces and quasicones

A closed subscheme X0 ⊂ P(w) is called quasismooth if the corresponding affine quasicone
Y0 = CX0 is smooth outside its vertex, that is, Y0 has an isolated singularity at the vertex. In
particular, a quasismooth variety as well as its affine quasicone are reduced schemes.

It is well-known that in quasismooth case the Gm-action on Y0 can be extended to the
minimal versal deformation. Moreover, the space of infinitesimal deformations of the first order
T 1(Y0) is endowed with a natural grading T 1 = ⊕ν∈ZT

1(Y0)ν . Of course, T 1 is finite-dimensional
over the ground field, its dimension is called the Tjurina number of the singularity; it is denoted
by τ.

Below we restrict ourselves to the case when X0 is a quasismooth hypersurface. Thus the
ideal I of CX0 is generated by a homogeneous element f ∈ P (w), that is, by a quasihomogeneous
polynomial in P, so that g ∈ Gm takes f to gdf for some d ∈ Z+ called the degree or weight of
f. The collection (d;w1, . . . , wn) is called the type of weighted singularity X0 or its quasicone
Y0; it is denoted by π. Choose also a homogeneous (monomial) basis σk ∈ T 1(Y0)νk

, σk ∈
P, k = 1, . . . , τ, and set R = k[[t1, . . . , tτ ]], S = Spec(R). Then the minimal versal deformation
φ : Y → S of the singularity Y0 is defined by the element F = f+t1σ1+. . .+tτστ ∈ R[z1, . . . , zn],
so that tk has weight −νk under the natural action of Gm.

Now one can projectivize the fibers of the versal deformation without projectivization of
its base substituting tiz

−νi

0 for ti in F (cf. [15], (13.3)). Denote the polynomial so obtained
by F . Then the quotient ring A = R[z0, . . . , zn]/(F ) is a graded k-algebra in z0, . . . , zn alone
with z1, . . . , zn having the same weights wi as before and z0 having weight 1. In the case when
−νi ≥ 0 for all i = 1, . . . , τ, that is, CX0 has negative grading in the sense of [15] the morphism
ϕ : Y = Proj(A) → S is flat and proper with fibers reduced projective curves (cf. [loc. cite],
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(13.4)). All the fibers of the flat morphism ϕ (as well as φ) a given Gm-orbit of S are isomorphic.
Of course, ϕ is not, in general, versal or minimal versal.

Remark. One can often take the weight of new variable z0 equals not only to 1, but to
any positive (or even non-positive) integer. In general it gives different projectivizations and
families of singularities.

Let U be the open subset of S consisting of all the points s ∈ S such that fibers Ys of the
deformation φ : Y → S are smooth. Then U is Gm-invariant as well as its complement D = S\U,
called the discriminant of the deformation φ. It is well-known that for the minimal versal
deformation of a hypersurface isolated singularity the discriminant D is reduced and defined
by a principal ideal in the base ring R. So one can choose its generator as a quasihomogeneous
polynomial h ∈ R without multiple factors. When φ is not minimal versal then D may have
multiple components. On the other hand, points of U correspond namely to fibers of the flat
mapping ϕ, which are reduced smooth projective curves, while all the fibers ϕ over D are
singular.

Of course, this construction can be applied to deformations of Y0 associated with arbitrary
collections of monomials σi of T 1(Y0). When the family φ is the minimal versal deformation then
U as well as D are non-empty sets. In general, U may be empty while D is always non-empty
because the discriminant contains the origin.

4 Weighted plane curves

It is well-known that a quasismooth hypersurface X0 of type π = (d;w0, w1, w2) in a weighted
projective plane is a smooth projective curve (see [10]); its affine quasicone Y0 has an isolated
singularity at the origin given by a weighted-homogeneous polynomial of degree d. Set c =
d − w0 − w1 − w2, so that −c is equal to the weight of a generator of Grothendieck dualizing
module in virtue of the canonical isomorphism ωY0

∼= OY0(dz/df). In fact, c is nothing but the
degree of canonical class of the projective curve X0. Then any weighted plane curve with c < 0
is affine isomorphic to one of curves with simple elliptic singularities of types Ak, Dk, E6, E7, E8.
A weighted plane curve with c = 0 is projectively isomorphic to one of three types of weighted
curves with parabolic singularities P8, X9, J10. Furthermore, there are only 31 non-isomorphic
weighted plane curves with c = 1 (see Table (5.5) in [2]). Moreover, it is possible to prove that
for any fixed c there is only a finite number of collections (d;w0, w1, w2) for which there exists
a smooth weighted plane curve of the same type π (cf. [10]).

Let us illustrate the construction from the previous section by concrete examples of quasicones
over isolated singularities. First, let Y0 be a simple A1-singularity. Set z1 = y, z2 = z. Then Y0

is defined by f = y2 + z2, and T 1(Y0) = k〈1〉 is generated by the unit of k. Let us consider the
principal deformation F = y2+z2+t, t ∈ k. The discriminant of the deformation consists of one
point, the origin, its defining equation is t = 0. There are many different ways to projectivize
fibers. For example, one gets two flat mappings ϕ associated with polynomials F 1 = tx+y2 +z2

and F 2 = tx2 + y2 + z2, where x = z0 has weight equals to 2 and 1, respectively; and so on. In
the first case quasicones over fibers Y t for all t 6= 0 are isomorphic to a hyperplane. While in the
second case all the fibers Y t of the deformation ϕ are isomorphic to a smooth rational projective
curve, the projectivization of the Milnor fiber of the deformation. In this case the quasicones
over Y t are isomorphic to an ordinary cone having a normal singularity at the origin. In both
cases the quasicones over the fiber Y 0 are isomorphic to a two-dimensional linear non-isolated
singularity of type A∞.
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Similarly, in the case of an A2-singularity we have f = y2 + z3, the space T 1 = k〈1, z〉
is generated by two monomials. As before one can consider two different projectivizations:
F 1 = y2 + z3 + t2x

2z + t1x
6, and F 2 = y2 + z3 + t2xz + t1x

2, where t1, t2 ∈ k. In both cases
the discriminant D is defined as zero set of the function h = 27t21 + 4t32. Further, all the fibers
of ϕ over U are smooth curves and their quasicones have isolated singularity at the origin,
they are normal varieties. Fibers over the discriminant D are singular, their quasicones are
two-dimensional affine hypersurfaces with non-isolated singularities.

5 Saito free divisors and non-isolated Saito singularities

Let S be the germ of a complex manifold of dimension m, and let D ⊂ S be a reduced
hypersurface defined by h ∈ OS . Following K.Saito [16], we denote the OS-module of vector
fields logarithmic along D ⊂ S by DerS(logD). This module consists of germs of holomorphic
vector fields V ∈ Der(OS) on S such that V (h) belongs to the principal ideal (h) ·OS. The
hypersurface D ⊂ S is called Saito free divisor if the module of germs of logarithmic vector
fields DerS(logD) is a free OS-module (cf. [11]).

It should be remarked that the singular locus of a Saito divisor has codimension one; in
other words, this hypersurface has non-normal singularities (see [5]). The following statement
is due to K.Saito [16], it gives a criterion of freeness for reduced hypersurfaces.

Proposition 1 (Saito’s Criterion) The OS,0-module DerS,0(logD) is free if and only if there
are m germs of logarithmic vector fields V 0, . . . , V m−1 ∈ DerS,0(logD) such that the determinant
of the m ×m-matrix V = ‖ υij‖ whose entries are the coefficients of V i, i = 0, . . . , m − 1, is
equal to αh, where α is a unit. These vector fields form a basis of DerS,0(logD).

For example, DerS(logD) as well as its OS-dual Ω1
S(logD), the module of logarithmic

differential forms with poles along D, are locally free if D is a hyperplane, a plane curve or a
divisor with strict normal crossings. In the latter case a defining equation of D can be written
as h = z1 · · · zk = 0, where k ≤ m. It is not difficult to verify that Ω1

S(logD) ∼= Ω1
S [logD], where

Ω1
S[logD] = OS

〈
dz1
z1
, . . . ,

dzk
zk
, dzk+1, . . . , dzm

〉
.

Further, the discriminants of the minimal versal deformations of isolated hypersurface or
complete intersection singularities are Saito free divisors (see [16], [5]).

In the local situation the germ of a Saito free divisor D is called the Saito singularity.
However, it is often more convenient to exclude trivial cases of hyperplanes or smooth hypersur-
faces since they have no singularities at all. The following statement [5] can be considered as
an improvement of Saito’s Criterion.

Proposition 2 (Determinantal Criterion) The OS,0-module DerS,0(logD) is free if and on-
ly if there are m germs of logarithmic vector fields V 0, . . . , V m−1, such that V i(h) = gi ·h,
gi ∈ OS , i = 0, . . . , m − 1, and such that maximal minors of the m × (m + 1)-matrix formed
by the column (g0, . . . , gm−1)T and m columns of the matrix V = ‖ υij‖ are equal to h and
to its partial derivatives up to invertible factors from O∗

S. These vector fields form a basis of
DerS,0(logD).
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The next proposition [5] delivers a purely algebraic characterization of Saito free divisors
and their singularities.

Proposition 3 (CM-Criterion) Let Z = SingD be the subgerm of D defined by the Jacobi
ideal J(h) =

∑
(∂h/∂zi)OD of the function h. Suppose that codim (Z,D) = 1. Then the

following conditions are equivalent:
1) D is a Saito singularity;
2) Z is a determinantal germ;
3) Z is a Cohen-Macaulay germ.

Recall (see [3]) that a singularity (D, x) is called Euler-homogeneous (or, equivalently, E-
homogeneous) if there is a vector field E ∈ DerS(logD) such that E(h) = gh, where the function
h is a local equation of D and g ∈ O∗

S is invertible. In particular, every weighted homogeneous
singularity is E-homogeneous. Of course, the conversion is not true.

Let N = {V ∈ DerS(logD) : V (h) = 0} be a Lie subalgebra of DerS(logD). Elements
of N are called nilfields (see [4]) or trivial vector fields (see [6]). Then coefficients of an
arbitrary vector field V ∈ N define a relation or syzygy of the first order between partial
derivatives of the function h and vice versa. All such relations generate an OS-module naturally
isomorphic to the module Z1(dh) of 1-cycles of the usual Koszul complex K•(dh) generated
by the partial derivatives of h. In general, there are non-trivial relations between generators
of Z1(dh) represented by syzygies of the second order. They generate OS-module Z2(dh), and
so on. As a result we obtain the following statement which can be considered as a criterion of
freeness for E-homogeneous singularity.

Proposition 4 (Syzygy Criterion) Let D be an E-homogeneous Saito singularity. Then
there is the following splitting into the direct sum of OS-modules:

DerS(logD) ∼= OS〈E〉 ⊕ N,

where N ∼= Z1(dh) is free. In particular, all syzygies Zi(dh), i ≥ 2, of higher orders are trivial.

Proof. The condition of E-homogeneity gives us the relation Eh = gh, g ∈ O∗
S. Take V ∈

DerS(logD). Then V (h) = θh, θ ∈ OS. This implies V − g−1θE ∈ N, that is, the splitting
required. The freeness of Z1(dh) follows from definition of Saito singularity (cf. [22], [3]).

In other words, obstructions for freeness of a non-normal hypersurface singularity can be
considered as a triviality condition of the second Koszul cohomology Z2(dh).

The above Determinantal Criterion can be reformulated in the E-homogeneous case as
follows (see [3]).

Proposition 5 (E-determinantal Criterion) Let D be an E-homogeneous singularity. Then
D is a Saito singularity if and only if there exist m − 1 germs of logarithmic vector fields
V 1, . . . , V m−1 ∈ DerS,0(logD), V i(h) = 0, i = 1, . . . , m − 1, such that maximal minors of the
(m − 1) ×m-matrix V = ‖ υij‖ are equal to partial derivatives of h up to sign. These (m− 1)
vector fields form a basis of the free submodule N ⊂ DerS,0(logD).

There are also other criteria in terms of Lie algebra of logarithmic vector fields in three-
dimensional weighted homogeneous case due to J.Sekiguchi (see [19], [20], [21]); they are
based on the classification of Lie algebras formed by logarithmic vector fields tangent to a
hypersurface, properties of the fundamental antiinvariants of finite reflection groups, etc.
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6 Locus and stratum of freeness

Now we are going to apply the construction of projectivization of fibers in order to show how
Saito singularities appear in flat families. The following results are typical for the case c < 0,
that is, for simple singularities. Thus, in notations of section 4 among different projectivizations
for an A1-singularity one can consider the flat mapping ϕ associated with polynomial F 1 =
tx+y2 +z2. In this case for all t 6= 0 the corresponding quasicones are isomorphic to a Saito free
divisor (more exactly, to a hyperplane) due to Saito’s criterion of freeness with the following
data:

V =




2x y z
y −t/2 0
z 0 −t/2


 , det(V) = t(tx+ y2 + z2)/2.

When t = 0 the corresponding quasicone is isomorphic to the direct product of x-line and a
plane quadric, that is, it is a Saito singularity.

This example leads to the following definition. In notations of section 4 let us consider the
deformation φ : Y → S of the singularity Y0 and its projectivization ϕν : Y → S obtained with
the help of the variable z0 whose weight is equal to an integer ν ∈ Z.

Definition 1. Let us denote by Lν(Y0) the subset of the discriminant D ⊂ S of the
deformation ϕν consisting of all the points s ∈ D such that the quasicones over the fibers
Y s have Saito singularities. Then Lν(Y0) is called the locus of freeness of the deformation ϕν .

Of course, in a similar manner the locus of freeness is defined in a more general situation,
without the assumption on quasihomogeneity. Criteria from section 5 implies that the locus
of freeness is, in fact, a closed set. In particular, one obtains that dim Lν(A1) = 0 for all
ν 6= 2, since the locus of freeness consists of one point {0}. However, it is possible to show that
in general the locus of freeness is not an equidimensional set, it may contain components of
different dimensions. As a result one can pose the following question:

Problem 1. How one can compute the locus of freeness Lν(Y0) for a given singularity ?
In fact, it is possible to give a natural description of the locus of freeness in terms of the

so-called flattening stratum (cf. [8]). Thus, let us take an embedding CY →֒ Cn+1 × S →
S associated with the deformation ψ : CY → S induced by the mapping of projectivization
ϕ : Y → S, obtained with the help of the variable z0 whose weight is equal to an integer ν ∈ Z

in the notations of section 2. Set further Π = Cn+1 × S. Then the defining ideal of C = CY is
generated by one function, say F ∈ OΠ.

Let Ω1
Π/S be the OΠ-module of relative Kähler differentials and let DerC(Π/S) be the module

of relative vector fields on Π over S, DerC(Π/S) ∼= HomOΠ
(Ω1

Π/S,OΠ).

Let us consider a coherent OΠ-module DerΠ/S(logC/S) of relative logarithmic vector fields
consisting of the elements v ∈ DerC(Π/S) such that v(F ) ⊆ (F )OΠ. In fact, v induces vector
fields on each fibers Cs tangent at their non-singular points. In other words, v induces the
vertical vector field v ∈ T 0(C/S,OC) on the total space of the deformation ψ.

The above definition of the locus of freeness implies that Lν(Y0) ⊆ S is the maximal locally
closed subspace consisting of those points s ∈ S such that the restriction
DerΠ/S(logC/S)

∣∣
Cn+1×{s}

is a locally free OCn+1-module.

It should be remarked that the locus of freeness one can determine making use of a slightly
modified algorithm for computation of flattening stratum (see [8]). The original algorithm
generalizing Massey product computations was implemented in SINGULAR language [12]; it
was used in computing of the modular stratum, a very interesting and important object in the
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deformation theory. As a result one can produce the following definition in a rather general
context.

Definition 2. Let ψ : X → S be a flat deformation of a hypersurface singularity X0, and let
X →֒ Π = C

n+1 × S be the corresponding embedding of the total deformation space. Then the
intersection of the discriminant D ⊂ S of the deformation and the image of the projection of
the flattening stratum associated with the sheaf of OΠ-modules DerΠ/S(logX/S) on the second
factor of Π is called the stratum of freeness of the deformation ψ.

In fact, the computational procedure of the above mentioned algorithm gives us explicit
equations for the stratum, that is, this stratum is endowed by a non-trivial structure sheaf. In
general, the stratum of freeness contains singularities, it may be non-reduced, etc.

Thus, in the above notations for conic singularities the image of the projection on the
second factor of Π of the flattening stratum associated with DerΠ/S(logX/S) gives us the locus
of freeness Lν(Y0) for the deformation ψ of the quasicone X0 = CY 0

; in fact, it is the reduced
part of the stratum of freeness, its "sous-jacent."

For completeness it should be noted that there are other methods for computation of locus
of freeness based on criteria from section 5. However, an experience shows that they require
highly difficult calculations (cf. [8]).

7 Degeneration and compactification of deformations

Now let us discuss another situation when Saito free divisors and their non-isolated singularities
closely related with properties of deformations of isolated singularities. In fact, there are
many types of isolated critical points of functions or, equivalently, isolated singularities of
hypersurfaces which can be deformed to non-isolated ones. The corresponding values of para-
meters of the family are defined by conditions of degeneracy, the associated fibers are called
degenerate fibers of the deformation (cf. [9]). In general, it is very interesting to understand
properties of degenerate fibers of flat families (cf. [15], (14.11)). We show below that sometimes
such fibers are nothing but non-isolated Saito singularities. We call the corresponding family
free deformation of the singularity.

On the other hand, any non-isolated hypersurface singularity can be deformed to isolated
one: we can add some additional monomials to its defining equation which are defined by
conditions of non-degeneracy for functions (some types of such conditions have been described
by [16], [9], [1], [2], etc.). Of course, if a non-isolated singularity is weighted homogeneous
and one wants to keep the grading up to a (multiple) common factor then the task is more
complicated and occasionally becomes in an intractable problem.

Remark. It should be also underlined that in contrast with the theory of isolated singula-
rities the type of homogeneity π in non-isolated case does not determine in general either
topological or analytical structure of a singularity. Moreover, there are types of homogeneity
that can not be realized as types of isolated singularities at all. However if we analyze non-
isolated Saito singularities then the type of homogeneity together with weights of basis logarith-
mic vector fields determine basic properties of the associated local ring, the local cohomology
of the De Rham complex, the structure of the Lie algebra of vector fields tangent to the
hypersurface, Milnor numbers, and so on (see [4]).

Further when one constructs a deformation over an affine base space then an initial non-
isolated singularity can be often included in a flat family as a fiber at infinity, the corresponding
value of parameters defines a point at infinity of compactification of the base space of the family.
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In fact, the following problem is also well-known in the theory of singularities (cf. [15],
(14.11), 2)).

Problem 2. How one can describe degenerate fibers or compactifications of a flat family of
isolated singularities ?

The study of a particular families such as minimal versal deformations, maximal modular
germs, modular spaces is a very interesting and intriguing problem (cf. [14]). For example,
based on considerations below it is not difficult to see that Saito free divisors or Saito non-
isolated singularities, appeared in the problems of compactification of flat families or modular
deformations (at least in some special cases), are analogous to stable curves from Deligne-
Mumford theory where compactifications of the moduli space of smooth curves of given genus
with the help of singular curves are investigated.

Summarizing these observations one can see that in the classification of weighted homoge-
neous non-isolated singularities the following question looks like very natural and useful:

Problem 3. How one can classify weighted homogeneous Saito singularities based on
analysis of deformations of isolated singularities ?

In view of the constructions described in Section 3, this problem is reduced to analysis of
properties of quasicones over various projectivizations of fibers associated with deformations
of isolated singularities. In addition, considerations from Section 4 show that it is possible to
carry out the analysis in a systematic way if we classify deformations of isolated singularities
filtered by the numerical invariant c = d −

∑
wi, the degree of the canonical class of the base

of the corresponding quasicone.

8 Compactification of modular deformations

Let us consider an example which shows how one can compactify a concrete flat family,
deformation of an isolated singularity. Thus, let Y0 be a simple D4-singularity. In the notations
of section 4 the singularity Y0 is given by the polynomial f = y3 + z3, the cotangent space
T 1(Y0) = k〈1, y, z, yz〉 is generated by four monomials. Let us consider the following two-
parameter deformation: F = y3 + z3 + ayz+ b. It is not difficult to verify that the discriminant
D of the deformation is defined by the weighted homogeneous polynomial h = a3b + 27b2 =
b(a3 + 27b).

The projectivization of fibers by means of the new variable x = z0 of weight 1 gives us the
flat mapping ϕ associated with the polynomial F = bx3 + y3 + z3 + axyz. Thus, for b = 0
one gets the family fa = y3 + z3 + axyz. For all a 6= 0 quasicones over the corresponding
fibers of this family are isomorphic to the non-isolated surface singularity f1 = y3 + z3 + xyz.
Further, for b 6= 0 one gets a family isomorphic to the modular deformation of a P8-singularity
Fα = x3 +y3 +z3 +αxyz with condition of non-degeneracy α3 +27 6= 0, where α = a/ 3

√
b, while

for a 6= 0 one has the deformation F b = bx3 + y3 + z3 + xyz with the following condition of
non-degeneracy: b(27b+ 1) 6= 0. In both cases the degeneration means, in fact, that quasicones
over the corresponding fibers are non-isolated two-dimensional hypersurface singularities. To
be more precise we obtain four such singularities in all containing in the first family F α : one
is determined by b = 0, while others are given by the conditions a = −3, 3̇, −3̇2, where
̇ = exp(πı̇/3) is the primitive root of the third order of −1, that is,

1) y3 + z3 + xyz,
2) x3 + y3 + z3 − 3xyz,
3) x3 + y3 + z3 + 3̇xyz,
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4) x3 + y3 + z3 − 3̇2xyz.
The degenerate fiber of the second family F b with b = −1/27 is isomorphic to the fourth

singularity. Here we observe an interesting phenomenon closely related with the theory of
compactification of modular spaces or deformations (see details in [7]). In fact, a clear description
of modular spaces is given by collections of charts or finite coverings, that is, by a collection
of proper multivalent mappings ϕV : V → M, where M is the maximal modular deformation,
m = dim M, and V ⊂ Cm are open subsets. It is well-known that P8-singularity is unimodular,
that is, m = 1 (cf. [loc. cite]). Set V = C1. Then the family P8 is given by the mapping
f : X → V such that any fiber Xa ⊂ C3, a ∈ V, is given by the equation x3+y3+z3+axyz = 0.
Let us define a chart ϕV : V → CP by ϕV (a) = a3. The chart ϕV covers the Riemann sphere
CP, except for ∞. It may be covered by another chart. To see this, let us consider the second
family bx3 +y3 +z3 +xyz, b ∈W = C1\{0}. Then ϕW : W → CP, defined by ϕW (b) = 1/b, will
be the desirable chart. Besides ϕW maps to ∞ the fiber of the family over b = 0. It is not difficult
to verify that both charts are glued along ϕ−1

V (N) and ϕ−1
W (N), where N = ϕV (V ) ∩ ϕW (W ),

to the sphere CP. In fact, the gluing isomorphism is given by the formula a3 = 1/b.
As a result the Riemann sphere CP is covered by two charts ϕV , ϕW , containing non-isolated

singularities defined above. Thus, the following question arises:
Problem 4. (cf. [14], Problem 4.4). Does there exist a collection of charts corresponding to

flat families of isolated singularities that covers all the points of CP ?
Considerations described above lead to a slightly different version of this problem:
Problem 4′. Does there exist such compactification of modular deformations by means

of flat families of isolated and non-isolated singularities of certain type or types (e.g. Saito
singularities).

The above computation gives us some information on the locus of freeness for deformations
of the quasicone over a D4-singularity. In fact, it is not difficult to verify that germs 2) - 4)
satisfy Saito’s Criterion in view of the following representation of the corresponding data by
symmetric matrices:

V1 =



x y z
y z x
z x y


 , V2 =



x y z
y z x
z x y


 , V3 =



x y z
y ̇2z −̇x
z −̇x ̇2y


 ,

where det(V1) = −(x3 + y3 + z3 − 3xyz), det(V2) = ̇(x3 + y3 + z3 + 3̇xyz), and det(V3) =
−̇2(x3 + y3 + z3 − 3̇2xyz). As a result, one obtains three non-isomorphic Saito singularities
among quasicones associated with deformations of a simple isolated singularity D4. Hence, the
locus of freeness contains three points corresponding to germs 2)−4). That is, dim L1(D4) = 0.

In conclusion let us fix a type of homogeneity π = (d;w0, . . . , wn). Denote by S(π) the
set of equivalence classes of Saito singularities of given type π modulo analytic isomorphisms.
Thus, the above considerations imply that S(2; 2, 1, 1) contains a point corresponding to the
deformation F 1 = tx+ y2 + z2 of an A1-singularity, S(3; 1, 1, 1) contains at least three distinct
points corresponding to germs 2) − 4) from the above, and so on. As a result one can pose the
following question:

Problem 5. How one can describe the set S(π) for a given type of homogeneity ?
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Société Mathématique de France, Paris, 1974, 1-131.

16. K. Saito. Quasihomogene isolierte Singularitäten von Hyperflächen, Invent. Math. 14
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20. J. Sekiguchi. A classification of weighted homogeneous Saito free divisors. J. Math. Soc.
Japan 61(2009), no. 4, 1071-1095.

21. J. Sekiguchi. Three dimensional Saito free divisors and deformations of singular curves.
In: Geometry and analysis on complex algebraic varieties, RIMS Kōkyūroku, 20 pp. (to
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СТРАТ СВОБОДНОСТИ ДЛЯ ДЕФОРМАЦИЙ ОСОБЕННОСТЕЙ
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Аннотация. Цель этой заметки – изучение проблемы классификации квазиоднородных сво-

бодных дивизоров Саито с помощью теории деформаций многообразий с Gm-действием. В част-

ности, мы описываем подход к вычислению страта свободности для деформаций квазиконусов

над квазигладкими многообразиями. Мы также обсуждаем некоторые полезные приложения в

более общем контексте, включая методы вычисления этого страта для деформаций особенностей

гиперповерхностей, компактификации пространств модулей и т.д.

Ключевые слова: логарифмические дифференциальные формы, форма-вычет,регулярные

мероморфные дифференциальные формы, кручение голоморфных дифференциалов.
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ОБРАЩЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ МЕТОДОМ
ОПЕРАТОРНЫХ ТОЖДЕСТВ

Е.А. Аршава

Харьковский государственный технический университет строительства и архитектуры,

ул.Сумская, 40, 61002, г. Харьков, Украина, e-mail: elarshava@mail.ru

Аннотация. Изучается задача обращения некоторых классов интегральных операторов ме-
тодом операторных тождеств, доказывается конечномерность соответствующих коммутационных
операторов и исследуется структура обратного оператора. Полученные результаты используются
при решении задачи фильтрации и прогноза нестационарных случайных процессов и сигналов.

Исследуется уравнение со специальной правой частью, к которому сводится решение ряда

задач астрофизики, теории переноса излучения.

Ключевые слова: операторные тождества, обратный оператор, обобщенные коммутацион-

ные соотношения.

1 Введение

Метод операторных тождеств был впервые применен В.А. Амбарцумяном при изучении
проблем астрофизики [1]. Затем В.В. Соболев [2] , В.В. Иванов [3] применили коммутаци-
онные соотношения для решения интегральных уравнений, которые возникают в задачах
переноса излучения и рассеивания света.

В этих работах использовалась связь интегрального оператора с разностным ядром и
оператора дифференцирования, т.е. в коммутационном соотношении присутствовал неогра-
ниченный оператор. Такой подход приводил к существенным трудностям при построении
общей математической теории.

Наиболее весомый вклад в разработку представленной тематики сделал Л.А. Сахно-
вич [4]. Было предложено вместо оператора дифференцирования использовать несамосо-
пряженный оператор интегрирования. При этом Л.А. Сахновичем рассматривался класс
уравнений вида

Sf =
d

dx

ω∫

0

S(x− t)f(t)dt = ϕ(x), (1)

который является наиболее общим классом уравнений с разностным ядром. Это дало воз-
можность Л.А. Сахновичу с единой точки зрения исследовать различные виды уравнений
с разностным ядром как первого, так и второго рода.

Основная идея метода состоит в доказательстве конечномерности соответствующего
интегрального оператора. В этом случае обратный оператор к данному интегральному
оператору строится при помощи функций, которые определяют вырожденность коммута-
ционного оператора.

В работах И.И. Кальмушевского, А.Б. Нерсесяна, А.Л. Сахновича и др. Метод опе-
раторных тождеств использовался при изучении систем интегральных уравнений с раз-
ностным ядром, сумматорных уравнений с матрицей коэффициентов Тёплица, двумерных
интегральных уравнений.
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2 Построение обратного оператора

Рассмотрим задачу обращения оператора вида

Sf = Lx(α)

ω∫

0

S(x, t)f(t)dt (2)

с ядром S(x, t) = 0, которое удовлетворяет дифференциальному уравнению в частных
производных гиперболического типа

(Lx(α) − Lt(α))S(x, t) = 0, Lx(α) =
∂2

∂x2
+ α

∂

∂x
, α = α 6= 0, (3)

Можно доказать, что для любого ограниченного оператора вида (2) с ядром, которое
удовлетворяет условиям (3), имеют место соотношения:

(A0S − SA∗
0)f =

ω∫

0

(
M1(x) +

1 − e−αt

α
M2(x) +M3(t) +

1 − e−αx

α
M4(t)

)
f(t)dt, (4)

где
A0 = L−1

x (α), M1(x) = S(x, 0), M2(x) = S ′(x, 0),
M3(t) = −S(0, t), M4(t) = −S ′(0, t), f(t) ∈ L2(0, ω).

Если оператор S имеет ограниченный обратный T , тогда верно представление:

(TA0 − A∗
0T )f =

ω∫

0

R(x, t)f(t)dt,

где R(x, t) =
4∑
i=1

P ∗
i (t)Qi(x), кроме того, для Pi(t)Qi(x), (i = 1, 4) выполняются соотношения

вида:

S∗P1 = 1, S∗P2 = M∗
3 (t), S∗P3 = M∗

4 (t), S∗P4 = 1−e−αt

α
,

SQ1 = M1(x), SQ2 = 1, SQ3 = 1−e−αx

α
, SQ4 = M2(x).

(5)

Если оператор S ограничен вместе со своим обратным оператором T и существуют
функции Pi(t), Qi(x), (i = 1, 4), которые удовлетворяют соотношениям (5), тогда для опе-
ратора T = S−1 имеет место интегральное представление:

Tf = Lx(α)

ω∫

0

f(t)Lt(−α)Φ(x, t)dt,

где Φ(x, t) выражается через ядро оператора R = (TA0 −A∗
0T ), f(t) ∈ L2(0, ω).

Полученные результаты перенесены на случай обобщенных функций вида:

f(x) = γδ(x) + βδ(ω − x) + g(x), g(x) ∈ L2(0, ω), δ(x) − дельта-функция Дирака.
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3 Решение задачи фильтрации нестационарных случайных процессов

В качестве примера рассмотрим интегральный оператор

SG =

ω∫

0

K(x, t)G(t, τ)dt, (6)

где K(x, t) = g(x−t)e−α(x+t)
2 +f(x+t) - корреляционная функция случайного входного про-

цесса, τ фиксированный параметр. Интегральные операторы такого вида встречаются при
решении задачи фильтрации нестационарного случайного сигнала на конечном интервале
[5]. Оператор (6) можно записать в виде

SG =

(
d2

dx2
+ α

d

dx

) ω∫

0

S(x, t)G(t, τ)dt,

где S(x, t) = g1(x− t)e
−α(x+t)

2 + f1(x+ t) - ядро оператора S.

Пусть S(x, t) = sign(x−t)
ν

e−ν|x−t|e
−α(x+t)

2 + e−(ν+ α
2 )(x+t). Тогда

M1(x) = S(x, 0) =

(
1 +

1

ν

)
e−(ν+ α

2 )x,

M2(x) = S ′(x, 0) =
(
−1 − α

2ν
− ν − α

2

)
e−(ν+ α

2 )x,

M3(t) = −S(0, t) =

(
1

ν
− 1

)
e−(ν+ α

2 )t,

M4(t) = −S ′(0, t) =
(

1 +
α

2ν
− ν − α

2

)
e−(ν+ α

2 )t.

Решая уравнения (5) в классе функций f(x) = γδ(x)+βδ(ω−x)+g(x), где g(x) ∈ L2(0, ω),
получаем

P1(t) =
ν

α
eαt +

2ν

α(ν − 1)

(
ν

α− 2ν
− 1

α + 2ν

)
δ(t) +

2ν

α(2ν − α)
eαωδ(ω − t),

P2(t) =
4

α2 − 4ν2
δ(t), P3(t) =

4ν

(ν − 1)(4ν2 − α2)

(
1 +

α

2ν
− ν − α

2

)
δ(t),

P4(t) =
ν

α2
eαt +

2ν

α2

(
1

α + 2ν
− eαω

α− 2ν

)
δ(ω − t) +

ν

α2
+

8ν2(ν + 1)

α2(α2 − 4ν2)(ν − 1)
δ(t),

Q1(t) =
4

4ν2 − α2
δ(t),

Q2(t) = −ν
α
eαt − 2ν

α(ν + 1)

(
1

α+ 2ν
+

1

α− 2ν

)
δ(t) +

2ν

α(α− 2ν)
eαωδ(ω − t),

Q3(t) = − ν

α2
eαt +

2ν

α2

(
eαω

α− 2ν
− 1

α+ 2ν

)
δ(ω − t) − ν

α2
+

8ν2(ν − 1)

α2(4ν2 − α2)(ν + 1)
δ(t),

Q4(t) =
4ν

(ν + 1)(4ν2 − α2)

(
−1 − α

2ν
− ν − α

2

)
δ(t).
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4 Уравнение со специальной правой частью

На основе полученных результатов рассмотрим уравнение со специальной правой частью,
которое играет существенную роль в астрофизике, теории переноса излучения

Sf = eiλx,

где S оператор вида (2).
Легко доказать, что если функции M1(x), M2(x), x, 1−e−αx

α
и 1, где M1(x), M2(x) опре-

делены формулами (5), принадлежат области значений оператора S−RS, тогда RS плотно
в L2(0, ω).

Пусть
SLm = xm−1, (m = 1,∞). (7)

Покажем, что существуют функции Lm, которые удовлетворяют соотношениям (7). По-
лагая в (4) сначала, f = 1

α
Lm, а потом f = 1

m
Lm+1 и складывая полученные результаты,

имеем:

xm+1

αm(m + 1)
= S




ω∫

x

1 − eα(x−t)

α

{
1

α
Lm +

1

m
Lm+1

}
dt+

+

ω∫

0

{
1

α
Lm +

1

m
Lm+1

}
dt ·N1(x) +

ω∫

0

1 − e−αt

α

{
1

α
Lm +

1

m
Lm+1

}
dt ·N2(x)+

+

ω∫

0

M3(t)

{
1

α
Lm +

1

m
Lm+1

}
dt ·N3(x) +

ω∫

0

M4(t)

{
1

α
Lm +

1

m
Lm+1

}
dt ·N4(x)


 ,

где функции Ni(x), (i = 1, 4), такие, что

SN1 = M1(x), SN2 = M2(x), SN3 = 1, SN4 =
1 − e−αx

α
.

Эти функции существуют, т.к. M1(x), M2(x), 1, 1−e−αx

α
из RS.

Следовательно,

Lm+2

m(m+ 1)
=

ω∫

x

1 − eα(x−t)

α

{
Lm +

α

m
Lm+1

}
dt+

ω∫

0

{
 Lm +

α

m
Lm+1

}
dt ·N1(x)+

+

ω∫

0

1 − e−αt

α

{
Lm +

α

m
Lm+1

}
dt ·N2(x) +

ω∫

0

M3(t)
{

 Lm +
α

m
Lm+1

}
dt ·N3(x)+

+

ω∫

0

M4(t)
{
Lm +

α

m
Lm+1

}
dt ·N4(x). (8)

По условию существуют L1(x) = N3(x), L2(x) = S−1x. Соотношения (8) определяют все
последующие члены последовательности Lm(x). Таким образом, xm ∈ RS при (m = 0,∞).
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Пусть существуют такие функции Ni ∈ L2(0, ω), (i = 1, 4), что выполняются равенства:

SN1 = M1(x), SN2 = M2(x), SN3 = 1, SN4 =
1 − e−αx

α
. (9)

Тогда верны соотношения:

S∗M̂1 = 1, S∗M̂2 =
1 − e−αt

α
, S∗M̂3 = M3(t), S∗M̂4 = M4(t),

где
M̂1(t) = N3(ω − t), M̂2(t) = N4(t),

M̂3(t) =
1 − eα(ω−t)

α
+N1(ω − t) − 1 − eαω

α
N2(t),

M̂4(t) = −αN1(ω − t) −N2(ω − t) − αN1(t) − 1.

Если оператор S является ограниченным и существуют функции Ni ∈ ∈ L2(0;ω), (i =
1, 4), удовлетворяющие равенствам (9), тогда имеют место следующее представление:

SB(x, λ) = eiλx,

где

B(x, λ) = u(x, λ) +
iλα − λ2

α + 2iλ

x∫

0

u(t, λ) ·
(
eiλ(t−x) + e(α+iλ)(x−t)

)
dt,

u(x, λ) = a(λ)N1(x) + b(λ)N2(x) + c(λ)N3(x) + d(λ)N4(x),

a(λ) =

ω∫

0

eiλt
(
iλα− λ2

)
N3(ω − t)dt, b(λ) =

ω∫

0

eiλt
(
iλα− λ2

)
N4(t)dt,

c(λ) =

ω∫

0

eiλt
(
iλα− λ2

)(1 − eα(ω−t)

α
+N1(ω − t) − 1 − eαω

α
N2(t)

)
dt,

d(λ) =

ω∫

0

eiλt
(
iλα− λ2

)
(−αN1(ω − t) −N2(ω − t) − αN1(t) − 1) dt.

5 Обобщенные коммутационные соотношения

Рассмотрим задачу обращения оператора S вида

Sf = e−x
d

dx

ω∫

0

e−tS(x, t)f(t)dt. (10)

Пусть операторы R и T определены следующим образом

Rf = f(x) − 2

x∫

0

sh(x− t)f(t)dt, Tf = f(x) − 2

ω∫

x

ex−tf(t)dt,
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а ядро оператора (10) удовлетворяет уравнению
(
∂2

∂x2
− 2

∂

∂x
+
∂

∂t
− 2I

)
S(x, t) = 0

Если предположить, что S(x, t) = ex+3tS̃(x, t), тогда для конечномерности оператора
S − RST достаточно, чтобы S̃(x, t) удовлетворяло уравнению

(
∂2

∂x2
+
∂

∂t

)
S̃(x, t) = 0.

Легко доказать, что имеют место соотношения:

(S − RST )f =

ω∫

0

(K1(x)L1(t) +K2(x)L2(t)) f(t)dt,

где K1(x) = 4shx, K2(x) = −2shx, L1(t) = e−t
t∫

0

S(0, ξ)dξ, L2(t) = S(0, t).

Используя изложенный подход, можно рассмотреть случай оператора S − RSR∗.
Тогда

(S −RSR∗)f = Sf(x) − RS


f(x) −

ω∫

x

et−xf(t)dt+

ω∫

x

ex−tf(t)dt


 =

= Sf(x) −R


Sf(x) − e−x

d

dx

ω∫

0

e−tS(x, t)

ω∫

t

eξ−tf(ξ)dξdt +

+ e−x
d

dx

ω∫

0

e−tS(x, t)

ω∫

t

et−ξf(ξ)dξdt


 =

ω∫

0

(O1(x)H1(t) +O2(x)H2(t))f(t)dt,

где
O1(x) = −2shx, O2(x) = −4shx,

H1(t) = e−tS(0, t), H2(t) =
t∫

0

sh(t− ξ)e−ξS(0, ξ)dξ,

а ядро S(x, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению
[(

∂2

∂x2
+
∂2

∂t2

)
− 2

(
∂

∂x
+
∂

∂t

)
− 2I

]
S(x, t) = 0.

Для оператора Q = S−1, если он существует и ограничен, верно равенство:

(Q− R∗QR)f =

ω∫

0

(G1(x)П ∗
1 (t) +G2(x)П ∗

2 (t))f(t)dt,

где
S(R∗)−1G1 = −2shx, S(R∗)−1G2 = −4shx,

RS∗П ∗
1 = S(0, t), RS∗П ∗

2 =
t∫

0

sh(t− ξ)e−ξS(0, ξ)dξ.
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Найдем общий вид обратного оператора Q. Пусть

Qf = e−x
d

dx

ω∫

0

e−tQ(x, t)f(t)dt, (11)

а ядро Q(x, t) удовлетворяет условию Q(ω, t) = 0.
Тогда

TQRf =

ω∫

0


e−x−t ∂

∂x
Q(x, t) − e−x−t

ω∫

t

∂

∂x
Q(x, ξ)dξ + 2e−x−tQ(x, t)+

+e−x+t
ω∫

t

e−2ξ ∂

∂x
Q(x, ξ)dξ − 4ex−t

ω∫

x

Q(ξ, t)e−2ξdξ−

−2e−x−t
ω∫

t

Q(x, ξ)dξ + 4ex−t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

Q(ξ, τ)dτdξ+

+ 2e−x+t
ω∫

t

e−2ξQ(x, ξ)dξ − 4ex+t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

e−2τQ(ξ, τ)dτdξ


 f(t)dt.

Введем оператор

Q1f =

ω∫

0

Φ(x, t)f(t)dt,

где

Φ(x, t) = e−x−t
∂

∂x
Q(x, t) − e−x−t

ω∫

t

∂

∂x
Q(x, ξ)dξ + 2e−x−tQ(x, t)+

+e−x+t
ω∫

t

e−2ξ ∂

∂x
Q(x, ξ)dξ − 4ex−t

ω∫

x

Q(ξ, t)e−2ξdξ−

−2e−x−t
ω∫

t

Q(x, ξ)dξ + 4ex−t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

Q(ξ, τ)dτdξ+

+2e−x+t
ω∫

t

e−2ξQ(x, ξ)dξ − 4ex+t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

e−2τQ(ξ, τ)dτdξ. (12)

То есть Q1f = TQRf . В этом случае

(Q1 − TQ1R)f = TDRf = Cf =

ω∫

0

C(x, t)f(t)dt,
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где ядро

C(x, t) = e−x−t
∂

∂x
D(x, t) − e−x−t

ω∫

t

∂

∂x
D(x, ξ)dξ + 2e−x−tD(x, t)+

+e−x+t
ω∫

t

e−2ξ ∂

∂x
D(x, ξ)dξ − 4ex−t

ω∫

x

D(ξ, t)e−2ξdξ−

−2e−x−t
ω∫

t

D(x, ξ)dξ + 4ex−t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

D(ξ, τ)dτdξ+

+2e−x+t
ω∫

t

e−2ξD(x, ξ)dξ − 4ex+t
ω∫

x

e−2ξ

ω∫

t

e−2τD(ξ, τ)dτdξ. (13)

С другой стороны

Cf = (Q1 − TQ1R)f =

ω∫

0

Φ(x, t)f(t)dt− TQ1 ·


f(x) −

x∫

0

ex−tf(t)dt+

+

x∫

0

et−xf(t)dt


 =

ω∫

0

Φ(x, t)f(t)dt− T ·




ω∫

0

Φ(x, t)f(t)dt−

−
ω∫

0

Φ(x, t)

t∫

0

et−ξf(ξ)dξdt+

ω∫

0

Φ(x, t)

t∫

0

eξ−tf(ξ)dξdt


 =

=

ω∫

0




ω∫

t

eξ−tΦ(x, ξ)dξ −
ω∫

t

et−ξΦ(x, ξ)dξ − 2

ω∫

x

ex−ξΦ(ξ, t)dξ+

+ 2ex−t
ω∫

x

e−ξ
ω∫

t

eτΦ(ξ, τ)dτdξ − 2ex+t
ω∫

x

e−ξ
ω∫

t

e−τΦ(ξ, τ)dτdξ


 f(t)dt.

Следовательно,

C(x, t) =

ω∫

t

eξ−tΦ(x, ξ)dξ −
ω∫

t

et−ξΦ(x, ξ)dξ − 2

ω∫

x

ex−ξΦ(ξ, t)dξ+

+2ex−t
ω∫

x

e−ξ
ω∫

t

eτΦ(ξ, τ)dτdξ − 2ex+t
ω∫

x

e−ξ
ω∫

t

e−τΦ(ξ, τ)dτdξ.

Дифференцирование полученного равенства приводит к уравнению

2

(
∂2

∂t2
+

∂

∂x
− 4I

)
Φ(x, t) =

(
∂2

∂t2
− I

)(
∂

∂x
− I

)
C(x, t). (14)
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Применяя соотношения (11)-(14), можно восстановить обратный оператор.
Пусть задан ограниченный в L2(0, ω) оператор S вида (2).

Оператор Ãf = A2
0f , где

A0f =

x∫

0

1 − eα(ξ−x)

α
f(ξ)dξ. (15)

Выясним, при каких условиях оператор ÃS −SÃ∗ представляет собой конечномерный
оператор. Учитывая (15), получаем

Ãf =

t∫

0

(t− ξ)
1 + eα(ξ−t)

α2
f(ξ)dξ + 2

t∫

0

eα(ξ−t) − 1

α3
f(ξ)dξ,

Ã∗f =

ω∫

t

(ξ − t)
1 + eα(t−ξ)

α2
f(ξ)dξ + 2

ω∫

t

eα(t−ξ) − 1

α3
f(ξ)dξ.

Тогда имеет место соотношение

(ÃS − SÃ∗)f =

ω∫

0

(N1(t)M1(τ) +N2(t)M2(τ))f(τ)dτ,

где
M1(τ) = S ′(0, τ), M2(τ) = S(0, τ),

N1(t) = − t

α2
(1 + e−αt) +

2

α3
(1 − e−αt), N2(t) = −1 − e−αt

α2
− t

α
,

при этом ядро интегрального оператора должно удовлетворять уравнению
[(

∂2

∂τ 2
+ α

∂

∂τ

)2

−
(
∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

)2
]
S(t, τ) = 0.

Если у оператора S вида (2) существует ограниченный обратный T , то он удовлетво-
ряет соотношению

(TÃ− Ã∗T )f =

ω∫

0

(Q1(t)P
∗
1 (τ) +Q2(t)P

∗
2 (τ))f(τ)dτ,

где
S∗P1 = M∗

1 , S∗P2 = M∗
2 , SQ1 = N1, SQ2 = N2.

Рассмотрим аналогичную задачу для оператора ÃS − SB, когда

Ãf =

t∫

0

(t− ξ)
1 + eα(ξ−t)

α2
f(ξ)dξ + 2

t∫

0

eα(ξ−t) − 1

α3
f(ξ)dξ,

Bf =

t∫

0

1 − eα(ξ−t)

α
f(ξ)dξ.
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В этом случае получаем

(ÃS − SB)f =

ω∫

0

(N1(t)M1(τ) +N2(t)M2(τ))f(τ)dτ,

где
M1(τ) = S ′(0, τ), M2(τ) = S(0, τ),

N1(t) = − t

α2
(1 + e−αt) +

2

α3
(1 − e−αt), N2(t) =

1 − e−αt

α2
− t

α
,

при этом ядро интегрального оператора должно удовлетворять уравнению

[(
∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

)2

−
(
∂2

∂τ 2
− α

∂

∂τ

)]
S(t, τ) = 0.

Обратный оператор T к оператору S вида (2) удовлетворяет соотношению

(TÃ−BT ) =

ω∫

0

R(t, τ)f(τ)dτ,

где
R(t, τ) = Q1(t)P

∗
1 (τ) +Q2(t)P

∗
2 (τ),

S∗P1 = M∗
1 , S∗P2 = M∗

2 , SQ1 = N1, SQ2 = N2.

Пусть

Tf =

(
d2

dx2
+ α

d

dx

) ω∫

0

F (x, t)f(t)dt, (16)

причем

F (ω, 0) = 0,

ω∫

0

|F (x+ ∆x, t) − F (x, t)|2 dt ≤ ‖T‖2 |∆x| .

Можно показать, что

BTÃf =

ω∫

0

f(t)

ω∫

t

(
−1 − e−αx

α
F ′(0, ξ) + F (x, ξ) − e−αxF (0, ξ)

)
×

×
(

(ξ − t)
1 + eα(t−ξ)

α2
+ 2 · e

α(t−ξ) − 1

α3

)
dξdt.

Обозначим через T1f =
ω∫
0

G(x, t)f(t)dt, где

G(x, t) =

ω∫

t

(
−1 − e−αx

α
F ′(0, ξ) + F (x, ξ) − e−αxF (0, ξ)

)
×
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×
(

(ξ − t)
1 + eα(t−ξ)

α2
+ 2 · e

α(t−ξ) − 1

α3

)
dξdt, (17)

G(x, ω) = 0.

Тогда T1f = BTÃf и T1Ã− BT1 = H, Hf = BRÃf =
ω∫
0

H(x, t)f(t)dt,

H(x, t) =

ω∫

t

(
−1 − e−αx

α
R′(0, ξ) + R(x, ξ) − e−αxR(0, ξ)

)
×

×
(

(ξ − t)
1 + eα(t−ξ)

α2
+ 2 · e

α(t−ξ) − 1

α3

)
dξ. (18)

Так как

(T1Ã− BT1)f =

ω∫

0

f(t)

ω∫

t

G(x, ξ)

(
(ξ − t)

1 + eα(t−ξ)

α2
+ 2 · e

α(t−ξ) − 1

α3

)
dξdt−

−
ω∫

0

f(t)

x∫

0

G(ξ, t)
1 − eα(ξ−x)

α
dξdt,

имеет место уравнение

ω∫

t

G(x, ξ)

(
(ξ − t)

1 + eα(t−ξ)

α2
+ 2 · e

α(t−ξ) − 1

α3

)
dξ−

−
x∫

0

G(ξ, t)
1 − eα(ξ−x)

α
dξ = H(x, t).

Дифференцируя последнее уравнение по x и по t, получаем

(
∂2

∂t2
− α

∂

∂t

)2(
∂2

∂x2
− α

∂

∂x

)
H(x, t) =

(
∂2

∂x2
− α

∂

∂x

)
G(x, t). (19)

Таким образом, с помощью формул (16)-(19) можно получить представление для об-
ратного оператора T .

6 Выводы и перспективы дальнейших исследований

Метод операторных тождеств является современным математическим аппаратом для ис-
следования многих теоретических и прикладных задач теории линейных операторов. Пред-
ставляет интерес рассмотреть задачу обращения интегрального оператора на основе двух
операторных тождеств. В этом случае в качестве интегрального оператора имеет смысл
рассматривать ограниченный оператор в L2(U), где

U = {x; 0 < x1 < ω1, 0 < x2 < ω2} − прямоугольник на плоскости,
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вида

Sf =
∂

∂xk

∂

∂xj

∫

U

V (x, t)f(t)dt, x = (x, t), t = (t1, t2), V (x, t) ∈ L2(u), ∀x ∈ U.

Такое представление для оператора верно при k = 1, j = 2; k = 2, j = 1.
Рассматриваются операторы

Â1f =

x1∫

0

(t1 − x1)f(t1, x2)dt1, Â1f =

ω1∫

x1

(x1 − t1)f(t1, x2)dt1,

Â2f =

x2∫

0

(t2 − x2)f(x1, t2)dt2, Â2f =

ω2∫

x2

(x2 − t2)f(x1, t2)dt2,

то есть Â1 = A2
1, Â2 = A2

2, где A1f = i
x1∫
0

f(t1, x2)dt1, A2f = i
x2∫
0

f(x1, t2)dt2.
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Аннотация. При практическом использовании гармонических отображений F для констру-

ирования расчетных сеток в сложных областях Z, как правило, строят обратное отображение

F−1, преобразующее каноническую область (обычно, квадрат Q) на Z, так как имеющаяся в

Q естественная декартова сетка удобна для реализации численных методов, применяемых для

вычисления F−1. Вместе с тем, вычислительная практика показала, что, несмотря на теорему

Радо — Кнезера, гарантирующую гомеоморфизм отображения F−1 : Q → Z, в реальных вычисле-

ниях такое (приближенное) отображение нередко оказывается неоднолистным, либо обладающим

большой и неустранимой погрешностью. В работе показано, что для построения F с высокой

точностью, а значит, и высококачественной расчетной сетки в Z, может быть эффективно

применен метод мультиполей.

Ключевые слова: гармонические отображения, расчетные сетки, вычислительные методы,

метод мультиполей.

1 Гармонические отображения

1.1. Пусть жордановы области Z и W с кусочно–гладкими границами ∂Z и ∂W рас-
положены соответственно на комплексных плоскостях z = x + iy и w = u + iv, а
функция w = B(z) осуществляет гомеоморфное отображение ∂Z на ∂W. Если функция
w = F(z) = u(x, y) + iv(x, y), непрерывная в замкнутой области Z и дважды непрерывно
дифференцируемая в Z по совокупности переменных (x, y), т.е. F(z) ∈ C2(Z; R2)∩C(Z; R2),
является решением следующей задачи Дирихле:

∆ F(z) = 0, z ∈ Z, (1.1)

F(z) = B(z), z ∈ ∂Z, (1.2)

то такую функцию F(z) называют гармоническим отображением области Z (см.,
например, [1], [2]). Если при этом F осуществляет гомеоморфизм замыканий областей

(F : Z
Hom−→ W), то такую функцию F называют гармоническим отображением области Z

на область W и пишут F : Z
harm−→ W.

Подчеркнем, что гармоническое отображение, вообще говоря, не является конформ-
ным, так как компоненты u(x, y) и v(x, y) вектора F не обязаны быть связанными
условиями Коши — Римана.

Гармонические отображения были предметом широких исследований (см., например,
[1]-[8]) и нашли многочисленные приложения, в частности для построения расчетных

Работа поддержана РФФИ (гранты 07-01-00500, 07-01-00503), программой фундаментальных иссле-
дований ОМН РАН №3 ”Современные вычислительные и информационные технологии решения больших
задач“ и программой РАН ”Современные проблемы теоретической математики“, проект ”Оптимизация
вычислительных алгоритмов решения задач математической физики“
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сеток [9]–[17]. Отметим, что решение F задачи (1.1), (1.2), т.е. непрерывное гармоническое

продолжение гомеоморфизма B : ∂Z
Hom−→ ∂W границ областей, не обязательно обеспе-

чивает гомеоморфизм самих областей Z и W. Приведем пример подобного отображения
(другие примеры даны, например, в [8], [15], [18]-[20]).

1.2. Примем в качестве области Z изображенную на рис. 1а равнобедренную трапецию
с вершинами A = −1 − i, C = 1 − i, E = 1/2 + 3i/4, G = −1/2 + 3i/4, а область W

определим как внутренность контура F (∂Z) — образа границы ∂Z при отображении

F (z) = x + i(x2 − y2). (1.3)

Область W изображена на рис. 1б; ее границу составляют последовательно соединенные
четыре параболические дуги,

∂W = (ABC) ∪ (CDE) ∪ (EFG) ∪ (GHA),

являющиеся образами одноименных сторон трапеции при отображении (1.3).
Точки на плоскостях z и w, переходящие при отображении (1.3) друг в друга, обозна-

чаем одинаковыми буквами; дуги — круглыми скобками, внутри которых перечисляются
их начальная, промежуточные и конечная точки; области, ограниченные замкнутыми
контурами, — квадратными скобками с указанными в них граничными точками, порядок
перечисления которых соответствует положительному направлению обхода (когда область
остается слева).

Отображение (1.3), осуществляющее гомеоморфизм границ ∂Z и ∂W, является решени-
ем задачи (1.1), (1.2). Вместе с тем это отображение переводит область Z не в

область W, а в двулистное многообразие W̃ ⊃ W, состоящее из двух плоских областей
W− = [ABCDOHA] и W+ = [HGFEDOH ], соединяющихся через дуговой интервал
int(DOH) и являющихся однолистными образами соответственно нижней Z− := Z∩H− и
верхней Z+ := Z∩H+ половины трапеции, где H− и H+ — нижняя и верхняя полуплоскости
(см. рис. 1а).

Отметим, что линия (DOH), соединяющая W− и W+, является образом отрезка
вещественной оси, где якобиан J = −2y отображения (1.3) обращается в нуль. При этом
якобиан положителен в области Z− и отрицателен в Z+.

1.3. Проблема гомеоморфизма является одной из центральных в теории гармонических
отображений. Вопрос о том, какие условия обеспечивают такой гомеоморфизм, исследо-
вался многими авторами [1]-[5], [7]-[8], [13], [20]-[22].

Для плоских односвязных областей в работах Т.Радо [3] и Х.Кнезера [4] установлено,

что если W выпукла, то при любом гомеоморфизме B границ решение F : Z
harm−→ W задачи

(1.1), (1.2) осуществляет гомеоморфизм Z и W.
В работе Г.Шоке [5] был указан другой способ доказательства этого утверждения и

дана ”обратная“ теорема: для любой невыпуклой жордановой области W существует такой
гомеоморфизм границ B, что решение F задачи (1.1), (1.2) не является гомеоморфизмом
областей Z и W.

Отметим, что выпуклость образа (области W) не является необходимым условием для

того, чтобы гармоническое продолжение F : Z
harm−→ W гомеоморфизма B границ было бы

гомеоморфизмом (однолистным отображением) областей Z на W. Вопрос о необходимых
и достаточных условиях однолистности гармонического отображения круга U = {|x| < 1}
на область W с ляпуновской границей был решен в работе Л.Д.Кудрявцева [7].
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2 Метод Уинслоу

2.1. Одним из наиболее важных приложений гармонических отображений, как уже было
отмечено в п. 1.1, является построение с их помощью расчетных сеток в областях Z слож-
ной конфигурации. Для этого в качестве области W выбирается квадрат Q := [0, 1]× [0, 1],
а требуемая сетка Zh получается путем переноса естественной для квадрата∗ равномер-
ной с шагом h) декартовой сетки Qh в область Z с помощью гармонического отображения

F : Z
harm−→ Q, т.е. Zh = F−1(Qh). Напомним очевидное определение сетки Qh с шагом

h = 1/N при некотором N ∈ N, где N — множество натуральных чисел:

Qh :=
{
zm,n = (m− 1)h+ i(n− 1)h

}N+1, N+1

m=1, n=1
. (2.1)

При этом граничный гомеоморфизм B : ∂Z
Hom−→ ∂Q выбирается таким образом, чтобы на

прообразах ln := B−1(Ln) сторон Ln квадрата Q “граничная производная” dS/ds отобра-
жения w = B(z) была постоянна, т.е.

dS(z)/ds = |ln|−1 , z ∈ ln . (2.2)

Здесь s(z) и S(w) — длины дуг на ∂Z и на ∂Q, отсчитываемые в положительном направле-
нии (так, что область остается слева) соответственно от точек z = 0 и w = B(0), а L1, L2,
L3 и L4 — соответственно нижняя, правая, верхняя и левая стороны квадрата Q. Таким
образом, для отображения w = F(z) задача Дирихле (1.1), (1.2) приобретает следующий
вид:

∆F(z) = 0, z ∈ Z, (2.3)

B(z) = zn − (i)n+1 |ln|−1
[
s(z) − σn

]
, z ∈ ln, n = 1, 4; (2.4)

здесь σn :=
n−1∑
k=1

|lk|, а zn — вершины квадрата Q, определяемые равенствами

z1 = 0, z2 = 1, z3 = 1 + i, z4 = i.

Получаемая таким способом регулярная† четырехугольная сетка Zh будет адаптиро-
ванной к области Z в том смысле, что все ее узлы будут лежать в замыкании этой области,
а сама сетка (при достаточно малом размере h ее ячеек) не будет содержать самонале-

ганий. Эти свойства вытекают из того, что рассматриваемое отображение F : Z
harm−→ Q

осуществляет гомеоморфизм замыканий областей Z и Q; последнее следует из теоремы
Радо — Кнезера с учетом выпуклости квадрата Q.

2.2. Для построения требуемого отображения F необходимо решить задачу Дирихле
(2.3), (2.4). Но так как область Z имеет сложную форму, то для решения такой задачи
приходится применять численные методы, реализация которых, в свою очередь, требует
наличия адаптированной к Z сетки. Получается, что для построения адаптированной к
области сетки необходимо уже иметь такую сетку!

∗
)

Вместо квадрата может использоваться другая область, в которой сетка строится удобным способом.
†
)

Регулярной называется сетка, у которой ячейки представляют собой многоугольники с одинаковым
числом вершин.



33 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ №13(68). Выпуск 17/2 2009

Выход из этого порочного круга был указан А.Уинслоу [9], предложившим строить не

прямое F : Z
harm−→ Q, а ”обратное гармоническое“ отображение

F−1(w) = x(u, v) + iy(u, v) : Q
harm−1

−→ Z.

Компоненты x(u, v) и y(u, v) такого отображения, как показано в [9], представляют собой
решение системы уравнений

{
(x2

v + y2
v) xuu − 2 (xuxv + yuyv) xuv + (x2

u + y2
u) xvv = 0 ,

(x2
v + y2

v) yuu − 2 (xuxv + yuyv) yuv + (x2
u + y2

u) yvv = 0 ,
(2.5)

в квадрате Q с граничными условиями Дирихле, определяемыми обратным к (2.4) отоб-

ражением B−1 : ∂Q
Hom−→ ∂Z и имеющими вид

x(u, v) = ReB−1(w), y(u, v) = ImB−1(w), w ∈ ∂Q. (2.6)

Нижние индексы в (2.5) означают соответстующие частные производные функций x(u, v),
y(u, v), а через Re a и Im a обозначены вещественная и мнимая части комплексного числа
a.

Эффективность описанного метода Уинслоу, широко применяемого в практике постро-
ения расчетных сеток [11]–[13], [15]-[17], [19], [22], [23], обусловлена тем, что квадрат Q,
где нужно решать систему уравнений (2.5), снабжен естественной декартовой сеткой Qh,
на которой легко строится стандартная конечно–разностная схема [25], а нелинейность
системы (2.5) учитывается в этой схеме с помощью метода простой итерации [26] либо
близких методов [11].

2.3. Для построения отображения F−1(w) = x(u, v) + iy(u, v) нередко используется
также родственный методу Уинслоу вариационный подход, предложенный в работе [27]
и получивший дальнейшее развитие в [15], [28]-[30] и др. Он заключается в минимизации
следующего функционала, представляющего собой интеграл Дирихле для системы (2.5):

I(F−1) =

∫

Q

g11 + g22

g11g22 − g2
12

du dv,

где величи́ны gkl(u, v), определяемые равенствами

g11(u, v) := x2
u + y2

u, g22(u, v) := x2
v + y2

v, g12(u, v) := xuyu + xvyv,

имеют геометрический смысл элементов метрического тензора g для отображения F−1(w).
Исходя из такой интерпретации, подынтегральную функцию в (3.1) можно записать в
бескоординатном виде tr (g)/

√
det g, удобном для проведения различных модификаций

и обобщений [15], [19], [31]-[35]; здесь, как обычно, использованы символы tr и det для
обозначения следа и определителя матрицы.

При численной реализации процедуры минимизации функционала (3.1) обычно
используется двумерная квадратурная формула прямоугольников для приближения
интеграла с простейшей конечно–разностной аппроксимацией входящих в этот функцио-
нал производных [15].
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3 Проблема Кнаппа — Лучака

Практика применения метода Уинслоу и описанных в пп. 2.2, 2.3 родственных методов

построения обратного гармонического отображения F−1 : Q
harm−1

−→ Z показала, что, при
всех их достоинствах, эти методы нередко теряют эффективность и приводят к неудовле-
творительным результатам.

Одними из первых, кто обратил внимание на эти трудности, были П.Кнапп и Р.Лучак.
В работе [36] они применили метод Уинслоу для построения обратного гармонического
отображения F−1 квадрата (рис. 2а) на подковообразную область S (рис. 2б), границу ∂S
которой составляют два отрезка вещественной оси l1 := [1, 2] и l3 := [−2, −1], полуэллипс
l2 и полуокружность l4, определяемые по формулам

l2 :=
{
z :
(x

2

)2

+
( y

2A

)2

= 1, Imz ≥ 0
}
, l4 := {z : |z| = 1, Imz ≥ 0} . (3.1)

При этом гомеоморфизм между границами B : ∂S
Hom−→ ∂Q, переводивший дуги ln грани-

цы ∂S в стороны Ln квадрата Q по правилу Ln = B(ln), соответствовал формуле (2.4).
Конечной целью этих расчетов было построение сетки Sh в области S по формуле

Sh = F−1(Qh), (3.2)

иначе говоря, построение сетки Sh осуществлялось путем перевода декартовой в квадрате

Q сетки Qh на область S с помощью найденного отображения F−1 : Q
harm−1

−→ S.
Проведенные авторами работы [36] численные эксперименты показали, что при

сравнительно небольшом отношении A полуосей эллиптической дуги l2 получаемая сет-
ка Sh была вполне удовлетворительной. Пример такой сетки, рассчитанной при A = 2,
изображен на рис. 3. Шаг сетки–прообраза Qh составил h = 1/32; таким образом,
сетка Sh в области S состояла из пересечений 33–х координатных линий в одном и 33–х
координатных линий в другом направлении.

Однако, при значениях A, больших 3.8, терялось не только качество сетки, но и
возникал эффект ее самоналегания, т.е. терялся гомеоморфизм численно получаемого
дискретизированного обратного гармонического отображения F−1

h . Этот эффект проде-
монстрирован на примере сетки, рассчитанной при A = 5 и изображенной на рис. 4. Более
детальные изображения структуры этой сетки в местах ее самоналегания, полученные
путем постепенного увеличения масштаба, приведены последовательно на рис. 5, 6, 7.
Эти численные результаты получены Б.Н.Азаренком при помощи разностной схемы [11]
второго порядка на квадратной сетке Qh при h = 1/20; таким образом, сетка Sh соответ-
ствовала разбиению 21 × 21.

В работе [19] было показано, что для той же задачи (т.е. при A = 5) при измель-
чении шага сетки Qh в 5 раз самоналегание сетки Sh сохраняется. При увеличении же
разбиения до 501 × 501 удается устранить самоналегание сетки, т.е. при таком разбиении

отображение F−1
h осуществляет гомеоморфизм Q

Hom−→S, однако получаемая сетка Sh имеет
неудовлетворительное качество; при этом расчетное время на PC 2.4 ГГц составило 2 ч.
В [19] было показано, что ни дальнейшее измельчение сетки Qh, ни повышение порядка
точности разностной схемы (до четвертого порядка с использованием 25–точечного шабло-
на), ни замена метода Уинслоу на вариационный метод [15] (при этом время счета на том
же компьютере составило 16 часов) не приводили к сколь–нибудь заметному улучшению
качества сетки, и она оставалась непригодной для проведения на ней расчетов. В связи
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с этими результатами численных экпериментов возникла настоятельная необходимость

надежного получения отображения F−1 : Q
harm−1

−→ S с высокой точностью.
В следующем разделе высокоточное построение этого отображения осуществлено

путем обращения гармонического отображения F : S
harm−→Q, полученного с помощью

метода мультиполей [37]-[39] — аналитико–численного метода, обеспечивающего решение
краевых задач для уравнения Лапласа с высокой точностью, обладающего экспоненци-
альной скоростью сходимости и не требующего никакой сетки при своей реализации.

4 Построение S
harm−→Q с помощью метода мультиполей

4.1. Можно убедиться, что вещественная и мнимая части гомеоморфизма u(x, y)+iv(x, y) =

= B : ∂S
Hom−→ ∂Q, подчиненного условию (2.4), даются выражениями

u(x, y) = x− 1, z ∈ l1; u(x, y) = 1, z ∈ l2,

u(x, y) = −x− 1, z ∈ l3; u(x, y) = 0, z ∈ l4.
(4.1)

v(x, y) = 0, z ∈ l1; v(x, y) = V(z), z ∈ l2;

v(x, y) = 1, z ∈ l3; v(x, y) = π−1 arccosx, z ∈ l4.
(4.2)

Здесь V(z) определяется по формуле

V(z) =

{
E
(
2−1y/A, k

)
, z ∈ l2 ∩ {Re z ≥ 0 },

1 − E
(
2−1y/A, k

)
, z ∈ l2 ∩ {Re z ≤ 0 },

(4.3)

где E(ξ, k) дается равенством

E(ξ, k) := 2−1E(ξ, k)/E(k), (4.4)

в котором E(ξ, k) и E(k) — неполный и полный эллиптические интегралы второго рода
[40]

E
(
ξ, k
)

:=

∫ ξ

0

√
(1 − k 2t2)/(1 − t2) dt, E(k) := E(1, k), (4.5)

с модулем k =
√

1 − A−2.
Задача о построении требуемого гармонического отображения

u(x, y) + iv(x, y) = F : S
harm−→Q (4.6)

заключается в решении двух задач Дирихле отдельно для вещественной u(x, y) и мнимой
v(x, y) частей этого отображения с граничными условиями, задаваемыми соответственно
формулами (4.1) и (4.2).

4.2. Для решения сформулированных задач относительно u и v определим предвари-
тельно расширение G подковообразной области S, а в нем сформулируем краевые задачи
для вспомогательных функций u0 и v0. Эти функции используются для того, чтобы на
части границы ∂S получить однородное условие Дирихле, что является необходимым для
применения метода мультиполей.

Положим
G :=

{
z : Im z > 0, |z| > 1

}
, (4.7)
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G ⊃ S, и заметим, что граница ∂G состоит из трех звеньев: ∂G = l+1 ∪ l+3 ∪ l4, где l4
определяется по формуле (3.1), а l+1 ⊃ l1 и l+3 ⊃ l3 — по формулам

l+1 :=
{
z : x ∈ [1,+∞), y = 0

}
, l+3 :=

{
z : x ∈ (−∞,−1], y = 0

}
. (4.8)

Отметим, что дуга l2 границы ∂S (за исключением концевых точек) лежит в области G, а
дуга

γ := l3 ∪ l4 ∪ l1, (4.9)

является частью границы ∂S, так что ∂S = γ ∪ l2.
Определим функцию u0(x, y) как решение краевой задачи в области G

∆ u0 = 0, z ∈ G; (4.10)

u0 = −x− 1, z ∈ l3; u0 = 0, z ∈ l4; u0 = x− 1, z ∈ l1; (4.11)

с условием роста на бесконечности

u0(x, y) = O
(
z ln z

)
, G ⊃ z → ∞, (4.12)

а функцию v0(x, y) — как решение следующей краевой задачи в области G

∆ v0 = 0, z ∈ G; (4.13)

v0 = 1, z ∈ l3; v0 = π−1 arccos x, z ∈ l4; v0 = 0, z ∈ l1; (4.14)

v0(x, y) = O(1), G ⊃ z → ∞. (4.15)

Решения этих задач имеют вид

u0(x, y) = 1 + Re

(
2

πi
ln
z − 1

z + 1
+
z2 − 1

2z
− z2 + 1

πiz
ln
z2 − 1

2z

)
, (4.16)

v0(x, y) = π−1 arg z. (4.17)

4.3. Представляя функции u(x, y) и v(x, y) в виде

u(x, y) = u0(x, y) + U(x, y), v(x, y) = v0(x, y) + V (x, y), (4.18)

получаем с учетом (4.1), (4.2), (4.10)–(4.13) следующие постановки задач для функций U
и V :

∆U = 0, z ∈ S; U = 0, z ∈ γ; U = 1 − u0, z ∈ l2; (4.19)

∆V = 0, z ∈ S; V = 0, z ∈ γ; V = V − v0, z ∈ l2, (4.20)

где дуга γ определяется соотношением (4.9), функция V дается равенством (4.3), а функ-
ции u0 и v0 — формулами (4.16) и (4.17)

Решения задач (4.19) и (4.20) будем строить с помощью метода мультиполей [37]-[39],
который, применительно к указанным задачам, использует систему аппроксимативных
функций Ωk(x, y), родственных мультиполям из теории потенциала [41] и определяемых
по формуле

Ωk(x, y) := Im
(
z k + z−k

)
, k = 1, 2, . . . (4.21)
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Эти функции тождественно удовлетволетворяют уравнению Лапласа в области S и
однородному условию Дирихле на γ, а на дуге l2 соствляют полную и минимальную
систему в пространстве L2(l2). Решения U и V краевых задач (4.19) и (4.20) представ-
ляются в виде пределов линейных комбинаций Ωk:

U(x, y) = lim
N→∞

UN (x, y), UN(x, y) :=
∑N

k=1
aNk Ωk(x, y), (4.22)

V (x, y) = lim
N→∞

V N(x, y), V N(x, y) :=
∑N

k=1
bNk Ωk(x, y), (4.23)

коэффициенты aNk и bNk которых находятся из проекционного принципа, что приводит к
следующим системам линейных уравнений

∑N

k=1
(Ωk, Ωn) aNk = (1 − u0,Ωn),

∑N

k=1
(Ωk, Ωn) bNk = (V − v0,Ωn), (4.24)

где n = 1, N , a через (·, ·) обозначено скалярное произведение в L2(l2).
Последовательности {UN} и {V N} допускают дифференцирование любое число раз на

множестве S ∪ γ̃, где γ̃ — дуга γ без точек z = −2, z = −1, z = 1, z = 2. Тогда, полагая

uN := u0 + UN , vN := v0 + V N , (4.25)

получаем, что для любого компакта σ ⊂ S ∪ γ̃ справедливы соотношения

max
σ

∣∣Dl, t (uN − u)
∣∣→ 0, max

σ

∣∣Dl, t (vN − v)
∣∣→ 0, N → ∞;

здесь обозначено Dl, t := ∂ l+t/∂xl∂yt, где l, t — неотрицательные целые числа.
Отметим, что описанный метод допускает апостериорную оценку погрешности в норме

C(S). Действительно, так как u − uN и v − vN — гармонические функции, то, используя
для них принцип максимума, получаем, что

max
S

|u− uN | ≤ max
l2

|1 − uN |, max
S

|v − vN | ≤ max
l2

|V − vN |, (4.26)

где правые части неравенств легко находятся после численного решения задачи и, тем
самым, находим требуемую апостериорную оценку погрешности.

4.4. Изложенный метод построения гармонического отображения

F : S
harm−→Q = u+ iv = u0 + U + i(v0 + V ) (4.27)

подковообразной области S на квадрат Q, включающий формулы (4.16) и (4.17) для u0 и
v0 и описанный в п. 3.3 алгоритм получения функций U и V , был численно реализован
для значений отношения A полуосей эллиптической дуги l2, лежащих в диапазоне [1, 10].

При этом погрешность вычисляемого отображения F , контролируемая с помощью
апостериорных оценок (4.26), не превышала 10−9, а расчетное время на PC 2.4 ГГц не
превышало 1 сек. Указанная точность обеспечивалась использованием не более, чем 50
мультиполей Ωk в представлениях (4.22), (4.23).

На рис. 8 изображена сетка Sh, являющаяся прообразом относительно вычисленного
отображения F декартовой сетки Qh, соответствующей разбиению 21×21. Эта сетка была
охарактеризована в [19] как обладающая высоким качеством с точки зрения реализации
на ней численных схем и получения адекватных вычислительных результатов.
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Abstract. Practial use of harmonic mappings F for computational mesh generation in complex

shaped domains Z reduces this problem to construction of the inverse mapping F−1, which transorms

a canonical domain (square Q, as a rule) onto Z because natural Cartesian mapp in Q is sutable for

realization of numerical methods employing for the F−1 computation. Nevertheless, computational

practice showed that, inspite of the Rado — Kneser theorem, which insures homeomorphism of the

mapping F−1 : Q → Z, in real computations such approximate mapping quite often occures to be

nonschlicht or having high and unremovable error. In the work we show that the Multipole method

ensures effective construction of the mapping F with high accuracy.

Keywords: harmonic mapping, computatinal meshes, computatinoal methods, the Multipole

method.
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О НЕКОТОРЫХ ВАРИАЦИОННЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ДИРИХЛЕ
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Аннотация. Изложено теоретическое обоснование двух вариационных методов решения

задачи Дирихле для уравнения Лапласа в плоских областях B: метода наименьших квадратов

и метода Треффца. Предварительно установлен ряд утверждений для соответствующих этим

методам функциональных пространств: пространства Харди e2 (B) и пространства Вейля I1
2 (B)

функций, гармонических в B. Проведенное численное исследование показало экспоненциальный

характер сходимости этих методов.

Ключевые слова: уравнение лапласа, вариационные методы, метод наименьших квадратов,

метод Треффца, пространства Харди, пространства Вейля.

1 Введение

1.1. Рассматриваемые методы. Настоящая работа посвящена двум вариационным методам
решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа

∆ u(z) = 0, z ∈ B, u(z′) = h(z′), z′ ∈ Γ, (1.1)

в расположенных на комплексной плоскости z = x+iy односвяхных областях B с кусочно–
гладкой границей Γ: методу наименьших квадратов [1]-[4] и методу Треффца [2], [4], [5].
В этих методах в качестве аппроксимативной используется система функций ξk (z) —
гармонических многочленов, — определяемых по формулам

ξ 0(z) := 1, ξ 2k−1(z) := Re (z − z0)k, ξ 2k(z) := Im (z − z0)k, k ∈ N, (1.2)

где N — множество натуральных чисел, а z0 — некоторая точка комплексой плоскости C.
Метод наименьших квадратов является вариационным в пространстве Харди e2(B), а
метод Треффца — в пространстве Вейля I1

2 (B); эти пространства определены соответ-
ственно в [6]-[8] и [9].

Рассматриваемые методы дают решение задачи (1.1) в виде предела последователь-
ности приближенных решений uN (N — верхний индекс), определяемых как линейная
комбинация первых N функций ξ k,

u = lim
N→∞

uN , uN =

N∑

k= 0

aNk ξ k, (1.3)

Работа поддержана РФФИ (гранты 07-01-00500, 07-01-00503), программой фундаментальных иссле-
дований ОМН РАН №3 ”Современные вычислительные и информационные технологии решения больших
задач“ и программой РАН ”Современные проблемы теоретической математики“, проект ”Оптимизация
вычислительных алгоритмов решения задач математической физики“
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где коэффициенты aNk выбираются из условия минимума отклонения приближенного ре-
шения uN(z) от точного u (z) в норме соответствующего пространства.

1.2. Содержание работы. В разд. 2 даны основные положения теории пространств Харди
e2(B), а также приведены утверждения, относящиеся к обоснованию метода наименьших
квадратов, включая предложения о сходимости последовательности {uN}N приближенных
решений (1.3) и аппроксимативных свойствах системы (1.2). Отмечено, что при уловии
отсутствия внешних и внутренних заострений контура Γ эта система полна в e2(B), а
условие z0 ∈ B является необходимым и достаточным для ее минимальности; при этом
условии последовательности {aNk }N коэффициентов из (1.3) имеют пределы ak.

В разд. 3 дана теорема об изоморфизме пространства Вейля I1
2 (B) функций u(z) в

области B и простванства I
1/2
2 (Γ) их следов u(z′) на границе Γ, доказанная на основе уста-

новленного неравенства Пуанкаре для простанства Соболева — Слободецкого W
1/2
2 (Γ). Эта

теорема, в частности, включает однозначную разрешимость задачи (1.1) в пространстве

I1
2 (B) с граничной функцией из I

1/2
2 (Γ). Проведено также обоснование метода Треффца,

включая сходимость {uN}N к решению u(z) задачи (1.1).

Кроме того, установлено, что сходимость uN (z) к u (z) внутри области B имеет экспо-
ненциальный характер, и такой же характер имеет сходимость последовательности коэф-
фициентов {aNk }N к своим предельным значениям ak при условии минимальности систе-
мы (1.2). Если же z0 /∈ B и, значит, система (1.2) не минимальна, то последовательность
{aNk }N расходится с экспоненциальной скоростью. Тем не менее, сходимость внутри B

последовательности приближенных решений {uN}N к точному u(z) и в этом случае имеет
экспоненциальный характер.

1.3. Функциональные пространства. Если A — пространство элементов α с заданной на
нем мерой µ, то через Lp (A), p ≥ 1, как обычно [10], обозначаем банахово пространство

измеримых на A функций f , имеющих конечную норму ‖f ; Lp (A)‖ =
(∫

A
|f(α)|p dµ

)1/p
.

При p = 2 соответствующее пространство L2 (A) является гильбертовым со скалярным
произведением элементов f и g, определяемым по формуле

(
f, g; L2 (A)

)
=
∫

A
f(α) g(α) dµ.

Если B — плоская область, то пространство Соболева W 1
2 (B) представляет собой

гильбертово пространство функций из L2 (B), имеющих квадратично суммируемые по
B обобщенные производные первого порядка; определения обобщенных производных и
общих пространств Соболева приведены, например, в [11]-[13].

Через
•

C∞ (B), как обычно [12], обозначаем совокупность бесконечно дифференцируе-
мых функций с компактным носителем в B.

2 Метод наименьших квадратов

2.1. Пространство Харди e2(B). Пусть жорданова область B ограничена кусочно гладким
контуром Γ, гладкие звенья которого соединяются под углами παq (q = 1, . . . , Q). Если
для всех q выполняются условия αq ∈ (0, 2), то будем говорить, что B ∈ (PS).

Обозначим через z = ω (ζ) конформное отображение круга U := {|ζ | < 1} на B, а через
ζ = χ (z) — обратное отображение; границу круга U обозначим через T.

Пространство Харди e2 (B) состоит из гармонических в B функций с равномерно по
r ∈ (0, 1) ограниченными L2–нормами по контурам Γr, параллельным границе Γ и опре-
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деляемым‡ по формуле Γr := ω
(
{|ζ | = r}

)
.

Если B ∈ (PS), то, как показано в [6]-[8], функция u(z) ∈ e2 (B) имеет след u(z′) из
L2 (Γ), понимаемый как некасательные предельные значения, и справедлив аналог теоре-
мы Ф.Рисса§:

lim
r→1

∫

Γr

∣∣ u (z)
∣∣2 |dz| =

∫

Γ

∣∣ u (z′)
∣∣2 |dz′|, lim

r→1

∫

Γr

∣∣ u (zr) − u (z′)
∣∣2 |dz′| = 0, (2.1)

где zr = ω
(
r χ (z′)

)
. Отсюда, в частности, следует, что e2 (B) является гильбертовым

пространством со скалярным произведением

(
u (z), v (z); e2 (B)

)
= (u, v) :=

(
u (z′), v (z′); L2 (Γ)

)

и нормой ‖u (z); e2 (B)‖ = ‖u‖ := ‖u (z′); L2 (Γ)‖.
Установлено также, что для произвольной функции h (z′) ∈ L2 (Γ) существует един-

ственное в классе e2 (B) решение u (z) задачи Дирихле (1.1), для которого (почти всюду
на Γ) выполняется равенство u (z′) = h (z′).

Таким образом, оператор S, ставящий в соответствие каждой функции u (z) ∈ e2 (B)
ее след u (z′) ∈ L2 (Γ), устанавливает изометрический изоморфизм пространств e2 (B) и
L2 (Γ).

Если B ∈ (PS), E — компакт в B, δ — расстояние от χ (E) до окружности T, а l, t —
неотрицательные целые числа, то для решения u (z) задачи (1.1) с граничной функцией
h (z′) ∈ L2 (Γ) и его производных D( l, t ) u(z) имеет место оценка

max
z ∈E

∣∣D( l, t ) u (z)
∣∣ ≤ A l+t

δ l+t+1

∥∥h; L2 (Γ)
∥∥, (2.2)

где множитель A l+t не зависит от функции u (z); в частности

A0 =
1

π

∥∥∥∥
1

ω′
; L1 (T)

∥∥∥∥
1/2

, A1 (δ) = A0 max
z ∈E

∣∣χ′ (z)
∣∣. (2.3)

2.2. Аппроксимативные свойства системы {ξk} и метод наименьших квадратов. Согласно
[7], если B ∈ (PS), то система {ξk}∞k= 0, определяемая по формуле (1.2), полна в простран-
стве e2 (B) при любом z0 ∈ C, а для ее минимальности в e2 (B) необходимо и достаточно,
чтобы z0 ∈ B.

Метод наименьших квадратов (см. [1]-[8]) применительно к задаче (1.1) с граничной
функцией h ∈ L2 (Γ) заключается в построении ее решения в виде (1.3), где коэффициенты
aNk находятся из условия

∥∥h − uN ; L2 (Γ)
∥∥ = min, что приводит к следующей системе

линейных уравнений относительно коэффициентов
{
aN0 , a

N
1 , . . . , a

N
N

}
:

N∑

k= 0

cnk a
N
k = hn , n = 0, 1, . . . , N ; (2.4)

здесь cnk := (ξn, ξk), hn := (ξn, h).

‡
)

Контуры Γr можно определить и независимо от отображения ω (ζ) аналогично данному для них в
[14] определению применительно к пространствам Харди — Смирнова Ep (B).

§
)

О теореме Ф.Рисса для классических пространств Харди Hp см., например, [15].
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Если B ∈ (PS), то uN (z) сходится к u (z) равномерно на любом компакте E ⊂ B вместе
со всеми производными, т.е. справедливо соотношение [6]-[8]

D l,m uN (z)
E

=⇒ D l,m u (z) (2.5)

для любых целых неотрицательных l и m, где D l,m := ∂ l+m/∂xl ∂ym.

Кроме того, если z0 ∈ B, т.е. система (1.2) является минимальной, то коэффициенты
aNk из (1.3) имеют пределы

lim
N→∞

aNk = ak, (2.6)

и ряд с предельными коэффициентами

u (z) =

∞∑

k=0

ak ξ k (2.7)

сходится к u(z) в наибольшем вписанном в B круге с центром в z0. Если же z0 /∈ B, то
система (1.2) теряет минимальность, а значит, последовательность {aNk }N , вообще говоря,
расходится.

2.3. Результаты численных экспериментов. Было проведено исследование характера схо-
димости метода наименьших квадратов с помощью численных экспериментов. При этом
в качестве тестовых использовались полученные в [16] аналитические решения ряда за-
дач вида (1.1) в прямоугольной и крестообразной областях с различными граничными
функциями h, существенно отличающимися по гладкости.

Проведенное исследование показало, что внутри области B сходимость uN (z) к u (z)
имеет экспоненциальный характер, т.е. для любого компакта E ⊂ B выполняется оценка

max
z ∈E

∣∣∣u (z) − uN (z)
∣∣∣ = O

(
e−λ1N

)
, N → ∞ , λ1 = λ1(E) > 0 , (2.8)

независимо от того, принадлежит или нет точка z0 области B, т.е. является ли система
(1.2) минимальной или нет (при выполнении условий ее полноты).

Исследован также характер сходимости (или расходимости) приближенных коэффици-
ентов aNk при увеличении длины N приближения. Установлено, что если z0 ∈ B и, значит,
система (1.2) минимальна, то сходимость последовательности коэффициентов {aNk }N к
предельным ak имеет экспоненциальный характер,

∣∣∣ ak − aNk

∣∣∣ = O
(
e−λ2N

)
, N → ∞ , λ2 > 0 . (2.9)

Если же z0 /∈ B и, значит, система (1.2) не минимальна, то расходимость последователь-
ности коэффициентов {aNk }N также имеет экспоненциальную скорость,

∣∣∣ aNk
∣∣∣ = O

(
eλ3N

)
, N → ∞ , λ3 > 0 ; (2.10)

несмотря на это, последовательность приближенных решений сходится к точному с экс-
поненциальной скоростью, согласно оценке (2.8).
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3 Вариационный метод Треффца

3.1. Пространства Соболева и Соболева — Слободецкого. Пусть область B с границей Γ при-
надлежит классу (PS), а W 1

2 (B) — пространство Соболева, норма в котором определяется
по формуле ∥∥u; W 1

2 (B)
∥∥2

:=
∥∥u; L2 (B)

∥∥2
+
u; W 1

2 (B)
2
, (3.1)

где
u; W 1

2 (B)
 — энергетическая норма,

u; W 1
2 (B)

2
:=

∫

B

|gradu(z)|2 dx dy . (3.2)

Пространство¶ Соболева — Слободецкого W
1/2

2 (Γ) на границе Γ состоит из функций
u (z) ∈ L2 (Γ), для которых конечен следущий интеграл:

u; W
1/2

2 (Γ)
2

:=

∫

Γ

∫

Γ

|u (z1) − u (z2)|2
|z1 − z2|2

|dz1| |dz2| . (3.3)

Норма в пространстве W
1/2

2 (Γ) определяется по формуле

∥∥u; W
1/2

2 (Γ)
∥∥2

:=
∥∥u; L2 (Γ)

∥∥2
+
u; W

1/2
2 (Γ)

2
. (3.4)

Известно [17]-[21], что любая функция u(z) ∈W 1
2 (B) имеет на Γ след‖ u(z′), принадле-

жащий пространству W
1/2

2 (Γ), и справедлива оценка

∥∥u(z′); W
1/2

2 (Γ)
∥∥ < C1

∥∥u(z); W 1
2 (B)

∥∥ (3.5)

с константой C1, не зависящей от u(z).

Наоборот, существует линейный оператор L, который всякой функции u(z′) ∈W
1/2

2 (Γ)
ставит в соответствие функцию u(z) = L u(z′) ∈ W 1

2 (B) со следом u(z′), причем, имеет
место оценка ∥∥u(z); W 1

2 (B)
∥∥ < C2

∥∥u(z′); W
1/2

2 (Γ)
∥∥ (3.6)

с константой C2, не зависящей от u(z′). Таким образом, пространства W 1
2 (B) и W

1/2
2 (Γ)

изоморфны друг другу. Заметим, что в качестве линейного оператора L продолжения про-
странства W

1/2
2 (Γ) вW 1

2 (B) можно использовать оператор задачи Дирихле для уравнения
Лапласа (1.1) в области B.

Приведем важное неравенство Пуанкаре (см. [11]) для функций u(z) из W 1
2 (B):

∥∥u; L2 (B)
∥∥2 ≤ M1

[(∫

Γ

u (z) |dz|
)2

+
u; W 1

2 (B)
2
]
, (3.7)

где M1 > 0 — постоянная, не зависящая от функции u(z) .

Аналог неравенства Пуанкаре для функций из W
1/2
2 (Γ) устанавливает следующая

¶
)

Об общих пространствах Соболева — Слободецкого см. [17]-[21].
‖
)

След элемента u(z) ∈ W 1

2
(B) понимается (см., например, [17]-[21]) как предел в W

1/2

2
(Γ) сужений

un(z′), z′ ∈ Γ, n ∈ N, последовательности липшицевых в B, т.е. принадлежащих C0,1 (B), функций un(z),
приближающих в норме W 1

2
(B) элемент u(z).
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Теорема 3.1 Для функций u(z) из W
1/2
2 (Γ) имеет место неравенство

∥∥u; L2 (Γ)
∥∥2 ≤ M2

[(∫

Γ

u (z) |dz|
)2

+
u; W

1/2
2 (Γ)

2
]
, (3.8)

где M2 > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от u(z).

Дока з а т е л ь с т в о. Покажем вначале, основываясь на установленной в [17] компакт-

ности вложения пространства W
1/2
2 (Γ) в L2 (Γ), что для любой функции u ∈ Ŵ

1/2
2 (Γ) :=

:=
{
u ∈ W

1/2
2 :

∫
Γ
u(z) |dz| = 0

}
имеет место оценка

∥∥u; L2 (Γ)
∥∥2 ≤ M

u; W
1/2

2 (Γ)
2

(3.9)

с постоянной M > 0, не зависящей от функции u(z).
Действительно, предположим, что (3.9) неверно. Тогда для любого k ∈ N найдется

функция uk ∈ Ŵ
1/2
2 (Γ) такая, что

∥∥uk; L2 (Γ)
∥∥2

> k
uk; W 1/2

2 (Γ)
2
. (3.10)

Заметим, что в силу (3.10) нормы
∥∥uk; L2 (Γ)

∥∥ для всех k ∈ N отличны от нуля. Рассмот-

рим последовательность функций vk := uk
∥∥uk;L2 (Γ)

∥∥−1
, k ∈ N. Учитывая (3.10), легко

убедиться, что последовательность {vk}∞k=1 обладает следующими тремя свойствами:

а) vk ∈ Ŵ
1/2
2 (Γ); б)

∥∥vk; L2 (Γ)
∥∥ = 1; в)

vk; W 1/2
2 (Γ)

2
< 1 / k, (3.11)

откуда, в частности, имеем
∥∥vk; W 1/2

2 (Γ)
∥∥2

=
∥∥vk; L2 (Γ)

∥∥2
+
vk; W 1/2

2 (Γ)
2

< 1 + 1 / k < 2.

Таким образом, последовательность {vk}∞k=1 ограничена в пространстве W
1/2
2 (Γ). Следо-

вательно (см. [10]), из нее можно выделить подпоследовательность {vkj
}∞j=1, слабо сходя-

щуюся в пространстве W
1/2
2 (Γ) к некоторой функции v,

vkj
⇁ v in W

1/2
2 (Γ) , j → ∞ . (3.12)

Докажем, что v равна нулю на границе Γ.
Рассмотрим над пространством W

1/2
2 (Γ) семейство линейных функционалов

Λϕ(u) :=

∫

Γ

∫

Γ

u(z1) − u(z2)

|z1 − z2|
ϕ (z1, z2) |dz1| |dz2|,

где ϕ — произвольная функция, принадлежащая классу
•

C∞ (Γ × Γ). Поскольку по нера-
венству Коши — Буняковского имеем

∣∣Λϕ(u)
∣∣ ≤

∥∥ϕ; L2 (Γ × Γ)
∥∥u; W

1/2
2 (Γ)

 , (3.13)

то выполняется оценка
∣∣Λϕ(u)

∣∣ ≤
∥∥ϕ; L2 (Γ × Γ)

∥∥∥∥u; W
1/2
2 (Γ)

∥∥, т.е. функционалы Λϕ(u)

являются ограниченными и принадлежат пространству, сопряженному к W
1/2
2 (Γ). Слабая

сходимость (3.12) означает, что

∀ϕ ∈
•

C∞ (Γ × Γ) : Λϕ(vkj
) → Λϕ(v) , j → ∞ . (3.14)
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С другой стороны, соотношение в) из формулы (3.11) с учетом неравенства (3.13) дает,

что Λϕ(vkj
) стремится к нулю при j → ∞ для всех ϕ ∈

•

C∞ (Γ×Γ). Отсюда и из соотношения

(3.14) вытекает, что для любой функции ϕ из
•

C∞ (Γ×Γ) справедливо равенство Λϕ(v) = 0.
Следовательно (см. [22]), разность v(z1)−v(z2) равна нулю на множестве Γ×Γ, т.е. функция
v(z), определенная на границе Γ, является константой.

Рассмотрим теперь на элементах пространстваW
1/2
2 (Γ) линейный ограниченный функ-

ционал F (u) :=
∫
Γ
u(z) |dz|. Из указанного в (3.11) свойства а) следует, что F (vkj

) = 0 для
всех j ∈ N. Отсюда заключаем, что в силу (3.12) значение F (v) тоже равно нулю, т.е.
функция v, являющаяся константой, есть просто ноль.

Из компактности вложения пространства W
1/2
2 (Γ) в пространство L2 (Γ) следует (см.

[10]), что последовательность {vkj
}∞j=1, слабо сходящаяся к нулю в W

1/2
2 (Γ), в L2 (Γ) схо-

дится к нулю сильно, т.е. предел
∥∥vkj

; L2 (Γ)
∥∥ равен нулю при j → ∞, что противоречит

свойству б), указанному в (3.11).

Таким образом, оценка (3.9) для функций из Ŵ
1/2
2 (Γ) установлена. Рассмотрим теперь

произвольную функцию u ∈ W
1/2
2 (Γ). Имеем

∥∥u; L2 (Γ)
∥∥2

=

∥∥∥∥
∫

Γ

u(z) |dz| + u−
∫

Γ

u(z) |dz|; L2 (Γ)

∥∥∥∥
2

≤

≤ 2

∥∥∥∥
∫

Γ

u(z) |dz|; L2 (Γ)

∥∥∥∥
2

+ 2

∥∥∥∥u−
∫

Γ

u(z) |dz|; L2 (Γ)

∥∥∥∥
2

. (3.15)

Заметим, что функция u−
∫
Γ
u(z) |dz| принадлежит Ŵ

1/2
2 (Γ), поэтому первое слагаемое в

правой части неравенства (3.15) можно оценить с помощью (3.9). Учитывая, что интеграл
в формуле (3.9) не изменяется при вычитании из функции u константы, окончательно
получаем

∥∥u; L2 (Γ)
∥∥2 ≤ max

{
2M, 2|Γ|

}[(∫

Γ

u (z) |dz|
)2

+
u; W

1/2
2 (Γ)

2
]
,

где через |Γ| обозначена длина границы Γ. Теорема доказана.

3.2. Пространства Вейля. Пространство Вейля I1
2 (B) представляет собой фактор–

пространство W̃ 1
2 (B)/R, в котором отождествляются функции, отличающиеся на констан-

ту; здесь W̃ 1
2 (B) — пространство Соболева W 1

2 (B) гармонических в области B функций, а
R — множество вещественных чисел. Его элементы будем обозначать буквами с тильдой,
а функции, составляющие данный элемент — той же буквой без тильды (например, ũ и
u). Скалярное произведение в пространстве I1

2 (B) определяется по формуле [9]

[
u, v

]
=
(
u, v; I1

2 (B)
)

:=

∫

B

〈 gradu, grad v〉 dx dy , (3.16)

где 〈 · , ·〉 обозначает скалярное произведение плоских векторов. Значение интеграла в
формуле (3.16), очевидно, не зависит от выбора функций u ∈ ũ и v ∈ ṽ, а величина∥∥ũ; I1

2 (B)
∥∥ :=

[
ũ, ũ

]1/2
является нормой в I1

2 (B).
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Функцию û назовем естественным представителем элемента ũ ∈ I1
2 (B), если она при-

надлежит этому элементу и удовлетворяет условию
∫

Γ

û (z) |dz| = 0. (3.17)

Аналогично, на подпространстве функций u из W
1/2
2 (Γ) введем фактор–пространство

элементов {u+ const}, которое назовем пространством Вейля на границе Γ и обозначим

I
1/2
2 (Γ). Его элементы также будем обозначать буквами с тильдой, а функции, составля-

ющие данный элемент — той же буквой без тильды. Скалярное произведение в I
1/2
2 (Γ)

введем по формуле

(
ũ, ṽ; I

1/2
2 (Γ)

)
:=

∫

Γ

∫

Γ

[
u(z1) − u(z2)

][
v(z1) − v(z2)

]

|z1 − z2|2
|dz1| |dz2|. (3.18)

Как и выше, значение интеграла в (3.18) не зависит от выбора функций u ∈ ũ и v ∈ ṽ, а

величина
∥∥ũ; I

1/2
2 (Γ)

∥∥ :=
(
ũ, ũ; I

1/2
2 (Γ)

)1/2
представляет собой норму в I

1/2
2 (Γ). Функцию

û ∈ ũ назовем естественным представителем элемента ũ ∈ I
1/2
2 (Γ), если она удовлетворяет

условию (3.17).

Теорема 3.2 Пространства I1
2 (B) и I

1/2
2 (Γ) изоморфны друг другу.

Дока з а т е л ь с т в о. 1) Пусть ũ ∈ I1
2 (B), и пусть û — естественный представитель

этого элемента. Для функции û (z) ∈W 1
2 (B) однозначно определен след û (z′) на границе

Γ, принадлежащий пространству W
1/2
2 (Γ), и имеет место неравенство

∥∥û (z′); W
1/2
2 (Γ)

∥∥ ≤ C1

∥∥û (z); W 1
2 (B)

∥∥, (3.19)

где C1 > 0 — постоянная, не зависящая от û. Этот след в силу условия (3.17) является

естественным представителем некоторого элемента h̃ ∈ I
1/2
2 (Γ). Оценим норму элемента

h̃ ∈ I
1/2
2 (Γ) через норму элемента ũ ∈ I1

2 (B). С учетом (3.19) имеем

∥∥h̃; I
1/2
2 (Γ)

∥∥2
=
̂h; W

1/2
2 (Γ)

 ≤
∥∥ĥ; W

1/2
2 (Γ)

∥∥2 ≤

≤ C 2
1

∥∥û; W 1
2 (B)

∥∥2
= C 2

1

∥∥û; L2 (B)
∥∥2

+ C 2
1

̂u; W 1
2 (B)

2
.

Оценивая первое слагаемое в правой части последнего равенства с помощью неравенства
Пуанкаре (3.7) и с учетом (3.17), получаем

∥∥h̃; I
1/2
2 (Γ)

∥∥2 ≤ C 2
1 M1

(∫

Γ

û (z) |dz|
)2

+ C 2
1 (M1 + 1)

̂u; W 1
2 (B)

2
=

= C 2
1 (M1 + 1)

∥∥ũ; I1
2 (B)

∥∥2
,

где M1 > 0 также не зависит от û.
Таким образом установлено, что любому элементу ũ ∈ I1

2 (B) можно поставить в соот-

ветствие элемент h̃ ∈ I
1/2
2 (Γ), причем справедлива оценка

∥∥h̃; I
1/2
2 (Γ)

∥∥ ≤ c1(B)
∥∥ũ; I1

2 (B)
∥∥, (3.20)
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где постоянная c1(B) = C1

√
M1 + 1 > 0 зависит только от области B .

2) Обратно, пусть h̃ — произвольный элемент пространства I
1/2
2 (Γ), а функция

ĥ ∈ W
1/2
2 (Γ) — его естественный представитель. Существует линейный оператор L,

ставящий в соответствие функции ĥ (z′) единственную гармоническую функцию Lĥ (z) ∈
∈W 1

2 (B) такую, что [Lĥ] (z′) = ĥ (z′), и справедлива оценка

∥∥Lĥ; W 1
2 (B)

∥∥ ≤ C2

∥∥ĥ; W
1/2
2 (Γ)

∥∥, (3.21)

где C2 > 0 — постоянная, не зависящая от функции ĥ. Функция Lĥ, удовлетворяющая
условию (3.17), является естественным представителем некоторого элемента ũ ∈ I1

2 (B).

Оценим норму элемента ũ ∈ I1
2 (B) через норму элемента h̃ ∈ I

1/2
2 (Γ). Учитывая (3.21),

имеем ∥∥ũ; I1
2 (B)

∥∥2
=
̂u; W 1

2 (B)
2 ≤

∥∥û; W 1
2 (B)

∥∥2 ≤

≤ C 2
2

∥∥ĥ; W
1/2
2 (Γ)

∥∥2
= C 2

2

∥∥ĥ; L2 (Γ)
∥∥2

+ C 2
2

̂h; W
1/2
2 (Γ)

2
.

Оценивая первое слагаемое в последнем равенстве с помощью неравенства Пуанкаре (3.8)
и с учетом (3.17), получаем

∥∥ũ; I1
2 (B)

∥∥2 ≤ C 2
2 M2

(∫

Γ

ĥ (z) |dz|
)2

+ C 2
2 (M2 + 1)

̂h; W
1/2
2 (Γ)

2
=

= C 2
2 (M2 + 1)

∥∥h̃; I
1/2
2 (Γ)

∥∥,
т.е. справедливо неравенство

∥∥ũ; I1
2 (B)

∥∥ ≤ c2(B)
∥∥h̃; I

1/2
2 (Γ)

∥∥, (3.22)

где постоянная c2(B) = C2

√
M2 + 1 > 0 зависит только от области B .

Объединяя результаты (3.20) и (3.22) пунктов 1) и 2) доказательства, находим, что

линейный оператор L устанавливает изоморфизм между пространствами I1
2 (B) и I

1/2
2 (Γ).

Теорема доказана.
Отметим еще, что полнота пространства I

1/2
2 (Γ), очевидно, следует из полноты про-

странства W
1/2
2 (Γ) и неравенства (3.8), а полнота пространства I1

2 (B) следует из изомор-

физма пространств I1
2 (B) и I

1/2
2 (Γ).

3.3. Вариационный метод Треффца. Рассмотрим задачу (1.1) с граничной функцией

h ∈ W
1/2
2 (Γ). Ее решение u (z), как было отмечено в п. 3.1, существует и единственно в

пространстве W 1
2 (B).

Перейдем к пространствам Вейля. Пусть h̃— элемент пространста I
1/2
2 (Γ), содержащий

h. Решение u задачи принадлежит некоторому элементу ũ пространства I1
2 (B).

Метод Треффца [5] заключается в следующем. Допустим, что
{
ũk
}∞
k=1

— линейно неза-
висимая и полная система в пространстве I1

2 (B), причем функции uk ∈ ũk принадлежат
C∞ (B′), т.е. бесконечно дифференцируемы в некоторой области B′ ⋑ B, охватывающей
исходную. Элемент ũ ∈ I1

2 (B), содержащий решение рассматриваемой задачи, будем стро-
ить в виде предела последовательности

{
ũN
}∞
N=1

приближенных элементов

ũN :=
∑N

k=1
aNk ũk , (3.23)
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где коэффициенты aNk находятся из условия наименьшего отклонения приближенного эле-
мента ũN от точного ũ в I1

2 (B), т.е. из условия

∥∥ũ − ũN ; I1
2 (B)

∥∥ = min .

Это приводит к следующей системе линейных уравнений относительно коэффициентов{
aN1 , . . . , a

N
N

}
: ∑N

j=1

[
ũk, ũj

]
aNj =

[
ũ, ũk

]
, k = 1, N. (3.24)

Подставляя в систему (3.24) выражение (3.16) для скалярного произведения
[
· , ·
]
, пере-

писываем ее в виде

∑N

j=1
aNj

∫

B

〈graduk, grad uj〉 dx dy =

∫

B

〈gradu, graduk〉 dx dy, k = 1, N.

Поскольку все функции uk принадлежат классу C∞ (B′), а u — пространству W 1
2 (B),

то, применяя к интегралам, входящим в последнее равенство, тождество Грина [17]-[20],
получаем

∑N

j=1
aNj

{
−
∫

B

uj ∆uk dx dy +

∫

Γ

uj ∂νuk |dz|
}

=

= −
∫

B

u∆uk dx dy +

∫

Γ

u ∂νuk |dz|, k = 1, N, (3.25)

где ∂ν — производная по внешней нормали к границе Γ. Учитывая теперь, что u(z′) = h(z′)
на Γ, а uk — гармонические функции, преобразуем систему линейных уравнений (3.25) к
окончательному виду

∑N

j=1
aNj

∫

Γ

uj ∂νuk |dz| =

∫

Γ

h ∂νuk |dz|, k = 1, N, (3.26)

откуда коэффициенты
{
aN1 , . . . , a

N
N

}
находятся однозначно, поскольку матрица системы

(3.26) есть матрица Грама системы линейно независимых элементов [2]-[4]; отметим также,
что она симметрична.

Подчеркнем, что приближенный элемент ũN , определяемый по формуле (3.23), с коэф-
фициентами

{
aN1 , . . . , a

N
N

}
, вычисляемыми из системы (3.26), дает приближенное решение

задачи (1.1) лишь с точностью до произвольной вещественной постоянной.
Определим приближенное решение uN этой задачи по формуле

uN(z) := aN0 +
∑N

k=1
aNk uk(z) ,

где uk — некоторые фиксированные функции, принадлежащие соответствующим элемен-
там ũk, а коэффициент aN0 определяется по формуле

aN0 :=

∫

Γ

(
h(z) −

∑N

k=0
aNk uk(z)

)
|dz| .

Докажем, что последовательность определенных таким способом приближенных ре-
шений uN(z) и последовательности всех производных D l,m uN(z) равномерно сходятся
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внутри области B соответственно к функции u(z) — решению задачи (1.1) — и ее про-
изводным D l,m u(z).

Учитывая очевидные соотношения

û(z) = u(z) −
∫

Γ

h(z) |dz|, ûN(z) = uN(z) −
∑N

k=0
aNk

∫

Γ

uk(z) |dz|,

можно увидеть, что для доказательства такой сходимости достаточно установить равно-
мерную сходимость внутри области B функций ûN(z) :=

∑N
k=1 a

N
k ûk(z) и всех соответ-

ствующих производных к функции û(z) и ее производным.
Используя неравенство Пуанкаре (3.8) и оценку (3.20), связанную с изоморфизмом

пространств I1
2 (B) и I

1/2
2 (Γ), получаем цепочку неравенств

∥∥û; L2 (Γ)
∥∥2 ≤ M2

∥∥ũ; I
1/2
2 (Γ)

∥∥2 ≤ C
∥∥ũ; I1

2 (B)
∥∥2 ∀ ũ ∈ I1

2 (B), (3.27)

где M2 > 0 и C = M2 c
2
1 (B) > 0 — константы, не зависящие от ũ, c1(B) — константа из

формулы (3.20).
Согласно предположению о полноте системы {ũk}∞k=1, для заданного ε > 0 можно найти

число N0 ∈ N и постоянные α1, . . . , αN0 такие, что имеет место неравенство

∥∥ũ −
∑N0

k=1
αk ũk; I

1
2 (B)

∥∥ < ε.

Так как элемент ũN0 =
∑N0

k=1 a
N0
k ũk, построенный по методу Треффца, дает наилучшее

среди сумм такого вида приближение в норме I1
2 (B), то отсюда получаем оценку

∥∥ũ − ũN0; I1
2 (B)

∥∥ < ε.

Но поскольку
∥∥ũ − ũN ; I1

2 (B)
∥∥ не превосходит

∥∥ũ − ũN0; I1
2 (B)

∥∥ для любого N ≥ N0, то
верна также и оценка ∥∥ũ − ũN ; I1

2 (B)
∥∥ < ε

для любого N ≥ N0. Воспользовавшись теперь (3.27), получаем, что

∥∥û − ûN ; L2 (Γ)
∥∥2 ≤ C

∥∥ũ − ũN ; I1
2 (B)

∥∥2
< Cε2,

где C > 0 — константа, зависящая только от области B, а N ≥ N0.
Для функций û− ûN ∈ W 1

2 (B) и любого компакта E ⊂ B справедливо доказанное в [8]
для более широкого класса функций неравенство

sup
z∈E

∣∣D l,m
(
û(z) − ûN(z)

)∣∣ < M(E)
∥∥û − ûN ; L2 (Γ)

∥∥ < M(E)
√
Cε, ∀N ≥ N0,

где M(E) — некоторая положительная константа, не зависящая от N . Таким образом,
последовательность

{
D l,m ûN(z)

}
N

сходится равномерно к D l,m û(z) на любом компакте
E в области B.

Сформулируем без доказательства предложение, позволяющую использовать в методе
Треффца в качестве системы {ũk}∞k=1 систему

ξ 2k−1(z) := Re (z − z0)k, ξ 2k(z) := Im (z − z0)k, k ∈ N . (3.28)
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Предложение 3.3 Система (3.28) полна, а если z0 ∈ B, то и минимальна в гильбер-
товом пространстве I1

2 (B).

3.4. Результаты численных экспериментов. C помощью численных экспериментов было
проведено исследование характера сходимости метода Треффца на тех же примерах кра-
евых задач и с использованием тех же тестовых решений, что и для метода наименьших
квадратов.

Исследование показало, что внутри области B сходимость uN (z) к u (z) имеет экспо-
ненциальный характер, т.е. выполняется оценка (2.8) независимо от того, принадлежит
или нет точка z0 области B.

Литература

1. M. Picone. Nuovo metodo d’approssimazione per la soluzione del probleme di Dirichlet
// Atti della Real Accad. naz. dei Lincei. Rend. Serie 5, Classe di sci. fis, mat. e natur.
V. 31, № 8. 1922. P. 357–359.

2. С.Г. Михлин. Вариационные методы в математической физике, М.: Наука. 1970.

3. К. Ректорис. Вариационные методы математической физики и техники, М.: Мир.
1985.

4. В.И. Лебедев. Функциональный анализ и вычислительная математика, М.: Физмат-
лит. 2000.

5. E. Trefftz. Ein Gegenstück zum Ritzschen Verfahren // Verhanl. d. 2 internat. Kongress
für techniche Mechanik. Zürich, 1926.
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ON CERTAIN VARIATIONAL METHODS FOR SOLVING
THE DIRICHLET PROBLEM
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Abstract. A theoretical substantiation is presented for two variational methods for solving the

Dirichlet problem for the Laplace equation in plane simply connected domains B: the least square

method and the Trefftz’s method. As a preliminary, several assertions have been estab-lished for

functional spaces related to the methods, the Hardy space e2 (B) and the Weil space I1
2 (B) of functions,

harmonic in B. A performed numerical research have shown exponential rate of convergence of these

methods.

Keywords: the Laplace equation, variational methods, the least square method, the Trefftz’s

method, Hardy space, Weil space.
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Аннотация. Представленная модель стационарного осесимметричного движения воздуха в

нижнем слое тайфуна, учитывающая вязкость и сжимаемость воздуха, силу Кориолиса и трение

о поверхность Земли, сводится к системе трех нелинейных дифференциальных уравнений для

осредненных по вертикали в этом слое компонент горизонтальной скорости и плотности воздуха.

С помощью задания функции β, описывающей вертикальный поток на верхней границе слоя, ис-

ходная задача расщепляется на две: краевую задачу для тангенциальной компоненты скорости и

задачу Коши для плотности воздуха, после решения которых оставшиеся неизвестные находятся

явно. Результаты проведенной эффективной численной реализации модели, хорошо согласующи-

еся с наблюдаемыми данными, позволили выявить некоторые закономерности в распределении

скорости воздуха в нижнем слое тайфуна.

Ключевые слова: тайфуны, математическое моделирование, системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений, разностные методы.

1 Введение

Одним из наиболее разрушительных атмосферных явлений является тайфун — крупно-
масштабный интенсивный атмосферный вихрь. Тайфуны возникают над перегретыми
районами океана; их время жизни достигает 2-х недель, горизонтальный размер — сотен
километров, высота составляет 12–15 км, а скорость ветра может доходить до 300 км/час
(см. [1]–[5]). Исследование тайфунов привлекает большое внимание ученых [2]–[7].

Современные модели тайфунов включают, как правило, детальное описание трехмер-
ного нестационарного течения воздушных масс и происходящих в них процессов теплооб-
мена и фазовых превращений с учетом взаимодействия с океаном [6]-[9]. Для реализации
таких моделей необходимы сложные численные методы и алгоритмы, а также мощные
вычислительные средства. Вместе с тем, достигаемая при этом точность расчетов часто
оказывается недостаточной, а результаты не вполне адекватными [2], [4], [7].

Помимо “больших” моделей тайфунов развиваются и более простые, учитывающие
основные факторы этого явления [1]–[7]. Излагаемая ниже модель относится к этому типу,
а ее отличительной чертой является описание лишь нижнего слоя тайфуна.

Рассматриваемая в работе модель, сформулированная в [10] и описывающая стацио-
нарное осесимметричное движение воздуха в нижнем слое тайфуна, учитывает вязкость

Работа поддержана РФФИ (гранты 07-01-00295, 07-01-00503), программой фундаментальных иссле-
дований ОМН РАН №3 ”Современные вычислительные и информационные технологии решения больших
задач“
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и сжимаемость воздуха, его трение о поверхность океана, а также силу Кориолиса. Эта
модель основана на осреднении характеристик потока по вертикали внутри рассматрива-
емого слоя и задании вертикального потока воздуха на верхнем уровне этого слоя.

Модель включает систему трех дифференциальных уравнений для трех осредненных
по вертикали величин: двух компонент горизонтальной скорости и плотности воздуха.
Возникающую краевую задачу для этой системы удается свести к последовательному рас-
смотрению двух задач: краевой задачи для тангенциальной компоненты скорости и задачи
Коши для плотности воздуха. Оставшиеся неизвестные (радиальная скорость и давление)
находятся затем по явным формулам.

Численная реализация модели, результаты которой хорошо согласуются с данными
наблюдений, позволила адекватно описать характер пространственного распределения
ветра в тайфуне.

2 Модель тайфуна и постановка задачи

2.1. Двумерная модель. Используемая модель [10] описывает стационарное движение воз-
духа в нижнем слое тайфуна толщиной H , характеризующимся достаточно однородным
по высоте потоком. В этом слое используется процедура осреднения по высоте всех
характеристик течения; метод такого осреднения изложен, в частности, в [11], [12], [13].
В реальной атмосфере толщина H этого слоя может составлять несколько километров [2],
[4], [7].

Помимо этого, в модели считается заданной вертикальная составляющая потока
воздуха на верхней границе {x3 = H} рассматриваемого слоя тайфуна. Это позволяет
получить на плоскости (x1, x2) замкнутую систему уравнений относительно следующих
осредненных по x3 в слое {x3 ∈ (0, H)} величин: вектора горизонтальной скорости возду-
ха v = (v1, v2), плотности ̺ и давления p. Эта модель учитывает силу Кориолиса в виде
̺Lv, где

L =

(
0 −l0
l0 0

)
, l0 = 2ω sinϕ0 , (2.1)

ω — угловая скорость вращения Земли, ϕ0 — географическая широта центра тайфуна.
Кроме этого, модель включает объемную и динамическую вязкости воздуха с
коэффициентами вязкости соответственно λ и µ и трение воздуха о поверхность океана
(коэффициент трения α). Полученная система уравнений имеет вид:

̺ (v · ∇) v − µ∆v − λ∇(∇ · v) = −∇ p − ̺Lv − α v , (2.2)

∇ · (̺v) = −β , (2.3)

где через ∇ и ∆ обозначены соответственно двумерные на плоскости (x1, x2) операторы
”набла“ и Лапласа. Функция β(x1, x2) в правой части уравнения (2.3), представляющая
собой деленную на H вертикальную составляющую потока воздуха на верхней границе
рассматриваемого слоя, как уже было сказано выше, считается заданной.

Предполагая течение воздуха адиабатическим, замыкаем систему уравнений (2.2), (2.3)
соответствующим уравнением состояния, связывающим плотность воздуха и давление:

p (̺) = P∞

(
̺/̺∞

)γ
; (2.4)
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здесь P∞ и ̺∞ — соответственно давление и плотность воздуха вдали от центра тайфуна
(т.е. в невозмущенной атмосфере), γ — показатель адиабаты воздуха, γ ≈ 1.4.

2.2. Осесимметричная модель. В дальнейшем будем полагать течение в тайфуне осесим-
метричным, что в достаточной степени согласуется с данными наблюдений. Вводя поляр-
ные координаты (r, ϑ), центр которых совпадает с центром тайфуна, получаем, что все
рассматриваемые функции зависят лишь от радиальной координаты r. Обозначим через
U(r) и Φ(r) радиальную и тангенциальную составляющие скорости. При этом функции
p(x1, x2), ̺(x1, x2) и β(x1, x2) преобразуются соответственно в функции p(r), ̺(r) и β(r).

Система (2.2), (2.3) переписывается, с учетом (2.4), в следующем виде на полуоси
r ∈ [0, ∞) относительно Φ, U и ̺:

µ
[

(rΦ)′/r
]′ − ̺UΦ′ − ̺U Φ/r − αΦ − l0 ̺U = 0, (2.5)

(µ+ λ)
[

(r U)′/r
]′ − ̺UU ′ − αU + ̺Φ2/r + l0 ̺Φ = P∞

(
̺γ/̺γ∞

)′
, (2.6)

(r ̺U)′ /r = −β. (2.7)

Для компонент скоростей U , Φ в центре тайфуна и на бесконечности принимаются одно-
родные условия:

U(0) = 0 , lim
r→∞

U(r) = 0 , (2.8)

Φ(0) = 0 , lim
r→∞

Φ(r) = 0 , (2.9)

а для плотности — условие стремления на бесконечности к заданной величине ̺∞:

lim
r→∞

̺(r) = ̺∞ , (2.10)

при этом предполагается, что {U(r),Φ(r), ̺(r)} ∈ C[0,∞]∩C2(0,∞). Принимаем еще усло-
вие положительности плотности ̺(r), r ∈ [0,∞] и соответствующее данным наблюде-
ний условие центростремительности течения в рассматриваемом нижнем слое тайфуна,
т.е. U(r) < 0, r ∈ (0,∞), а также условие закрученности потока в Северном полушарии
против, а в Южном — по часовой стрелке:

l0 Φ(r) > 0, r ∈ (0, ∞) .

2.3. Функция β(r). Данные наблюдений указывают на следующий характер вертикаль-
ного потока воздуха на верхней поверхности рассматриваемого слоя: вблизи центра тай-
фуна воздух поднимается вверх, при удалении от центра скорость подъема уменьшается,
в некоторой точке r = R поток обращается в ноль, а при дальнейшем удалении от центра
тайфуна воздух опускается вниз. При стремлении к бесконечно удаленной точке верти-
кальное движение воздуха полностью прекращается.

Кроме того, для потока воздуха через верхнюю границу рассматриваемого слоя всегда
выполняется интегральное уравнение баланса массы:

2π

∫ ∞

0

r β(r) dr = 0 . (2.11)

Такое поведение вертикального потока воздуха на верхней границе слоя предлагается
описать функцией β(r) следующего вида:

β(r) = β0(1 + qr)(r2 − R2)(Dr2 − R−2) e−qr , (2.12)
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где положительные величины β0, q и R являются свободными параметрами модели, при-
чем β0 представляет собой значение функции β(r) в точке r = 0, параметр q определяет
показатель экспоненциального затухания этой функции при r → ∞, а величина R дает
точку обращения β(r) в ноль. Коэффициент D в (2.12) определяется из условия баланса
(2.11):

D = q2 (q2R2 − 10)/
[
10R2 (q2R2 − 28)

]
.

Условие обращения функции β(r) в ноль при r ∈ [0,∞) лишь в конечной точке r = R
приводит к ограничению на параметры q и R:

10 < q2R2 < 28 .

Задание функции β(r) завершает постановку задачи (2.5)–(2.10).

2.4. Поведение решения вблизи особых точек Опираясь на теорию обыкновенных
дифференциальных уравнений и систем [14], [15], убеждаемся, что система (2.5)–(2.7) име-
ет две особые точки r = 0 и r = ∞; таким образом, рассматриваемая краевая
задача (2.5)–(2.9) является сингулярной. Ниже используется символ f(r) ∼ g(r), r → r0,
означающий f(r)/g(r) → 1, r → r0.

Можно показать, что для компонент скорости вблизи начала координат выполняется

Φ(r) ∼ Φ(1) r , U(r) ∼ U(1)r , r → 0 ,

где для постоянных Φ(1), U(1) верно l0 Φ(1) > 0 и U(1) < 0. Аналогично выводится
следующая асимптотика для компонент скорости при r → r∞:

U(r) ∼ β0D r5 e−qr/̺∞ , Φ(r) ∼ Φ∞ exp
(
−
√
α/µ r

)
/
√
r ; (2.13)

при выводе второго соотношения в (2.13) мы ограничились предположением α/µ < q2.
С помощью полученной зависимости (2.13) устанавливаем асимптотическое поведение

плотности при r → ∞:

̺(r) − ̺∞ ∼ −
√
µ/α ̺2

∞ l0 Φ∞ exp
(
−
√
α/µ r

)
/(γP∞

√
r) . (2.14)

3 Сведе́ние к системе двух дифференциальных уравнений

Домножая уравнение (2.7) на r и интегрируя от нуля до r, получаем связь между ради-
альной скоростью U(r) и плотностью ̺(r) :

̺(r)U(r) = − b(r) , (3.1)

где

b(r) = r−1

∫ r

0

s β(s) ds .

Подставляя (3.1) в систему (2.5)–(2.7), исключаем из нее U(r) и приходим к системе двух
уравнений относительно тангенциальной скорости Φ(r) и плотности ̺(r):

Φ′′ +
(
r−1 + b µ−1

)
Φ′ −

(
r−2 − r−1b µ−1 + αµ−1

)
Φ = − l0 b µ

−1 , (3.2)
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(µ+ λ) b ̺′′ − 2 (µ+ λ)b ̺ ̺′2 +

+
[

2 (µ + λ) b′ + (µ+ λ)r−1b+ b2 − γP∞̺
−γ
∞ ̺γ+1

]
̺′ + (3.3)

+
(
l0Φ + r−1Φ2

)
̺3 +

[
r−2 b − r−1b′ − (µ+ λ)b′′ − bb′ + αb

]
̺ = 0 .

Краевые условия следуют из соотношений (2.8), (2.9), (2.10) и вытекающих из (2.6), (2.7)
соотношений lim

r→∞
U ′(r) = 0 , lim

r→∞
U ′′(r) = 0 :

Φ(0) = 0 , lim
r→∞

Φ(r) = 0 , (3.4)

lim
r→∞

̺(r) = ̺∞ , lim
r→∞

̺ ′(r) = 0 . (3.5)

Система уравнений (3.2), (3.3) вместе с краевыми условиями (3.4), (3.5) представляет собой
итоговую краевую задачу относительно двух неизвестных — Φ(r) и ̺(r).

Первое уравнение (3.2) этой задачи и краевые условия (3.4) составляют линейную кра-
евую задачу только для функции Φ(r), которую решаем отдельно. Второе, нелинейное
уравнение (3.3) вместе с условиями (3.5) дают задачу Коши для искомой плотности ̺(r).
После решения этих задач оставшиеся неизвестные — радиальная скорость U и давление
p — могут быть вычислены по формулам (3.1) и (2.4).

4 Вычисление тангенциальной скорости Φ(r)

4.1. Перенос краевых условий из особых точек. При решении сингулярных краевых задач
методом конечных разностей в общем случае необходимо переносить краевые условия из
особых точек в некоторые близкие к ним неособые точки [16], [17], [18].

В рассматриваемой задаче (3.2), (3.4) точка r = 0 является особой для уравнения
(3.2) и, тем не менее, регулярной для функции Φ(r). Поэтому переноса первого краевого
условия (3.4) не требуется.

Перенос краевого условия (3.4) из точки r = ∞ в достаточно удаленную (неособую)
точку r = rN ≫ 1, осуществляемый на основе асимптотики (2.13), дает в этой точке
условие

Φ′(rN) = −
√
α/µΦ(rN) . (4.1)

4.2. Разностный алгоритм для Φ(r). Для численного решения задачи (3.2), (3.4)
введем равномерную сетку с шагом h: rj = j h , j = 0, 1, . . . , N, где N – такое число, что
величина rN значительно больше характерного радиуса тайфуна.

Обозначая через Φj = Φ(rj) , bj = b(rj) значения функций Φ(r) и b(r) в узлах
сетки и используя в них центральные разностные аппроксимации [16], [17] порядка O(h2)
для приближения производных Φ′(r) и Φ′′(r), получаем необходимую разностную схему,
аппроксимирующую уравнение (3.2) в точке rj :

µ(Φj+1 − 2Φj + Φj−1)/h
2 + µ(Φj+1 − Φj−1)/(2hrj)−

−µΦj/r
2
j + bj(Φj+1 − Φj−1)/(2h) + bjΦj/rj − αΦj + l0bj = 0.

(4.2)
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Граничное условие (3.4) в точке r = 0 принимает вид Φ0 = 0, а условие (4.1) в точке rN−1

— следующий вид:

(ΦN − ΦN−2)/(2 h) = −
√
α/µΦN−1 . (4.3)

Таким образом, для нахождении сеточных значений Φj сформулирована задача (4.2), (4.3),
включающая (N − 1) линейных алгебраических уравнений (4.2), условие Φ0 = 0 и соотно-
шение (4.3).

Для решения системы (4.2), (4.3), представимой в векторном виде равенством AΦ = C

с трехдиагональной матрицей A, был использован метод прогонки [17], [19], [20].

5 Вычисление плотности ̺(r)

5.1. Перенос условий Коши из бесконечности. Перенос первого из условий (3.5), осуществ-
ляемый на основе асимптотик (2.14) и (2.13), дает в точке rN соотношение:

̺ (rN) = ̺∞ −
√
µ/α ̺ 2

∞ l0 Φ(rN)/(γ P∞) . (5.1)

Перенос условия (3.5) для ̺ ′(r) из бесконечности в rN осуществляется путем задания
значений ̺ (rN) и ̺ (rN−1) с помощью формулы (5.1).

5.2. Разностный алгоритм для ̺(r). Обозначая ̺j := ̺(rj) и аппроксимируя ̺ ′(r) и ̺ ′′(r)
центральными разностными производными, получаем требуемую разностную схему для
плотности:

(µ+ λ)
{
−b′′j̺j + 2b′j̺

′
j + 2bj

[
(̺j+1 − ̺j)/h− ̺′j

]
/h−

−2bj(̺
′
j)

2/̺j + bj̺
′
j/rj − b′j̺j/rj + bj̺j/r

2
j

}
+ bj(bj̺

′
j − b′j̺j) + (5.2)

+αbj̺j = γP∞̺
γ+1
j ̺′j/(̺

γ
∞) − ̺3

j

(
l0Φj + Φ2

j/rj
)
.

Это соотношение представляет собой квадратное уравнение относительно разностной про-
изводной ̺′j вида a2 (̺′j)

2 + a1 ̺
′
j + a0 = 0; его коэффициенты, определяемые из (5.2),

зависят от значений плотности в двух точках rj и rj+1. Решая это уравнение, находим
связь между производной ̺ ′

j и значениями ̺j и ̺j+1

̺′j(̺j , ̺j+1) =
(
−a1 ±

√
a2

1 − 4a0a2

)
(2a2)

−1,

где берется та ветвь квадратного корня, которая дает значение ̺′j , ближайшее к
(̺j+1−̺j)/h. Выражая с помощью формулы центральной разностной производной величи-
ну ̺j−1 через значение ̺j+1 и производную ̺′j , получаем в итоге рекуррентное соотношение

̺j−1 = ̺j+1 − 2h̺′j(̺j, ̺j+1) . (5.3)

Используя заданные с помощью (5.1) значения ̺N и ̺N−1, последовательно находим по
формуле (5.3) искомые ̺j , начиная с номера j = N − 2 и до j = 0, что и дает разностное
решение задачи Коши для ̺(r).
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6 Вычисление траекторий частиц воздуха в тайфуне

Уравнение ϑ = ϑ(r) траекторий частиц воздуха в тайфуне, записанное в полярных коор-
динатах, имеет вид ϑ ′(r) = Φ(r)/

(
r U(r)

)
. Зная найденные значения Φj и Uj в узлах сетки

rj и используя разностную аппроксимацию для производной ϑ′(r), получаем разностную
схему для расчета траектории ϑ(r) частиц воздуха:

ϑj = ϑj+1 − 2(rj+1 − rj)(Φj+1 + Φj)/
[
(rj+1 + rj)(Uj+1 + Uj)

]
. (6.1)

Выбирая в качестве начальной некоторую точку (rN , ϑN ) расчетной траектории и после-
довательно вычисляя ϑj по формуле (6.1) при j = N − 1, N − 2, . . . , 1, строим разностную

аппроксимацию траектории
{

(rj , ϑj)
}N
j=1

.

7 Численная реализация модели и результаты расчетов

7.1. Точность алгоритма и выбор параметров модели. Представленная модель движения
воздуха в нижнем слое тайфуна была численно реализована для широкого диапазона
параметров модели. Численная реализация включала нахождение пространственного
распределения тангенциальной Φ(r), радиальной U(r) компонент скорости и ее модуля
|v(r)| =

√
Φ2 + U2, плотности воздуха ̺(r) и давления p(r), а также расчет траекторий

частиц воздуха.
Проведенное исследование точности алгоритма показало, что принятая вычислитель-

ная схема имела аппроксимацию порядка O(h2), где h— шаг сетки, что позволило добиться
относительной точности расчетов не хуже 10−3.

Параметры модели выбирались на основе эмпирических данных из [4], [7]. Значения
давления P∞, плотности ̺∞ и показателя адиабаты воздуха γ в уравнении (2.4) принима-
лись для всех вариантов расчетов соответствующими невозмущенной атмосфере на уровне
океана:

P∞ = 105 кг/(мс2), ̺∞ = 1.29 кг/м3, γ = 1.4 .

Коэффициенты µ и λ соответственно динамической и объемной вязкости и коэффициент
трения α в уравнениях (3.2), (3.3) брались в следующих интервалах:

µ ∈ [0.5, 2] · 105 кг/(мс), λ ∈ [µ/3, µ], α ∈ [4, 10] · 10−6 кг/(м3с) . (7.1)

Географическая широта ϕ0 центра тайфуна, определяющая по формуле (2.1) параметр
Кориолиса l0, выбиралась в диапазоне ϕ0 ∈ [8, 20] o СШ. Для модельной функции β(r) из
(2.12) – плотности вертикального потока воздуха на верхней границе рассматриваемого
слоя – параметры выбирались в интервалах:

β0 ∈ [2, 6] · 10−3 кг/(м3с), R ∈ [50, 100] · 103 м, q ∈ [4.8/R , 5/R] . (7.2)

7.2. Расчет характеристик типичного тайфуна. Численная реализация модели с различ-
ными сочетаниями значений параметров в диапазонах (7.1), (7.2) приводила к качественно
сходным картинам распределения характеристик тайфуна.

Приведем типичные распределения скорости и плотности воздуха в основной части
тайфуна, полученные при следующих значениях параметров функции β(r):

β0 = 2.5 · 10−3 кг/(м3с) , R = 90 · 103 м , q = 4.93/R .
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Значения остальных параметров полагались равными

µ = 1.3 · 105 кг/(мс) , λ = µ/2 , α = 6 · 10−6 кг/(м3с) , ϕ0 = 10o СШ .

На рисунке 1 штрихпунктирной и сплошной светлой линиями показаны графики зависи-
мости тангенциальной Φ(r) и радиальной |U(r)| компонент скорости воздуха от расстояния
r до центра тайфуна.

Изображенное жирной линией распределение модуля скорости |v(r)| является
типичным и наблюдавшимся (с несущественными изменениями) при любых значениях
параметров модели из диапазонов (7.1), (7.2). Оно характеризуются тем, что за близко
расположенным к центру тайфуна (r ≈ 15 км) довольно резким максимумом следует
значительно дальше расположенный слабо выраженный второй максимум (r ≈ 55 км),
либо пологий участок, который заканчивается медленным спаданием |v(r)|.

Описанное явление “двух максимумов” в распределении скорости ветра в тайфуне под-
тверждается данными наблюдений, приведенными на рисунке 2 и полученными путем
измерений скорости ветра с самолета в одном из тайфунов экваториальной Атлантики
[21]. Указанный характер распределения скорости ветра в приземной части тайфуна,
по-видимому, может быть использован для объяснения значительного размера зоны
вызываемых тайфунами сильных разрушений.

На рисунке 3 показаны рассчитанные спиралевидные траектории частиц воздуха в
нижнем слое тайфуна, а на рисунке 4 дана полученная зависимость от r плотности воздуха
̺(r), измеряемая в кг/м3.

Продемонстрированная хорошая согласованность экспериментальной и расчетной
картин распределения модуля скорости является показателем адекватности построенной
модели.
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Рис. 1. Распределение тангенциальной компоненты Φ(r) — штрихпунктирная линия,
радиальной компоненты |U(r)| — сплошная светлая линия, модуля скорости |v(r)| —
жирная линия.
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Рис. 2. Данные [21] измерений модуля скорости |v(r)| в нижнем слое тайфуна.
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Рис. 3. Расчетные траектории движения воздуха в нижнем слое тайфуна.

0 50 100 150 200
1.2

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

r, км

̺, кг/м3

Рис. 4. Распределение плотности воздуха ̺(r) в тайфуне.
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NUMERICAL MODILLING OF AIR MOTION IN THE
LOWER LAYER OF TYPHOON
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Abstract. A model of stationary axisymmetric air motion in a lower layer of typhoon is presented,

which takes into account air viscosity and compressibility, as well as Coriolis force and friction against

the Earth surface. The model is reduced to a system of three nonlinear differential equations for

averaged in vertical direction horizontal velocity and density of air. By taking into consideration a

function β, which describes the vertical air flux at the top of the layer, the problem is decomposed into

two ones: a boundary value problem for tangential component of velocity and a Cauchy problem for

air density. The rest quantities are found explicitly by means of the first ones. The performed effective

numerical realization of the model, which results match well with observation data, have given an

explanation of some regularities for velocity distribution in the lower layer of a typhoon.

Keywords: typhoons, mathematical modelling, systems of nonlinear differential equations, finite

difference methods.



УДК 517.956

ОБ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА БЕСКОНЕЧНОЙ

ПРЯМОЙ С ЗАДАННЫМ СРЕДНИМ ЗНАЧЕНИЕМ
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Аннотация. Рассматриваются задача определения начального состояния по заданному сред-

нему значению температуры и задача определения порядка среднего по заданному начальному

состоянию и заданному среднему значению температуры в финальный момент времени.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, среднее значение температуры, численная

минимизация функции одной переменной.

При изучении распространения тепла в стержне бесконечной длины возникает уравне-
ние теплопроводности

u′t = u′′xx, t ∈ (0,∞) , x ∈ (−∞,+∞) . (1)

Для выделения единственного решения этого уравнения следует задать распределение
температуры в начальный момент времени

u (0, x) = u0 (x) , x ∈ (−∞,+∞) . (2)

Нас будут интересовать решения, представимые интегралом Пуассона

u (t, x) =
1

2
√
πt

∫ +∞

−∞

exp

(
−(x− ξ)2

4t

)
u0 (ξ) dξ. (3)

Поэтому мы будем считать, что функция u0 (x) такова, что интеграл (3) определя-
ет единственное классическое решение начальной задачи (1), (2) и этот факт мы будем
записывать как u0 (x) ∈ U .

1 Задача определения начального состояния
(обратная эволюционная задача).

Рассмотрим следующую задачу. Среди решений, определенных интегралом Пуассона (3),
найти такую, которая в точке наблюдения x = 0 имеет заданную β-среднюю (см. [1], с.
519]) температуру за время t

β t−β
∫ t

0

(t− s)β−1 u (s, 0) ds = u1 (t) , β > 0. (4)

Отметим, что случай наблюдения в точке x = x0 сводится к рассматриваемому случаю
заменой переменной в интеграле Пуассона.

Работа первого автора поддержана РФФИ (грант 10–01–00062)
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Выражение в левой части (4) называется β-средним функции u (t, 0) и представляет
собой отношение дробного интеграла Римана-Лиувилля Iβu (t, 0) к Iβ1, где

Iβv (t) =
1

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 v (s) ds, β > 0,

Γ (β) — гамма-функция. Естественно считать, что β-среднее функции u (t, 0), т.е.
Γ (β + 1) t−βIβ (t, 0), при β = 0 равно u (t, 0).

Таким образом, задача состоит в нахождении начального состояния u0 (x) ∈ U , обес-
печивающего выполнение равенства (4) при заданных β ≥ 0 и u1 (t). Более того, нам
достаточно определить только четную составляющую ue (x) функции u0 (x), т.е. ue (x) =
1
2

(u0 (x) + u0 (−x)) , поскольку

u (t, 0) =
1

2
√
πt

∫ +∞

−∞

exp

(
−ξ

2

4t

)
u0 (ξ) dξ =

1√
πt

∫ +∞

0

exp

(
−ξ

2

4t

)
ue (ξ) dξ. (5)

Такого рода задачи называются обратными эволюционными задачами (см. [2], [3]).
Пусть β > 0, подставляя заданную равенством (5) функцию u (t, 0) в левую часть

соотношения (4), получим

Γ (β + 1) t−βIβu (t, 0) = βt−β
∫ t

0

(t− s)β−1 1√
πs

∫ ∞

0

exp

(
− ξ

2

4s

)
ue (ξ) dξds =

= βt−β
∫ t

0

(t− s)β−1 1√
πs

∫ ∞

0

exp
(
−η
s

)
η−1/2 ue (2

√
η) dηds = u1(t). (6)

Интеграл в (6) может быть записан с помощью оператора Кобера ([4], с. 246, [5], с. 105)

K−
α,β[g] (t) =

tα

Γ (β)

∫ ∞

t

(τ − t)β−1 τ−α−βg (τ) dτ, β > 0.

Пусть также φ (η) =
ue
(
2
√
η
)

√
πη

и [Lφ] (λ) =

∫ ∞

0

e−ληφ (η) dη, λ > 0.

Стало быть, из (6) для нахождения функции φ (η) получаем уравнение

Γ (β + 1)K−
1/2,β [Lφ]

(
1

t

)
=

√
t u1 (t) . (7)

Оператор D−
α,β, такой что

D−
α,β [g] (t) = tα+β

(
− d

dt

)n
tn−α−βK−

α+β−n,n−β [g] (t) , n = [β] + 1,

является обратным по отношению к K−
α,β , для достаточно «хороших» (см. [5], с. 100) функ-

ций g. Следовательно, из (7) вытекает равенство

[Lφ] (t) = D−
1/2,β

[
1

Γ (β + 1)
√
τ
u1

(
1

τ

)]
(t) := ũ1,β (t) . (8)
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Наконец, если предположить определенную гладкость функции ũ1,β (t), то обращая
преобразование Лапласа по формуле Поста-Уиддера (см. [1], с. 241) при β > 0 в (4), из
(8), окончательно получим

ue (2
√
x)√

πx
=
[
L−1ũ1,β

]
(x) = lim

k→∞

(−1)k

k!

(
k

x

)k+1

ũ
(k)
1,β

(
k

x

)
,

следовательно, чётная составляющая u0 (x) может быть определена из условия (4) при
определенной гладкости функции u1 (t).

В случае β = 0 ситуация намного проще. Функция ue (x) определяется обращением
преобразования Лапласа из равенства

1√
πt

∫ ∞

0

exp

(
−ξ

2

4t

)
ue (ξ) dξ =

1√
πt

∫ ∞

0

e−η/tη−1/2ue (2
√
η) dη = u1 (t) .

Она имеет вид

ue (2
√
x)√

πx
= lim

k→∞

(−1)k

k!

(
k

x

)k+1

ũ
(k)
1,0

(
k

x

)
, ũ1,0 (x) =

1√
x
u1

(
1

x

)
.

Отметим, что для нахождения четной составляющей ue(x) функции u0 (x) можно при-
менить другой способ, который мы приведем ниже. Но для решения обратной параметри-
ческой задачи в п. 2 нам нужна формула (7), полученная изложенным способом.

Другой способ состоит в следующем. Считая функцию u1 (t) достаточно гладкой, при-
меним к равенству (4) оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля (см. [4],

[5]) Dβ =
dn

dtn
I1−{β}, n = [β] + 1. Получим

u (t, 0) =
1

Γ (β + 1)
Dβ
(
tβu1 (t)

)
. (9)

Из равенств (9) и (5) для нахождения ue (x) выводим уравнение

1√
πt

∫ ∞

0

e−η/tη−1/2ue (2
√
η) dη =

1

Γ (β + 1)
Dβ
(
tβu1 (t)

)
,

из которого с помощью обратного преобразования Лапласа будем иметь

ue (2
√
x)√

πx
= lim

k→∞

(−1)k

k!

(
k

x

)k+1

û
(k)
1,β

(
1

x

)
,

где û1,β(x) =
√
tDβ

(
tβu1 (t)

)
при t = 1/x.

Пример 1. Пусть u1 (t) = tγ−1/2, где γ > max {β − n− 1/2; 0} , n = [β] + 1. Вычислим
функцию ũ1 (t), определенную равенством (8). Имеем

ũ1 (t) = D−
1/2,β

[
τ−γ

Γ (β + 1)

]
(t) =

=
1

Γ (β + 1)
tβ+1/2

(
− d

dt

)n(
tn−β−

1
2K−

β−n+1/2,n−β

[
τ−γ
]

(t)

)
=
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=
(−1)n

Γ (β + 1)
tβ+1/2 d

n

dtn

(
1

Γ (n− β)

∫ ∞

t

(τ − t)n−β−1 τ−γ−1/2 dτ

)
=

=
(−1)n

Γ (β + 1) Γ (n− β)
tβ+1/2 d

n

dtn

(
tn−β−γ−1/2

∫ 1

0

(1 − s)n−β−1 sβ+γ−n−1/2 ds

)
=

=
(−1)n Γ (β + γ − n + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ + 1/2)
tβ+1/2 d

n

dtn
(
tn−β−γ−1/2

)
=

=
(−1)n Γ (β + γ − n + 1/2) Γ (n− β − γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ + 1/2) Γ (−β − γ + 1/2)
tγ .

В частности, при γ = 1/2, учитывая известное свойство гамма-функции Γ (z) Γ (1 − z) =
π

sin πz
, будем иметь

ũ1 (t) =
(−1)n Γ (1 + β − n) Γ (n− β)

Γ (β + 1) Γ (−β)
t−1/2 =

(−1)nπ
sinπ(n−β)

π
sin(−πβ)

t−1/2 =

=
(−1)n+1 sin πβ

sin π (n− β)
t−1/2 = t−1/2.

Из равенства [Lφ] (t) = ũ1 (t) найдем оригинал. Получим

φ (x) =
(−1)nΓ(β + γ − n+ 1/2)Γ (n− β − γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ + 1/2) Γ (−β − γ + 1/2)
xγ−1.

В частности, если γ = 1/2, то φ (x) =
1√
πx

.

Определим далее ue (x) из равенства φ (η) =
ue
(
2
√
η
)

√
πη

. Будем иметь

ue (x) =

√
πx

2
φ

(
x2

4

)
=

(−1)n
√
π Γ (β + γ − n + 1/2) Γ (n− β − γ + 1/2) 21+2γ

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2) Γ (−β − γ + 1/2)
x2γ−1 =

=
(−1)n π

√
π

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2) Γ (−β − γ + 1/2) sin π (β + γ − n+ 1/2)

(x
2

)2γ−1

=

=
π
√
π

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2) Γ (−β − γ + 1/2) cosπ (β + γ)

(x
2

)2γ−1

=

=

√
πΓ (β + γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2)

(x
2

)2γ−1

.

В частности если γ = 1/2, то ue (x) = 1, что естественно, т.к., если мы хотим чтобы
средняя температура u1 (t) за время t была постоянной, то и начальная функция также
должна быть постоянной.

Второй способ, естественно, приводит к тому же результату. Действительно,

u1 (t) = tγ−1/2, Dβ
(
tβu1 (t)

)
=

Γ (β + γ + 1/2)

Γ (γ + 1/2)
tγ−1/2,
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∫ ∞

0

e−η/t
ue
(
2
√
η
)

√
πη

dη =
Γ (β + γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ + 1/2)
tγ,

ue
(
2
√
η
)

√
πη

=
Γ (β + γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2)
ηγ−1,

ue (x) =

√
π Γ (β + γ + 1/2)

Γ (β + 1) Γ (γ) Γ (γ + 1/2)

(x
2

)2γ−1

.

2 Задача определения порядка среднего
(обратная параметрическая задача).

Для функций, определяемых интегралом Пуассона (3) при t ∈ [0, 1] найдем порядок сред-
ней температуры β так, чтобы при заданных u0 (x) и u1 (1) выполнялось равенство

lim
t→1

Γ (β + 1) t−βIβu (t, 0) = u1 (1) . (10)

Отметим, что задавать дополнительное условие в виде (4), вообще говоря, нельзя.

Например, при u0(x) ≡ 1 мы получим уравнение
tβ

Γ(β + 1)
= u1(t), неразрешимое при

произвольном выборе u1(t). Следовательно, необходимо фиксировать финальный момент
наблюдения. Промежуток t ∈ [0, 1] выбран для компактности записей. Такого рода зада-
ча рассматривается, по-видимому, впервые и мы ее называем обратной параметрической
задачей.

При β > 0, φ ∈ Lp (0,∞) , 1 ≤ p <∞, учитывая равенство (6), из условия (10) получим
уравнение

β

∫ ∞

1

(τ − 1)β−1 τ−β−1/2 [Lφ] (τ) dτ = β

∫ 1

0

(1 − s)β−1 s−1/2 [Lφ]

(
1

s

)
ds = u1(1).

Введем в рассмотрение функцию

f (β) =





β

∫ 1

0

(1 − s)β−1 s−1/2 [Lφ]

(
1

s

)
ds, β > 0,

[Lφ](1), β = 0,
(11)

где, по-прежнему, φ (x) =
ue (2

√
x)√

πx
— заданная функция.

Для «достаточно хороших» φ (τ), функция f (β) непрерывна при β ≥ 0 (см. теоремы
2.6, 2.7 [4]). Таким образом, исходная задача сводится к задаче нахождения числа β ≥ 0
из условия

f (β) = u1 (1) . (12)

Если число u1 (1) принадлежит множеству значений функции f , т.е. если u1 (1) ∈
f ([0,∞)), то поставленная задача разрешима. В противном случае, ее естественно видоиз-
менить следующим образом: найти число β0 ≥ 0 минимизирующее разность |f (β) − u1(1)|.
К сожалению, точное решение указанных задач не всегда возможно.
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Рис. 1: График функции f(β) для u0(x) = x4.

Пример 2. Пусть u0(x) = xδ, δ > −1. Тогда

φ(x) =
(2
√
x)

δ

√
πx

, [Lφ](p) =
2δ Γ(δ/2 + 1/2)√

π pδ/2+1/2
, [Lφ]

(
1

s

)
=

2δ Γ(δ/2 + 1/2)√
π

sδ/2+1/2,

f (β) =





2δβ Γ(δ/2 + 1/2)√
π

∫ 1

0

(1 − s)β−1 sδ/2 ds, β > 0,

2δ Γ(δ/2 + 1/2)√
π

, β = 0

=

=





2δΓ(β + 1)Γ(δ/2 + 1/2)Γ(δ/2 + 1)√
πΓ(δ/2 + β + 1)

, β > 0,

2δ Γ(δ/2 + 1/2)√
π

, β = 0.

=

=
2δΓ(β + 1)Γ(δ/2 + 1/2)Γ(δ/2 + 1)√

π Γ(δ/2 + β + 1)
, β ≥ 0.

В частности, если u0(x) = x4 или u0(x) = |x|, то, соответственно получим (см. рис. 1 и
рис. 2)

f (β) =
24

(β + 1)(β + 2)
, β ≥ 0, f (β) =

Γ(β + 1)

Γ(β + 3/2)
, β ≥ 0.

В первом случае задача нахождения неизвестного параметра β элементарна. Во вто-
ром же случае, как и во многих других, следует применять численные методы решения, в
частности, методы численного решения алгебраических уравнений или методы численной
минимизации функций одной переменной. Отметим, что решение осложняется наличием
операции интегрирования в формуле (11), задающей функцию f (β) и тем, что преобра-
зование Лапласа нужно найти до процедуры численного решения.

Приведем еще несколько примеров нахождения функции f (β).

Пример 3. Пусть u0(x) = exp (−x2). Тогда (см. рис. 3)

φ(x) =
exp (−4x)√

πx
, [Lφ](p) =

1√
p+ 4

, [Lφ]

(
1

s

)
=

√
s√

4s+ 1
,
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Рис. 2: График функции f(β) для u0(x) = |x|.

Рис. 3: График функции f(β) для u0(x) = exp (−x2).

f (β) =





β

∫ 1

0

(1 − s)β−1 (1 + 4s)−1/2 ds, β > 0,

1√
5
, β = 0.

Пример 4. Пусть u0(x) = sin2 x. Тогда (см. рис. 4)

φ(x) =
sin2 (2

√
x)√

πx
, [Lφ](p) =

1√
p

(1 − exp(−4/p)) , [Lφ]

(
1

s

)
=

√
s (1 − exp(−4s)) ,

f (β) =





β

∫ 1

0

(1 − s)β−1 (1 − exp(−4s)) ds, β > 0,

1 − exp(−4), β = 0
=

=





1 − β

∫ 1

0

(1 − s)β−1 exp(−4s) ds, β > 0,

1 − exp(−4), β = 0.

3 Численное решение задачи п. 2

. Для численного решения задачи п. 2 для уравнения теплопроводности на языке про-
граммирования Borland Delphi 7 была написана программа поиска минимума, на основе
использования метода квадратичной интерполяции. Метод, был выбран путем сравнения
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Рис. 4: График функции f(β) для u0(x) = sin2 x.

Рис. 5: График функции

∣∣∣∣
24

(β + 1)(β + 2)
− 2

∣∣∣∣ , β ≥ 0.

(учитывалась скорость сходимости, точность), как наилучший среди методов нулевого по-
рядка (см. [6], [7]). Алгоритм поиска экстремума основывается на аппроксимации по трем
точкам. Точки должны быть взяты вблизи минимума, в противном случае алгоритм будет
расходящимся и искомое решение не будет найдено. Начальная точка поиска выбирается
исходя из построенного графика функции f(β). В отдельном блоке программы задается
функция f(β), содержащая интеграл, также отдельно введен алгоритм вычисления инте-
грала методом Симпсона.

Пример 5. Пусть в задаче (1), (2), (10) u0 = x4, u1(1) = 2. Тогда уравнение (12), с
учетом примера 2, примет вид

24

(β + 1)(β + 2)
= 2, β ≥ 0,

и, следовательно, β = 2 — точное решение (см. рис. 5).

Пример 6. Пусть в задаче (1), (2), (10) u0 = |x|, u1(1) = 1. Тогда уравнение (12), с
учетом примера 2, примет вид

Γ(β + 1)

Γ(β + 3/2)
= 1, β ≥ 0.

В этом случае u1(1) = 1 ∈ f([0,∞)) (см. рис. 6) и метод квадратичной интерполяции
(см. [6], с. 127), при точности 0,001, дает β = 0, 221.

Если же u1(1) = 2 /∈ f([0,∞)), то в качестве решения следует взять (см. рис. 7) значение
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Рис. 6: График функции

∣∣∣∣
Γ(β + 1)

Γ(β + 3/2)
− 1

∣∣∣∣ , β ≥ 0.

Рис. 7: График функции

∣∣∣∣
Γ(β + 1)

Γ(β + 3/2)
− 2

∣∣∣∣ , β ≥ 0.

β = 0, минимизирующее разность

∣∣∣∣
Γ(β + 1)

Γ(β + 3/2)
− 2

∣∣∣∣ .

4 Другие функционалы наблюдения в
обратной параметрической задаче.

Возможна и иная постановка дополнительного условия нахождения порядка среднего.
Вместо условия (10) можно задать, например условие вида

lim
t→1

Γ (β + 1) t−βIβ
∫ +∞

−∞

cosλx u (t, x) dx = v1. (13)

Подставляя задаваемую равенством (3) функцию u (t, x) в (13) и считая выполненным
условие ∫ +∞

−∞

cosλξ u0 (ξ) dξ <∞,

после элементарных вычислений, получим

Γ (β + 1)E1,β+1

(
−λ2

) ∫ +∞

−∞

cosλξ u0 (ξ) dξ = v1,
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или, используя равенство 5.2.7.20 [6], приходим к уравнению

e−λ
2

∫ 1

0

exp
(
λ2s1/β

)
ds

∫ +∞

−∞

cosλξ u0 (ξ) dξ = v1,

из которого при λ 6= 0 число β ищется методом, изложенным в п. 3.

5 Задача определения источника тепла
(обратная коэффициентная задача).

Если внутри рассматриваемого тела имеется независящий от времени источник тепла, то
вместо уравнения (1) следует рассмотреть неоднородное уравнение

u′t = u′′xx + h(x), t ∈ (0, T ] , x ∈ (−∞,+∞) . (14)

Как известно, решение уравнения (14), удовлетворяющее нулевому начальному усло-
вию

u (0, x) = 0, x ∈ (−∞,+∞) . (15)

имеет вид

u (t, x) =

∫ t

0

∫ +∞

−∞

1

2
√
t− τ

exp

(
−(x− ξ)2

4(t− τ)

)
h (ξ) dξdτ. (16)

Обратная коэффициентная задача состоит в нахождении функции h(x) так, чтобы
определяемая равенством (16) функция u(t, x) удовлетворяла условию (4). Нулевое на-
чальное условие (15) взято для упрощения записей. Ненулевое начальное условие приведет
лишь к изменению задаваемой функции u1(t).

Пусть β > 0, подставляя заданную равенством (16) функцию u (t, 0) в левую часть
соотношения (4), получим

Γ (β + 1) t−βIβu (t, 0) =

= βt−β
∫ t

0

(t− s)β−1 ds

∫ s

0

∫ ∞

0

1√
π(s− τ)

exp

(
− ξ2

4(s− τ)

)
he (ξ) dξdτ =

=
β

tβ

∫ ∞

0

he (ξ) dξ

∫ t

0

(t− s)β−1

∫ s

0

1√
π(s− τ)

exp

(
− ξ2

4(s− τ)

)
dτds =

=
β√
π tβ

∫ ∞

0

he (ξ) dξ

∫ t

0

(t− s)β−1

∫ s

0

τ−1/2 exp

(
− ξ2

4τ

)
dτds =

=
β√
π tβ

∫ ∞

0

he (ξ) dξ

∫ t

0

τ−1/2 exp

(
− ξ2

4τ

)∫ t

τ

(t− s)β−1 dsdτ =

=
1√
π tβ

∫ ∞

0

he (ξ) dξ

∫ t

0

(t− τ)β τ−1/2 exp

(
− ξ2

4τ

)
dτ =

= t−β
∫ t

0

(t− s)β
1√
πs

∫ ∞

0

exp
(
−η
s

)
η−1/2 he (2

√
η) dηds = u1(t), (17)

где he (x) =
1

2
(h0 (x) + h0 (−x)).



А.В. Глушак, Ф.С. Дедиков. Об обратной задаче для ... 80

Равенства (17) аналогичны равенствам (6) и отличаются лишь тем, что отсутствует
множитель β перед интегралами, а под знаком интеграла записано (t−τ)β вместо (t−τ)β−1.
Поэтому аналогично п. 1 получим соотношения

Γ (β + 1)K−
1/2,β+1 [Lψ]

(
1

t

)
=

√
t u1 (t) , ψ (η) =

he
(
2
√
η
)

√
πη

, (18)

[Lψ] (t) = D−
1/2,β+1

[
1

Γ (β)
√
τ
u1

(
1

τ

)]
(t) := w̃1,β (t) ,

he (2
√
x)√

πx
=
[
L−1w̃1,β

]
(x) .

Заметим, что последние три равенства справедливы и при β = 0.
Также как и в п. 1 можно применить и другой способ нахождения he(x). Из равенств

(4) и (16), как и в п. 1 (второй способ), выводим уравнение

∫ ∞

0

exp

(
−ξ

2

4t

)
he(ξ) dξ =

2√
π Γ (β + 1)

Dβ+1/2
(
tβu1 (t)

)
,

из которого с помощью обратного преобразования Лапласа будем иметь

he (2
√
x)√

x
= lim

k→∞

(−1)k

k!

(
k

x

)k+1

ŵ
(k)
1,β

(
1

x

)
,

где ŵ1,β(x) =
2
√
t√

π Γ(β + 1)
Dβ+1/2

(
tβu1 (t)

)
при t = 1/x.

6 Задача определения порядка среднего по заданному источнику тепла
(обратная параметрическая задача).

Для функций, определяемых равенством (16) при t ∈ [0, 1] найдем порядок средней тем-
пературы β так, чтобы при заданных h (x) и u1 (1) выполнялось равенство (10).

Учитывая (17), (18), из условия (10) получим уравнение

∫ ∞

1

(τ − 1)β τ−β−3/2 [Lψ] (τ) dτ =

∫ 1

0

(1 − s)β s−1/2 [Lψ]

(
1

s

)
ds = u1(1).

Введем в рассмотрение функцию

g (β) =

∫ 1

0

(1 − s)β s−1/2 [Lψ]

(
1

s

)
ds,

где, по-прежнему, φ (x) =
ue (2

√
x)√

πx
— заданная функция. Тогда задача сводится к задаче

нахождения числа β ≥ 0 из условия g (β) = u1 (1) и решается аналогично п. 3.
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Abstract.Consider the problem of determining the initial state for a given average temperature

and determining the order of the average for a given initial state and given the average temperature

in the final time point.
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Аннотация. В работе рассматривается задача о моделировании диффузии и медленной кон-

векции примесей в абсолютно твердой среде, перфорированной системой пор, заполненных вязкой

слабосжимаемой жидкостью. Наличие в точной физической модели малых быстро осциллиру-

ющих негладких коэффициентов делает практически невозможной ее численную реализацию.

Предлагается вывод усредненной модели, не содержащей быстро осциллирующих коэффициен-

тов.

Ключевые слова: уравнения Стокса, двухмасштабная сходимость, усреднение периодиче-

ских структур.

Математическая модель рассматриваемой задачи содержит малый параметр ε, равный
отношению среднего размера пор l к характерному размеру L рассматриваемой области:
ε = l/L. Поэтому естественным упрощением, сохраняющим основные свойства задачи,
является нахождение предельных режимов в точной модели при ε → 0. Вторым упро-
щением является предположение о периодичности порового пространства. Пусть ограни-
ченная связная область Ω ∈ R3 с липшицевой границей есть периодическое повторение
элементарной ячейки Y ε = εY , где Y = (0, 1)3, Ys — твердая часть Y , Yf — жидкая часть,
γ = ∂Yf

⋂
∂Ys. Тогда поровое пространство Ωε есть периодическое повторение элементар-

ной ячейки εYf , твердый скелет Ωε
s есть периодическое повторение элементарной ячейки

εYs, граница Γε = ∂Ωε\∂Ω — периодическое повторение в Ω границы εγ.
В безразмерных переменных изучаемая система уравнений для скорости жидкости

ṽε(x, t), давления p̃ε(x, t) и концентрации примеси c̃ε(x, t) в области Ωε × (0, T ) состоит из
уравнений Стокса, описывающих движение слабосжимаемой вязкой жидкости, в которых
кинематическая вязкость жидкости зависит от концентрации примеси:

ατ
∂ṽε

∂t
= div (αµµ(c̃ε)∇ṽε + (ανdiv ṽε − p̃ε)I) + F, (1)

∂p̃ε

∂t
+ αpdiv ṽε = 0, (2)

и конвективного уравнения диффузии:

∂c̃ε

∂t
+ ṽε∇c̃ε = αD ∆c̃ε. (3)

На границе Γε выполнено однородное условие Дирихле для скорости жидкости

ṽε(x, t) = 0 при x ∈ Γε, (4)
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и однородное условие Неймана для концентрации примеси

∂c̃ε(x, t)

∂n
= 0 при x ∈ Γε. (5)

Задача замыкается начальными условиями:

ṽε(x, 0) = 0, p̃ε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε, (6)

c̃ε(x, 0) = c0(x), x ∈ Ωε. (7)

Чтобы говорить о предельном переходе при ε → 0, необходимо рассматривать все функции
и последовательности в фиксированной области (Ωε зависит от ε). Поэтому мы продол-
жаем все функции из области Ωε ⊂ Ω в Ω. Скорость ṽε и давление p̃ε продолжаются в
Ω тривиально – нулем (на границе Γε ṽε = 0, p̃ε = 0). Концентрацию c̃ε можно продол-
жить, используя известные методы продолжения, но при этом для продолженной функции
теряется важное для нас свойство — ограниченность производной ∂cε/∂t в некотором со-
пряженном пространстве, необходимое для предельного перехода при ε→ 0. Поэтому мы
поступаем по-другому.

Положим vε =

{
0, y ∈ Ωε

s,
ṽε, y ∈ Ωε.

Аналогично, pε =

{
0, y ∈ Ωε

s,
p̃ε, y ∈ Ωε.

Пусть χε(x) = χ(x/ε) — характеристическая функция Ωε в Ω, χ(y) — характеристиче-
ская функция Yf в Y :

χ(y) =

{
0, y ∈ Ys,
1, y ∈ Yf .

Введем малый параметр λ > 0 и рассмотрим вместо (3) уравнение:

∂cελ
∂t

+ vελ∇cελ = div ((χεαD + λ(1 − χε))∇cελ), x ∈ Ω, (3′)

а вместо краевого условия (5) — краевое условие

∂cελ(x, t)

∂n
= 0 при x ∈ S. (5′)

Тогда для фиксированных ε > 0 и λ > 0 справедлива следующая

Теорема 1 Задача (1),(2),(3’),(4),(5’),(6),(7) имеет хотя бы одно обобщенное решение и
для него справедливы оценки:

max
0<t<T

∫

Ω

(ατ |vελ|2 +
1

αp
pελ

2) dx+

∫

ΩT

(
αν(divvελ)2 + αµ|∇vελ|2

)
dx dt 6 MF 2, (8)

max
0<t<T

∫

Ω

|cελ|2 dx+

∫

ΩT

(χεαD + λ(1 − χε))|∇cελ|2 dx dt 6 MF 2, (9)

где M – постоянная, не зависящая от ε, λ и F 2 =
∫
ΩT

|F(x, t)|2 dx dt.
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Для доказательства мы определяем множество M как

M = {c̄ ∈ C(ΩT ) | 0 6 c̄ 6 1}.

Для c̄ ∈ M функция u(x, t) находится как обобщенное решение задачи:

ατ
∂u

∂t
= div (αµµ(c̄)∇u + (ανdiv u− q)I) + F, (10)

∂q

∂t
+ αpdivu = 0, (11)

u(x, t) = 0 при x ∈ Γ, u(x, 0) = 0 при x ∈ Ω, (12)

Решение задачи (10) – (12) существует, единственно и для него справедлива оценка

max
0<t<T

∫

Ω

(ατ |u|2 +
1

αp
q2) dx+

∫

ΩT

(
αν(divu)2 + αµ|∇u|2

)
dx dt 6 MF 2. (13)

Далее вводится нормированное пространство N с нормой

(‖u‖N)2 = max
0<t<T

∫

Ω

ατ |u|2 dx+

∫

ΩT

(
αν(divu)2 + αµ|∇u|2

)
dx dt.

Решение задачи (10) – (12) определяет непрерывный оператор A : M → N такой, что
u = A(c̄).

Полученное решение сглаживается при помощи следующего оператора:

wh(x, t) = M(h)(u(x, t)) =
1

h4

∫ t+h

t

dτ

∫

R3

η

( |x− y|
h

)
u(y, τ) dy, wh(x, t) ∈ C∞(ΩT ),

где усредняющее ядро η(s) ∈ C(R3) – четная неотрицательная функция, η(s) = 0, если
|s| > 1,

∫
|s|61

η(|s|) ds = 1,

и определяется функция ch(x, t) как решение задачи:

∂ch
∂t

+ wh∇ch = div ((χεαD + λ(1 − χε))∇ch) (14)

∂ch(x, t)

∂n
= 0 при x ∈ S, ch(x, 0) = M1

(h)(c0(x)), при x ∈ Ω, (15)

где

M1
(h)(c0(x)) =

1

h3

∫

R3

η

( |x− y|
h

)
c0(y) dy.

Задача (14) – (15) как задача с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами име-
ет единственное бесконечно дифференцируемое решение ch(x, t), для которого справедлив
принцип максимума:

0 6 ch(x, t) 6 max c0(x) 6 1. (16)

Таким образом, для каждой фиксированной функции u ∈ N существует единственная
функция c̄h ∈ M, то есть определен оператор B : N → M, такой что ch = B(u), и этот
оператор непрерывен.
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Наконец, определяется оператор

Φ : M → M,

ch = Φ(c̄) = B (A(c̄)) ,

который непрерывен как суперпозиция непрерывных операторов, и более того, по теореме
Арцела он вполне непрерывен и отображает выпуклое множество M в себя, то есть по
теореме Шаудера о неподвижной точке существует хотя бы одна неподвижная точка этого
оператора.

Пусть c∗h = Φ(c∗h) – неподвижная точка оператора Φ, и пусть u∗
h = A(c∗h). Тогда

ατ
∂u∗

h

∂t
= div (αµµ(c∗h)∇u∗

h + (ανdivu∗
h − q∗h)I) + F, (17)

∂q∗h
∂t

+ αpdivu∗
h = 0, (18)

∂c∗h
∂t

+ M(h)(u∗
h) · ∇c∗h = div ((χεαD + λ(1 − χε))∇c∗h), (19)

u∗
h(x, t) = 0 при x ∈ S, u∗

h(x, 0) = 0, (20)

∂c∗h(x, t)

∂n
= 0 при x ∈ S, c∗h(x, 0) = M(h)(c0(x)) при x ∈ Ω. (21)

Далее выполняется предельный переход при h → 0 и доказывается, что решение
(vελ, p

ε
λ, c

ε
λ) исходной задачи (1),(2),(3’),(4),(5’) – (7) есть предел при h → 0 решений

(u∗
h, q

∗
h, c

∗
h) задачи (17) – (21), которые зависят еще от ε и λ.

Следующий этап — выполнение предельного перехода при ε → 0 для фиксированного
λ.

Пусть выполнено следующее предположение: при ε → 0

αµ → 0, ατ → 0,

αµ
ε2

→ µ1, 0 < µ1 <∞,

αν → ν0, 0 < ν0 <∞,

αp → η0, 0 < η0 <∞,

αD → D∗, 0 < D∗ <∞.

Определение 1 Двухмасштабная сходимость.
Последовательность {ϕε} ⊂ L2(ΩT ) называется двухмасштабно сходящейся к преде-

лу ϕ ∈ L2(ΩT ×Y ), если для любой гладкой 1-периодической по y функции σ(x, t, y) имеет
место предельное соотношение

lim
ε→0

∫

ΩT

ϕε(x, t)σ(x, t,x/ε)dxdt =

∫

ΩT

∫

Y

ϕ(x, t, y)σ(x, t, y)dydxdt.(1)

Существование и основные свойства двухмасштабно сходящихся последовательностей
утверждаются следующей теоремой:
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Теорема 2 (теорема Нгуетсенга)
1. Из любой ограниченной последовательности в L2(ΩT ) можно выбрать подпоследо-

вательность, двухмасштабно сходящуюся к некоторому пределу ϕ ∈ L2(ΩT × Y ).
2. Пусть последовательности {ϕε} и {ε∇xϕ

ε} равномерно ограничены в L2(ΩT ). Тогда
существуют 1-периодическая по y функция ϕ(x, t, y) и подпоследовательность из {ϕε}
такие, что ϕ,∇yϕ ∈ L2(ΩT × Y ), а {ϕε} и {ε∇xϕ

ε} двухмасштабно сходятся к ϕ и ∇yϕ
соответственно.

3. Пусть последовательности {ϕε} и {∇xϕ
ε} равномерно ограничены в L2(ΩT ). Тогда

существуют функции ϕ ∈ L2(ΩT ), ψ ∈ L2(ΩT × Y ) и подпоследовательность из {ϕε}
такие, что ψ 1-периодична по y, ∇yψ ∈ L2(ΩT × Y ), а {ϕε} и {∇xϕε} двухмасштабно
сходятся к ϕ и ∇xϕ(x, t) + ∇yψ(x, t, y) соответственно.

Следствие 1 Пусть σ ∈ L2(Y ) и σε(x) означает σ(x/ε). Пусть последовательность
{ϕε} ⊂ L3(ΩT ) двухмасштабно сходится к некоторому пределу ϕ ∈ L2(ΩT × Y ). Тогда
последовательность {σεϕε} двухмасштабно сходится к σϕ.

Имеем оценку ∫

ΩT

|vελ|2 dx dt 6 MF 2 (22)

Таким образом, из последовательностей {vελ}, {div (vελ)}, {pελ} можно извлечь подпо-
следовательности, слабо сходящиеся в L2(ΩT ) и двухмасштабно в L2(ΩT × Y ):

vελ ⇀ vλ, div (vελ) → divvλ, pελ ⇀ pλ слабо в L2(ΩT ),

vελ → Vλ(x, t, y), pελ → Pλ двухмасштабно в L2(ΩT × Y ),

vλ = 〈V〉Y =

∫

Y

V(x, t, y) dy, pλ = 〈P 〉Y .

Кроме того, если положить

qε = pε +
αν
αp

∂pε

∂t
,

то уравнение (1) примет вид

ατ
∂vε

∂t
= div (αµµ(cε)∇vε) −∇qε + F, (1′)

тогда

qε ⇀ q = p+
ν0

η0

∂p

∂t
слабо в L2(ΩT ),

qε → Q(x, t, y) = P +
ν0

η0

∂P

∂t
двухмасштабно в L2(ΩT × Y ), qλ = 〈Q〉Y .

Оценка (9) позволяет из последовательности {cελ} извлечь подпоследовательность, сла-
бо сходящуюся в W

1,0
2 (ΩT ). Имеем компактное вложение W1

2(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ (W1
2(Ω))∗. Обо-

значим W = {v|v ∈ W
1,0
2 (ΩT ); ∂v/∂t ∈ (W1

2(Ω))∗}. Очевидно, что cε ∈ W . По теореме о
компактности (Лионс) вложение W ⊂ L2(ΩT ) компактно. Это означает, что

cε → c сильно в L2(ΩT ).
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Кроме того,

∇cελ → ∇cλ + ∇yCλ(x, y, t) двухмасштабно в L2(ΩT × Y ).

Теперь выполним предельный переход при ε → 0.
Уравнения Стокса после усреднения переходят в уравнения фильтрации Дарси:

vλ = B
(f)
λ (

1

µ(cλ)
(−∇q

m
+ F)),

где

B
(f)
λ = 〈

3∑

i=1

V(i) ⊗ ei〉Yf
, (23)

а V(i) есть решения краевых задач для уравнений Стокса:

µ1∆yV
(i) −∇yR

(i) + ei = 0, divV(i) = 0 in Yf , V(i)|γ = 0,

m =

∫

Y

χ(y) dy.

Уравнение диффузии после усреднения принимает вид:

∂cλ
∂t

+ vλ · ∇cλ = div (B
(c)
λ ∇cλ),

B
(c)
λ = 〈Dλ(y)〉Y I +

3∑

i=1

〈Dλ(y)∇C(i) ⊗ ei〉Y , (24)

функции C(i) есть решения периодических краевых задач

divy (Dλ(y)(∇C(i) + ei)) = 0, y ∈ Y,

Dλ(y) = D∗χ+ λ(1 − χ).

Матрицы B
(f)
λ и B

(c)
λ являются симметричными и положительно определенными.

Теорема 3 Решение (vελ, p
ε
λ, c

ε
λ) задачи (1) – (7) сходится при ε → 0 к решению (vλ, pλ, cλ)

усредненной системы:

vλ = B
(f)
λ (

1

µ(cλ)
(−∇q

m
+ F)),

q = p+
ν0

η0

∂p

∂t
,

∂p

∂t
+ η0divvλ = 0,

∂cλ
∂t

+ vλ · ∇cλ = div (B
(c)
λ ∇cλ). (25)

И, наконец, завершает задачу предельный переход при λ→ 0.
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Теорема 4 Пусть (vλ, pλ, cλ) есть решение системы (25) для фиксированного λ > 0.
Тогда при λ→ 0 функции vλ, pλ, cλ сходятся к решению (v, p, c) усредненной системы:

v = B
(f)(

1

µ(c)
(−∇q

m
+ F)),

q = p+
ν0

η0

∂p

∂t
,

∂p

∂t
+ η0divv = 0,

∂c

∂t
+ v · ∇c = div (B(c)∇c). (26)
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HOMOGENIZED MODELS FOR DIFFUSION AND CONVECTION
OF THE ADMIXTURES IN THE ABSOLUTELY RIGID POROUS MEDIUM

Sv.A. Gritsenko, A.M. Meirmanov

Belgorod State University,

Pobedy str., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: SGritsenko@bsu.edu.ru,Meirmanov@bsu.edu.ru

Abstract.We consider the problem of the modeling of diffusion and slow convection of the admixtures

in the absolutely rigid medium, perforated by a system of pores, filled with slightly compressible viscous

liquid. Due to the availability of rapidly oscillating non-smooth coefficients, numerical simulations on

a such model are unrealistic. Using the method of homogenization, we obtain the model without of the

rapidly oscillating coefficients.

Keywords: Stokes equations, two-scale convergence, homogenization of periodic structures.
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Аннотация. Изучается процедура построения функции Лагранжа для интерполяции на рав-

номерной сетке с гауссовыми функциями. Показано, что с ростом дисперсии происходит резкий

рост порядка величин и дано объяснение этого на основе свойств тета-функции. Проведено срав-

нение аналитического и приближённого способов вычисления коэффициентов функции Лагран-

жа. Получены несколько неравенств для минимумов тета–функции Якоби, которые используются

при оценках скорости интерполяции.

Ключевые слова: интерполяция, функции Лагранжа, сдвиги функций Гаусса, тета–функции

Якоби.

1 Введение.

В последние годы возрос интерес к интерполяции с помощью гауссовых функций [1]–[5].
Находящаяся на стыке классической теории приближений и современной вычислительной
математики, данная тематика постоянно пополняется новыми фактами.

В настоящей статье изучаются вычислительные эффекты интерполяции на равномер-
ной бесконечной одномерной сетке. С помощью компьютерных расчётов установлено, что
реализация формул из [1]–[2] приводит к очень большим числам. Ключевым моментом для
объяснения этого явилось использование тета-функции Якоби [6]–[7]. Доказаны неравен-
ства для минимумов тета–функций Якоби, кратко проанализирована их точность. Более
подробная информация о полученных авторами оценках тета–функций содержится в [10]–
[14].

Предложен способ вычисления коэффициентов функции Лагранжа с помощью дис-
кретного преобразования Фурье и приведены таблицы, иллюстрирующую точность про-
водимых вычислений. Показано, что сдвиг на полшага сетки приводит к дополнительным
эффектам, не описанным ранее в литературе.

2 Функция Лагранжа.

Пусть функция ϕ (x) определена на R. Рассмотрим систему её целочисленных сдвигов
ϕ (x− k) , k ∈ Z . Требуется по заданной функции f (x) построить интерполирующую
функцию p (x) ,

p (x) =

∞∑

k=−∞

pk · ϕ (x− k) ,
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совпадающую с f (x) в целых узлах. Фактически, речь идет о решении линейной системы
бесконечного числа уравнений

∞∑

k=−∞

pk · ϕ (m− k) = f (m) , m ∈ Z, (1)

с бесконечным числом неизвестных pk .
Опишем общую алгебраическую схему решения данной задачи, следуя [1]–[2], [9]. Так

как левая часть (1) представляет собой дискретную свёртку, то удобно перейти к рядам
Фурье для следующих функций

F (t) =

∞∑

k=−∞

f (k) · eikt,

P (t) =
∞∑

k=−∞

pk · eikt,

Φ (t) =
∞∑

k=−∞

ϕ (k) · eikt.

Если перемножить последние два ряда, то с учётом (1) получим равенство

P (t) · Φ (t) = F (t) .

Для строгого обоснования данного преобразования достаточно предположить абсолютную
сходимость этих рядов. Таким образом, коэффициенты pk могут быть найдены с помощью
разложения в ряд Фурье функции F (t) /Φ (t).

Введём также функцию Лагранжа [1],[3]

g (x) =

∞∑

k=−∞

gkϕ (x− k) , (2)

g (m) = δ0m, m ∈ Z.

Здесь δ0m — символ Кронекера. Обозначим отвечающий g (x) ряд Фурье через G (t) . Тогда

G (t) · Φ (t) = 1, (3)

где

G (t) =
∞∑

k=−∞

gke
ikt.

Зная функцию g (x), можно сразу выписать формулы для коэффициентов pk и интер-
полирующей функции p (x) :

pk =

∞∑

m=−∞

gmf (k −m) , p (x) =

∞∑

l=−∞

f (l) · g (x− l) . (4)
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Нахождение G (t) из уравнения (3) возможно лишь в том случае, когда Φ (t) не об-
ращается в ноль. Возможность разложения в абсолютно сходящийся ряд Фурье функции
1/Φ (t) в этом случае гарантируется знаменитой теоремой Винера [8]. Кроме того, требует-
ся указать эффективную вычислительную процедуру разложения в ряд Фурье функции
1/Φ (t) и определить, сколько слагаемых в бесконечных рядах (2), (4) надо брать при
вычислениях с требуемой точностью.

3 Случай Гауссовых функций.

Пусть

ϕ (x) = exp

(
− x2

2σ2

)
,

где действительное число σ > 0 играет роль параметра. Величина σ2 обычно интерпрети-
руется как дисперсия. Функция Φ (t) оказывается одной из тета–функций Якоби, а именно

Φ (t) =
∞∑

k=−∞

exp

(
− k2

2σ2

)
· eikt = ϑ3

(
t

2
, q

)
,

q = exp

(
− 1

2σ2

)
.

Тета–функции Якоби были первоначально определены и изучены им в работе "Funda-
menta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum", опубликованной в 1829 году в Кёнигсберге.
Этот город многим связан с историей математики, даже своими мостами (Эйлер!). Здесь
Якоби в то время работал вместе с Бесселем, так как жизнь в столичном Берлине бы-
ла очень дорогой (хотя отец Карла Якоби был обеспеченным человеком, семья потеряла
средства во времена европейского финансового кризиса тех лет). Этот трактат содержал
новый собственный подход Якоби, при котором теория всех эллиптических функций изла-
галась на основе введённых им тета–функций. Далее тета–функции были подробнейшим
образом изучены им в ряде последующих работ, особенно в 1835–1838 годах. Широкую из-
вестность результаты Якоби получили в том числе в результате обработки и дополнений,
выполненных его учеником Карлом Борхардом для издания лекций Якоби и собрания
его сочинений. Следует отметить, что Якоби практически в одиночку построил основания
теории тета–функций, что встречалось в истории математики нечасто; так нами подсчи-
тано, что из более чем сотни формул в соответствующей главе книги Уиттекера и Ватсона
[6] только семь принадлежат другим математикам, а все остальные самому Якоби.

Пользуясь произведением Якоби [6]–[7], функцию Φ(t) можно записать в виде

Φ (t) =
∞∏

k=1

(
1 − q2k

)
·
(
1 + 2q2k−1 cos t+ q4k−2

)
, (5)

откуда следует положительность Φ (t) при всех −1 < q < 1 .

В работах В. Г. Мазьи, Г. Шмидта [1]–[2] функция Лагранжа построена аналитически.
Приведем этот результат ([2], гл. 7, лемма 7.8)
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Теорема 1 Справедлива формула

1

Φ (t)
=

∞∑

m=−∞

gm · eimt,

где

gm =
1

C (σ)
· exp

(
m2

2σ2

)
·

∞∑

r=|m|

(−1)r · exp

(
−(r + 0.5)2

2σ2

)
, (6)

с константой

C (σ) =
∞∑

r=−∞

(4r + 1) · exp

(
−(2r + 0.5)2

2σ2

)
= (7)

=
(
2πσ2

) 3
2 ·

∞∑

r=−∞

(4r + 1) · exp
(
−2π2σ2 · (2r + 0.5)2) (8)

Заметим, что ряд (7) быстро сходится при малых, а (8) — при больших значениях σ.
Равенство этих рядов следует из формулы преобразования Пуассона для тета–функций
[6]. При вычислениях по формуле (6) экспоненциальный множитель следует внести под
знак суммы, чтобы избежать работы как с очень большими, так и с очень маленькими
числами. Коэффициенты gm образуют знакочередующуюся убывающую по модулю после-
довательность, причём g−m = gm.

В таблице 1 приведены рассчитанные нами значения этих коэффициентов при разных
значениях параметра σ (мы приводим их с тремя верными значащими цифрами).

Таблица 1

Значения некоторых коэффициентов функции Лагранжа.

σ g0 g25 g200 g625

1.0 5.29 −2.90 · 10−5 5.89 · 10−17 −1.49 · 10−135

2.0 1.53 · 106 −1.26 · 105 3.99 · 10−5 −3.38 · 10−28

3.0 2.32 · 1016 −1.06 · 1016 6.73 · 1011 −3.75 · 101

4.0 9.76 · 1030 −7.34 · 1030 3.71 · 1028 −6.33 · 1022

5.0 9.68 · 1049 −8.57 · 1049 3.51 · 1048 −7.14 · 1044

6.0 2.10 · 1073 −1.98 · 1073 2.58 · 1072 −7.09 · 1069

7.0 9.60 · 10100 −9.29 · 10100 2.44 · 10100 −3.25 · 1098

Отсюда сразу видно, что интерполяция с помощью сдвигов гауссовых функций при
σ > 2 с практической точки зрения сомнительна.

Из результатов [3]–[4] следует, что при σ → +∞ функция Лагранжа g (x) стремится
к sinc (πx) = sinπx

πx
. А получение значений функции g (x) непосредственно с помощью

ряда (2) в случае больших σ (например, σ = 6 или 7) требует суммирования чрезвычайно
большого числа слагаемых, причём промежуточные вычисления надо проводить с высо-
кой точностью. При этом, по–видимому, необходимо задействовать специализированные
пакеты вычислений с большим числом десятичных знаков.
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4 Оценка минимума тета-функции.

Причина столь резкого роста коэффициентов с увеличением параметра σ проста: положи-
тельная функция Φ (t) начинает принимать очень близкие к нулю значения вблизи своего
минимума. Обратимся к представлению Якоби (5). Все множители в произведении поло-
жительны, причём выражение 1 + 2q2k−1 cos t + q4k−2 достигает минимума при t = π и
максимума при t = 0 , то есть

m (q) = min
t∈[0,2π]

Φ (t) =

∞∏

k=1

(
1 − q2k

)
·
(
1 − q2k−1

)2
,

M (q) = max
t∈[0,2π]

Φ (t) =
∞∏

k=1

(
1 − q2k

)
·
(
1 + q2k−1

)2
.

В таблице 2 приведены значения этой функции в точках экстремума и двух промежу-
точных точках. Как видно из таблиц 1 и 2, произведение g0 · m (q) является величиной
порядка 10−2 — 10−3.

Таблица 2

Значения функции Φ (t).

σ q = exp (−1/2σ2) M (q) = Φ (0) Φ (π/6) Φ (π/2) m (q) = Φ (π)
1.0 0.607 2.51 2.19 7.30 · 10−1 3.61 · 10−2

2.0 0.883 5.01 2.90 3.61 · 10−2 2.68 · 10−8

3.0 0.946 7.52 2.19 1.13 · 10−4 7.74 · 10−19

4.0 0.969 10.01 1.12 2.68 · 10−8 1.03 · 10−33

5.0 0.980 12.53 4.07 · 10−1 5.05 · 10−13 6.61 · 10−53

6.0 0.986 15.04 1.08 · 10−1 7.74 · 10−19 2.11 · 10−76

7.0 0.9899 17.55 2.12 · 10−2 9.78 · 10−26 3.39 · 10−104

Приведём примерный график тета–функции на периоде. Выбрано значение q = 0,5.
Видно, что тета–функция имеет достаточно пологий участок вблизи своего минимума, при
этом величина самого минимума весьма мала. При приближении величины q к единице оба
эти свойства графика резко усиливаются. Вот изображение графика при помощи пакета
MATHEMATICA, полученное с использованием команды

Plot[EllipticTheta[3, x, .5], x, 0, Pi, PlotPoints -> 10000].

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2
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Как было отмечено выше, при приближении величины q к единице график тета–
функции становится очень пологим, а величина минимума m принимает весьма малые
значения. Вот как изображает график
MATHEMATICA при q = 0,9 по команде

Plot[EllipticTheta[3, x, .9], x, 0, Pi, PlotPoints -> 10000].

0.5 1 1.5 2 2.5 3

1

2

3

4

5

В работах [10]–[14] изучено поведение m (q) при q → 1 − 0 . Приведем здесь соответ-
ствующие результаты.

Теорема 2 Для минимального значения тета–функции справедлива оценка

m (q) 6 (1 − q)3n ((2n)!)2

2nn!
, n ∈ N. (9)

Доказательство. Рассмотрим функцию f(t) = tn при значениях 0 6 t 6 1, n ∈ N. Тогда
по формуле конечных приращений Лагранжа, применённой к отрезку [x, 1], 0 6 x 6 1 ,
получаем неравенство 1 − xn 6 n(1 − x). Следовательно,

m = minϑ3(z, q) = ϑ3(
π

2
, q) =

∞∏

k=1

(
1 − q2k

) ∞∏

k=1

(
1 − q2k−1

)2
6

6

n∏

k=1

(
1 − q2k

) n∏

k=1

(
1 − q2k−1

)2
6

n∏

k=1

2k(1 − q)

n∏

k=1

((2k − 1)(1 − q))2 =

= (1 − q)3n (2n)!![(2n− 1)!!]2 = (1 − q)3n ((2n)!)2

(2n)!!
= (1 − q)3n ((2n)!)2

2nn!
.

Теорема доказана.
Посмотрим, насколько точна оценка (9). Если выбрать в (9) значения q = 0, 999, n = 3

, то получаем неравенство

m 6 10−3·9 (2 · 3 · 4 · 5 · 6)2

8 · 6
= 10−27 · 10800 ≈ 10−23,

то есть гордиться пока нечем, точность оценки невысокая. Это связано с небольшим чис-
лом n = 3 рассмотренных сомножителей, более подробный анализ точности полученных
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оценок приведён в [10]. На самом деле при q = 0, 999 правильный выбор — это n = 500 .

В [10] показано, что оптимальным значением n в случае q = 1 − 10−k является n = 10k

2
.

В качестве второй попытки мы применим неравенство между арифметическим и гео-
метрическим средними. Отметим, что подробное изложение теории средних приведено в
[15], а также в работах одного из авторов [16]–[19], в которых разработан метод уточнения
неравенств Коши-Буняковского методом средних значений.

Теорема 3 Для минимального значения тета-функции справедлива оценка

m (q) 6 exp

(
−q

2 + 2q

1 − q2

)
(10)

Доказательство. Применим неравенство между средним геометрическим и средним
арифметическим к следующим двум конечным произведениям и просуммируем геометри-
ческие прогрессии. Получим:

n∏

k=1

(
1 − q2k

)
6

(
n∑

k=1

1 − q2k

n

)n

=

(
1 − q2(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)n
,

n∏

k=1

(
1 − q2k−1

)
6

(
1 − q(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)n
.

Отсюда следует, что

m(q) = minϑ3(z, q) = ϑ3(
π

2
, q) =

=
∞∏

k=1

(
1 − q2k

) ∞∏

k=1

(
1 − q2k−1

)2
6

n∏

k=1

(
1 − q2k

) n∏

k=1

(
1 − q2k−1

)2
6

6

(
1 − q2(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)n
·
(

1 − q(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)2n

.

Перейдём в последнем неравенстве к пределу при n → ∞ . В результате получим
нужную оценку

m(q) 6 lim
n→∞

((
1 − q2(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)n
·
(

1 − q(1 − q2n+2)

n(1 − q2)

)2n
)

=

= exp

(
lim
n→∞

(
−
(
q2(1 − q2n+2)

1 − q2
+

2q(1 − q2n+2)

1 − q2

)))
= exp

(
−q

2 + 2q

1 − q2

)
.

Теорема доказана.
Заметим, что при граничных значениях q = 0 и q = 1 в применённом неравенстве

о средних достигается знак равенства. Следовательно, наши оценки точны вблизи этих
значений q = 0 и, что особенно важно, при q = 1 .

Проведём расчёт при том же значении q = 0, 999 , что и для предыдущей оцен-
ки. При помощи пакета MAPLE получаем такое значение для оценки (10): m(0, 999) 6

1, 2625 · 10−651. Это намного лучше предыдущей оценки (9) при неоптимальном выборе
параметров (как показано в [10], при оптимальном выборе эти оценки дают практически
одинаковую точность). Мы получили примерно 60% правильной величины порядка, так
как вычисления из [10] дают точное значение m(0, 999) ≈ 10−1069 .
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5 Построение функции Лагранжа с помощью дпф.

Коэффициенты gm можно посчитать не только аналитически, но и численно, с помощью
квадратурных формул. В силу чётности тета–функции речь идёт о применении дискретно-
го преобразования Фурье по косинусам. Выбрав достаточно большое число N (мы прово-
дили расчёты для N =500, 1000, 2000) и соответствующий шаг h = π

N
, вычислим значения

G (t) = 1
Φ(t)

в узлах сетки tk = kh , k = 0, 1, ..., N . Тогда

gm ≈
√

2π

N

(
G (t0)

2
+

N−1∑

k=1

G (tk) cos (mtk) +
G (tN )

2
(−1)m

)
. (11)

Если через gm обозначить коэффициенты функции Лагранжа, рассчитанные по фор-
муле (6), а через g̃m — по формуле (11), то относительная погрешность задаётся обычным

образом δgm =
∣∣∣ g̃m−gm

gm

∣∣∣. В таблице 3 приведены относительные погрешности для разных

значений m и σ . Данные пропущены в тех случаях, когда сами gm очень малы (см.
таблицу 1). Предлагаемый нами способ нахождения коэффициентов функции Лагранжа
представляется полезным, поскольку пригоден не только для гауссовых функций, но и
других систем целочисленных сдвигов.

Таблица 3

Относительная погрешность определения коэффициентов

функции Лагранжа с помощью ДПФ.

σ δ g0 δ g25 δ g200 δ g625

1.0 8.19 · 10−20 4.56 · 10−15 −−− −−−
2.0 1.26 · 10−18 2.08 · 10−18 5.91 · 10−8 −−−
3.0 5.06 · 10−18 5.14 · 10−18 8.19 · 10−14 1.33 · 10−2

4.0 5.41 · 10−18 5.69 · 10−18 6.30 · 10−16 3.37 · 10−9

5.0 5.24 · 10−18 5.33 · 10−18 4.15 · 10−17 2.57 · 10−12

6.0 2.12 · 10−17 2.15 · 10−17 7.04 · 10−18 5.85 · 10−14

7.0 2.69 · 10−17 2.70 · 10−17 7.68 · 10−17 6.55 · 10−13

Вычисления проводились на языке Pascal без использования специализированных
средств, обеспечивающих повышенную точность. Мы работали с переменными типа ex-
tended, дающих 18–19 верных значащих цифр. Причина, по которой нам удалось получить
величины из таблицы 1 с точностью, приведённой в таблице 3, состоит в том, что мы
использовали преобразование Пуассона тета–функции [6]–[7]

Φ (t) =
∞∑

k=−∞

exp

(
− k2

2σ2

)
· eikt =

√
2π σ

∞∑

k=−∞

exp

(
−σ

2

2
(t− 2πk)2

)
.

Первое из равенств применяется при малых σ , второе - при больших. Тот же приём
используется и при реализации формулы (7).
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6 Интерполяция со сдвигом на полшага.

Вернемся к формуле (2). Рассмотрим случай, когда аргумент функции ϕ (x) сдвинут на
полшага. Тогда нахождение коэффициентов gk сводится к решению системы линейных
уравнений

∞∑

k=−∞

gkϕ

(
x +

1

2
− k

)
= δ0m, m ∈ Z. (12)

Перемножив вспомогательные ряды Фурье

G (t) =
∞∑

k=−∞

gke
ikt,Φ (t) =

∞∑

k=−∞

ϕ

(
k +

1

2

)
· eikt,

придем с помощью (12) к равенству (3). Но теперь функция Φ (t) уже не будет строго
положительной. Дело в том, что

Φ (t) =

∞∑

k=−∞

exp

(
−(k + 0.5)2

2σ2

)
· eikt = ϑ2

(
t

2
, q

)
· e−i t

2 .

Из произведения Якоби [6]

ϑ2

(
t

2
, q

)
= 2q

1
4 cos

(
t

2

) ∞∏

k=1

(
1 − q2k

) (
1 + 2q2k cos t+ q4k

)

следует, что Φ (π) = 0 . Следовательно, функция G (t) , определяемая из равенства G (t) ·
Φ (t) = 1 , является неограниченной при t→ π .

Отметим, что данный эффект имеет место для всех σ . В случае, когда интерполи-
рующая функция p (x) строится для заданной функции f (x) , возможно согласованное
обращение в 0 левой и правой частей (1), но это усложняет процедуру интерполяции.
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ON NUMERICAL ASPECTS OF INTERPOLATING BY SHIFTS OF
GAUSSIAN FUNCTIONS.
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Abstract. We consider a procedure for finding the Lagrange function for interpolation with

uniform nodes by shifts of Gaussian functions. It is proved that a dispersion growth is accompanied

by fast coefficients growth. It is explained by use of theta–functions. Analytical and numerical ways of

calculating coefficients are compared. We prove some inequalities for minimum of theta–function.

Keywords: interpolation, Lagrange function, shifts of Gaussian functions, Jacobi theta–functions.
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УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА С ПЕРЕСЕКАЮЩИМИСЯ

ЛИНИЯМИ ВЫРОЖДЕНИЯ

А.Н. Зарубин, О.В. Лаштабега

Орловский государственный университет,
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Аннотация. Для уравнения смешанного типа с оператором Лаврен-тьева-Бицадзе, негладкой

линией вырождения и запаздыванием в производной рассматривается в несимметричной области

аналог задачи Трикоми.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, запаздывание, интегро-дифференциально-

разностное уравнение

Уравнение

Lu(x, y) ≡ uxx(x, y) + sgn(xy)uyy(x, y) −H(x− τ)ux(x− τ, y) = 0, (1)

0 < τ ≡ const, H(ξ)–функция Хевисайда, рассмотрим в несимметричной полубесконечной
области D = D1

⋃
D2

⋃
D3

⋃
J1

⋃
J2, где D1 = {(x, y) : x > 0,−x < y < 0}, D2 = {(x, y) :

−h/2 < x < 0, −x < y < x + h} и D3 =
+∞⋃
k=0

D3k = {(x, y) : x > 0, 0 < y < h} –

гиперболические и эллиптическая части области D, причем D3k = {(x, y) : kτ < x ≤ (k +
1)τ, 0 < y < h}, 0 < h ≡ const, J1 = {(x, y) : x > 0, y = 0}, J2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h}.

Задача Т. Найти в области D решение u(x, y) уравнения (1) из класса C(D)
⋂
C1

(D)
⋂

C2(D \ (J1

⋃
J2)), иcчезающее на бесконечности, производные которого ux(0, y),

uy(x, 0) в точке (0, 0) ограничены, в точке (0, h) функция ux(0, y) допускает особенность
не выше 1/2 (ux(0, y) = o((h−y)−1/2)), а uy(x, 0) иcчезает при x −→ +∞

(
uy(x, 0)=o

(
exp

(
−

(1/4 + ε)
)
x
)

(0 < ε ≤ 1/4)
)
; удовлетворяющее граничным условиям

u(x, h) = f(x), 0 ≤ x < +∞, (2)

u(x,−x) = ψ1(x), x ≥ 0 (3)

u(−y, y) = ψ2(y), 0 ≤ y ≤ h/2; (4)

условиям сопряжения

u(x,−0) = u(x,+0) = ω1(x); u(−0, y) = u(+0, y) = ω2(y), (5)

uy(x,−0) = uy(x,+0) = ν1(x); ux(−0, y) = ux(+0, y) = ν2(y), (6)

где f(x), ψ1(x), ψ2(y) – заданные непрерывные достаточно гладкие функции; ωj(t) и νj(t)
(j = 1, 2) – соотвественно дважды и один раз непрерывно дифференцируемые функции,
подлежащие определению.
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Теорема 1 Пусть f(x) ∈ C[0,+∞)
⋂
C2(0,+∞), f(+∞) = 0, f(x) = o(x2) при x → 0;

ψ1(0) = ψ2(0), ψ1(+∞) = 0 и ψ
′

i(t), ψ
′′

i (t) (i = 1, 2) принадлежат классу Гельдера внутри
соответствующих промежутков, причем ψ

′

i(t)=o
(

exp(γt)
)

(γ < −1/2) при t → +∞;

(h/2− t)1/2ψ
′

2(t) → 0 при t→ h/2. Тогда существует единственное при h ≤ 2
√

2 решение
u(x, y) задачи Т.

Доказательство теоремы разобьем на ряд этапов.

I. Единственность решения задачи Т вытекает из ниже следующих утверждений.

Лемма 1 Если u(x, y) – решение уравнения (1) в области D3 из класса C(D3)
⋂
C2(D3),

исчезающее на бесконечности с однородным условием (2) и h ≤ 2
√

2, то

β =

+∞∫

0

ω1(x)ν1(x)dx+

h∫

0

ω2(y)ν2(y)dy ≤ 0 (7)

и

β+

∫∫

D3

[
u2
x(x, y)

(
1 − (h2 − y2)/8

)
+

(
uy(x, y)−

− 1

2
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)2
]
dxdy ≤ 0.

(8)

Доказательство получим из тождества

u(x, y)Lu(x, y) ≡
(
u(x, y)ux(x, y)

)
x

+
(
u(x, y)uy(x, y)

)
y
−

−u2
x(x, y) − u2

y(x, y) −H(x− τ)u(x, y)ux(x− τ, y) = 0,

интегрируя которое по области Dερ
3 ={(x, y) : ε < x < ρ, ε < y < h} (0 < ε < ρ ≡ const),

применяя формулу Грина [1] и условия леммы, в пределе при ρ → +∞, ε → 0, найдем, в
силу (5)—(6), что

β +

∫∫

D3

[
u2
x(x, y) + u2

y(x, y) +H(x− τ)u(x, y)ux(x− τ, y)
]
dxdy = 0. (9)

Так как, в силу интегрирования по частям и однородности условия (2),

∫∫

D3

H(x− τ)u(x, y)ux(x− τ, y)dxdy =

= −
∫∫

D3

uy(x, y)

(
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)
dxdy,
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то (9) можно записать в форме

β +

∫∫

D3

[
u2
x(x, y) +

(
uy(x, y) − 1

2
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)2
]
dxdy =

=
1

4

∫∫

D3

(
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)2

dxdy,

что, в силу неравенства Коши-Буняковского [2] для интеграла

∫∫

D3

(
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)2

dxdy =

∫∫

D3

( y∫

0

ux(x, ξ)dξ

)2

dxdy ≤

≤
∫∫

D3

(
y

y∫

0

u2
x(x, ξ)dξ

)
dxdy =

1

2

∫∫

D3

(
h2 − y2

)
u2
x(x, y)dxdy,

приводит при h ≤ 2
√

2 к утверждениям леммы (7) и (8).

Лемма 2 (3). Если u(x, y) ∈ C(D1)
⋂
C2(D1) (u(x, y) ∈ C(D2)

⋂
C2(D2)) – решение

уравнения (1), обращающееся в нуль на характеристике y = −x (x = −y),

то
+∞∫
0

ω1(x)ν1(x)dx ≥ 0

(
h∫
0

ω2(y)ν2(y)dy ≥ 0

)
.

Утверждение леммы доказано аналогично [3].

II. Для доказательства существования решения задачи Т отдельно рассмотрим:

a) в гиперболической области D1 задачу Коши

uxx(x, y) − uyy(x, y) −H(x− τ)ux(x− τ, y) = 0, (x, y) ∈ D1,

u(x, 0) = ω1(x), 0 ≤ x < +∞,

uy(x, 0) = ν1(x), 0 < x < +∞,

ω
′

1(0) = 0, ω1(+∞) = 0;

(10)

б) в гиперболической области D2 задачу Коши

uxx(x, y) − uyy(x, y) = 0, (x, y) ∈ D2,

u(0, y) = ω2(y), 0 ≤ y ≤ h,

ux(0, y) = ν2(y), 0 < y < h,

ω
′

2(0) = 0, ω2(h) = f(0);

(11)
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в) в эллиптической области D3 задачу Неймана-Дирихле

uxx(x, y) + uyy(x, y) −H(x− τ)ux(x− τ, y) = 0, (x, y) ∈ D3,

uy(x, 0) = ν1(x), 0 < x < +∞,

ux(0, y) = ν2(y), 0 < y < h,

u(x, h) = f(x), 0 ≤ x < +∞,

lim
x→+∞

u(x, y) = 0, 0 ≤ y ≤ h,

f(0) = ω2(h), f(+∞) = 0.

(12)

Исходя из функциональных соотношений между ωj(t) и νj(t) (j = 1, 2), полученных из
решений задач Коши (10)—(11) и Неймана-Дирихле (12), в силу соответственно условий
(3), (4) и (5), составим полную сингулярную интегральную систему относительно νj(t).

Лемма 4 Пусть ω1(x) ∈ C[0,+∞)
⋂
C2(0,+∞), ν1(x) ∈ C1(0,+∞), абсолютно интегри-

руемы на [0,+∞), ω
′

1(0) = 0, ω1(+∞) = 0 и Q1k = {(x, y) : −y < x < (k + 1)τ + y, −(k +
1)τ/2 < y < 0}, k = 0, 1, 2, .... Тогда существует единственное решение задачи Коши
(10), имеющее вид

u(x, y) = {uk(x, y), (x, y) ∈ D1k = Q1k \Q1(k−1) (k = 0, 1, 2, ...)}, (13)

если

uk(x, y) = φk(x, y)H(x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

x−mτ∫

0

(
x−mτ

)(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
φ(η, y)dη,

(14)

где γm =
(
m!Γ(m)22m−1

)−1
,

φ(x, y) = {φk(x, y), (x, y) ∈ D1k (k = 0, 1, 2, ...)}, (15)

а

φk(x, y) =
1

2

[
zω1

k (x− y) + zω1

k (x+ y)
]

+
1

2

x+y∫

x−y

zν1(ξ)dξ; (16)

zω1(x) = {zω1
k (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ (k = 0, 1, 2, ...)}, (17)

когда

zω1
k (x) = ω1(x)H(x) +

k∑

m=1

(−1)mγm2m−1(m− 1)!H(x−mτ)·

· d
dx

[
xm−1(x−mτ)

x−mτ∫

0

ω1(ξ)dξ

]
+

k∑

m=1

γmH(x−mτ)·

· d
dx

x−mτ∫

0

η

( η∫

0

ω1(ξ)dξ

)
dm

dηm

(
x2 −

(
η +mτ

)2
)m−1

dη,

(18)

причем zν1(x) совпадает с zω1(x) из (17)—(18), если там заменить ω1(x) на ν1(x).
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Доказательство утверждения леммы следует из непосредственно проверяемого [4]
общего решения уравнения (101) в области D1 вида (13), если там

uk(x, y) = [g1(x− y) + g2(x+ y)]H(x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

x−mτ∫

0

(
x−mτ

)(
(x−mτ)2 − η2

)m−1[
g1(η − y) + g2(η + y)

]
dη,

(19)

где gi(t) (i = 1, 2) – произвольные дважды непрерывно дифференцируемые на отрезке
[kτ, (k + 1)τ ] функциии.

Действительно, в силу (102)—(103) и

g1(x) + g2(x) = zω1(x), −g′

1(x) + g
′

2(x) = zν1(x), (20)

из (19) получим интегро-дифференциально-разностное уравнение Вольтерра

zω1
k (x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)
dm

dxm

x−mτ∫

0

(
x−mτ

)
·

·
(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
zω1(η)dη = ω1(x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

(21)

решение [5] которого имеет форму (18), или относительно zν1(x) также уравнение типа
(21) с правой частью ν1(x).

Функции gi(t) (i = 1, 2), найденные из системы (20), на основании (19), приведут к
обобщенной формуле Даламбера (13)—(14), которая будет решением задачи Коши (10),
единственным в силу построения.

Лемма 5 Пусть ω2(y) ∈ C[0, h]
⋂
C2(0, h), ν2(y) ∈ C1(0, h), абсолютно интегрируемы на

[0, h] и ω
′

2(0) = 0, ω2(h) = f(0). Тогда существует единственное решение задачи Коши
(11), имеющее вид

u(x, y) =
1

2

[
ω2(y − x) + ω2(x + y)

]
+

1

2

y+x∫

y−x

ν2(ξ)dξ, (x, y) ∈ D2. (22)

Доказательство леммы проводится аналогично лемме 4. Форма (22) решения задачи
Коши (11) может быть найдена из (13)—(18) при k = 0 с учетом данных задачи и области
ее решения.

Лемма 6 Если ν1(x) ∈ C1(0,+∞), f(x) ∈ C[0,+∞)
⋂

C2(0,+∞) и ν2(y) ∈ C1(0, h),
абсолютно интегрируемы на [0,+∞) и [0, h] соответственно, причем f(0) = ω2(h),
f(+∞) = 0, f(x) = o(x2) при x → 0, то существует единственное при h ≤ 2

√
2 ре-

шение задачи Неймана-Дирихле (12) в области D3, которое имеет вид

u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y) =

= {u1k(x, y) + u2k(x, y), (x, y) ∈ D3k (k = 0, 1, 2, ...)},
(23)
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где

u1k(x, y) =

h∫

0

ν2(t)G−
k (x, y; ξ, t)

∣∣
ξ=0

dt, (24)

u2k(x, y) =

+∞∫

0

zν1(ξ)G+
k (x, y; ξ, t)

∣∣
t=0
dξ+

+

+∞∫

0

zf (ξ)G+
kt(x, y; ξ, t)

∣∣
t=h
dξ,

(25)

а

G∓
k (x, y; ξ, t) = G(x, y; ξ, t)H(x) +

k∑

m=1

(
∓ 1
)m
γmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

+∞∫

0

(
x−mτ

)(1∓1)/2
η(1±1)/2

(
(x−mτ)2 − η2

)m−1

∓
G(η, y; ξ, t)dη,

(26)

G(x, y; ξ, t) =
1

2π
ln

(
ch
(
(x− ξ)π/2h

)
− cos

(
(y − t)π/2h

)

ch
(
(x− ξ)π/2h

)
+ cos

(
(y − t)π/2h

) ·

· ch
(
(x + ξ)π/2h

)
− cos

(
(y + t)π/2h

)

ch
(
(x + ξ)π/2h

)
+ cos

(
(y + t)π/2h

)
)
,

(27)

(
ξ2 − η2

)α
−

=

{
0, ξ ≥ η,(

η2 − ξ2
)α
, ξ < η;

(
ξ2 − η2

)α
+

=

{(
ξ2 − η2

)α
, ξ > η,

0, ξ ≤ η;

причем zν1(x) и zf (x) определяются равенствами типа (17)—(18), в которых следует
заменить ω1(x) соответственно на ν1(x) и f(x).

Доказательство единственности решения задачи Неймана-Дирихле (12) в областиD3

из класса C(D3)
⋂
C2(D3) следует из того, что однородная задача (12) имеет при h ≤ 2

√
2

тривиальное решение, так как согласно лемме 1, в силу (8),

∫∫

D3

[
u2
x(x, y)

(
1 − (h2 − y2)/8

)
+

(
uy(x, y) − 1

2
H(x− τ)

y∫

0

ux(x− τ, ξ)dξ

)2]
dxdy = 0.

Решение задачи Неймана-Дирихле (12) в области D3 найдено в виде суммы (23) ре-
шений двух вспомогательных задач

ujxx(x, y) + ujyy(x, y) −H(x− τ)ujx(x− τ, y) = 0,

uj(x, h) = (j − 1)f(x), 0 ≤ x < +∞,

ujy(x, 0) = (j − 1)ν1(x), 0 < x < +∞,

ujx(0, y) = (2 − j)ν2(y), 0 < y < h,

lim
x→+∞

uj(x, y) = 0, 0 ≤ y ≤ h,

f(0) = ω2(h), f(+∞) = 0, (j = 1, 2).

(28)
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1. Функция u1(x, y) = {u1k(x, y), (x, y) ∈ D3k (k = 0, 1, 2, ...)} получена в форме

u1k(x, y) =
+∞∑

l=0

Rk(x, λl) cosλly, (29)

где

Rk(x, λl) = − 2

hλl
Tk(x, λl)

h∫

0

ν2(t) cosλltdt, (30)

а

Tk(x,λl) = e−λlxH(x) +

k∑

m=1

(−1)mγmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

+∞∫

x−mτ

η
(
η2 − (x−mτ)2

)m−1
e−λlηdη,

(31)

kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ , является решением [5; 4] уравнения

T
′′

(x, λl) − λ2
l T (x, λl) −H(x− τ)T

′

(x− τ, λl) = 0,

удовлетворяющим условиям T
′

(0, λl) = −λl, T (+∞, λl) = 0, причем λl = (l + 1/2)π/h.
Подставляя (31), (30) в (29), учитывая [6], что

+∞∑

n=0

cos(2n+ 1)x

2n+ 1
e−(2n+1)a =

1

4
ln

ch a + cosx

ch a− cosx
,

найдем u1k(x, y), (x, y) ∈ D3k в форме (24).
2. Решение u2(x, y) = {u2k(x, y), (x, y) ∈ D3k (k = 0, 1, 2, ...)} построено в виде

u2k(x, y) =

+∞∫

0

Ak(x, λ)Π(y, λ)dλ, (32)

где

Ak(x, λ) = H(x) cosλx+

k∑

m=1

γmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

x−mτ∫

0

(
(x−mτ)2 − η2

)m−1(
x−mτ

)
cos ληdη

(33)

удовлетворяет [5; 4] уравнению

A
′′

(x, λ) + λ2A(x, λ) −H(x− τ)A
′

(x− τ, λ) = 0,

и условию A
′

(0, λ) = 0, а

Π(y, λ) = c1(λ)eλy + c2(λ)e−λy, 0 ≤ y ≤ h, (34)
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ci(λ) ≡ const (i = 1, 2), является общим решением уравнения Π
′′

(y, λ) − λ2Π(y, λ) = 0.
Подставляя (34), (33) в (32), на основании условий (282)—(283) (j = 2), получим для

определения ci(λ) (i = 1, 2) систему интегральных уравнений

+∞∫

0

(
c1(λ)eλh + c2(λ)e−λh

)
Ak(x, λ)dλ = f(x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

+∞∫

0

λ
(
c1(λ) − c2(λ)

)
Ak(x, λ)dλ = ν1(x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ.

(35)

Пусть

+∞∫

0

(
c1(λ)eλh + c2(λ)e−λh

)
cosλxdλ = zfk (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

+∞∫

0

λ
(
c1(λ) − c2(λ)

)
cosλxdλ = zν1k (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ.

(36)

Тогда из (35), в силу (33), получим относительно zfk (x) и zν1k (x) интегро-дифференциально-
разностные уравнения Вольтерра типа (21) с правой частью f(x) и ν1(x) соответственно,
решения [5] которых zfk (x) и zν1k (x) будут иметь вид (18) относительно f(x) и ν1(x).

Так как функции f(x) ∈ C[0,+∞)
⋂
C2(0,+∞), f(+∞) = 0, f(x) = o(x2) при x → 0;

ν1(x) принадлежит классу Гельдера внутри (0,+∞) и абсолютно интегрируемы на [0,+∞),
то, очевидно, в силу (18), этими свойствами обладает zf (x) и zν1(x).

Поэтому, обратив косинус–преобразования Фурье (36) [7] с правыми частями zf (x),
zν1(x) при x > 0, получим систему

c1(λ)eλh + c2(λ)e−λh =
2

π

+∞∫

0

zf (t) cosλtdt,

c1(λ) − c2(λ) =
2

πλ

+∞∫

0

zν1(t) cosλtdt,

из которой

ci(λ) =
1

π ch λh

+∞∫

0

[
zf (t) + (−1)i+1 1

λ
e(−1)iλhzν1(t)

]
cos λtdt, (i = 1, 2). (37)

Подставляя (34), (33), (37) в (32), используя [6] формулы

+∞∫

0

ch ax

ch cx
cos bxdx =

π

c
· cos(aπ/2c) ch(bπ/2c)

ch(bπ/c) + cos(aπ/c)
,
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+∞∫

0

sh ax

x ch cx
cos bxdx =

1

2
ln

ch(bπ/2c) + sin(aπ/2c)

ch(bπ/2c) − sin(aπ/2c)
, Rec >| Rea | + | Imb |,

получим u2k(x, y) в виде (25).

III. 1. Функциональное соотношение между ω1(x) и ν1(x), принесенное на ли-
нию y = 0, 0 < x < +∞ из области D1, получим, в силу (13)—(18) и (3), из интегро-
дифференциально-разностного уравнения Вольтерра

φk(x,−x)H(x) +
k∑

m=1

γmH(x−mτ)
dm

dxm

x−mτ∫

0

(
x−mτ

)
·

·
(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
φ(η,−x)dη = ψ1(x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

совпадающее с уравненим (21), решение [5] которого имеет форму (18), где следует заме-
нить ω1(x) на ψ1(x), то есть

φk(x,−x) = zψ1

k (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ. (38)

После подстановки (38) в (16), получим искомое соотношение

zω1
k (2x) + zω1

k (0) +

0∫

2x

zν1(ξ)dξ = 2zψ1

k (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

или

zω1
k (x) + zω1

k (0) +

0∫

x

zν1(ξ)dξ = 2zψ1

k (x/2), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ.

Значит,

zν1k (x) =
(
zω1
k (x)

)′
− 2
(
zψ1

k (x/2)
)′

, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ, (39)

искомое функциональное соотношение из D1.
2. Аналогично, из (22), (4) найдем функциональное соотношение между ω2(y) и ν2(y),

принесенное на линию x = 0, 0 < y < h из области D2:

ν2(y) = ω
′

2(y) − ψ
′

2(y/2), 0 < y < h. (40)

3. Функциональные соотношения между ωj(x) и νj(x) (j = 1, 2) на линиях x = 0,
0 < y < h (j = 2); y = 0, 0 < x < +∞ (j = 1), принесенные из области D3, найдем из
(23)—(27), используя условия сопряжения (5):

ω2(y) =

+∞∫

0

zν1(ξ)G(0, y; ξ, t)
∣∣
t=0
dξ+

+

h∫

0

ν2(t)G(0, y;ξ, t)
∣∣
ξ=0

dt+

+∞∫

0

zf (ξ)Gt(0, y; ξ, t)
∣∣
t=h
dξ, 0 ≤ y ≤ h,

(41)
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ω1(x) =

+∞∫

0

zν1(ξ)G+
k (x, 0; ξ, t)

∣∣
t=0
dξ +

h∫

0

ν2(t)G−
k (x, 0; ξ, t)

∣∣
ξ=0

dt+

+

+∞∫

0

zf (ξ)G+
kt(x, 0; ξ, t)

∣∣
t=h
dξ, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ.

(42)

Пусть

R(x) =

+∞∫

0

zν1(ξ)G(x, 0; ξ, t)
∣∣
t=0
dξ. (43)

Тогда, в силу (26), равенство (42) можно записать в форме интегро-диффе-ренциально-
разностного уравнения Вольтерра

R(x)H(x) +
k∑

m=1

γmH(x−mτ)
dm

dxm

x−mτ∫

0

(
x−mτ

)
·

·
(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
R(η)dη = ω1(x) −

h∫

0

ν2(t)G−
k (x, 0; ξ, t)

∣∣
ξ=0

dt−

−
+∞∫

0

zf (ξ)G+
kt(x, 0; ξ, t)

∣∣
t=h
dξ, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

(44)

которое совпадает с уравнением (21).
Поэтому, в силу (18), из (44) найдем

R(x) = zω1
k (x) −

h∫

0

ν2(t)G
−

k (x, 0; ξ, t)
∣∣
ξ=0

dt−

−
+∞∫

0

zf (ξ)G
+

kt(x, 0; ξ, t)
∣∣
t=h
dξ, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ,

(45)

где zω1

k (x) совпадает с (17)—(18), а

G
−

k (x, 0; ξ, t)
∣∣
ξ=0

= H(x)G
−

k (x, 0; ξ, t)
∣∣
ξ=0

−
k∑

m=1

γmH(x−mτ)·

· d
m

dxm

( x−mτ∫

(k−m)τ

(x−mτ)
(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
G

−
(η, 0; ξ, t)

∣∣
ξ=0

dη+

+

k−m−1∑

θ=0

(θ+1)τ∫

θτ

(x−mτ)
(
(x−mτ)2 − η2

)m−1
G

−
(η, 0; ξ, t)

∣∣
ξ=0

dη

)
,
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причем

G
−

(x, 0; ξ, t)
∣∣
ξ=0

=
{
G

−

k (x, 0; ξ, t)
∣∣
ξ=0

, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ (k = 0, 1, 2, ...)
}

и G
+

kt(x, 0; ξ, t)
∣∣
t=h

имеет выше приведенную форму.

На основании (45), (43) равенство (42) примет вид

zω1
k (x) =

+∞∫

0

zν1(ξ)G(x, 0; ξ, t)
∣∣
t=0
dξ +

h∫

0

ν2(t)G
−

k (x, 0; ξ, t
∣∣
ξ=0

dt+

+

+∞∫

0

zf (ξ)G
+

kt(x, 0; ξ, t)
∣∣
t=h
dξ, kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ.

(46)

Выражения (41), (46) – искомые функциональные соотношения из D3.

IV. Используя условия сопряжения (5)—(6), функциональные соотношения (39), (40)
и, после дифференцирования, (41), (46), придем к полной системе сингулярных интеграль-
ных уравнений

ν2(y) − 2

h
sin

πy

2h

h∫

0

ν2(t)
cos(πt/2h)

cos(πt/h) − cos(πy/h)
dt−

−2

h
sin

πy

2h

+∞∫

0

zν1(t)
ch(πt/2h)

ch(πt/h) − cos(πy/h)
dt = W1(y), 0 < y < h,

(47)

zν1(x) +
2

h
sh
πx

2h

h∫

0

ν2(t)
cos(πt/2h)

cos(πt/h) − ch(πx/h)
dt+

+
2

h
sh
πx

2h

+∞∫

0

zν1(t)
ch(πt/2h)

ch(πt/h) − ch(πx/h)
dt = W2(x), 0 < x < +∞,

(48)

где

W1(y) = −ψ′

2(y/2) − 2

h
sin

πy

2h
·

·
+∞∫

0

zf (t)
ch(πt/2h)

(
sh2(πt/2h) − cos2(πy/2h)

)
(

ch(πt/h) + cos(πy/h)
)2 dt,

(49)

W2(x) = −F ′

(x) +

+∞∫

0

zf (ξ)Φ(x, ξ)dξ +

h∫

0

ν2(t)T (x, t)dt, (50)
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причем

F (x) =
{

2zψ1

k (x), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ, (k = 0, 1, 2, ...)
}
,

Φ(x, ξ) =

{
G

+

ktx(x, 0; ξ, h), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ (k = 0, 1, 2, ...)

}
,

T (x, t) =

{
G

−

kx(x, 0; 0, t) −Gx(x, 0; 0, t), kτ ≤ x ≤ (k + 1)τ (k = 0, 1, 2, ...)

}
.

Интеграл в формуле (49) и его производная по y сходятся, так как zf (+∞) = 0, а при
y → h, t→ 0, в силу условия zf (t) = o(t2).

Первый интеграл в (50) и его производная по x также сходятся, что следует из анало-
гичных предыдущему рассуждений, например, для интеграла

+∞∫

0

zf (ξ)G
+

0tx(x, 0; ξ, h)dξ =

+∞∫

0

zf (ξ)Gtx(x, 0; ξ, h)dξ =

=
2

h
sh
πx

2h

+∞∫

0

zf (t)
ch(πt/2h)

(
sh2(πt/2h) − ch2(πx/2h)

)
(

ch(πt/h) + ch(πx/h)
)2 dt, 0 < x < τ.

Сходимость второго интеграла в (50) и производной по x обеспечена абсолютной ин-
тегрируемостью ν2(y) на [0, h] и гельдеровостью внутри (0, h), которая следует из гельде-
ровости ψ

′

2(y).

Интегралы в формулах (49)
(
(50)

)
имеют вторые производные по y (по x) на (0, h)(

(0,+∞)
)
, то есть их первые производные удовлетворяют там условию Липшица.

Значит, функции W
′

j , как и ψ
′′

j , удовлетворяют условию Гельдера внутри своих проме-
жутков определения, а Wj ∈ H1.

Регуляризация системы (47)—(48) в классе функций ν2(y), zν1(x), ограниченных в нуле,
когда ν2(y) = o

[
(h−y)−1/2

]
при y → h и zν1(x) = o

(
exp(−(1/4+ε)x)

)
(ε > 0) при x→ +∞,

проведена аналогично [8]:

ν2(y) =
1

2
W1(y) +

1

2h

h∫

0

W1(t)

(
cos(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − cos(πy/h)
dt−

− 1

2h

+∞∫

0

W2(t)

(
ch(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − cos(πy/h)
dt, 0 < y < h,

(51)

zν1(x) =
1

2
W2(x) +

1

2h

h∫

0

W1(t)

(
cos(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − ch(πx/h)
dt−

− 1

2h

+∞∫

0

W2(t)

(
ch(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − ch(πx/h)
dt, 0 < x < +∞.

(52)
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Из системы (51)—(52), в силу (49)—(50), получим систему

ν2(y) +

h∫

0

ν2(s)B(y, s)ds = A(y), 0 < y < h, (53)

zν1(x) −
h∫

0

ν2(s)Θ(x, s)ds = L(x), 0 < x < +∞, (54)

где

B(y, s) =
1

4h2

+∞∫

0

T (t, s)

(
ch(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − cos(πy/h)
dt,

A(y) = −1

2
ψ

′

2

(
y

2

)
− 1

2h

h∫

0

ψ
′

2

(
t

2

)(
cos(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − cos(πy/h)
dt+

+
1

2h

+∞∫

0

F
′

(t)

(
ch(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − cos(πy/h)
dt−

−1

h

+∞∫

0

zf (s)

{
sin

πy

2h
· ch(πs/2h)

(
sh2(πs/2h) − cos2(πy/2h)

)
(

ch(πs/h) + cos(πy/h)
)2 +

+
1

h

h∫

0

(
cos(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − cos(πy/h)
sin

πt

2h
·

·ch(πs/2h)
(

sh2(πs/2h) − cos2(πt/2h)
)

(
ch(πs/h) + cos(πt/h)

)2 dt+

+
1

2h

+∞∫

0

(
ch(πt/2h)

cos(πy/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − cos(πy/h)
Φ(t, s)dt

}
ds;

Θ(x, s) =
1

4h
T (x, s) − 1

4h2

+∞∫

0

(
ch(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − ch(πx/h)
T (t, s)dt,
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L(x) = −1

2
F

′

(x) − 1

2h

h∫

0

ψ
′

2

(
t

2

)(
cos(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − ch(πx/h)
dt+

+
1

2h

+∞∫

0

F
′

(t)

(
ch(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − ch(πx/h)
dt+

1

2h

+∞∫

0

zf (s)

{
Φ(x, s)−

−2

h

h∫

0

(
cos(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sin(πt/h)

cos(πt/h) − ch(πx/h)
sin

πt

2h
· ch(πs/2h)

(
sh2(πs/2h) − cos2(πt/2h)

)
(

ch(πs/h) + cos(πt/h)
)2 dt−

−1

h

+∞∫

0

(
ch(πt/2h)

ch(πx/2h)

)1/2
sh(πt/h)

ch(πt/h) − ch(πx/h)
Φ(t, s)dt

}
ds.

Функции A(y), A
′

(y), L(x), L
′

(x) принадлежат классу Гельдера; A(x), L(x) → 0 при

x→ 0; L(x) = o(exp(γx)), γ < −1/2 при x→ +∞;
(
h/2 − y

)1/2
A(y) → 0 при y → h/2.

Ядра B(x, t), Θ(x, t) непрерывно дифференцируемы в областях определения, ограни-
чены в точке (0, 0), допускают обращение в ∞ порядка не выше 1/2 вблизи (0, h), а вблизи
(+∞, 0) иcчезают.

Система (53)—(54) является системой уравнений Фредгольма, безусловная разреши-
мость которой следует из единственности решения задачи Т.
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ЗАДАЧА РИМАНА - ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА В КЛАССАХ ГЕЛЬДЕРА

А.П. Солдатов, О.В. Чернова
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Аннотация. Для эллиптической системы

(
∂

∂y
− J

∂

∂x

)
φ + aφ + bφ = f2

в области D на плоскости с гладкой границей Γ рассматривается задача Римана-Гильберта

Re Gφ+|Γ = f1,

где определитель l× l− матрицы— функции G всюду отличен от нуля. В работе установлено, что
в классе

C
µ
J (D) = {φ ∈ Cµ(D) ∩ C1(D)|Lφ ∈ Cµ(D)}, L =

∂

∂y
− J

∂

∂x

эта задача фредгольмова и ее индекс

æ = −æ0 + l, æ0 =
1

π
(arg detG)

∣∣
Γ
.

Ключевые слова: эллиптические системы, задача Римана-Гильберта, фредгольмов опера-

тор.

Пусть область D на плоскости C ограничена гладким контуром Γ ∈ C1,µ+0. Последнее
означает, что производная гладкой параметризации кривой принадлежит Cµ+ε, ε > 0. В
области D рассмотрим эллиптическую систему

(
∂

∂y
− J

∂

∂x

)
φ+ aφ+ bφ = f2, (1)

где собственные значения постоянной матрицы J ∈ C l×l лежат в верхней полу- плоскости,
а l×l−матричные коэффициенты a, b ∈ Cµ(D).Не ограничивая общности, матрицу J здесь
можно считать треугольной. Решения этой системы представляют l−вектор-функции φ =
(φ1 . . . φl), они ищутся в классе

Cµ
J (D) = {φ ∈ Cµ(D) ∩ C1(D)|Lφ ∈ Cµ(D)}, L =

∂

∂y
− J

∂

∂x
.

Для данной эллиптической системы рассмотрим задачу Римана—Гильберта

ReGφ+|Γ = f1, (2)

где l × l− матрица- функция G ∈ Cµ+0 и ее определитель всюду отличен от нуля.
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Исходя из матричного обозначения zJ = x · 1 + y · J, для z = x + iy ∈ C, введем
интегральный оператор типа Коши

(I1ϕ1)(z) =
1

2πi

∫

Γ

(t− z)−1
J dtJϕ1(t), z ∈ D

и сингулярный оператор Коши

(SJϕ1)(t0) =
1

πi

∫

Γ

(t− t0)−1
J dtJϕ1(t), t0 ∈ Γ, (3)

где ϕ1 ∈ Cµ(Γ)− вещественная l−вектор-функция. Согласно [1] интегральный оператор
I1 ограничен Cµ(Γ) → Cµ

J (D) и справедлива формула Сохоцкого-Племеля

2(I1ϕ1)
+(t0) = ϕ1(t0) + (SJϕ1)(t0), t0 ∈ Γ. (4)

Пусть D содержится в круге |z| < R, рассмотрим линейный ограниченный оператор
продолжения P : Cµ(D) → Cµ(C), для которого (Pϕ)(z) = 0 при |z| ≥ R и (Pϕ)(z) = ϕ(z)
при z ∈ D. С помощью этого оператора продолжения введем интегральный оператор по
области

(I2ϕ)(z) =
1

2πi

∫

C

(t− z)−1
J (Pϕ)(t)dt1dt2,

определенный для комплексных l−вектор-функций ϕ ∈ Cµ(D).
Согласно [2] оператор I2 ограничен Cµ(D) → C1,µ(D) и справедливо равенство

(
∂

∂y
− J

∂

∂x

)
(I2ϕ) = ϕ. (5)

В частности, оператор I2 компактен в пространстве Cµ(D). Из этих же соображений
следует, что пространство Cµ

J относительно нормы

|ϕ| = |ϕ|Cµ + |Lϕ|Cµ

банахово.
Обратимся к сформулированной задаче Римана—Гильберта.
Лемма 1. Задача (1)—(2) в классе Cµ

J (D) эквивалентным образом редуцируется к
следующей системе сингулярных интегральных уравнений

2Re(GI2ϕ2)(t0) + 2Re[G(ϕ1 + SJϕ1)](t0) − 2ImG(t0)ξ = 2f1(t0), t0 ∈ Γ,

ϕ2(z) + [aI2ϕ2 + bI2ϕ2](z) + [aI1ϕ1 + bI1ϕ1](z) + i(a− b)ξ = f2(z), z ∈ D,
(6)

относительно некоторой вещественной l−вектор-функции ϕ1 ∈ Cµ(Γ), комплексной l−
вектор-функции ϕ2 ∈ Cµ(D) и постоянного вектора ξ ∈ Rl.

Доказательство основывается на теореме представления 2 из [2]. Напомним, что по
предположению матрица J треугольна, так что условия этой теоремы выполнены. Таким
образом, любая функция φ ∈ Cµ

J единственным образом представима в виде

φ = I1ϕ1 + I2ϕ2 + iξ, z ∈ D.
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Подставляя это интегральное представление в (1)—(2) и пользуясь формулами (4) и
(5), после элементарных преобразований приходим к системе (6).

Система (6) может быть записана в терминах классического сингулярного оператора
Коши

(Sϕ)(t0) =
1

πi

∫

Γ

ϕ(t)(t− t0)
−1dt, t0 ∈ Γ. (7)

В основе лежит следующий критерий компактности интегрального оператора вида

(Kϕ)(t0) =

∫

Γ

k(t0, t)

t− t0
ϕ(t)|dt|, t0 ∈ Γ (8)

Теорема 1. Пусть Γ гладкий контур, k(t0, t) ∈ Cν(Γ × Γ), 0 < ν < 1, и k(t, t) ≡ 0.
Тогда для ϕ ∈ C(Γ) оператор (8) принадлежит классу Cµ(Γ), 0 < µ < ν, и справедлива
оценка

|K|µ ≤ C|ϕ|0|k|ν ,

где постоянная C > 0 зависит только от µ, ν и Γ.
Здесь и ниже |ϕ|α, 0 < α < 1, означает норму в Cα, а |ϕ|0 есть sup− норма.
Доказательство. Существует такое ρ > 0 (стандартный радиус контура), что для

любой точки a ∈ Γ и 0 < δ < ρ множество Γ ∩ {|t − a| ≤ δ} является гладкой дугой. При
этом справедливы оценки

∫

Γ∩{|t−a|≤δ}

|t− a|α−1dst ≤Mδα, 0 < α < 1, (9)

∫

Γ∩{|t−a|≥δ}

|t− a|α−2dst ≤ M

{
δα−1, 0 < α < 1,
ln ρ

δ
, α = 1,

(10)

где постоянная M > 0 зависит только от Γ и α.
В частности,

|ψ(t0)| ≤ |k|ν |ϕ|0
∫

Γ

|t− t0|ν−1dst ≤ C0|k|ν |ϕ|0. (11)

Зафиксируем точки t1, t2 ∈ Γ и пусть δ = |t1 − t2| ≤ ρ/3. Запишем

ψ(t1) − ψ(t2) =

∫

Γ

[
k(t1, t)

t− t1
− k(t2, t)

t− t2

]
ϕ(t)dst = ∆1 + ∆2,

где ∆1 и ∆2 означают интегралы по, соответственно, Γ1 = Γ ∩ {|t − t1| ≤ 2δ} и Γ2 =
Γ ∩ {|t− t1| ≥ 2δ} Очевидно,

|∆1| ≤ |k|ν |ϕ|0
∫

Γ1

[|t− t1|ν−1 + |t− t2|ν−1]dst.

Поскольку |t− t1| ≤ 2δ влечет |t− t2| ≤ 3δ, на основании (9) имеем:

|∆1| ≤M [(2δ)ν + (3δ)ν]|k|ν |ϕ|0.
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Что касается ∆2, то запишем

∆2 =

∫

Γ2

k(t1, t) − k(t2, t)

t− t1
ϕ(t)dst +

∫

Γ2

(t1 − t2)k(t2, t)

(t− t1)(t− t2)
ϕ(t)dst

Тогда

|∆2| ≤ |k|ν |ϕ|0
[
δν
∫

Γ2

|t− t1|−1dst + δ

∫

Γ2

|t− t1|−1|t− t2|ν−1dst

Поскольку |t − t1| ≥ 2δ влечет |t − t2| ≥ |t − t1| − δ ≥ |t − t1| − |t− t1|/2, к выражению в
квадратных скобках можем применить оценку (10). Тогда

|∆2| ≤ |k|ν |ϕ|0M [δν ln
ρ

δ
+ 21−νδν ]

Объединяя обе оценки для ∆1 и ∆2, в результате получим:

|ψ(t1) − ψ(t2)|
|t1 − t2|µ

≤ C1|k|ν |ϕ|0, |t1 − t2| ≤
ρ

3
,

с некоторой постоянной C1 > 0. Если |t1 − t2| ≥ ρ/3, то, очевидно, с учетом (11)

|ψ(t1) − ψ(t2)|
|t1 − t2|µ

≤ 2

(
3

ρ

)ν
C0|k|ν|ϕ|0.

Тем самым необходимая оценка теоремы установлена.
Из теоремы 1 следует, что для функций k ∈ Cµ+0(Γ×Γ) со свойством k(t, t) = 0 опера-

тор Kϕ, определяемый правой частью (8), ограничен C(Γ) → Cµ(Γ) и, значит, компактен
в Cµ(Γ). Класс таких операторов обозначим K0(C

µ).
Лемма 2. Пусть Γ ∈ C1,µ+0, сингулярные операторы SJ и S определяются (3) и (7)

соответственно. Тогда операторы

SJ − S, −SJ + S ∈ K0(Cµ). (12)

Доказательство. Пусть для определенности Γ ∈ C1,ν с некоторым ν > µ, e(t) = e1(t)+
ie2(t) - единичный касательный вектор к Γ в точке t, рассматриваемый в соответствии
с выбранной ориентацией контура. Поскольку dt = e(t)|dt| и dtJ = eJ (t)|dt|, оператор
K = SJ − S можно записать в форме (8) по отношению к

k(t0, t)

t− t0
= (t− t0)

−1
J eJ(t) − (t− t0)−1e(t),

т.е. с функцией k(t0, t) = (t− t0)(t− t0)−1
J eJ(t) − e(t). Необходимо убедиться, что

k(t0, t) ∈ Cν(Γ × Γ), k(t, t) ≡ 0.

Очевидно, этот факт достаточно показать по отношению к любой дуге Γ0 ⊆ Γ.
Рассмотрим гладкую параметризацию γ : [0, 1] → Γ класса C1,ν [0, 1] и положим t =

γ(s), t0 = γ(s0), 0 ≤ s ≤ 1. Тогда

k[γ(s0), γ(s)] = [γ(s) − γ(s0)][γ(s) − γ(s0)]
−1
J [γ′(s)]J − γ′(s).
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Пусть для краткости k̃(s0, s) = k[γ(s0), γ(s)] и

q(s0, s) =
γ(s) − γ(s0)

s− s0

=

∫ 1

0

γ′(rs+ (1 − r)s0)dr.

Поскольку γ′ ∈ Cν [0, 1], функция q(s0, s) ∈ Cν [0, 1] × [0, 1] и q(s, s) = γ′(s). В этих обозна-
чениях

k̃(s0, s) = q(s0, s)q
−1
J (s0, s)[γ

′(s)]J − γ′(s).

Так как |q(s0, s)| 6= 0 для 0 6 s0, s 6 1, матрица—функция q−1
J (s0, s) ∈ Cν([0, 1] × [0, 1]).

Таким образом, принадлежность k̃(s0, s) классу Cν очевидна. Равенство нулю функции

k̃(s0, s) при s = s0 следует непосредственно из ее определения.
Поскольку предыдущие рассуждения справедливы для любой матрицы J, собственные

значения которой не вещественны, они проходят и по отношению к оператору SJ в (12).
Теорема 1 и леммы 1,2 приводят теперь к следующему основному результату.
Теорема 2. Задача (1)—(2) фредгольмова в классе Cµ

J (D) и ее индекс æ дается фор-
мулой

æ = −æ0 + l, æ0 =
1

π
(arg detG)

∣∣
Γ
, (13)

где приращение непрерывной ветви аргумента берется в направлении, оставляющем об-
ласть D слева.

Доказательство. Систему (6) можно переписать в следующей операторной форме:

(K11ϕ1)(t0) + (K12ϕ2)(t0) + C1(t0)ξ = f1(t0), t0 ∈ Γ,

(K21ϕ1)(z) + ϕ2(z)(1 +K22) + C2(z)ξ = f2(z), z ∈ D.
(14)

В силу того,что функция ϕ1 вещественна, 2Re[GSJϕ1] = GSJϕ1 − GSJϕ1, для оператора
K11 получим выражение

(K11ϕ1)(t0) = [G(ϕ1 + SJϕ1) +G(ϕ1 − SJϕ1)](t0).

Операторы K12, K21, K22 и функции C1, C2 здесь определяются равенствами

(K12ϕ2)(t0) = 2Re(GI2ϕ2)(t0),

(K21ϕ1)(z) = (aI1ϕ1 + bI1ϕ1)(z), (K22ϕ2)(z) = (aI2ϕ2(t) + bI2ϕ2(t)(z),

C1(t0) = −2ImG(t0), C2(z) = i(a− b)(z)

Оператор системы (14) действует Cµ
R
(Γ) × Cµ(D) × Rl → Cµ

R
(Γ) × Cµ(D), где ниж-

ний индекс R указывает на то, что элементы соответствующего пространства являют-
ся вещественными вектор-функциями. Саму систему можно записать в краткой форме
Nϕ + Cξ = f с операторными матрицами

N =

(
K11 K12

K21 1 +K22

)
, C =

(
C1

C2

)
.

ОператорK11 здесь естественным образом продолжается на комплексные вектор-функции
по правилу K11ϕ1 = K11ϕ1.
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Поэтому оператор данной системы можно рассматривать в пространствах комплекс-
ных векторов, при этом его свойство фредгольмовости и индекс останутся неизменными
(если размерности понимать над соответствующими полями R и C). Таким образом, доста-
точно убедится,что оператор N фредгольмов в пространстве Cµ

R
(Γ)×Cµ(D) комплексных

вектор-функций и его индекс дается первым слагаемым æ0 формулы (13).
Ясно, что операторы K22 и K12 компактны, соответственно, в пространствах Cµ(D) →

Cµ(D) и Cµ(D) → Cµ(Γ). На основании леммы 2 можем записать K11 = G(1 + S) +G(1 −
S) +GK1 +GK2, где операторы Kj ∈ K0(C

µ).
Таким образом, с точностью до компактного слагаемого оператор N совпадает с

N0 =

(
G(1 + S) +G(1 − S) 0

K21 1

)
.

Фигурирующую здесь матрицу можно представить в виде произведения

(
G(1 + S) +G(1 − S) 0

0 1

)(
1 0
K21 1

)
.

Согласно классической теории сингулярных уравнений [3] оператор, определяемый
первым сомножителем фредгольмов и его индекс равен −æ0. Что касается оператора,
отвечающего второму сомножителю, то он, очевидно, обратим.

Таким образом, на основании известных свойств [4] фредгольмовых операторов опера-
тор N фредгольмов и его индекс равен −æ0, что завершает доказательство теоремы.
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THE RIEMANN-HILBERT PROBLEM FOR ELLIPTIC SYSTEM
OF THE FIRST ORDER ON THE PLAIN IN HOLDER CLASSES

A.P. Soldatov, O.V. Chernova

Belgorod State University,

Pobedy str., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: Soldatov@bsu.edu.ru,vaschenko@bsu.edu.ru

Abstract.The Riemann-Hilbert problem

(
∂

∂y
− J

∂

∂x

)
φ + aφ + bφ = f2

is considered in domain D which is bounded by smooth contour Γ, where detG(t) 6= 0, t ∈ Γ. It is
proved that this problem is Fredholm solvable in the class

C
µ
J (D) = {φ ∈ Cµ(D) ∩ C1(D)|Lφ ∈ Cµ(D)}, L =

∂

∂y
− J

∂

∂x

end it’s index

æ = −æ0 + l, æ0 =
1

π
(arg detG)

∣∣
Γ
.

Keywords: elliptic systems, Riemann-Hilbert problem, Fredholm operator.
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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ - НЕЙМАНА
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАВРЕНТЬЕВА - БИЦАДЗЕ

С КОМПЛЕКСНЫМ ПАРАМЕТРОМ

С.Л. Хасанова

Стерлитамакская государственная педагогическая академия им. Зайнаб Биишевой,

ул. Николаева, 10, Стерлитамак, 453118, Россия, e-mail: hasanovasl@rambler.ru

Аннотация. В работе при помощи системы собственных функций построено в виде ряда

решение специальной задачи для уравнения смешанного типа с оператором Лаврентьева-Бицадзе.

Изучен также пространственный аналог задачи в цилиндрической области.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение смешанного типа, характеристики, соб-

ственные числа, собственные функции, ряд по собственным функциям.

1 Задача Трикоми - Неймана для уравнения Лаврентьева - Бицадзе

Рассмотрим уравнение

Bu ≡ uxx + sgn y · uyy = 0 (1)

в области D, когда область D+ есть сектор единичного радиуса с центром в начале коор-
динат: 0 < ϕ < ϕ0 ≤ π, 0 < r < 1.

Задача Трикоми - Неймана (задача TN). Найти функцию u(x, y), удовлетворя-
ющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D ) ∩ C1(D ∪ Γ0 ∪ AK) ∩ C2(D+ ∪D−), (2)

Bu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (3)

∂u

∂N

∣∣∣∣
AK

= 0, (4)

∂u

∂N

∣∣∣∣
Γ0

=
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(ϕ), 0 < ϕ < ϕ0, (5)

u

∣∣∣∣
AC

= 0,

где f - заданная достаточно гладкая функция.
Решая задачу Дарбу для уравнения (1) в области D− с условиями:

u(x, 0) = τ(x), x ∈ [0, 1], u(x,−x) = 0, x ∈ [0, 1/2], (6)

можно получить соотношение на отрезке AB оси y = 0 :

ux(x, 0) − uy(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1). (7)
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Теперь решим в области D+ следующую смешанную задачу для уравнения Лапласа:
найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (2) - (5) и (7). Переходя к полярным
координатам (r, ϕ) и разделяя переменные u(x, y) = v(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), получим:

R′′(r) +
1

r
R′(r) − µ2

r2
R(r) = 0, 0 < r < 1, (8)

R(0) = 0, (9)

Φ′′(ϕ) + µ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (10)

Φ
′

(ϕ0) = 0, (11)

R′(x)Φ(0) − R(x)

x
Φ′(0) = 0, 0 < x < 1, (12)

где µ 6= 0 - постоянная разделения.
Решением уравнения (8), удовлетворяющего условию (9), является функция

R(r) = rµ, µ > 0. (13)

Подставляя функцию (13) в условие (12), получим

µΦ(0) − Φ′(0) = 0. (14)

Решая краевую задачу (10), (11), (14), найдем

Φn(ϕ) = Cn sin
(
µnϕ+

π

4

)
,

где µn - определяется по формуле

µn =
π

ϕ0

(
n− 3

4

)
, n = 1, 2, ... . (15)

Следовательно, функции вида

vn(r, ϕ) = Cnr
µn sin

(
µnϕ+

π

4

)

удовлетворяют в области D+ условиям (2) - (4) и (7). Решение задачи (2) - (5) и (7) в
области D+ будем искать в виде суммы ряда

u(x, y) = v(r, ϕ) =

∞∑

n=1

vn(r, ϕ) =

∞∑

n=1

fnr
µn sin

(
µnϕ+

π

4

)
. (16)

При любом r ≤ r0 < 1 ряд (16) сходится равномерно и допускает почленное дифференци-
рование по переменным r и ϕ любое число раз, за исключением точки (0, 0).

Предположим, что ряд (16) допускает почленное дифференцирование по переменной
r на множестве 0 < r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0. Удовлетворяя ряд (16) граничному условию (5),
получим

f(ϕ) =
∞∑

n=1

µnfn sin
(
µnϕ+

π

4

)
, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0. (17)
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В ряде (17) произведем замену ϕ =
ϕ0

π
θ. Тогда полагая f(ϕ) = f(ϕ0θ/π) = g(θ), получим

g(θ) =
∞∑

n=1

µnfn sin
(
λnθ +

π

4

)
, 0 ≤ θ ≤ π, λn = n− 3

4
. (18)

Если функция g(θ) ∈ Cα[0, π], α ∈ (0, 1], то в силу результатов работы [3] ряд (18)
сходится равномерно на [0, π]. Тогда ряд (17) также сходится равномерно на [0, ϕ0]. Таким
образом, сумма ряда (16) непрерывна наD+ и на множестве 0 < r ≤ 1 допускает почленное
дифференцирование по переменной r. Коэффициенты ряда fn определяются по формуле

fn =
1

µn

π∫

0

g(θ)hn(θ)dθ =
1

n− 3/4

ϕ0∫

0

f(ϕ)hn(π
ϕ

ϕ0

)dϕ, n = 1, 2, ... , (19)

где hk(ϕ) - биортогональная система относительно системы синусов sin(λnθ + π/4), n =
1, 2, ..., и она имеет вид [3]

hk(θ) =
2

π

(2 cos θ/2)−1

(tgθ/2)1/2

k∑

n=1

(sinnθ)Br−n, (20)

Bl =

l∑

m=0

C l−m
1/2 C

m
1/2(−1)l−m, Bn

l =
l(l − 1)...(l − n+ 1)

n!
.

Таким образом, сумма ряда (16) непрерывна в замкнутой областиD+, на D+ допускает
почленное дифференцирование по r и ϕ, за исключением точки r = 0 и на множестве
D+ ∪AB имеет производные по r и ϕ любое число раз. Полагая в (16) ϕ = 0, найдем

v(r, ϕ)

∣∣∣∣
ϕ=0

= u(x, 0) = τ(x) =
1√
2

∞∑

n=1

fnx
µn , (21)

которая принадлежит классу C[0, 1]∪C∞(0, 1). В области D− решение задачи TN опреде-
ляется как решение задачи Дарбу для уравнения (1) с данными (6), функция τ(x) опре-
делена формулой (21). Это решение имеет вид

u(x, y) =
1√
2

∞∑

n=1

fn(x+ y)µn , (x, y) ∈ D−. (22)

Поскольку в D− 0 6 x + y 6 1, то ряд (22) в D− сходится равномерно и на множестве
D− ∪AB допускает почленное дифференцирование по x и y любое число раз.

Таким образом, нами доказана

Теорема 1 Если f(ϕ) ∈ Cα[0, ϕ0], α ∈ (0, 1], то существует единственное решение за-
дачи TN и оно имеет вид

u(x, y) =





∞∑

n=1

fnr
µn sin(µnϕ+ π/4), (r, ϕ) ∈ D+,

1√
2

∞∑

n=1

fn(x+ y)µn, (x, y) ∈ D−,

где fn определяются по формуле (19).
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2 Построение решения задачи Трикоми - Неймана для уравнения
Лаврентьева - Бицадзе с комплексным параметром

Для уравнения Лаврентьева - Бицадзе с комплексным параметром в области D найдем
решение следующей задачи.

Задача TN . Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C (D ) ∩ C1(D ∪ Γ0 ∪ AK) ∩ C2(D+ ∪D−), (23)

Lu(x, y) ≡ uxx + sgn y · uyy + λu = 0, (x, y) ∈ D, (24)

∂u

∂N

∣∣∣∣
Γ

=
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, (25)

∂u

∂N

∣∣∣∣
AK

= 0, (26)

u(x, y)

∣∣∣∣
AC

= 0, (27)

где f - заданная достаточно гладкая функция.
Используя собственные функции задачи TNλ решение задачи (23) - (26) в области D+

при λ 6= λn,m будем искать в виде суммы ряда

v(r, ϕ) =

∞∑

n=1

fn
Jµn(r

√
λ)

Jµn(
√
λ)

sin

[
µnϕ+

π

4

]
, 0 < ϕ ≤ ϕ0, (28)

где коэффициенты fn определяются по формуле (19), а
Jµn(r

√
λ)

Jµn(
√
λ)

- ортонормированные

собственные функции задачи для уравнения

R′′(r) +
1

r
R′(r) +

(
λ− µ2

r2

)
R(r) = 0, 0 < r < 1, (29)

с граничным условием R(0) = 0. На основании асимптотической формулы [4, c. 217]

Jn(z) =
1

n!

(z
2

)n
n→ ∞

ряд (28) при любом r ≤ r0 < 1 сходится равномерно, так как при больших n справедлива
оценка ∣∣∣∣∣fn

Jµn(r
√
λ)

Jµn(
√
λ)

sin
(
µnϕ+

π

4

)∣∣∣∣∣ 6 M · r
µn

µn
,

где M = const > 0. Можно также показать, что ряд (28) на D+ ∪AB допускает почленное
дифференцирование по переменным r и ϕ любое число раз.

Удовлетворяя (28) граничному условию (25) получим ряд

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

= f(ϕ) =
∞∑

n=1

µnfn sin
(
µnϕ+

π

4

)
, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0,
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равномерная сходимость которого обоснована в § 3.
Для построения решения задачи TN в области D− воспользуемся формулой

un,m(x, y) = cn,m

(
x + y

x− y

)µn/2

Jµn

[√
λn,m(x2 − y2)

]
. (30)

Из формулы (28) находим:

v(r, 0) = u(x, 0) = τ(x) =
1√
2

∞∑

n=1

fn
Jµn(x

√
λ)

Jµn(
√
λ)

, x ∈ [0, 1], (31)

uy(x, 0) = ν(x) =
1√
2x

∞∑

n=1

µnfn
Jµn(x

√
λ)

Jµn(
√
λ)

, x ∈ (0, 1). (32)

Если в формуле (30) положить cn,m =
1√
2

fn

Jµn(
√
λ)
, то сумма ряда от функций un,m(x, y)

по переменной n определяет решение задачи Коши для уравнения Лаврентьева-Бицадзе
в области D− с краевыми условиями (31) и (32):

u(x, y) =
1√
2

∞∑

n=1

fn

(
x + y

x− y

)µn/2Jµn

(√
λ(x2 − y2)

)

Jµn

(√
λ
) .

Таким образом, доказана

Теорема 2 Если f(ϕ) ∈ Cα[0, ϕ0], α ∈ (0, 1], то существует решение задачи (23) - (27)
при всех λ 6= λn,m и оно имеет вид

u(x, y) =





∞∑

n=1

fn
Jµn(r

√
λ)

Jµn(
√
λ)

sin
(
µnϕ+

π

4

)
, (r, ϕ) ∈ D+

1√
2

∞∑

n=1

fn

(
x+ y

x− y

)µn/2Jµn

(√
λ(x2 − y2)

)

Jµn

(√
λ
) , (x, y) ∈ D−,

где λn,m - собственные значения задачи TNλ, fn - определяются по формуле (19).

3 Пространственная задача Трикоми - Неймана

Рассмотрим уравнение
LW ≡ Wxx + sgn y ·Wyy +Wzz = 0, (33)

в области G = D × (0, π), где D - область плоскости R2
xy, описанная ранее. Обозначим

S0 = Γ0 × [0, π], SAK = AK × [0, π], z ∈ [0, π]; G+ = G ∩ {y > 0}; G− = G ∩ {y < 0}.
Задача TN. Найти функцию W (x, y, z), удовлетворяющую условиям:

W (x, y, z) ∈ C (G ) ∩ C1(G ∪ S0 ∪ SAK) ∩ C2(G+ ∪G−),
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LW (x, y, z) ≡ 0, (x, y, z) ∈ G+ ∪G−,

∂W

∂N

∣∣∣∣
S0

=
∂W

∂r

∣∣∣∣
r=1

= F (ϕ, z), 0 < ϕ ≤ ϕ0, z ∈ [0, π], (34)

∂W

∂N

∣∣∣∣
SAK

= 0, (35)

W (x, y, z)

∣∣∣∣
y=−x

= 0, x ∈ [0, 1/2], z ∈ [0, π],

W (x, y, z)

∣∣∣∣
z=0

= W (x, y, z)

∣∣∣∣
z=π

= 0,

где F - заданная достаточно гладкая функция.
В области G, разделив в уравнении (33) переменные W (x, y, z) = u(x, y)Z(z), получим

u(x, y) ∈ C (D ) ∩ C1(D ∪ Γ0 ∪ AK) ∩ C2(D+ ∪D−), (36)

uxx + sgn y · uyy − µ2u = 0, (x, y) ∈ D, (37)

∂u

∂N

∣∣∣∣
AK

= 0, (38)

u(x, y) |y=−x= 0, x ∈ [0, 1/2], (39)

Z ′′ + µ2Z = 0, 0 ≤ z ≤ π, Z(0) = Z(π) = 0, (40)

где µ = const > 0.
Задача (36) - (39) есть задача (23), (24), (26) и (27), где λ = −µ2. Полагая в формуле

u(x, y) =

x+y∫

0

ν(t)J0

[√
λ(x+ y − t)(x− y − t)

]
dt, (41)

где J0(.) – функция Бесселя,
√
λ > 0 при λ > 0, λ = −µ2, и учитывая, что Jν(ix) = iνIν(x),

получим соотношение

u(x, 0) = µ2

x∫

0

uy(t, 0)I0[µ(x− t)]dt, 0 ≤ x ≤ 1, (42)

где I0(t) - модифицированная функция Бесселя, позволяющее свести полученную задачу
к нелокальной эллиптической задаче в области D+ (см. § 4).

В области D+, разделяя переменные u(x, y) = v(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), перейдем к задаче

Rrr +
1

r
Rr −

(
µ2 +

ν2

r2

)
R = 0, 0 < r < 1, (43)

R(0) = 0, | R′

(1) |< +∞, (44)

Φ
′′

(ϕ) + ν2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < ϕ0, (45)

Φ
′

(ϕ0) = 0, (46)
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Φ(0)R(r) = Φ
′

(0)

r∫

0

t−1R(t)I0(µ(r − t))dt, 0 < r < 1. (47)

Решением уравнения (43), удовлетворяющим условиям (44), является модифицированная
функция Бесселя

R(r) = Iν(µr), Re ν > 0.

Подставив ее в равенство (47), получим второе граничное условие для определения функ-
ции Φ(ϕ) :

ν Φ(0) − Φ′(0) = 0. (48)

Решения уравнения (45), удовлетворяющие граничным условиям (46) и (48), являются
функции

Φk(ϕ) = Ck sin
(
µnϕ+

π

4

)
, Ck = const 6= 0 .

Таким образом, функции

uk(x, y) = vk(r, ϕ) = CkIµn(µr) sin
(
µnϕ+

π

4

)

определяют в области D+ решения уравнения (37), удовлетворяющие условиям (38) и (42).
Решениям задачи (40) являются функции

Zn(z) = Bn sinnz, Bn = const 6= 0, µ = n = 1, 2, · · · .

Решение задачи TN в области G+ будем искать в виде суммы ряда

W (x, y, z) = V (r, ϕ, z) =
∞∑

n,k=1

fnk sinnz sin
(
µnϕ+

π

4

) Iµn(nr)

Iµn(n)
. (49)

Удовлетворив сумму ряда (49) граничному условию (34), имеем

∂W

∂N

∣∣∣∣
r=1

=
∂V

∂r

∣∣∣∣
r=1

= F (ϕ, z) =

∞∑

n,k=1

µnfnk sin
(
µnϕ+

π

4

)
sinnz,

где коэффициенты fnk находятся из разложения функции Pn(ϕ) в ряд по системе синусов

Pn(ϕ) =
∞∑

k=1

µkfnk sin
(
µkϕ+

π

4

)
, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, (50)

а функция Pn(ϕ) определяется по формуле

Pn(ϕ) =
2

π

π∫

0

F (ϕ, z) sinnzdz.

Если функция F (ϕ, z) по переменной ϕ удовлетворяет на сегменте [0, ϕ0] условию Гёль-
дера с показателем α, где 0 < α ≤ 1, то функция Pn(ϕ) также удовлетворяет с тем же
показателем на сегменте [0, ϕ0] условию Гельдера, поэтому ряд (50) сходится равномерно
на [0, ϕ0].
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Ряд (49) сходится равномерно в замкнутой области G+ и там допускает почленное
дифференцирование по переменной r, за исключением отрезка r = 0, если функция F (ϕ, z)
в замкнутой области 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, 0 ≤ z ≤ π удовлетворяет условию Гельдера с показателем
α, 0 < α < 1 [5, c. 364].

Решение задачи TN в области G− имеет вид:

W (x, y, z) =
1√
2

∞∑

n,k=1

fnk sinnz

(
x+ y

x− y

)µn/2 Iµk

(
n
√
x2 − y2

)

Iµk
(n)

. (51)

Итак, справедливо следующее утверждение.

Теорема 3 Если функция F (ϕ, z) в замкнутой области 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, 0 ≤ z ≤ π удовле-
творяет условию Гельдера с показателем α, 0 < α < 1, то существует решение задачи
TN в области G и оно задается формулами (49), (51).
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