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oker A
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ãîëüìîâûì îïåðàòîðîì A ïðè ïðîèçâîäíûõ

A
(
tku′(t)

)′
= tkBu(t) , t > 0 , (1)

u(0) = U0 , u′(0) = 0 . (2)

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü B îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî óðàâíåíèÿ, íåðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïðîèçâîäíîé,

ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî A−1
çàäà÷à Êîøè (1), (2) èññëåäî-

âàíà â [1℄, [2℄, [3℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çà-

äà÷è ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ îöåíêè íîðìû ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A−1B
è åå ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) ñ �ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì A
ïðè ïðîèçâîäíûõ áóäóò èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4℄, â êîòîðîé ðàññìîòðåíà

çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Au′(t) = Bu(t) , u(0) = U0 (3)

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 13-

01-00378 À-2013.
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ñ �ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì A ïðè ïðîèçâîäíîé. Îáçîð äðóãèõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿ-

ù¼ííûõ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3) ìîæåò áûòü íàéäåí â [5℄- [8℄. Ïî ïîâîäó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñì. [9℄.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [4℄, [8℄ ìåòîä (êàñêàäíûé ìåòîä) îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîì ðàñùåïëåíèè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ íà óðàâíåíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îäíî

èç êîòîðûõ êîíå÷íîìåðíî. Ïðè ýòîì â äðóãîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå,

ñ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn(T, E0) ïðîñòðàíñòâî n ðàç ñèëüíî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-

åìûõ ïðè t ∈ T �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â E0 ⊂ E.

Îïðåäåëåíèå 1. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ u(t) ∈ C2(R̄+, E1),
äëÿ êîòîðîé u′(t), u′′(t) ∈ D(A) ïðè t > 0, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1).

Äëÿ �ðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà A ñ dim ker A = dim 
oker A = m0 ñóùåñòâóåò ðàçëî-

æåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ E1 è E2 â ïðÿìûå ñóììû (ñì. [10℄, ñ. 336):

E1 = ker A∔ 
oim A , E2 = im A∔ 
oker A . (4)

Äëÿ j = 1, 2 îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé îïåðàòîð â Ej ÷åðåç Ij, ïðîåêòîð íà ker A �

÷åðåç P0, P0 : E1 → ker A, ïðîåêòîð íà 
oker A � ÷åðåç Q0, Q0 : E2 → 
oker A, à
ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà 
oim A

⋂
D(A) =M � ÷åðåç Ã, Ã :M → im A.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ã îòîáðàæàåò M íà im A âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî, ñîãëàñíî

òåîðåìå Áàíàõà, èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð Ã−1 : im A → M , ò.å. Ã−1 ∈
L(im A,M).

Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîð H0 = Ã−1 (I2 −Q0), H0 ∈ L(E2,M).

Ëåììà 1 [4℄. Ïóñòü x ∈ D(A), y ∈ E2. Òîãäà óðàâíåíèå Ax = y ýêâèâàëåíòíî

ñèñòåìå

Q0y = 0 , x = H0y + P0x ,

ãäå P0x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà ker A.

Ìíîãèå ðàáîòû ïîñâÿùàëèñü èçó÷åíèþ âîçìóùåíèÿ �ðåäãîëüìîâîãî îïåðàòîðà A
îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì λB, ãäå λ ∈ C � ìàëûé ïî ìîäóëþ ïàðàìåòð, è èññëåäîâà-

íèþ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A+λB. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò B-æîðäàíîâû
öåïî÷êè îïåðàòîðà A, â òåðìèíàõ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðà (A+λB)−1

.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòàâëÿåò ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àå-

ìûõ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà (A + λB)−1
, ê èçó÷åíèþ âî-

ïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

ñèíãóëÿðíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ �ðåäãîëüìîâûì îïå-

ðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ x ∈ D(A), y ∈ E2 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(A+ λB)x = y (5)

ñ ìàëûì ïî ìîäóëþ ïàðàìåòðîì λ. Ñîãëàñíî ëåììå I, óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíî ñè-
ñòåìå

Q0y − λQ0Bx = 0 , (6)
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x = H0y − λH0Bx+ P0x . (7)

Åñëè 0 < |λ| < ‖H0B‖−1
, òî óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä

x = (I1 + λH0B)−1(H0y + P0x) , (8)

ãäå P0x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà ker A. Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (6), ïîëó÷èì

Q0B(I1 + λH0B)−1P0x =
1

λ

(
Q0 − λQ0B(I1 + λH0B)−1H0

)
y . (9)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Q0B = S0 ∈ L(E1 , 
oker A) , H0B = T0 ∈ L(E1,M) , S0P0 = A1 ∈ L(ker A , 
oker A) ,

P0x = x1 ∈ ker A ,
1

λ

(
Q0 − λQ0B(I1 + λH0B)−1H0

)
y = y1 ∈ 
oker A

è çàïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå

A1x1 = λS0T0(I1 + λT0)
−1x1 + y1 . (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 < |λ| < ‖T0‖−1
óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (8), (10).

Åñëè îïåðàòîð A1 îáðàòèì, òî èç (10) ýëåìåíò x1 íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì,

÷òî âëå÷¼ò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà (A + λB)−1
ïðè

0 < |λ| < ‖T0‖−1
(
1 + ‖A−1

0 S0‖
)−1

.

Åñëè îïåðàòîð A1 íåîáðàòèì, òî â óðàâíåíèè (10) A1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì �ðåä-

ãîëüìîâûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì dim ker A1 = dim 
oker A1 = m1 ≤ m0 èm1 = m0 òîëüêî

òîãäà, êîãäà A1 = 0. Åñëè æå A1 6= 0, òî m1 < m0 è òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà ker A, 
oker A
ðàçëîæèìû â ïðÿìûå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ

ker A = ker A1 ∔ 
oim A1, 
oker A = im A1 ∔ 
oker A1.

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, çàìåíèì óðàâíåíèå (10) ýêâèâàëåíòíîé

åìó ñèñòåìîé. Ïîñëå íåîäíîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü

ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) îò ïîâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ A0 = A,
Aj ∈ L (ker Aj−1, 
oker Aj−1), j ≥ 1.

Îïåðàòîðû Aj äëÿ j ≥ 1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì Aj = Sj−1Pj−1, ãäå

Sj = QjSj−1Tj−1, Tj = Tj−1 −HjSj−1Tj−1 , Hj = Ã−1
j (Qj−1 −Qj) , (11)

Ãj � ñóæåíèå Aj íàMj � ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê ker Aj â ker Aj−1, Pj � ïðîåêòîð íà ker Aj

â ker Aj−1, Qj � ïðîåêòîð íà 
oker Aj â 
oker Aj−1, mj = dim ker Aj = dim 
oker Aj .

Òåîðåìà 1 [4℄. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð A + λB èìåë îáðàòíûé ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî p, ÷òî îïåðàòîð Ap îáðàòèì, è â ýòîì ñëó÷àå

(A+ λB)−1 =
(−1)p−1

λp
RpQp−1Qp−2 · · ·Q1Q0+
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+
(−1)p−2

λp−1
(RpQp−1Qp−2 · · ·Q1S0H0(I2 −BR1Q0) +Rp−1Qp−2 · · ·Q1Q0) +

(−1)p−3

λp−2
· ·· ,

ãäå Rp = A−1
p , Rp−j = Hp−j + Tp−jRp−j+1Qp−j äëÿ j = 1, 2, ..., p− 1.

Çàìå÷àíèå 1 [4℄. Åñëè îïåðàòîð (A + λB)−1
ñóùåñòâóåò ïðè íåêîòîðîì λ0, òî îí

ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí ïðè âñåõ λ : 0 < |λ| < |λ0| èç íåêîòîðîé ¾ïðîêîëîòîé¿ îêðåñò-

íîñòè íóëÿ.

Ïóñòü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ îïåðàòîð A+ λB îáðàòèì. Òîãäà ââåä¼ì

â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð Aλ = I1 − λ(A+ λB)−1B, Aλ ∈ L(E1, E1), ker Aλ = ker A.

Òåîðåìà 2 [4℄. ×èñëî 0 äëÿ îïåðàòîðà Aλ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ ÿâ-

ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 îçíà÷àåò (ñì. [11℄, ñ. 23), ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü

ñîáñòâåííîãî ÷èñëà 0 êîíå÷íà, à ïðîñòðàíñòâî E1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðè-

àíòíûõ îòíîñèòåëüíî Aλ ïîäïðîñòðàíñòâ

E1 = M∔N . (12)

�àçëîæåíèå (12) íå çàâèñèò îò λ, ïðè ýòîì N � n-ìåðíîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
îïåðàòîðà Aλ, n = m0 + m1 + · · ·mp−1, à M = {x ∈ E1 : Sjx = 0, j = 0, 1, ..., p− 1},
òî÷íåå, M = Mp, óêàçûâàÿ íà çàâèñèìîñòü îò p.

Ñóæåíèå Ãλ îïåðàòîðà Aλ íà M èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé

Ã−1
λ = I1 + λTp , (13)

à îïåðàòîðû

Q =

p−1∏

j=0

(I1 − Rp−jSp−j−1) , P = I1 −Q (14)

ïðîåêòèðóþò E1, ñîîòâåòñòâåííî, íà M è N.

Êàê ìû óâèäèì èç äàëüíåéøåãî, ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñ �ðåä-

ãîëüìîâûì îïåðàòîðîì A ïðè ïðîèçâîäíûõ ïîëíîñòüþ çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ îïåðàòîðà

A+ λB. Åñëè ýòîò îïåðàòîð îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ, òî òîãäà ñó-
ùåñòâóåò îïåðàòîð Aλ, äëÿ êîòîðîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì

ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (12), îñóùåñòâëÿåìîå ñ ïîìî-

ùüþ ïðîåêòîðîâ Q è P, âû÷èñëÿåìûõ ïî �îðìóëàì (14). Â ñâîþ î÷åðåäü, n-ìåðíîå
êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî N ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ:

N = N0 ∔N1 ∔ · · ·∔Np−1 , (15)

ãäå N0 = ker Aλ = ker A, Nj � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà j-ûõ ïðèñîåäèí¼ííûõ ýëåìåíòîâ

îïåðàòîðà Aλ äëÿ j = 1, 2, ..., p − 1. Ïðåäñòàâëåíèå (14) ñïðàâåäëèâî â ñèëó êîíå÷-

íîìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà N è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïðèñîåäèí¼ííûõ ýëåìåíòîâ

îïåðàòîðà Aλ. Îêîí÷àòåëüíî, E1 = M∔N0 ∔N1 ∔ · · ·∔Np−1, à ëþáîé ýëåìåíò x ∈ E1

ïðåäñòàâèì â âèäå

x = xM + x0 + x1 + · · ·+ xp−1 , (16)
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ãäå xM ∈ M , xj ∈ Nj äëÿ j = 0, 1, 2, ..., p− 1 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A + λB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à (1), (2) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû U0 ∈ M.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå u(t) åäèíñòâåííî, ïðèíàäëåæèò M è èìååò âèä

u(t) ≡ Yk(t;Tp)U0 = Γ(k/2 + 1/2)
∞∑

j=0

(t/2)2j T j
pU0

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)
, (17)

ãäå ÷èñëî p è îïåðàòîð Tp îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé 1 è ðàâåíñòâàìè (11).

� Ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1) ïðèìåíèì îïåðàòîð (A + λB)−1
è â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå E1 ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå (1) óðàâíåíèå

Aλ

(
tku′(t)

)′
=
tk

λ
(I1 − Aλ)u(t) , t > 0 . (18)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå u(t) = uM(t) + u0(t) + u1(t) + · · · + up−1(t) (ñì. (16)) è
çàìå÷àÿ, ÷òî Aλu0(t) = 0, Aλuj(t) ∈ Nj−1, îò óðàâíåíèÿ (18) ïåðåéä¼ì ê óðàâíåíèÿì,

ñîîòâåòñòâåííî, â ïîäïðîñòðàíñòâàõ M, N0, ...,Np−1

Aλ

(
tku′M(t)

)′
=
tk

λ
(I1 − Aλ)uM(t) , (19)

Aλ

(
tku′1(t)

)′
=
tk

λ
(u0(t)− Aλu1(t)) ,

.........................................................

Aλ

(
tku′p−1(t)

)′
=
tk

λ
(up−2(t)− Aλup−1(t)) ,

0 =
tk

λ
up−1(t) .

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî up−1(t) = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî, èç

ïðåäûäóùåãî ïîëó÷èì up−2(t) = 0. Àíàëîãè÷íî óñòàíîâèì, ÷òî up−3(t) = · · · = u0(t) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, Pu(t) ≡ 0 äëÿ t ≥ 0.

Ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (19), ðàññìàòðèâàåìîãî â ïîäïðîñòðàíñòâå M, ïðèìåíèì

îïåðàòîð Ã−1
λ . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (13), ïîëó÷èì

(
tku′M(t)

)′
=
tk

λ
(Ã−1

λ − I1)uM(t) = TpuM(t) . (20)

Óðàâíåíèå (20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó ñ îãðàíè-

÷åííûì îïåðàòîðîì Tp, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè (20), (2) ïðè ëþáîì U0 ∈ M èìååò

(ñì. [1℄, [3℄) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (17), ïðè÷¼ì ýòî ðåøåíèå

íå çàâèñèò îò λ. �
�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð A + λB íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì íè ïðè

êàêèõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ.
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Çàìå÷àíèå 2 [4℄. Åñëè îïåðàòîð A + λB íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì íè ïðè êàêîì

äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ λ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, ÷òî m0 ≥
m1 ≥ ... > mq = mq+1 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå Aq+j = 0, à Pq+j = Pq, Qq+j = Qq, Tq+j = Tq,
Sq+j = SqT

j
q äëÿ j ≥ 1 è ýëåìåíòû èç ker Aq èìåþò öåïî÷êè èç B-ïðèñîåäèí¼ííûõ

ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé äëèíû. M = {x ∈ E1 : Sjx = 0, j = 0, 1, 2, ...} è, â îòëè÷èå îò

òåîðåìû 3, M = M∞.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð A+λB íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì íè ïðè êàêîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì ïî ìîäóëþ λ. Çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå u(t) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè U0 ∈ M. Ïðè ýòîì ðåøåíèå u(t) ∈ M è íååäèíñòâåííî. Îíî èìååò âèä

u(t) = Yk(t;Tq)U0+

+
t1−kY2−k(t;Tq)

1− k

t∫

0

τk Yk(τ ;Tq)Pqu(τ) dτ−
Yk(t;Tq)

1− k

t∫

0

τ Y2−k(τ ;Tq)Pqu(τ) dτ, k 6= 1 , (21)

u(t) = Y1(t;Tq)U0+

+Z1(t;Tq)

t∫

0

τ Y1(τ ;Tq)Pqu(τ) dτ − Y1(t;Tq)

t∫

0

τ Z1(τ ;Tq)Pqu(τ) dτ , k = 1 , (22)

ãäå tkPqu(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò t îò çíà÷åíèÿìè â ker Aq,

Z1(t;Tq) =
2

π

1∫

0

(1− τ 2)−1/2 ln(t− tτ 2)

∞∑

j=0

(τs)2j T j
q

(2j)!
dτ .

� Íåîáõîäèìîñòü. Óðàâíåíèå (1) â ñèëó ëåììû 1 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

S0u(t) ≡ 0 , (23)

(
tku′(t)

)′
= tk (T0u(t) + P0u(t)) , t > 0 , (24)

ãäå tkP0u(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò çíà÷åíèÿìè â ker A.
Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (23) ïî t è ïîäñòàâèâ âìåñòî

(
tku′(t)

)′
âûðàæåíèå (24), ïîëó-

÷èì

A1P0u(t) ≡ −S0T0u(t) . (25)

Ñîãëàñíî ëåììå 1 óðàâíåíèå (25) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

S1u(t) ≡ 0 , (26)

P0u(t) = P1u(t)−H1S0T0u(t) . (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (24), ïîëó÷èì

(
tku′(t)

)′
= tk (T1u(t) + P1u(t)) , (28)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37 11

ãäå tkP1u(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò çíà÷åíèÿìè â ker A1.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, íà q-îì øàãå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

AqPq−1u(t) ≡ −Sq−1Tq−1u(t) .

ñ íåîáðàòèìûì îïåðàòîðîì Aq. Ñëåäîâàòåëüíî,

(
tku′(t)

)′
= tk (Tqu(t) + Pqu(t)) , (29)

ãäå tkPqu(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò çíà÷åíèÿìè â ker Aq.

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì èç ïåðâûõ q øàãîâ ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ïðîèçâîëüíîé

�óíêöèè tkPju(t), ïîñêîëüêó ker Aj ⊆ ker Aj−1, à çàòåì, â ñèëó ðàâåíñòâà Pq+j = Pj äëÿ

j ≥ 1, ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ tkPq+ju(t) âñ¼ âðåìÿ ïðèíàäëåæèò ker Aq.

Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè (29) ñëàãàåìîå tkPqu(t) ïðîèçâîëüíî, à îïåðàòîð Tq
îãðàíè÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [12℄), ðåøåíèå u(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì (21), (22).

Èç ñîîòíîøåíèé (23), (26) âûâîäèì ðàâåíñòâà Sju(t) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî j ≥ 0. Ñòàëî áûòü,
U0 ∈ M è íåîáõîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ â òåîðåìå 4 äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü U0 ∈ M è k 6= 2n − 1, n ∈ N. �àññìîòðèì îïðåäåëÿåìóþ

ðàâåíñòâîì (21) �óíêöèþ u(t). Î÷åâèäíî, u(0) = U0. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ u(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) èëè òàêæå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (23), (24). Äè��åðåíöèðóÿ (21), ïîëó÷èì

(
tku′(t)

)′
= tk (Tqu(t) + Pqu(t)) = tk (T0u(t) + (Tq − T0)u(t) + Pqu(t)) =

= tk (T0u(t) + P0u1(t)) , (30)

ãäå �óíêöèÿ P0u1(t) ïðèíàäëåæèò ker A.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå òîæäåñòâà (23). Ïî èíäóêöèè (ñì. [4℄) äîêàçûâàåòñÿ

ðàâåíñòâî

Sj

(
tku′(t)

)′
= tkSj+1u(t) , j = 0, 1, ..., q − 1 . (31)

Ïðèìåíèì äàëåå îïåðàòîð Sq ê îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (21) �óíêöèè u(t). Äëÿ
k 6= 2n− 1, n ∈ N ïîëó÷èì

Squ(t) = Γ(k/2 + 1/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j SqT
j
qU0

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)
+

+
πt1−k

2 cos(πk/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j

j! Γ(3/2− k/2 + j)

t∫

0

τk
∞∑

i=0

(τ/2)2i SqT
i+j
q Pqu(τ)

i! Γ(k/2 + 1/2 + i)
dτ −

− π

2 cos(πk/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)

t∫

0

τ
∞∑

i=0

(τ/2)2i SqT
i+j
q Pqu(τ)

i! Γ(3/2− k/2 + i)
dτ =

= Γ(k/2 + 1/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j Sq+jU0

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)
+
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+
πt1−k

2 cos(πk/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j

j! Γ(3/2− k/2 + j)

t∫

0

τk
∞∑

i=0

(τ/2)2i Aq+1+i+ju(τ)

i! Γ(k/2 + 1/2 + i)
dτ −

− π

2 cos(πk/2)

∞∑

j=0

(t/2)2j

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)

t∫

0

τ
∞∑

i=0

(τ/2)2i Aq+1+i+ju(τ)

i! Γ(3/2− k/2 + i)
dτ ≡ 0 . (32)

Èç (32) è (31) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

Sq−1

(
tku′(t)

)′
= 0 . (33)

Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (33), è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå Sq−1u(0) = Sq−1U0 = 0, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîëó÷èì

Sq−1u
′(t) ≡ 0 , Sq−1u(t) ≡ 0 .

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèä¼ì ê òîæäåñòâó S0u(t) ≡ 0 ïðè
t ∈ [0,∞) è äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ñëó÷àÿ k 6= 2n− 1, n ∈ N çàâåðøåíî.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è ñëó÷àé k = 2n− 1, n ∈ N. �

Äàëåå ïðè k ≥ 0 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ, îòëè÷àþùåãîñÿ îò óðàâ-

íåíèÿ (1) ðàñïîëîæåíèåì îïåðàòîðà A, à èìåííî:

(
tkAv′(t)

)′
= tkBv(t) , t > 0 , (34)

v(0) = U0 , v′(0) = 0 . (35)

Îïðåäåëåíèå 2. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (34) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ v(t) ∈ C1(R̄+, E1),
äëÿ êîòîðîé v′(t) ∈ D(A) ïðè t > 0, Av′(t) ∈ C1(R+, E1), è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ
(34).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîð A + λB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ

λ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à (34), (35) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

U0 ∈ M. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå v(t) åäèíñòâåííî, ïðèíàäëåæèò M è èìååò âèä

v(t) ≡ Yk(t;Tp)U0 = Γ(k/2 + 1/2)
∞∑

j=0

(t/2)2j T j
pU0

j! Γ(k/2 + 1/2 + j)
, (36)

ãäå ÷èñëî p è îïåðàòîð Tp îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé 1 è ðàâåíñòâàìè (11).

� Óðàâíåíèå (34) ïðîèíòåãðèðóåì è ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïðèìå-

íèì îïåðàòîð (A + λB)−1
. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E1 áóäåì èìåòü ýêâèâàëåíòíóþ

(34), (35) çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèå

Aλv
′(t) =

1

λtk

t∫

0

τk(I1 − Aλ)v(τ) dτ , t > 0 , (37)
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óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ v(0) = U0, ïðè ýòîì óñëîâèå v′(0) = 0 àâòîìàòè÷åñêè âû-

ïîëíåíî.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå v(t) = vM(t) + v0(t) + v1(t) + · · · + vp−1(t) (ñì. (16)) è
çàìå÷àÿ, ÷òî Aλv0(t) = 0, Aλvj(t) ∈ Nj−1, îò óðàâíåíèÿ (37) ïåðåéä¼ì ê óðàâíåíèÿì,

ñîîòâåòñòâåííî, â ïîäïðîñòðàíñòâàõ M, N0, ...,Np−1

Aλv
′
M(t) =

1

λtk

t∫

0

τk(I1 − Aλ)vM(τ) dτ , (38)

Aλv
′
1(t) =

1

λtk

t∫

0

τk(v0(τ)− Aλv1(τ)) dτ ,

.........................................................

Aλv
′
p−1(t) =

1

λtk

t∫

0

τk(vp−2(τ)− Aλvp−1(τ)) dτ ,

0 =
1

λtk

t∫

0

τkvp−1(τ) dτ .

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî vp−1(t) = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî, èç

ïðåäûäóùåãî ïîëó÷èì vp−2(t) = 0. Àíàëîãè÷íî óñòàíîâèì, ÷òî vp−3(t) = · · · = v0(t) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, Pv(t) ≡ 0 äëÿ t ≥ 0.

Ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (38), ðàññìàòðèâàåìîãî â ïîäïðîñòðàíñòâå M, ïðèìåíèì

îïåðàòîð Ã−1
λ . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (13), ïîëó÷èì

v′M(t) =
1

tk

t∫

0

τkTpvM(τ) dτ . (39)

Óðàâíåíèå (39) � ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòî-

ðîì Tp, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè (34), (35) ïðè ëþáîì U0 ∈ M èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (36), ïðè÷¼ì ýòî ðåøåíèå íå çàâèñèò îò λ. �

Èç òåîðåì 3 è 5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð A + λB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

ïî ìîäóëþ λ, òî çàäà÷è (1), (2) è (34), (35) ýêâèâàëåíòíû, à èõ ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò,

u(t) ≡ v(t).
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð A+λB íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì íè ïðè êàêîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì ïî ìîäóëþ λ. Çàäà÷à (34), (35) èìååò ðåøåíèå v(t) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà U0 ∈ M. Ïðè ýòîì ðåøåíèå v(t) ∈ M è íååäèíñòâåííî. Îíî èìååò âèä

v(t) = Yk(t;Tq)U0+
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+
t1−kY2−k(t;Tq)

1− k

t∫

0

τk Yk(τ ;Tq)Pqv(τ) dτ −
Yk(t;Tq)

1− k

t∫

0

τ Y2−k(τ ;Tq)Pqv(τ) dτ , k 6= 1 ,

v(t) = Y1(t;Tq)U0+

+Z1(t;Tq)

t∫

0

τ Y1(τ ;Tq)Pqv(τ) dτ − Y1(t;Tq)

t∫

0

τ Z1(τ ;Tq)Pqv(τ) dτ , k = 1 ,

ãäå tkPqv(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò t ñî çíà÷åíèÿìè â ker Aq.

Íàêîíåö, ïðè k ≥ 0 ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó Êîøè

(
tk(Aw(t))′

)′
= tkBw(t) , t > 0 , (40)

w(0) = U0 , lim
t→+0

(Aw(t))′ = 0 . (41)

Îïðåäåëåíèå 3. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (40) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ w(t) ∈ C(R̄+, D(A)),
äëÿ êîòîðîé Aw(t) ∈ C1(R̄+, E1)

⋂
C2(R+, E1), è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (40).

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ó �óíêöèè Aw(t) íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, äè�-
�åðåíöèðóåìîñòü w(t), ïîýòîìó ðåøåíèå w(t) óðàâíåíèÿ (40) ïðåäñòàâèì â âèäå

w(t) = (I1 − P0)w(t) + P0w(t) . (42)

Ïðè ýòîì Aw(t) = A(I1 − P0)w(t), è èç äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè Aw(t) ñëåäóåò
äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè (I1 − P0)w(t), ïîñêîëüêó ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà M ,

êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç Ã, îáðàòèìî. Ñòàëî áûòü, óðàâíåíèå (40) ìîæíî çàïèñàòü
êàê (

tkA ((I1 − P0)w(t))
′)′ = tkB(I1 − P0)w(t) + tkBP0w(t) , t > 0 ,

èëè, ó÷èòûâàÿ âòîðîå èç óñëîâèé (41), â âèäå

A ((I1 − P0)w(t))
′ =

1

tk

t∫

0

(
τkB(I1 − P0)w(τ) + τkBP0w(τ)

)
dτ , t > 0 . (43)

Â ñèëó ëåììû 1 óðàâíåíèå (43) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

Q0B
(
I1 − P0

)
w(t) +Q0BP0P0w(t) ≡ 0 , t ≥ 0 ,

d

dt

(
I1 − P0

)
w(t) =

1

tk

t∫

0

τk
(
H0B

(
I1 − P0)w(τ) +H0BP0w(τ)

)
dτ ,

êîòîðóþ ïåðåïèøåì â âèäå

S0

(
I1 − P0

)
w(t) + A1P0w(t) ≡ 0 , (44)
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d

dt

(
I1 − P0

)
w(t) =

1

tk

t∫

0

τk
(
T0(I1 − P0)w(τ) + T0P0w(τ)

)
dτ . (45)

Âûðàçèì ýëåìåíò P0w(t) 
 ïîìîùüþ (44) ÷åðåç

(
I1 − P0

)
w(t), è èç óðàâíåíèÿ (45)

íàéä¼ì (I1 − P0)w(t). Òàê êàê A1 � �ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, òî ñîîòíîøåíèå (44) ýêâè-

âàëåíòíî ñèñòåìå

Q1S0

(
I1 − P0

)
w(t) ≡ 0 , (46)

P0w(t) = −H1S0

(
I1 − P0

)
w(t) + P1w(t) . (47)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ P0w(t) èç (47) â óðàâíåíèå (45), ïîëó÷èì

d

dt

(
I1 − P0

)
w(t) =

1

tk

t∫

0

τk
(
T0(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(τ) + T0P1w(τ)

)
dτ . (48)

Ñîîòíîøåíèÿ (44), (45) ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì (46), (47), (48). Åñëè èç (47)

âûðàçèòü P0w(t) è ïîäñòàâèòü â (42), òî âìåñòî (42) äëÿ w(t) ïîëó÷èì íîâîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå

w(t) = (I1−P0)w(t)−H1S0(I−P0)w(t)+P1w(t) = (I1−H1S0)(I1−P0)w(t)+P1w(t) . (49)

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (46) è ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðà-

æåíèå (48)) äëÿ

d

dt

(
I1 − P0

)
w(t). Ïîëó÷èì òîæäåñòâî

1

tk

t∫

0

τkQ1S0

(
T0(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(τ) + T0P1w(τ)

)
dτ ≡ 0 ,

èç êîòîðîãî âûâîäèì

Q1S0T0(I1 − P0)w(t)−Q1S0T0H1S0(I1 − P0)w(t) +Q1S0T0P1w(t) ≡ 0 ,

èëè

A2P1w(t) + S1(I1 −H1S0)(I − P0)w(t) = 0 . (50)

Îïåðàòîð A2 �ðåäãîëüìîâ, ïîýòîìó (50) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

Q2S1(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(t) = 0 , (51)

P1w(t) = −H2S1(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(t) + P2w(t) , (52)

ãäå P2w(t) ∈ ker A2.

Ïîäñòàâèì �îðìóëó (52) â óðàâíåíèÿ (48) è (49), òîãäà âìåñòî íèõ ïîëó÷èì, ñîîò-

âåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

d

dt

(
I1 − P0

)
w(t) =

1

tk

t∫

0

τk
(
T0(I1 −H2S1)(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(τ) + T0P2w(τ)

)
dτ ,
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w(t) = (I1 −H2S1)(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(t) + P1w(t) .

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äàëüøå, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ëåììà 2. Ïðè q ∈ N óðàâíåíèå (40) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

S0w(t) ≡ 0 ,

Q1S0(I1 − P0)w(t) ≡ 0 ,

Q2S1(I1 −H1S0)(I1 − P0)w(t) ≡ 0 ,

....................................................

QqSq−1Fq−1(I1 − P0)w(t) ≡ 0 ,

d

dt
(I1 − P0)w(t) =

1

tk

t∫

0

τk
(
T0Fq(I1 − P0)w(τ) + T0Pqw(τ)

)
dτ , (53)

w(t) = Fq(I1 − P0)w(t) + Pqw(t) , (54)

ãäå Fj =

j∏

i=1

(I1 −Hj+1−iSj−i), F0 = I.

Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè (40), (41) òàêæå çàâèñÿò îò îáðà-

òèìîñòè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ îïåðàòîðà A+ λB.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü îïåðàòîð A + λB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ

λ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à (40), (41) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

íà÷àëüíûé ýëåìåíò U0 óäîâëåòâîðÿë óñëîâèÿì

S0U0 = 0, QjSj−1Fj−1(I1 − P0)U0 = 0 , j = 1, 2, ..., p− 1 . (55)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé w(t) åäèíñòâåííî, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

S0w(t) ≡ 0 , QjSj−1Fj−1(I1 − P0)w(t) ≡ 0, t ≥ 0, j = 1, 2, ..., p− 1 (56)

è èìååò âèä w(t) = Yk(t;Tp)U0, ãäå ÷èñëî p è îïåðàòîð Tp îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé 1 è

ðàâåíñòâàìè (11).

� Â ñèëó òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò p ∈ N òàêîå, ÷òî Ap îáðàòèì. Òîãäà â óðàâíåíèè

(53) q = p è îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå T0P (Ap)w(t). Óðàâíåíèå (53) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ

óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì T0Fp, ñëåäîâàòåëüíî,

(I1 − P0)w(t) = Yk(t;T0Fp)(I1 − P0)w(0) . (57)

Èç (54) ïðè q = p è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (41) âûâîäèì

Fp(I1 − P0)w(0) = U0 . (58)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè

FpT0 = Tp , FpYk(t;T0Fp) = Yk(t;Tp)Fp ,
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êîòîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ Fp, Tp è Yk(t;Tp), èç (54), (57), (58) ïîëó÷èì

w(t) = FpYk(t;T0Fp)(I1 − P0)w(0) = Yk(t;Tp)U0 .

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (56) âûòåêàåò èç ëåììû 2. �

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (55) íàêëàäûâàþòñÿ íà ñîñòàâëÿþùóþ íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà,

ïîýòîìó ìåíåå æ¼ñòêèå, ÷åì óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâóM, íàëàãàåìîìó

â òåîðåìàõ 3 è 5. Ïðè âûïîëíåíèè áîëåå æ¼ñòêèõ îãðàíè÷åíèé ðåøåíèÿ u(t), v(t), w(t)
ñîâïàäàþò.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü îïåðàòîð A+λB íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì íè ïðè êàêîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì ïî ìîäóëþ λ. Çàäà÷à (40), (41) èìååò ðåøåíèå w(t) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (55) äëÿ j ∈ N. Ïðè ýòîì ðåøåíèå w(t) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
(56) äëÿ j ∈ N è íååäèíñòâåííî. Îíî èìååò âèä

w(t) = Yk(t;Tq)U0+

+
t1−kY2−k(t;Tq)

1− k

t∫

0

τk Yk(τ ;Tq)T0Pqw(τ) dτ−
Yk(t;Tq)

1− k

t∫

0

τ Y2−k(τ ;Tq)T0Pqw(τ) dτ , k 6= 1 ,

w(t) = Y1(t;Tq)U0+

+Z1(t;Tq)

t∫

0

τ Y1(τ ;Tq)T0Pqw(τ) dτ − Y1(t;Tq)

t∫

0

τ Z1(τ ;Tq)T0Pqw(τ) dτ , k = 1 ,

ãäå ÷èñëî q îïðåäåëåíî â çàìå÷àíèè 2, tkPqw(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

îò t ñî çíà÷åíèÿìè â ker Aq è òàêàÿ, ÷òî Pqw(0) = PqU0.
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Àííîòàöèÿ.Ïîëó÷åíû êðèòåðèè â ïðîñòðàíñòâàõ C(D), L1(D), L∞(D) è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp(D) (1 < p < ∞) ñèëüíîé è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-

�óíêöèé ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ãäå D = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ìíîãîìåðíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû,

ñèëüíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü, ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé, ðåãóëÿðíûé è

äâîéñòâåííûé îïåðàòîð.

1. Ââåäåíèå. Ñòàòüÿ ñîäåðæèò óñëîâèÿ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè

ïî íîðìå îïåðàòîð-�óíêöèé ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ

C(D), ãäå D = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn], è Lp(D), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞. Â ñëó÷àå

D = [a, b] × [c, d] òàêèå óñëîâèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Þ. Àïïåëëÿ, Ï. Ï. Çàáðåéêî, À.

Ñ. Êàëèòâèíà, Â.À. Êàëèòâèíà, Å.Â. Ôðîëîâîé è ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1-4℄. Â ðàáîòå

óñòàíîâëåíû êðèòåðèè ñèëüíîé è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèé ñ ìíî-

ãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ C(D), L1(D) è L∞(D) è ïðèâåäåíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â Lp(D) (1 < p <∞), ãäå D = [a1, b1]× [a2, b2]×· · ·× [an, bn]. Ñóùå-
ñòâåííóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàþò êðèòåðèè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ

ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ [1-4℄.

2. Êðèòåðèè äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

â ïðîñòðàíñòâàõ C(D), L∞(D) è L1(D).

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

(Kx)(t) =
∑

α

∫

Dα

kα(t, Sα)x(sα) dSα , (1)

ãäå α = (α1, α2, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, ïðè÷åì αj ∈ {0, 1} ïðè j = 1, . . . , n, t ∈ Rn,
Sα ⊂ {τ1, τ2, . . . , τn}, dSα ⊂ {dτ1, dτ2, . . . , dτn}.

Âåêòîð sα ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîìïîíåíò âåêòîðà t ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè

Sα, j = 1, . . . , n, Dα =
n∏

j=1

[aj , bj]
αj
� èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, à èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â

ñìûñëå Ëåáåãà. Â ñëó÷àå αk = 0 ïîëó÷èì [ak, bk]
0, òîãäà îòðåçîê [ak, bk] èñêëþ÷àåòñÿ èç

äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

�àáîòà ïîääåðæàíà Ìèíîáðíàóêè �îññèè (ïðîåêò �2014/351. ÍÈ� �1815.)
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Îáîçíà÷èì

(]K[x)(t) =
∑

α

∫

Dα

|kα(t, Sα)|x(sα) dSα

è

(K#y)(t) =
∑

α

∫

Dα

k∗α(t, Sα)y(sα) dSα ,

ãäå k∗α(t, Sα) = kα(sα, tα), tα � íàáîð êîîðäèíàò tj , äëÿ êîòîðûõ αj = 1.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ è êðèòåðèé äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (1) â ïðîñòðàíñòâå C(D) ïðè-
âåäåíû â ðàáîòå [5℄.

Êðèòåðèè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (1) â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(D), ïðè p = 1 èëè p = ∞
ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 1 è 2. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1 è 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì,

ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [2℄.

Ïóñòü (D,Σ) � ïðîñòðàíñòâî ñ σ - êîíå÷íîé ïîëíîé ìåðîé, M = M(D,Σ) � ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ èçìåðèìûõ ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ �óíêöèé íà D. Ýê-
âèâàëåíòíûå �óíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ïðîñòðàíñòâî M ëèíåéíî, â íåì åñòåñòâåííî

ââîäèòñÿ ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòü: äëÿ x, y ∈ M x ≤ y, åñëè x(t) ≤ y(t) ïî÷òè âñþäó

íà D.

Èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (ÈÏ) íà D íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ìíîæåñòâî X âM òàêîå,

÷òî èç x ∈ X, y ∈ M, |y| ≤ |x| ñëåäóåò y ∈ X . Äëÿ êàæäîé �óíêöèè x îïðåäåëÿåòñÿ

íîñèòåëü supp x = {t ∈ D : x(t) 6= 0}, à äëÿ ïðîñòðàíñòâà X íîñèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ

êàê íàèìåíüøåå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, âíå êîòîðîãî âñå �óíêöèè èç X ðàâíû íóëþ. Â

äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî D � íîñèòåëü ïðîñòðàíñòâà X è ïîëüçóåìñÿ çàïèñüþ X(D).
Íîñèòåëè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû. ÈÏ ñ ìîíîòîííîé

íîðìîé (‖x‖ ≤ ‖y‖, åñëè x, y ∈ X è |x| ≤ |y|) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì èäåàëüíûì

ïðîñòðàíñòâîì (ÍÈÏ), ïîëíîå íîðìèðîâàííîå èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áà-

íàõîâûì èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (ÁÈÏ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð Ã, äåéñòâóþùèé èç ÁÈÏ X â ÁÈÏ Y , ÷òî
|Ax| ≤ Ã|x| (x ∈ X). (Îïåðàòîð Ã íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Ãx ≥ θ ïðè x ≥ θ).
Îïåðàòîð Ã íàçûâàþò ìàæîðàíòîé îïåðàòîðà A. Íàèìåíüøóþ ìàæîðàíòó (â ñìûñëå

èíäóöèðîâàííîé óïîðÿäî÷åííîñòè ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) íàçûâàþò àáñî-

ëþòíîé âåëè÷èíîé A è îáîçíà÷àþò ÷åðåç |A|.
Ëåììà 1. Ïóñòü îïåðàòîð K ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè äåéñòâóåò èç

ÁÈÏ X â ÁÈÏ Y . Òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì îïåðàòîðîì â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà èç X â Y äåéñòâóåò îïåðàòîð ]K[. Ïðè ýòîì |K| =]K[.

� Äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî |Kx| ≤]K[|x| (x ∈ X), îçíà÷àåò, ÷òî îïåðà-
òîð ]K[ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìàæîðàíò îïåðàòîðà K. Ïîëó÷èì |K| ≤]K[. Òàêèì îáðàçîì

îïåðàòîð K � ðåãóëÿðåí.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K � ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð èç X â Y . Äëÿ ëþáîé íåîòðèöà-

òåëüíîé �óíêöèè x èç X |K|x = sup{|Kz| : |z| ≤ x} ∈ Y [6℄. Â ìíîæåñòâå {z : |z| ≤ x}
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ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå è ïëîòíîå ïî ìåòðèêå M(D) ìíîæåñòâî E �óíêöèé, äëÿ êîòîðî-

ãî |K|x = sup{|Kz| : z ∈ E} [7℄. Ïîñòðîèì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Dαk,

(k = 1, 2, . . .), ÷òî lim
k→∞

mes(Dαk) = 0, Dα =
∞⋃
k=1

Dαk è êàæäàÿ òî÷êà tα ∈ Dα ïðèíàäëå-

æèò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Dαk, ãäå mes(Dαk) � ìåðà ìíîæåñòâà

Dαk. Ïóñòü Uαk =

(
∏
β 6=α

Dβ

)
×Dαk è

E∗ =

{
y(t) sign k(0,...,0)(t)

∏

α

χUαk
+
∑

α

[
vα(t)

∏

α

χUαk
×
∏

α

χU ′

ᾱk

]}
,

ãäå vα ∈ E, k = 1, 2, . . ., χU � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà U ⊂ D, à
U ′ = D \ U . Òàê êàê E ⊂ E∗ ⊂ {z : |z| ≤ x}, òî |K|x = sup {|Kz| : z ∈ E∗}, à òàê êàê E∗

� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ïî÷òè ïðè âñåõ t ∈ D

|K|x(t) = sup {|Kz(t)| : z ∈ E∗} . (2)

Ïóñòü t ∈ D � òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî (2), è kp � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ

êîòîðîé tα ∈ Dαkp , è ïóñòü vαp � òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé èç E, äëÿ êîòîðûõ
vαp(τ) → sign kα(t, Sα)x(τ). Ïîëîæèì

zp(τ) = x(τ) sign k(0,...,0)(τ)
∏

α

χŨ ′

αkp

(τ) +
∑

α

[
vαp(τ)

∏

α

χŨ ′

αkp

(τ)×
∏

α

χŨᾱkp
(τ)

]
,

ãäå Ũαkp =

(
∏
β 6=α

Dβ

)
× Dαkp. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà

lim
p→∞

|Kzp(t)| =
∑

α

∫

Dα

|kα(t, Sα)|x(sα) dSα =]K[x(t) ,

à òàê êàê zp ∈ E∗ (p = 1, 2, . . .), òî

]K[x(t) = lim
p→∞

|Kzp(t)| ≤ sup{|Kz| : z ∈ E∗}(t) .

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà è (2) ïîëó÷èì

]K[x(t) ≤ |K| x(t) ,

òîãäà ]K[x ≤ |K|x è, ñëåäîâàòåëüíî, ]K[≤ |K|. Òî åñòü îïåðàòîð ]K[ íåîòðèöàòåëüíûå
�óíêöèè èç X ïðåîáðàçóåò â �óíêöèè èç Y . Íî êàæäóþ �óíêöèþ èç X ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé èç X , òîãäà ]K[ ïðåîáðàçóåò ëþáûå
�óíêöèè èç X â �óíêöèè èç Y , ò.å. ]K[ äåéñòâóåò èç X â Y . Ïî äîêàçàííîìó ]K[≤ |K|,
ó÷èòûâàÿ |K| ≤]K[, ïîëó÷èì |K| =]K[. �
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Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð (1) äåéñòâóåò â L∞(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖K‖ = vraisup
D


∑

α

∫

Dα

|kα(t, Sα)| dSα


 <∞ .

� Ââèäó òîãî, ÷òî ëþáîé íåïðåðûâíûé â L∞
ëèíåéíûé îïåðàòîð ðåãóëÿðåí, òî â

ñèëó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ‖K‖ = vraisup
D


∑

α

∫

Dα

|kα(t, Sα)| dSα


 . Åñëè

[K] = sup{|Kx(t)| : ‖x‖ ≤ 1} � àáñòðàêòíàÿ íîðìà äåéñòâóþùåãî â L∞
îïåðàòîðà (1),

òî [K] = [|K|], ãäå â ñèëó ëåììû 1 |K| =]K[. Ïîëó÷èì ‖K‖L∞ = ‖[K]‖L∞ = ‖|K|‖L∞ =

‖|K|e‖L∞ = vraisup
D

[
∑
α

∫
Dα

|kα(t, Sα)| dSα

]
, ãäå e(t) ≡ 1. �

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A′
íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ëèíåéíîìó

îïåðàòîðó A, äåéñòâóþùåìó èç ÁÈÏ X â ÁÈÏ Y , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (Ax, y) =
(x,A′y) (x ∈ X, y ∈ Y ′) , ãäå (Ax, y) � äåéñòâèå �óíêöèîíàëà Ax íà y è (x,A′y) �

äåéñòâèå �óíêöèîíàëà x íà A′y.

Àíàëîãè÷íî [1,2℄ äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü îïåðàòîð K ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè äåéñòâóåò èç

ÁÈÏ X â ÁÈÏ Y . Òîãäà îí îáëàäàåò äâîéñòâåííûì îïåðàòîðîì è K ′y = K#y (y ∈
Y ′, K#y ∈ M(D)), ãäå M(D) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ

íà D âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ �óíêöèé.

Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð (1) äåéñòâóåò â L1(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖K‖ = vraisup
D


∑

α

∫

Dα

|kα(t, Sα)| dSα


 <∞ .

2. Îïåðàòîð-�óíêöèè ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â C(D).

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð-�óíêöèåé ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íà-

çûâàåòñÿ îïåðàòîð-�óíêöèÿ

K(ϕ)x(t) =
∑

α

∫

Dα

kα(ϕ, t, Sα)x(sα) dSα , (3)

ãäå kα � èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ϕ ∈ J, tα, τα ∈ Dα �óíêöèè, J �

êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê â (−∞,+∞).

Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì ϕ îïåðàòîð-�óíêöèÿ âèäà (3) åñòü îïåðàòîð âèäà (1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð-�óíêöèè (3) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Kn(X) îïå-
ðàòîðîâ ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå X =
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Lp(D) (1 ≤ p ≤ ∞) èëè â X = C(D) íåïðåðûâíûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà D
�óíêöèé; â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ J K(ϕ) ∈ Kn(X).

Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ K(ϕ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Kn(X)
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé, åñëè lim

ϕ→ϕ0

‖K(ϕ)x−K(ϕ0)x‖X = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X è

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé èëè íåïðåðûâíîé ïî íîðìå, åñëè lim
ϕ→ϕ0

‖K(ϕ)−K(ϕ0)‖L(X) = 0.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå Kn(X) ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ϕ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿìè

kα(ϕ, t, Sα), ñèëüíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîð-�óíêöèè (3) íå õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ñâîéñòâàìè íåïðåðûâíîñòè ïî ϕ çàäàííûõ �óíêöèé [1-4℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîç-

íèêàåò âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ �óíêöèé kα(ϕ, t, Sα) îò ϕ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê

ñèëüíîé èëè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèè (3).

Îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà K(ϕ) − K(ϕ0) ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì ðàâíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîñòè îïåðàòîð- �óíêöèè (3) â L(X). Îãðàíè÷åííîñòü íîðìû îïåðàòîð-�óíêöèè

(3) íà J è ñõîäèìîñòü K(ϕ)x → K(ϕ0)x ïðè ϕ → ϕ0 íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå �óíê-

öèé x, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ âñþäó ïëîòíà â X , ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Áàíàõà-

Øòåéíãàóçà ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè. Â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèè (3).

Â òåîðåìàõ 3 è 4 ïðèâåäåíû êðèòåðèè ñèëüíîé è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñîîò-

âåòñòâåííî îïåðàòîð-�óíêöèè (3) â L(C).
Ïóñòü Dα =

∏
j

[aj , bj]
αj (j = 1, n),

B(ϕ, t) =
∑

α

∫

Dα

kα(ϕ, t, Sα) dSα , (4)

Bα(ϕ, t) =

∫

D

xα dg(ϕ, t, τ) =
∑

α

(−1)dimDα





∫

Dα

g(ϕ, t, τ) dxα

∣∣∣∣∣∣
D̄α




, (5)

γ(ϕ, t) =
∑

α

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)| dSα , (6)

ãäå

g(ϕ, t, τ) =
∑

α

∫

Dα

kα(ϕ, t, S̄α) dS̄α χ(tᾱ, τᾱ) ,

Dα =
∏
α

[ai, τi]
αi
, αi = 0 èëè 1; tᾱ = sα \ Sα, τᾱ = τ \ Sα, S̄α � íàáîð ïåðåìåííûõ

èíòåãðèðîâàíèÿ τ̄α, χ(tᾱ, τᾱ) =

{
1, ∀i τi ≥ ti > ai èëè τi > t = ai,
0, ∃i τi < ti èëè τi = ti = ai.

Â ñèëó êðèòåðèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (3) â ïðîñòðàíñòâå C(D) [5℄ èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé â ïðîñòðàíñòâå

L(C) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèè (4), (5) íåïðåðûâíû, à �óíêöèÿ (6) îãðàíè-

÷åíà íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

� Ïóñòü K(ϕ) ñèëüíî íåïðåðûâíà â L(C). Èç ðàâåíñòâ B(ϕ, t) = K(ϕ)1(t), Bα(ϕ, t) =

K(ϕ)xα, sup
D
γ(ϕ, t) = ‖K(ϕ)‖, ãäå xα =

n∏
j=1

x
αj

ξj
(tj), ñ αj = 0 èëè 1 (j = 1, 2, . . . , n), è

xξj (tj) =

{
ξj − tj ïðè aj ≤ tj ≤ ξi ≤ bj ,

0 ïðè bj > tj > ξi > aj ,

èç òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé (4), (5) è îãðàíè÷åí-

íîñòü (6) íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îáðàòíî. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ K(ϕ)x íåïðåðûâíà ïî ϕ íà J äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà M �óíêöèé x ∈ C, âñþäó ïëîòíîãî â ïðîñòðàíñòâå C. Â êà÷åñòâå M âîçüìåì

ëèíåéíóþ îáîëî÷êó �óíêöèé xα. Òîãäà ëþáóþ �óíêöèþ x ∈ M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ �óíêöèé. Èç òîãî, ÷òî �óíêöèè K(ϕ)xα íåïðåðûâíû

ïî ϕ íà R, ñëåäóåò, ÷òî ïî ϕ íà J íåïðåðûâíà è �óíêöèÿ K(ϕ)x(t), êîòîðàÿ â ñèëó

ëèíåéíîñòè K(ϕ) ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-�óíêöèè (3) ïðè ëþáîì ϕ ∈ J ïðèíàäëåæàò

Kn(C). Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî íîðìå îïåðàòîðîâ L(C) â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ k(0,...,0)(ϕ, t) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íåïðåðûâíà ïî ϕ íà

J , à �óíêöèè kα îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

lim
ϕ→ϕ0

sup
D

mes {Sα : |kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| > θ} = 0 , (7)

lim
ϕ→ϕ0

sup
D

∫

Aα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα = 0 (mes(Aα) → 0) , (8)

ãäå mes(A) � ìåðà ìíîæåñòâà A.

� Ïóñòü K(ϕ) � íåïðåðûâíàÿ ïî íîðìå îïåðàòîð-�óíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå Kn(C).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ϕ0 ∈ J â ñèëó êðèòåðèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (1) â C(D) [5℄ ïîëó÷èì

lim
ϕ→ϕ0

sup
D

|k(0,...,0)(ϕ, t)− k(0,...,0)(ϕ0, t)| = 0 , (9)

èç ÷åãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ �óíêöèè k(0,...,0).
�àâåíñòâî

lim
ϕ→ϕ0

sup
D

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα = 0 (10)

è îöåíêè

mes ({Sα : |kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| ≥ θ}) ≤
∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα ,
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∫

Aα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα ≤
∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα

âëåêóò (8).

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ J K(ϕ) � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå

C(D), �óíêöèÿ k(0,...,0)(ϕ, t) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íåïðåðûâíà ïî ϕ íà J è âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâà (7) è (8). Â ñèëó êðèòåðèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (1) â C(D) äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (9) è (10).

�àâåíñòâî (9) î÷åâèäíî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (10). Äëÿ ëþáîãî ǫ > 0 â íåðàâåíñòâå

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα ≤ θ · µ(Dα) +

∫

Aα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα ,

ãäå Aα = {Sα : |kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| ≥ θ} , µ(Dα) � ìåðà ìíîæåñòâà Dα, ïîëîæèì

θ =
ǫ

2µ(Dα)
. Â ñèëó (8) lim

ϕ→ϕ0

sup
D

mes(Aα) = 0, îòñþäà è (9) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
ϕ→ϕ0

sup
D

∫

Aα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
D

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα ≤ ǫ

2µ(Dα)
· µ(Dα) +

ǫ

2
= ǫ

ïðè ϕ→ ϕ0. �

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèè kα(ϕ, t, Sα) íàçûâàþòñÿ L
1
-íåïðåðûâíûìè, åñëè

lim
r→0

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t0, Sα)| dSα = 0 ,

ãäå r = |ϕ− ϕ0|+
n∑

j=1

|tj − tj0|, è L1
-îãðàíè÷åííûìè ïðè êàæäîì ϕ, åñëè

sup
D

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)| dSα = Kα(ϕ) <∞ .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü �óíêöèÿ k(0,...,0) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à

�óíêöèè kα(ϕ, t, Sα) L
1
-íåïðåðûâíû è L1

-îãðàíè÷åíû äëÿ ëþáîãî ϕ. Òîãäà îïåðàòîð-

�óíêöèÿ K(ϕ) íåïðåðûâíà ïî íîðìå îïåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà L(C).

� Äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà K(ϕ) â C(D) äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè k(0,...,0),
L1
-íåïðåðûâíîñòè è L1

-îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé kα(ϕ, t, Sα) äëÿ ëþáîãî ϕ.
Ïîêàæåì, ÷òî lim

ϕ→ϕ0

‖K(ϕ)−K(ϕ0)‖ = 0. Èìååì
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‖K(ϕ)−K(ϕ0)‖ = sup
‖x‖≤1

‖(K(ϕ)−K(ϕ0))x‖ = sup
‖x‖≤1

max
D

|(K(ϕ)−K(ϕ0))x(t)| ≤

≤
∑

α

max
D

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα .

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïî ϕ �óíêöèè k(0,...,0)(ϕ, t) â òî÷êå (ϕ0, t) è L
1
-íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèé kα(ϕ, t, Sα) äëÿ ëþáîãî ǫ > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

|k(0,...,0)(ϕ, t)− k(0,...,0)(ϕ0, t)| <
ǫ

2n
,

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)− kα(ϕ0, t, Sα)| dSα <
ǫ

2n
(|ϕ− ϕ0| < δ) .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ‖K(ϕ)−K(ϕ0)‖ < 2n · (ǫ/2n) = ǫ ïðè |ϕ− ϕ0| < δ. �
Óñëîâèå äàííîé òåîðåìû è L1

-íåïðåðûâíîñòü ÿäåð kα(ϕ, t, Sα) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè
kα(ϕ, t, Sα) � íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ �óíêöèè. Àíàëîãè÷íî [4℄, èç

ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ âñåõ ϕ ∈ J, t ∈ D, ‖kα(t, ·)‖Lpα ≤ A < ∞, äëÿ ëþáîãî

α 1 < pα < ∞, è ïóñòü ÿäðà kα(t, Sα) èìåþò ðàçðûâû òîëüêî âäîëü êîíå÷íîãî ÷èñëà

ïîâåðõíîñòåé τα = ϕα(t), ãäå τα � íàáîð τj èç Sα, ϕα(t) � íàáîð íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

ϕj
α(t) òàêèõ, ÷òî τj = ϕj

α(t). Òîãäà ÿäðà kα(t, Sα) L
1
-íåïðåðûâíû.

3. Îïåðàòîð-�óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â Kn(L
∞) è Kn(L

1).

Òåîðåìà 6. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ñèëüíî íåïðåðûâíà â ïðîñòðàíñòâå L(L∞) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ (6) îãðàíè÷åíà â ñóùåñòâåííîì íà J × D äëÿ êàæäîãî

îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà J ⊂ (−∞,+∞), âåêòîð-�óíêöèÿ ϕ → k(0,...,0)(ϕ, t) íåïðå-
ðûâíà êàê �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(D), à âåêòîð-�óíêöèè àðãóìåíòà ϕ

∫

D̃α

kα(ϕ, t, Sα) dSα

íåïðåðûâíû ïî ϕ ïðè êàæäîì èçìåðèìîì D̃α ⊂ Dα, êàê �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â

L∞(D).

Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ñèëüíî íåïðåðûâíà â ïðîñòðàíñòâå L(L1) â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà:

∑

α

∫

Dα

|kα(ϕ, t, Sα)| dSα ≤ const <∞

äëÿ ïî÷òè âñåõ t íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå J ⊂ (−∞,+∞); âåêòîð-�óíêöèÿ
ϕ → k(0,...,0)(ϕ, t) íåïðåðûâíà êàê �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(D); âåêòîð-�óíêöèè
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àðãóìåíòà ϕ ∫

D̃α

kα(ϕ, t, Sα) dSα

íåïðåðûâíû ïî ϕ ïðè êàæäîì èçìåðèìîì D̃α ⊂ Dα, êàê �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â

L1(D).

� Çàìåòèì, ÷òî ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîð-�óíêöèè (3) â çàäàííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ðàâíîñèëüíà ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèé

Kα(ϕ)x(t) =

∫

Dα

kα(ϕ, t, Sα)x(sα) dSα .

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè �óíêöèé χ(D̃α, tα),
ãäå D̃α ⊂ Dα � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, à χ(D̃α, tα) � èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè,

è èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1 è 2 ïîëó÷èì òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ. �

Ïóñòü Xα = L1(Dα), L
p = Lp(D) (1 ≤ p ≤ ∞), à Lp[Xα] � ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé

íîðìîé, ñîñòîÿùèå èç èçìåðèìûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ �óíêöèé xα(t, Sα), äëÿ
êîòîðûõ êîíå÷íû íîðìû

‖‖xα(t, ·)‖Xα
‖Lp .

Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ïî íîðìå îïåðàòîð-�óíêöèè (3) â

L(L∞) è â L(L1).

Òåîðåìà 7. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) íåïðåðûâíà ïî íîðìå â L(L∞) (â L(L1)) â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð-�óíêöèè ϕ → kα(ϕ, t, Sα) (ϕ → kα(ϕ, sα, tα)) íåïðå-
ðûâíû êàê âåêòîð-�óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â L∞, L∞[Xα].

Òàê êàê C(D) ⊂ L∞(D), òî èç òåîðåì 3 è 6 ñëåäóåò åùå îäèí êðèòåðèé ñèëüíîé

íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèè (3) â C(D).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Kn(C). Òîãäà
îíà ñèëüíî íåïðåðûâíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ (6) îãðàíè÷åíà

íà J × D äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà J ⊂ (−∞,+∞), âåêòîð-�óíêöèÿ
ϕ → k(0,...,0)(ϕ, t) íåïðåðûâíà êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(D), à âåêòîð-

�óíêöèè àðãóìåíòà ϕ ∫

D̃α

kα(ϕ, t, Sα) dSα

íåïðåðûâíû ïî ϕ ïðè êàæäîì D̃α ⊂ Dα êàê �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(D).

4. Îïåðàòîð-�óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â Kn(L
p) ãäå 1 < p <∞. Êðèòåðèè ñèëü-

íîé íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî íîðìå îïåðàòîð-�óíêöèè (3) ñî çíà÷åíèÿìè â

Kn(L
p) (1 < p < ∞) íåèçâåñòíû, íî ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Kr(L

p) (1 < p < ∞)
ðåãóëÿðíûõ â Lp

îïåðàòîðîâ (1) ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè èìåþòñÿ ïðèçíàêè åå ñèëü-

íîé íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî íîðìå. Ïóñòü Rkα(L
p) � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ
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ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ �óíêöèé kα(t, Sα) : D × Dα → (−∞,+∞), äëÿ êîòîðûõ

êîíå÷íà íîðìà

‖kα‖Rkα(Lp) = sup
‖x‖Lp≤1

∥∥∥∥∥∥

∫

Dα

|kα(t, Sα)|x(sα) dSα

∥∥∥∥∥∥
Lp

.

Àíàëîãè÷íî [2℄, ðåãóëÿðíîñòü â Lp
îïåðàòîðà (1) îçíà÷àåò, ÷òî k(0,...,0)(t) ∈ L∞, kα(t, Sα) ∈

Rkα(L
p).

Îïðåäåëåíèå 7. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ñî çíà÷åíèÿìè â Kr(L
p) àáñîëþòíî ñèëüíî

íåïðåðûâíà, åñëè ïðè ϕ→ ϕ0 ‖|K(ϕ)−K(ϕ0)|x‖ → 0 (x ∈ Lp) è àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
ïî íîðìå, åñëè ‖|K(ϕ)−K(ϕ0)|‖ → 0.

Èç àáñîëþòíîé ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-�óíêöèè (3) â Kn(L
p), ñëåäóåò åå

ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü, èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ïî íîðìå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü

ïî íîðìå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî ïðè 1 < p <∞ óæå äëÿ n = 2 [2℄. Èç òåîðåìû
Áàíàõà-Øòåéíãàóçà âûòåêàåò êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-

�óíêöèè (3) ñî çíà÷åíèÿìè â L(Lp).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 < p <∞ è kα(t, Sα) � èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ

�óíêöèè. Îïåðàòîð-�óíêöèÿ (3) ñî çíà÷åíèÿìè â Kn(L
p) àáñîëþòíî ñèëüíî íåïðåðûâíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Âåêòîð-�óíêöèÿ ϕ→ k(0,...,0)(ϕ, t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â L∞(D) ïðè ëþáîì ϕ ∈ J,
îãðàíè÷åíà íà êàæäîì îòðåçêå èç J êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(D)
è íåïðåðûâíà êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L1(D).

2. Âåêòîð-�óíêöèè ϕ → kα(ϕ, t, Sα) ïðè êàæäîì ϕ ∈ J ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â

Rkα(L
p) è êàê âåêòîð-�óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â Rkα(L

p) îãðàíè÷åíû íà êàæäîì

îòðåçêå èç J.

3. Äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ D̃α ⊂ Dα âåêòîð-�óíêöèè

ϕ→ kα(ϕ, t, Sα)
∏

α

χ(D̃α, Sα)

ñî çíà÷åíèÿìè â Lp[Xα], íåïðåðûâíû íà J , ãäå χ(D̃α, Sα) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ ìíîæåñòâà D̃α, à L
p[Xα] � ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîð-�óíêöèè (3) ñî çíà÷åíèÿìè â Kn(L
p) ñîõðàíèòñÿ,

åñëè â òåîðåìå óñëîâèå 3 çàìåíèòü óñëîâèåì:

3'. äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ D̃α ⊂ Dα íåïðåðûâíû ïî ϕ ∈ J ñëåäóþùèå

âåêòîð-�óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â Lp :

∫

D̃α

kα(ϕ, t, Sα) dSα .
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïî íîðìå îïåðàòîð-�óíêöèè

(3) ñî çíà÷åíèÿìè â Kr(L
p)

Òåîðåìà 9. Ïóñòü 1 < p <∞ è p−1 + q−1 = 1. Ïóñòü, äàëåå, âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Ôóíêöèÿ ϕ → k(0,0,...,0)(ϕ, t) íåïðåðûâíà êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â

L∞(D).

2. Ôóíêöèè ϕ → kα(ϕ, t, Sα) íåïðåðûâíà êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â îä-

íîì èç ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé L∞[Lp[Lq]] èëè L∞[Lq[Lp]], ãäå íîðìà â
Lp(Dα), L

q(Dα), L
∞(Dᾱ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííûì tα, Sα, tᾱ, ñîîòâåòñòâåííî.

3. Ôóíêöèÿ ϕ → k(1,1,...,1)(ϕ, t, τ) íåïðåðûâíà êàê âåêòîð-�óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â

Lp[Lq] èëè Lq[Lp], ãäå íîðìà â Lp(D) (Lq(D)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííûì t (τ).

Òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ (3) íåïðåðûâíà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Kr(L
p).

� Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà �åëüäåðà è îáîá-

ùåííîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî. �
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Àííîòàöèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïî Àäàìàðó îäíîé íåñòàöèîíàð-

íîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íàçûâàåìîé çàäà÷åé áåç íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò òåìïåðàòóðû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-

ìåííîé, õàðàêòåðèçóþùóþ òåïëîâîé ïîòîê íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çà-

äà÷, êàê èçâåñòíî, ïðèâîäÿò ê èñïîëüçîâàíèþ àïïàðàòà äðîáíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ òîëüêî âîïðîñîâ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèé è èõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Âîïðîñ æå óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèÿ ïî èñõîäíûì äàííûì, òðåáóþùèé èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ â òàêèõ ðàáîòàõ íå îáñóæäàåòñÿ. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ýòè âîïðîñû ðåøàþòñÿ ìåòî-

äàìè òåîðèè ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñïåöèàëüíûõ �óíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü, ïîëóãðóïïû, êîñèíóñ-�óíêöèÿ, çàäà÷à Êî-

øè, äðîáíûå ñòåïåíè îïåðàòîðîâ.

Ìíîãèå ïðîöåññû òåïëî� è ìàññîïåðåíîñà îïèñûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷åé

∂u(t, x)

∂t
=
∂2u(t, x)

∂x2
, t ∈ (−∞,∞), x ∈ (0,∞) . (0.1)

u(t, 0) = u0(t), u(t,∞) = 0. (0.2)

t � âðåìÿ, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, u(t, x) � òåìïåðàòóðà.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà, ò.å. ïðîèçâîäíóþ îò òåìïå-

ðàòóðû ïî êîîðäèíàòå x íà ãðàíèöå îáëàñòè

q(t) =
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

. (0.3)

×àñòíûé ñëó÷àé òàêîé çàäà÷è (êîãäà u0(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èëè çàäàííàÿ

ðÿäîì Ôóðüå) ðàññìîòðåí â [1℄, 
. 57. Çäåñü îíà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé áåç íà÷àëüíûõ

óñëîâèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ â [1℄ �îðìàëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå

êîíñòðóêöèè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì, âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé ê òî÷íîìó è èõ óñòîé÷èâîñòü ê ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ íå îáñóæäàåòñÿ.
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Èíûìè ñëîâàìè, íå îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ïî Æ. Àäàìàðó

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, òðåáóþùàÿ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèê.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìåòîäàìè òåîðèè ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u(t, x)

∂t
= α(t)

∂2u(t, x)

∂x2
+ γ(t)u(t, x) , (0.4)

x ∈ (0,∞), t ∈ (a, b) ⊂ R = (−∞,∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

u(t, 0) = u0(t), u(t,∞) = 0 , (0.5)

ãäå α(t), γ(t) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå íà (a, b) �óíêöèè, u0(t) � ýëåìåíòû íåêî-

òîðîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü, â ñìûñëå Ñ.�. Êðåé-

íà [5℄, 
. 305, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï.

�1. Íåîáõîäèìûå �àêòû èç îáùåé òåîðèè

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

d2u(t)

dt2
= Au(t), t ∈ [0,∞), (1.1)

ãäå îïåðàòîð A òàêîé, ÷òî −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû (T,−A) êëàññà C0 ñ

îöåíêîé

‖T (t,−A)‖ ≤ e−ωt (ω ≥ 0). (1.2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ê. Èîñèäà [3℄, 
. 358, îïðåäåëåíû îòðèöàòåëüíûé A− 1
2
è ïîëîæè-

òåëüíûé. Êâàäðàòíûå êîðíè

A− 1
2ϕ =

1√
π

∫ ∞

0

t−
1
2T (t,−A)ϕdt , (1.3)

A
1
2ϕ = A · A− 1

2ϕ =
1√
π

∫ ∞

0

t−
1
2T (t,−A)Aϕdt, (1.4)

åñëè ϕ ∈ D(A).

Ïðè ýòîì îïåðàòîð −A 1
2
ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà C0 âèäà

T (t,−A 1
2 )ϕ =

t

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
− t2

4s

)
T (s,−A)ϕds (1.5)

(ñì. [3℄, 
. 369, [2℄, 
. 120).

Äàëåå, ñîãëàñíî Ñ.�. Êðåéíó [5℄, ñ. 306 äàäèì

Îïðåäåëåíèå 1.1.Ôóíêöèÿ u(t) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1),

åñëè:
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1) îíà íåïðåðûâíà íà [0,∞), èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà (0,∞), à

�óíêöèÿ A− 1
2u(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ íà [0,∞);

2) çíà÷åíèÿ u(t) íà (0,∞) ïðèíàäëåæàò D(A);
3) îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1).

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàíà

Òåîðåìà 1.1 (Ñ.�. Êðåéí [5℄, 
. 324). Åñëè îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò âûøå ïðèâåäåí-

íûì óñëîâèÿì, òî äëÿ âñÿêîãî u0 ∈ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè

[0,∞) îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ u(0) = u0.
Ýòî ðåøåíèå çàäàåòñÿ �îðìóëîé

u(t) = T (t,−A 1
2 )u0 . (1.6)

�2. Ïîëóãðóïïû ïåðåíîñîâ ñ äå�îðìàöèÿìè

à) Ïîëóãðóïïû T+
h,ρ(t).

Íà èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R = (−∞,∞) êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì, ââåäåì íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ h(x) òàêóþ, ÷òî h′(x) > 0, lim
x→b

h(x) = ∞.

×åðåç L+
p,ω,h áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé ϕ(x) ñ íîðìîé

‖ϕ‖1 = ‖ϕ‖p,ω1,h,g =

[∫ b

a

| exp[ωh(x)]g(x)ϕ(x)|pdh(x)
] 1

p

, (2.1)

p ≥ 1, ω > 0, g(x) > 0, g′(x) > 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ h(x)⊕ t = h−1[h(x) + t].
Ïóñòü ρ(x) ≥ 0 ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ íà (a, b) �óíêöèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî

T+
h,ρ(t)ϕ(x) = exp

[∫ x

h(x)⊕t

ρ(ξ)dh(ξ)

]
ϕ[h(x)⊕ t] . (2.2)

Òåîðåìà 2.1. Îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî T+
h,ρ(t) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ñæèìà-

þùåé ïîëóãðóïïîé äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå LP,ω,h, óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå

‖T+(t)‖ ≤ exp

(
−ω
p
t

)
. (2.3)

� Ñíà÷àëà îöåíèì

‖T+
h,ρ(t)ϕ‖pp,ω,h,g =

∫ b

a

exp
[
ωh(x) + p

∫ x

h(x)⊕t

ρ(ξ)dh(ξ)
]
g(x)|ϕ[h(x)⊕ t]|pdh(x) ≤

≤
∫ b

a

g(x) exp[ωh(x)]|ϕ(h(x)⊕ t)|pdh(x) . (2.4)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37 33

Ïîñëå çàìåíû h(x)⊕ t = τ íåðàâåíñòâî (2.4) ïðèíèìàåò âèä

‖T+
h,ρ(t)ϕ‖pp,ω,h,g ≤ exp(−ωt)

∫ b

h(a)⊕t

exp[ωh(τ)]g[h−1(h(τ)− t)]|ϕ(τ)|pdh(τ) ≤

≤ exp(−ωt)
∫ b

a

exp[ωh(τ)]g(τ)|ϕ(τ)|pdh(τ) .

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîëóãðóïïû

‖T+
h,ρ(t)ϕ‖pp,ω,h,g ≤ exp

(
−ω
p
t

)
‖ϕ‖ . (2.5)

Ñâîéñòâî T+
h,ρ(0)ϕ = ϕ î÷åâèäíî.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîëóãðóïïîâîãî ñîîòíîøåíèÿ T (t)T (s) = T (t + s) ïðîâåäåì ñëå-

äóþùèå âû÷èñëåíèÿ

T+
h,ρ(t)T

+
h,ρ(s)ϕ(x) = Th,ρ(t) exp

[∫ x

h(x)⊕s

ρ(s)d(ξ)

]
ϕ[h(x)⊕ s] =

= exp

[∫ x

h(x)⊕t

ρ(ξ)dh(ξ)

]
exp

[∫ h(x)⊕t

h(x)⊕(t+s)

ρ(ξ)dh(ξ)

]
ϕ[h(x)⊕ t+ s] =

= exp

[∫ x

h(x)⊕(t+s)

ρ(ξ)dh(ξ)

]
ϕ[h(x)⊕ t + s] = T+

h,ρ(t+ s)ϕ(x) . (2.6)

Òåïåðü óñòàíîâèì ñèëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ïîëóãðóïïû

‖T+
h,ρ(t)ϕ−ϕ‖ ≤

[∫ ∞

x(a)⊕t

exp[ωh−1(τ)]| exp
[∫ h−1(τ)

h−1(t+τ)

ρ(ξ)dh(ξ)

]
ϕ[h1(τ + t)]− ϕ[h1(τ)]|pdτ

] 1
p

.

Äàëåå, ïîëîæèì ϕ[h−1(t)] = ψ(t), ρ[h−1(s)] = µ(s) è, èñïîëüçóÿ ìåòîä ¾ïðèáàâèòü�

îòíÿòü¿, ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

‖T+
h,ρ(t)ϕ− ϕ‖ ≤

[∫ ∞

h(a)

exp[ωh−1(τ)] exp

[∫ τ

t+τ

µ(s)ds

]
|ψ(t+ τ)− ψ(τ)|pdτ

] 1
p

+

+

[∫ ∞

h(a)

exp[ωh−1(τ)]| exp
[
p

∫ τ

t+τ

µ(s)ds

]
− 1| · |ψ(τ)|pdτ

] 1
p

= S1(t) + S2(t) .

Ïîêàæåì, ÷òî lim
t→0

S1(t) = 0, lim
t→0

S2(t) = 0.

Â ñëó÷àå S1(t) ýòîò �àêò ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè â öåëîì Lp-âåñîâûõ íîðì.

Â ñëó÷àå S2(t), äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε > 0 çàïèøåì Sp
2(t) â âèäå ñóììû

Sp
2(t) =

∫ N

h(a)

exp[ωh−1(τ)]| exp
[
p

∫ τ

t+τ

µ(s)ds

]
− 1| · |ψ(τ)|pdτ+
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+

∫ ∞

N

exp[ωh−1(τ)]| exp
[
p

∫ τ

t+τ

µ(s)ds

]
− 1| · |ψ(τ)|pdτ = S

(N)
2 (t) + S

(N)
2 (t) , (2.8)

ãäå N âûáðàíî òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî S
(N)
2 (t) < ε

2
. Çàòåì, ó÷èòûâàÿ êîíå÷-

íîñòü èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, âûáèðàÿ t0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > t0 âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà S

(N)
1 (t) < ε

2
. Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå limS2(t) = 0, à èç (1.18) ïîëó÷àåì

âûïîëíåíèå ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïîëóãðóïïû Th,ρ(t)

lim
h→0

‖T+
h,ρ(t)ϕ− ϕ‖ = 0, ∀ϕ ∈ Lp,h,ρ . (2.9)

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî T+
h,p ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïîé ñ îöåí-

êîé (2.5).

Èç òåîðåìû 1.1 è ðåçóëüòàòîâ [5℄, 
. 258, [3℄, 
. 327 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëóãðóïïû

T+
h,ρ(t) îïðåäåëåí ïðîèçâîäÿùèé îïåðàòîð êàê ñèëüíûé ïðåäåë

A+
h,ρ = lim

t→0+

1

t
[T+

h,ρ(t)− I]ϕ(x) .

Åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A+
h,ρ) ïëîòíà â L

+
p,h,ω,g è îí çàìêíóò.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [5℄, 
. 258 çíà÷åíèå ïðîèçâîäÿùåãî îïåðàòîðà ìîæíî îïðåäåëèòü

êàê ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ ïîëóãðóïïû â òî÷êå t = 0, òî åñòü

A+
h,ρϕ(x) =

d

dt
T+
h,ρ(t)ϕ(x)|t =

dϕ(x)

dh(x)
− ρ(x)ϕ(x) = D+

h,ρϕ(x) . (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû T+
h,ρ(t) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

A+
h,ρ, çàäàííûé âûðàæåíèåì D+

h,ρϕ(x) è îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A+
h,ρ) = {ϕ ∈ L+

p,ω,h,g,

D+
h,ρϕ(x) ∈ L+

p,ω,h,g}.
á) Ïîëóãðóïïû T−

h,ρ(t).

�àññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà �óíêöèÿ h(x), x ∈ (a, b) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: h′(x) >
0, lim)x→ ah(x) = −∞.

×åðåç L−
p,ω,h,g îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé ñ íîðìîé

‖ϕ‖− = ‖ϕ‖−p,ω,h,g =
[∫ b

a

exp(−ωh(x))g(x)|ϕ(x)|pdx
] 1

p

. (2.12)

p ≥ 1, ω > 0, g(x) > 0, g′(x) < 0.
Ïóñòü h(x)⊖ t = h−1[h(x)− t]. �àññìîòðèì îïåðàòîðíûå ñåìåéñòâà

T−
h,ρ(t)ϕ(x) = exp

[∫ h(x)⊖t

x

ρ(ξ)dh(ξ)

]
ϕ[h(x)⊖ t] . (2.13)

Äëÿ ýòèõ ñåìåéñòâ àíàëîãè÷íî T+
h,ρ äîêàçûâàåòñÿ
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Òåîðåìà 2.2. Îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî (2.13) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëó-

ãðóïïîé äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå L−
p,ω,h,g è óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå

‖T−(t)‖−p,ω,h,d ≤ exp

(
−ω
p
t

)
. (2.14)

Åå ãåíåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð A−
h,p, çàäàííûé âûðàæåíèåì

D−
h,ρϕ = −dϕ(x)

dh(x)
− ρ(x)ϕ(x) . (2.15)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A−
h,ρ) = {ϕ ∈ L−

p,ω,h,g,D
−
h,ρϕ ∈−

p,ω,h,g}.

�3. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåð.

1. Åñëè îïåðàòîð A+
h,ρ çàäàí âûðàæåíèåì (2.11), ρ(x) = µ · h(x), µ ≥ 0, òî ïðîèçâî-

äÿùàÿ åãî ïîëóãðóïïà èìååò âèä

T+
h (t)ϕ(x) =

(
h(x)

h(x) + t

)µ

ϕ[h−1(h(x) + t)] . (3.1)

Îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé â ïðîñòðàíñòâå L+
p,ω,h,g ñ íîðìîé (2.1).

2. Åñëè x ∈ (−∞,∞), h(x) = x, µ = 0, òî èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî T+
h (t)ϕ(x) = ϕ(x + t)

ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå L+
p,ω ñ íîðìîé

‖ϕ‖+ =

[∫ ∞

−∞

eωxg(x)|ϕ(x)|pdx
] 1

p

. (3.2)

Àíàëîãè÷íî, ïîëóãðóïïà ëåâûõ ñäâèãîâ T−
h (t)ϕ(x) = ϕ(x− t) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðå-

ðûâíîé â ïðîñòðàíñòâàõ L−
p,ω,h,g ñ íîðìîé

‖ϕ‖− =

[∫ ∞

−∞

e−ωxg(x)|ϕ(x)|pdx
] 1

p

. (3.3)

Çäåñü ω > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ω = 0 ýòè �àêòû íå ñïðàâåäëèâû.

3. Åñëè â (3.1), (a, b) = (0,∞), µ > 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóãðóïïà èìååò âèä

T+
h,ρ(t)ϕ(x) =

(
x

x+ t

)µ

ϕ(x+ t) . (3.4)

4. Ïîëóãðóïïû Àäàìàðà. Åñëè (a, b) = (0,∞), h(x) = ln x, µ = 0, òî ïîëóãðóïïû èìåþò

âèä
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T+
h (t)ϕ(x) = ϕ(xet) , (3.5)

T−
h (t)ϕ(x) = ϕ(xe−t) . (3.6)

Ýòè ïîëóãðóïïû ñèëüíî íåïðåðûâíû â ïðîñòðàíñòâàõ T ñ íîðìàìè:

‖ϕ‖+ =

[∫ ∞

0

xω|ϕ(x)|pdx
] 1

p

, ω > 0 , (3.7)

‖ϕ‖− =

[∫ ∞

0

x−ω|ϕ(x)|pdx
] 1

p

, ω > 0 , (3.8)

Ïðîèçâîäÿùèìè îïåðàòîðàìè ýòèõ ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû: A+
α , àäàííûé

âûðàæåíèåì D+
uϕ = x

dϕ

dx
, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A+

α ) = {ϕ ∈ L+
ω,p, D

+ϕ ∈ L+
ω,p}

è ñîîòâåòñòâåííî A−
u , çàäàííûé âûðàæåíèåì D−

uϕ = −xdϕ
dx

, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A−
α ) = {ϕ ∈ L+

ω,p, D
−ϕ ∈ L−

ω,p}
Ñëåäóÿ [5℄ ýòè îïåðàòîðû ìû íàçûâàåì îïåðàòîðàìè Àäàìàðà, à ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîëóãðóïïû � ïîëóãðóïïàìè Àäàìàðà.

5. �èïåðáîëè÷åñêèå ïîëóãðóïïû. Åñëè (a, b) = (0, 1), h(x) =
1

2
ln

(
x+ 1

1− x

)
, µ = 0, òî

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ïîëóãðóïïó

Th(t)ϕ(x) = ϕ

(
x+ t

1 + xt

)
, (3.9)

êîòîðàÿ â [10℄, ñ. 275 íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîëóãðóïïà ñèëüíî-íåïðåðûâíà â ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñ íîðìîé

ϕ‖ω,p =
[∫ 1

0

(
x+ 1

1− x

)ω
2

|ϕ(x)|pdx
] 1

p

. (3.10)

�4. �åøåíèå çàäà÷è (0.4)-(0.5)

Â ïðåäïîëîæåíèè α(t) > 0, γ(t) ≥ 0, h′(t) = α(t), ρ(t) = γ(t)/α(t) áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü äâà âèäà óðàâíåíèÿ (0.4).

∂2u+(t, x)

∂x2
= −∂u+(t, x)

∂h(t)
+ ρ(t)u(t, x) , (4.1)

∂2u−(t, x)

∂x2
= −∂u−(t, x)

∂h(t)
+ ρ(t)u(t, x) , (4.2)

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïàðàìåòðû t è x, óðàâíåíèÿ (4.1) è (4.2) çàïèøåì â âèäå

∂2u+
∂t2

= −D+
h,ρu+(t, x) , (4.3)
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∂2u−
∂t2

− = −D−
h,ρu−(t, x) , (4.4)

Ïðè ýòîì êðàåâûå óñëîâèÿ (4.5) ïðèíèìàþò âèä

u±(0, x) = u0(x); u±(∞, x) = 0 . (4.5)

Ñ÷èòàÿ u±(t, x) âåêòîðíîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè u±(t) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ
L+
p,ω,h,g èëè L−

p,ω,h,g ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî çàïèñàòü çàäà÷è (4.3)-(4.5) â îïåðàòîðíîé

�îðìå

d2u±
dt2

= A+u±(t) , (4.6)

u±(0) = u0, u0 ∈ L+
p,ω,h,g

â ïðîñòðàíñòâàõ L+
p,ω,h,g(L

+
p,ω,h,g), òî èç òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü t0 ∈ (a, b), h(t) =
∫ t

t0
α(s)ds, ρ(t) = γ(t)/α(t), òîãäà:

1) äëÿ êàæäîãî u0 ∈ L+
p,ω,h,g ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(4.3)-(4.5), è îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

u+(t) = T+
h,ρ[t,−(A+

h,ρ)
1
2 ]u0 =

t

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
− t2

4s

)
T+
h,ρ(s,−A+

h,ρ)u0ds ; (4.7)

2) äëÿ êàæäîãî u0 ∈ L−
p,ω,h,g ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(4.4)-(4.5), è îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

u−(t) = T−
h,ρ[t,−(A−

h,ρ)
1
2 ]u0 =

t

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
− t2

4s

)
T−
h,ρ(s,−A−

h,ρ)u0ds . (4.8)

Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ê îáîçíà÷åíèÿì óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) è âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷àì

(4.1)-(4.3), (4.2)-(4.3), ïîëó÷àåì èõ ðåøåíèÿ

u+(t, x) =
x

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
−x

2

4s

)
T+(s,−A+

h,ρ)u0(t)ds =

=
x

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
−x

2

4s

)
exp

[∫ x

h(x)⊕s

ρ(ξ)dh(ξ)

]
u0[h

−(h(s) + x)]ds , (4.9)

u−(t, x) =
x

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
−x

2

4s

)
T−(s,−A−

h,ρ)u0(t)ds =

=
x

2
√
π

∫ ∞

0

s−
3
2 exp

(
−x

2

4s

)
exp

[∫ h(x)⊖s

x

ρ(ξ)dh(ξ)

]
u0[h

−(h(s)− x)]ds . (4.10)

Èç (4.9) è (4.10), â ÷àñòíîñòè ñëåäóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåïëîâûõ

ïîòîêîâ

q+(t) =
∂u+
∂x

∣∣∣∣
x=0

= −(A+
ρ,h)

1
2u0(t) , (4.11)
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q−(t) =
∂u−
∂x

∣∣∣∣
x=0

= −(A−
ρ,h)

1
2u0(t) , (4.12)

Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé çàìåòêå ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå h(x) = x, ρ(x) ≡ 0, êîãäà T ± (t)ϕ(x) = ϕ(x ± t)

� ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ, à îïåðàòîðû (−A±)
1
2
îïðåäåëÿþòñÿ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè
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ABOUT WELL-POSED SOLVABILITY OF SOME NONSTATIONARY

PROBLEMS WITHOUT INITIAL CONDITIONS

A.V. Kostin, M.V. Mukovnin, M.H. Geem

Voronezh State University,

Universitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394000, Russia, e-mail: leshakostin�mail.ru

Abstra
t. It is established well-posed solvability of a Hadamard nonstationary problem for one-

dimensional heat equation, referred to the problem without initial 
onditions. This requires to �nd

the derivative of the temperature at the spatial variable Whi
h des
ribes the variable of heat �ow

at the boundary of matter. Studying of these problems is known lead to the using of me
hanism of

fra
tional integro-di�erentiation. However, in general, the results are obtained 
on
ern only with the

questions of existen
e solutions and its integral-di�erential 
on
epts. The question of the stability

solution on the initial data whi
h requires using an appropriate metri
 spa
es in su
h works is

not dis
ussed. In this paper, these problems are solved by using the theory of strongly 
ontinuous

semigroups of linear transformations in spe
ial fun
tional spa
es.

Key words: heat- and mass-transfer, time-dependent problems, well-posed solvability, strongly


ontinuous semigroups, fra
tional powers of operators.
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Ê ÒÅÎ�ÈÈ ÑÏÅÊÒ�À 2×2- �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â.Â. Êîðíèåíêî, Ä.Â. Êîðíèåíêî

Åëåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È.À. Áóíèíà,

óë. Êîììóíàðîâ, 28, Åëåö, 399770, �îññèÿ, e-mail: v_v_kornien�mail.ru, dmkornienko�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Äëÿ çàìêíóòûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L : Ht,x → Ht,x, ïîðîæ-
ä¼ííûõ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà èçó÷åíû ñïåêòðû:

CσL = RσL � ïóñòîå ìíîæåñòâî; òî÷å÷íûé ñïåêòð PσL ðàñïîëàãàåòñÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ñîáñòâåí-

íûå âåêòîð-�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé

ñèñòåìû ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè âåêòîð-�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóþò áàçèñ �èññà, íå ÿâëÿþ-

ùèìñÿ îðòîãîíàëüíûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Ht,x.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, ãðàíè÷íûå çàäà÷è, çàìêíóòûå îïåðàòîðû,

ñïåêòð, áàçèñ, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, áàçèñ �èññà.

�àáîòà àâòîðîâ ïîñâÿùåíà ñðàâíèòåëüíîìó èçó÷åíèþ è îïèñ�àíèþ ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííûõ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêîé ñèñòåìû (1) áåç ¾ìëàäøèõ ÷ëåíîâ¿ âèäà





∂2u1

∂t2
+
∂2u2

∂x2
= λu1 + f 1,

∂2u2

∂t2
+
∂2u1

∂x2
= λu2 + f 2,

(1)

è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (2) ñ ¾ìëàäøèìè ÷ëåíàìè¿, ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåí-

íûì t è x 



∂2u1

∂t2
+
∂2u2

∂x2
+
∂u2

∂x
+
∂u1

∂t
= λu1 + f 1,

∂2u2

∂t2
+
∂2u1

∂x2
+
∂u1

∂x
+
∂u1

∂t
= λu2 + f 2,

(2)

ðàññìàòðèâàåìûõ â çàìûêàíèè Vt,x îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωt,x = (0; π)2 åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà R2

t,x. Ïðèñîåäèíèâ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé (1) è (2) óñëîâèå Äèðèõëå

u
∂Ωt,x

= 0 (3)

ïîëó÷èì äâå ãðàíè÷íûå çàäà÷è: çàäà÷ó (1), (3) è çàäà÷ó (2), (3).

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì [1℄ è áîëåå îáùèõ, òàê íàçûâàåìûõ ñèììåòðè÷íûõ [2℄ è

íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì, èìååòñÿ ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïèñàíèþ

ïðàâèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [3℄.
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Îïèñàíèþ ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà ïî âûäåëåííîé ïåðåìåííîé t ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ áîëåå äâóõ ïîñâÿùåíà

ðàáîòà [4℄.

Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïðîñòåéøåé ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â ¾ëèíçîîáðàçíîé îáëàñòè¿, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3℄. Îä-

íàêî, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èíîãî òèïà ïðè

÷èñëå ïåðåìåííûõ áîëüøå äâóõ ïî÷òè íå èçó÷åíû. Ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè çà-

ìêíóòûõ îïåðàòîðîâ ïîäðîáíî èçëîæåíû â êíèãàõ [5℄, [6℄ [7℄. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çà-

äà÷è Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíî-

îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [8℄, [9℄, [10℄. Òàêæå, êàê è â ðàáîòàõ [9℄, [10℄

ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) è (3) äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü ãèïåð-

áîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïåðâîãî òèïà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè. �èïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé

âòîðîãî òèïà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ñèñòåìà âèäà





−∂
2u1

∂t2
− ∂2u2

∂x2
− ∂u2

∂x
= λu1 + f 1 ,

∂2u2

∂t2
+
∂2u1

∂x2
+
∂u1

∂x
= λu2 + f 2 ,

(4)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (4) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (2) (äëÿ λ = 0) â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå: ïîñëå óìíîæåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2) íà −1 è �îðìàëüíîé çàìåíû −f 1

íà f 1
(â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè), ïîëó÷àåì ñèñòåìó (4). Ýòè ðàññóæäåíèÿ

íàâîäÿò íà ìûñëü î ñîâïàäåíèè ñâîéñòâ ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äàííûõ ñè-

ñòåì áåçîòíîñèòåëüíî ê óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþùèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó. Îäíàêî, èññëåäî-

âàíèÿ â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïåêòðàëüíûå

ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íû; îíè â íåêîòîðîì

ñìûñëå àíàëîãè÷íû òåì îòëè÷èÿì, êîòîðûå ïðîÿâèëèñü ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñëàáîé èð-

ðåãóëÿðíîñòè ñèëüíîé â ðàáîòå [12℄, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â [8℄.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ei = (δ1i δ
2
i )

ò

, i = 1, 2; îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà E2
2 âåêòîð-ñòîëáöîâ, à ÷åðåç U2

2� óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ u =
u1e1 + u2e2; u

k ∈ C; k = 1, 2; ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u, v; U2
2) = u1v1 + u2v2.

Ïóñòü H2
t,x = L2

2 (Vt,x) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-

�óíêöèé u : Vt,x → C2, íîðìà â êîòîðîì çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

∣∣u;H2
t,x

∣∣2 =
∫∫

Vt,x

∣∣u(τ, ξ); U2
2

∣∣2 dτ dξ.

Ïóñòü òàêæå D � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ãëàäêèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-�óíêöèé

u = u(t, x), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó C
(
Ωt,x

)
∩ C(2) (Ωt,x) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-

ÿì (3).

Îïèøåì âíà÷àëå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî òèïà áåç

ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

�èïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Îáîçíà÷àÿ ñèìâîëîì L̃ îïå-

ðàòîð, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (1), ïîëó÷àåì ãèïåðáîëè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; ýòîò
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îïåðàòîð íå çàìêíóò. Ïðèìåíÿÿ â H2
t,x ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó çàìûêàíèÿ, ïîëó÷àåì

çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå L îïåðàòîðà L̃. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð

L : H2
t,x → H2

t,x ïîðîæä¼í çàäà÷åé (1), (3). Èçó÷èì åãî ñïåêòð è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîð-�óíêöèé. �îâîðÿ î ñïåêòðå çàìêíóòîãî îïåðàòîðà, ìû ñëåäóåì

òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â ìîíîãðà�èÿõ [5, ñ. 25℄, [7, ñ. 620℄. �åçîëüâåíòíîå ìíîæå-

ñòâî, ñïåêòð, òî÷å÷íûé ñïåêòð, íåïðåðûâíûé ñïåêòð è îñòàòî÷íûé ñïåêòð îïåðàòîðà L
îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ρL, σL, PσL, CσL è RσL ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íî òàêæå, êàê è â

ðàáîòå [11℄ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð σL îïåðàòîðà L, ïîðîæä¼ííîãî çàäà÷åé (1), (3), ñîñòîèò èç

çàìûêàíèÿ PσL íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åãî òî÷å÷íîãî ñïåêòðà PσL. Ìíîæåñòâî

CσL = σL \ PσL îáðàçóåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L. Òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðà-

òîðà L äà¼òñÿ �îðìóëîé

λm,k,s = −k2 + (−1)ms2; m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N . (5)

Ñîáñòâåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ îïåðàòîðà L, ïðèíàäëåæàùàÿ åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ (5), ïðåäñòàâèìà â âèäå

um,k,s(t, x) =

√
2

π

(
e1 + (−1)m+1e2

)
sin(kt) sin(sx) .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t, x) : m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N} ñîáñòâåííûõ âåêòîð-

�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H2
t,x.

� Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

um,k,s(t) =
1√
π
sin(kt)(e1 + (−1)me2)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è îðòîíîðìèðîâàííîé â H2
t = Ht⊕Ht, Ht = L2[0, π] è âîñïîëüçîâàòüñÿ

äîêàçàííîì â [9℄ ïðåäñòàâëåíèåì Ht,x â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

ïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ht è Hx, òî åñòü �îðìóëîé Ht,x = H2
t ⊗Hx, ãäå

Hx = L2[0, π]. �

�èïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè. Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L̃ îïåðàòîð, îáëà-

ñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé

÷àñòüþ (2), ïîëó÷àåì ãèïåðáîëè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; ýòîò îïåðàòîð íå

çàìêíóò. Ïðèìåíÿÿ âH2
t,x ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó çàìûêàíèÿ, ïîëó÷àåì çàìêíóòîå ðàñ-

øèðåíèå L îïåðàòîðà L̃. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð L : H2
t,x → H2

t,x

ïîðîæä¼í çàäà÷åé (2), (3). Èçó÷èì åãî ñïåêòð è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà åãî ñîáñòâåííûõ

âåêòîð-�óíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ñïåêòð σL îïåðàòîðà L, ïîðîæä¼ííîãî çàäà÷åé (2), (3) ñîñòîèò èç

çàìûêàíèÿ PσL íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åãî òî÷å÷íîãî ñïåêòðà PσL. Ìíîæåñòâî
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CσL = σL \ PσL îáðàçóåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L. Òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðà-

òîðà L äà¼òñÿ �îðìóëîé

λm,k,s = −1

4
+ (−1)mλs − 4k2; λs = −1

4
− s2

2
; m = 1, 2; k ∈ Z; s ∈ Z . (6)

Ñîáñòâåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ îïåðàòîðà L, ïðèíàäëåæàùàÿ åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ (6), ïðåäñòàâèìà â âèäå:

um,k,s(t, x) = e
x
2 sin x

(
e1 − (−1)me2

)
e−

t
2 ei2kt . (7)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t, x) : m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N} ñîáñòâåííûõ âåêòîð-

�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ �èññà â ïðîñòðàíñòâå H2
t,x.

� Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t) : m = 1, 2; k ∈ N} âåêòîð-
�óíêöèé

um,k(t) = e
t
2 ei2kt(e1 + (−1)me2) (8)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èññà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H
2
t = Ht ⊕Ht ,

Ht = L2[0, π], è âîñïîëüçîâàòüñÿ, äîêàçàííûì â [9℄, ïðåäñòàâëåíèåì ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H2
t,x â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H2

t è Hx, òî
åñòü �îðìóëîé H2

t,x = H2
t ⊗Hx, ãäå Hx = L2[0, π]. �
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Abstra
t. For 
losed di�erential operators L : Ht,x → Ht,x, generated by the Diri
hlet problem

onne
ted with hyperboli
 systems of se
ond-order, following spe
tra are studied: CσL = RσL is

empty set; point spe
trum of PσL is lo
ated on the real line in the 
omplex plane C. In the 
ase

of a hyperboli
 system without the minor terms eigenve
tor-fun
tion of the operator L form an

orthogonal basis. In the 
ase of a hyperboli
 system with minor terms of the ve
tor-valued fun
tion

of the operator L form the Riesz basis, being non-orthogonal in the Hilbert spa
e Ht,x.

Key words: hyperboli
 systems, boundary-value problems, 
losed operators, spe
trum, basis,

orthogonal basis, basis Riesz.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àþòñÿ �óíêöèîíàëû îò �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, çàâèñÿùèå

îò çíà÷åíèÿ �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ â �èêñèðîâàííîé òî÷êå. Â ðàáîòå ïàðàìåòðè÷åñêèì

ìåòîäîì óñòàíîâëåíû óïðàâëÿþùèå �óíêöèè â óðàâíåíèè Ë¼âíåðà, ïðèâîäÿùèå ê ãðàíè÷íûì

�óíêöèÿì, ñâÿçàííûì ñ òàêèìè �óíêöèîíàëàìè íà êëàññå ãîëîìîð�íûõ îäíîëèñòíûõ â êðóãå

p-ñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:�óíêöèîíàëû, ãðàíè÷íûå �óíêöèè, óïðàâëÿþùèå �óíêöèè, óðàâíåíèå

Ë¼âíåðà.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü Sp, p = 1, 2, . . . � êëàññ ãîëîìîð�íûõ îäíîëèñòíûõ â êðóãå

E = {z : |z| < 1} �óíêöèé f (z) = z + . . ., îòîáðàæàþùèõ E íà îáëàñòè, èìåþùèå p-
êðàòíóþ ñèììåòðèþ âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ò.å. òàêèõ ÷òî

f
(
ei

2πk
p z
)
= ei

2πk
p f (z) , k = 1, 2, . . . , p− 1.

Ïëîòíûé ïîäêëàññ êëàññà Sp îáðàçóþò �óíêöèè f (z) = lim
τ→∞

eτζ (z, τ), ãäå ζ (z, τ) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà

dζ (z, τ)

dτ
= −ζ (z, τ) µ

p (τ) + ζp (z, τ)

µp (τ)− ζp (z, τ)
, ζ (z, 0) = z, |z| < 1, 0 ≤ τ <∞ , (1)

â êîòîðîì óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ µ (τ) , |µ (τ)| = 1, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èëè êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé íà [0,∞).

Ôóíêöèîíàëû, çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèÿ �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ â �èêñèðîâàííîé

òî÷êå îáëàñòè çàäàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ

çàäà÷àõ, ãëàâíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé òàêèõ �óíêöè-

îíàëîâ. Ïîäîáíûå �óíêöèîíàëû èçó÷àëèñü Ë. Áèáåðáàõîì, �.Ì. �îëóçèíûì, È.Å. Áà-

çèëåâè÷åì, Ï.Ï. Êó�àðåâûì, Í.À. Ëåáåäåâûì, È.À. Àëåêñàíäðîâûì è äðóãèìè.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îá îïèñàíèè óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé â óðàâíåíèè Ë¼â-

íåðà, ïðèâîäÿùèõ ê �óíêöèÿì, âíîñÿùèì ãðàíè÷íûå òî÷êè â îáëàñòü çíà÷åíèé ýòèõ

�óíêöèîíàëîâ. Òàêèå µ (τ) ìû íàçûâàåì ýêñòðåìàëüíûìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíêöèîíàëû

I1 (f, z) = ln

∣∣∣∣
f (z)

z

∣∣∣∣ , I2 (f, z) = ln

∣∣∣∣
zf ′ (z)

f (z)

∣∣∣∣ , I3 (f, z) = ln |f ′ (z)|
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íà êëàññå Sp, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì íàõîäÿòñÿ ýêñòðåìàëüíûå óïðàâ-

ëÿþùèå �óíêöèè µ (τ) â óðàâíåíèè (1). Äëÿ �óíêöèîíàëîâ I1, I3 ýêñòðåìàëüíûå óïðàâ-
ëÿþùèå �óíêöèè óæå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [1℄-[3℄. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ [4℄, [5℄

áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå µ (τ) äëÿ arg f ′ (z) íà êëàññàõ S = S1 è Sp, p = 2, 3, . . .
.

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ �óíêöèîíàëîâ. Èç óðàâíåíèÿ (1) èìååì

1

ζ

dζ

dτ
= −1− 2ζp

µp − ζp
⇒ d (ln eτζ)

dτ
= − 2ζp

µp − ζp
. (2)

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (2) ïî z, è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ζ ′ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

ζ (z, τ) ïî z, áóäåì èìåòü

d

dτ
ln
ζ ′

ζ
= − 2pζpµp

(µp − ζp)2
. (3)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâà (2) è (3) ïî τ, 0 ≤ τ <∞, ïîëó÷èì

ln
f (z)

z
= −2

∫ ∞

0

ζp (z, τ)

µp (τ)− ζp (z, τ)
dτ (4)

è

ln
zf ′ (z)

f (z)
= −2p

∫ ∞

0

µp (τ) ζp (z, τ)

(µp (τ)− ζp (z, τ))2
dτ , (5)

ãäå f (z) ∈ Sp.

Ìíîæåñòâà çíà÷åíèé �óíêöèîíàëîâ ln f(z)
z

è ln zf ′(z)
f(z)

íå çàâèñÿò îò arg z, ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z = r, 0 < r < 1.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

|ζ (r, τ)| = ρ (r, τ) , ζ (r, τ) µ̄ (τ) = ρ (r, τ) y (r, τ) (6)

è çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

d ln ζ (r, τ)

dτ
= −1 + ρp (r, τ) yp (r, τ)

1− ρp (r, τ) yp (r, τ)
,

îòêóäà ïîëó÷àåì

d ln ρ

dτ
= − 1− ρ2p

|1− ρpyp|2
, (7)

i
d arg ζ

dτ
= −ρ

p (yp − ȳp)

|1− ρpyp|2
. (8)

Èç �îðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ρ (τ) ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè÷¼ì ρ (r, 0) = r,
lim
τ→∞

ρ (r, τ) = 0.

Ïðåîáðàçóåì �óíêöèîíàëû (4) è (5) ïðè z = r, ïðèìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ (6). Ïîëó÷èì
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ln
f (r)

r
= −2

∫ ∞

0

ρp (r, τ) yp (r, τ)

1− ρp (r, τ) yp (r, τ)
dτ ,

ln
rf ′ (r)

f (r)
= −2p

∫ ∞

0

ρp (r, τ) yp (r, τ)

(1− ρp (r, τ) yp (r, τ))2
dτ .

Çàìåíèì â ýòèõ èíòåãðàëàõ τ íà ρ, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (7). Òîãäà

ln
f (z)

z
= 2

∫ r

0

ρp−1yp

1− ρpyp
· − |1− ρpyp|2

1− ρ2p
dρ = −2

∫ r

0

ρp−1yp (1− ρpȳp)

1− ρ2p
dρ =

= −2

∫ r

0

yp
ρp−1dρ

1− ρ2p
− 1

p
ln
(
1− r2p

)
,

ln
rf ′ (r)

f (r)
= −2p

∫ r

0

(yp − ρp) ρp−1

(1− ρpyp) (1− ρ2p)
dρ .

Âìåñòî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèè y (r, ρ) , |y (r, ρ)| = 1 , 0 ≤ ρ ≤ r, ââåä¼ì

âåùåñòâåííîçíà÷íóþ �óíêöèþ t (r, ρ), òàêóþ ÷òî y =

(
i+ t

i− t

)1/p

. Êðîìå òîãî, â ïîëó-

÷åííûõ èíòåãðàëàõ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ ρ =

(
1− s

1 + s

)1/p

. Áóäåì èìåòü

ln
f (r)

r
=

1

p

∫ 1

σ

t2 − 1

t2 + 1

ds

s
− 1

p
ln
(
1− r2p

)
+

2i

p

∫ 1

σ

t

t2 + 1

ds

s
,

ln
rf ′ (r)

f (r)
=

∫ 1

σ

t2 − s2

t2 + s2
ds

s
+ 2i

∫ 1

σ

ts

t2 + s2
ds

s
,

ãäå σ =
1− rp

1 + rp
. Òàêèì îáðàçîì,

I1 (f, r) = ln

∣∣∣∣
f (r)

r

∣∣∣∣ =
∫ 1

σ

g1 (s, t) ds−
1

p
ln
(
1− r2p

)
, (9)

ãäå g1 (s, t) =
t2 − 1

t2 + 1

1

ps
,

I2 (f, r) = ln

∣∣∣∣
rf ′ (r)

f (r)

∣∣∣∣ =
∫ 1

σ

g2 (s, t) ds, (10)

ãäå g2 (s, t) =
t2 − s2

t2 + s2
1

s
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

I3 (f, r) = ln |f ′ (r)| =
∫ 1

σ

g3 (s, t) ds−
1

p
ln
(
1− r2p

)
, (11)

ãäå g3 (s, t) = g1 (s, t) + g2 (s, t).
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3. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëîâ. Êàæäîå èç óðàâíåíèé (gi)
′

t =
0 , i = 1, 2, 3, äà¼ò t (s) = 0 è t (s) = ∞.

Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå â (9)-(11) ïðè t (s) = 0, ïîëó÷àåì

I1 = ln
1

(1 + rp)2/p
, I2 = ln

1− rp

1 + rp
, I3 = ln

1− rp

(1 + rp)1+2/p
.

Òî åñòü ïðè t (s) = 0 �óíêöèîíàëû I1 , I2 , I3 äîñòèãàþò ñâîèõ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé
[4℄. Âû÷èñëèâ òåïåðü èíòåãðàëû â (9)-(11) ïðè t (s) = ∞, íàõîäèì çíà÷åíèÿ �óíêöèî-

íàëîâ

I1 = ln
1

(1− rp)2/p
, I2 = ln

1 + rp

1− rp
, I3 = ln

1 + rp

(1− rp)1+2/p
,

ÿâëÿþùèåñÿ ìàêñèìàëüíûìè [4℄.

4. Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ. Âîññòàíîâèì óïðàâëÿþùèå �óíêöèè µ (τ), ïðè-
âîäÿùèå ê ìèíèìóìàì �óíêöèîíàëîâ I1 , I2 , I3.

Áåð¼ì t = 0, ñëåäîâàòåëüíî y = 1
1/p
. Ïðè òàêîì y óðàâíåíèå (8) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d arg ζ (r, τ)

dτ
= 0 , arg ζ (r, 0) = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, arg ζ (r, τ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ζ (r, τ) = ρ (r, τ), è èç �îðìóë (6) íàõî-

äèì µ̄ = 1
1/p
. Çíà÷èò, µ = 1

1/p
� ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëÿþùèå �óíêöèè, äîñòàâëÿþùèå

ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëàì I1 , I2 , I3.
Íàéä¼ì òåïåðü �óíêöèè µ (τ), ïðèâîäÿùèå ê ìàêñèìóìàì �óíêöèîíàëîâ I1 , I2 , I3.

Ïðè t = ∞ èìååì y = (−1)
1/p
, è óðàâíåíèå (8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì arg ζ (r, 0) = 0

äà¼ò arg ζ (r, τ) = 0 . Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (6), íàõîäèì, ÷òî µ = (−1)
1/p

- ýêñòðåìàëü-

íûå óïðàâëÿþùèå �óíêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì �óíêöèîíàëîâ

I1 , I2 , I3.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëÿþùèå �óíêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ìèíèìàëüíûì çíà-

÷åíèÿì �óíêöèîíàëîâ I1 (f, z) = ln |f (z)/z| , I2 (f, z) = ln |zf ′ (z)/f (z)| , I3 (f, z) =

ln |f ′ (z)|, ãäå f (z) ∈ Sp , p = 1, 2, . . ., èìåþò âèä µ = 1
1/p
. Ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëÿþ-

ùèå �óíêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ýòèõ �óíêöèîíàëîâ, èìåþò âèä

µ = (−1)
1/p
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå Ë¼âíåðà (1) ñ óïðàâëåíèåì µ = 1
1/p
, íàõîäèì

ζ (z, τ) =




(
1−

√
1− 4K1 (z) e−pτ

)2

4K1 (z) e−pτ




1
p

,

ãäå K1 (z) =
zp

(1 + zp)2
, è âûáèðàåì îäíîçíà÷íóþ âåòâü �óíêöèè ζ â ñîîòâåòñòâèè ñ



48 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37

óñëîâèåì ζ (z, τ) = e−τz + . . . . Ôóíêöèÿ f (z) = lim
τ→∞

eτζ (z, τ) =
z

(1 + zp)
2/p

ÿâëÿåòñÿ

ãðàíè÷íîé äëÿ �óíêöèîíàëîâ I1 , I2 , I3 íà êëàññå Sp, íà êîòîðîé äàííûå �óíêöèîíàëû

äîñòèãàþò ñâîèõ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1) ñ µ = (−1)
1/p
, ïîëó÷àåì

ζ (z, τ) =




(
1−

√
1 + 4K2 (z) e−pτ

)2

4K2 (z) e−pτ




1/p

ãäå K2 (z) =
zp

(1− zp)2
. Îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ ζ (z, τ) = e−τz + . . . , äà¼ò �óíêöèþ f (z) =
z

(1− zp)
2/p

∈ Sp , íà êîòîðîé �óíê-

öèîíàëû I1 , I2 , I3 äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñèìóìîâ.

Ïðè p = 1 ïîëó÷àåì ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëÿþùèå �óíêöèè äëÿ �óíêöèîíàëîâ

I1 , I2 , I3 íà êëàññå S.

5. Çàêëþ÷åíèå. Îáëàñòü çíà÷åíèé ëþáîãî �óíêöèîíàëà, çàâèñÿùåãî îò f (z) è
f ′ (z), f (z) ∈ Sp , ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì îáëàñòè çíà÷åíèé

ñèñòåìû �óíêöèîíàëîâ

{
ln

∣∣∣∣
f (z)

z

∣∣∣∣ , arg
f (z)

z
, ln

∣∣∣∣
zf ′ (z)

f (z)

∣∣∣∣ , arg
zf ′ (z)

f (z)

}
, f ∈ Sp .

Èññëåäîâàíèÿ ïî îïèñàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé, ïðîâåä¼ííûå â äàí-

íîé ðàáîòå, ïðîäîëæàþòñÿ â îòíîøåíèè îñòàâøèõñÿ �óíêöèîíàëîâ ñèñòåìû. Ïîëó÷åí-

íûé ðåçóëüòàò ðàçâèâàåò ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìå-

òîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû äâà îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà âåêòîðîâ â áàíàõîâûõ L1(R)-
ìîäóëÿõ è äîêàçàíà èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð Áåðëèíãà âåêòîðà, ëîêàëüíûé ñïåêòð âåêòîðà, áàíàõîâ ìîäóëü.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EndX � áàíàõîâà àë-

ãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X .
Ïóñòü L1(R) � áàíàõîâà àëãåáðà èçìåðèìûõ ñóììèðóåìûõ íà R (êëàññîâ) êîìïëåêñíî-

çíà÷íûõ �óíêöèé ñî ñâåðòêîé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ, àW 1
1 (R) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Ñîáîëåâà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç L1(R), èìåþùèõ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Çàäàäèì íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñòðóêòóðó áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ
ñ ïîìîùüþ èçîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T : R → EndX , ïîðîæäàåìîãî ãåíåðàòîðîì
iA, ïî �îðìóëå

T (f)x = fx =

∫

R

f(t)T (−t)xdt .

Áàíàõîâ L1(R)-ìîäóëü X ñî ñòðóêòóðîé, ïîðîæäàåìîé ïðåäñòàâëåíèåì T , áóäåì îáî-

çíà÷àòü (X, T ). Îïåðàòîð A áóäåì òàêæå íàçûâàòü ãåíåðàòîðîì L1(R)-ìîäóëÿ (X, T ).
Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû áàíàõîâ ìîäóëü (X, T ) áûë íåâûðîæäåííûì, ò.å. äëÿ âñåõ

f ∈ L1(R) èç ðàâåíñòâà fx = 0 ñëåäîâàëî, ÷òî x = 0. Ïóñòü S : R → EndL1(R) - èçîìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ ñäâèãà íà ïðîñòðàíñòâå L1(R), äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé x ∈ L1(R) ïðèîáåòàþùàÿ âèä (S(t)x)(s) = x(t+ s) .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ñïåêòðà è ñïåêòðà

Áåðëèíãà âåêòîðîâ èç áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ, ïåðå÷èñëåíû ñâîéñòâà è äîêàçàíà èõ ýê-

âèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ ñïåêòðîâ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â [1, ãëàâà 1.5℄.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áàíàõîâà ìîäóëÿ (X, T ) ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà:

1. Äëÿ âñåõ x ∈ X , f ∈ L1(R), t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T (t)(fx) = (S(t)f)x =
f(T (t)x) .

2. Äëÿ âñåõ x ∈ X è f ∈ L1(R) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖fx‖ ≤ ‖f‖1‖x‖, ãäå ‖ · ‖1 -
íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L1(R).

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 13-01-00378, 14-01-31196) è �ÍÔ

(ïðîåêò � 14-21-00066).
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Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèå f 7→ T (f) : L1(R) → EndX ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì àëãåáð

L1(R) è EndX .

� Ëèíåéíîñòü äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà. Äîêàæåì,

÷òî T (f ∗ g) = T (f)T (g) äëÿ âñåõ f, g ∈ L1(R). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îïåðàòîð T (f ∗ g)
íà íåêîòîðîì âåêòîðå x ∈ X .

T (f ∗ g)x =

∫

R

(f ∗ g)(t)T (−t)xdt =
∫

R





∫

R

f(s)g(t− s)ds



T (−t)xdt =

=

∫

R





∫

R

f(s)T (−s)g(t− s)T (−t+ s)xds



 dt =

=

∫

R

f(s)T (−s)





∫

R

g(t− s)T (−t + s)xdt



 ds = T (f)T (g) ,

ãäå èçìåíåí ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè

2. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà Áåðëèíãà.

Èñïîëüçóåìûå äàëåå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èç ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ìîäóëåé ìîæíî

íàéòè â [1�4℄.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñïåêòðîì Á¼ðëèíãà ïîäìíîæåñòâà M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Λ(M) = Λ(M,T ) ⊂ R, ÿâëÿþùååñÿ äîïîëíåíèåì â R ê ìíîæåñòâó

{
λ ∈ R : ñóùåñòâóåò f ∈ L1(R) ñî ñâîéñòâîì f̂(λ) 6= 0 òàêîå,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈M ñïðàâåäëèâî fx = 0} .
Åñëè M = {x}, òî áóäåì îáîçíà÷àòü Λ(M,T ) = Λ(x, T ) = Λ(x), ïðè÷åì

Λ(x) =
{
λ ∈ R : äëÿ âñåõ f ∈ L1(R) ñî ñâîéñòâîì f̂(λ) 6= 0 ñïðàâåäëèâî fx 6= 0

}
.

Ìíîæåñòâî Λ(x) áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì Áåðëèíãà âåêòîðà x.

Ëåììà 2.Ìíîæåñòâî Λ(M) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé èíâàðèàíòíîãî îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà äâóñòîðîííåãî çàìêíóòîãî èäåàëà I(M) = {f ∈ L1(R) : fx = 0 äëÿ âñåõ

x ∈ M}, ò.å. Λ(M) = {λ ∈ R : f̂(λ) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ I(M)} - îáùåå ìíîæåñòâî íóëåé

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �óíêöèé èç èäåàëà I(M).

� Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ0 ∈ Λ(M) èç òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî f ∈ L1(R)

è f̂(λ0) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî fx 6= 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ0 ∈ Λ(M) èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ L1(R), òàêèõ, ÷òî äëÿ

âñåõ x ∈M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî fx = 0, ñëåäóåò, ÷òî f̂(λ0) = 0.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî I(M) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãà äâóñòî-

ðîííèì çàìêíóòûì èäåàëîì â àëãåáðå L1(R). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f ∈
I(M). Ïîñêîëüêó äëÿ íåå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî fx = 0 äëÿ âñåõ x ∈M , òî äëÿ �óíêöèè

S(h)f , h ∈ R, ñïðàâåäëèâî

(S(h)f)x =

∫

R

(S(h)f)(t)T (−t)xdt =
∫

R

f(t)T (h− t)xdt = T (h)fx = 0 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

{fn}n∈N ⊂ I(M), ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè f0 ∈ L1(R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈M
áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖f0x‖ ≤ ‖fnx‖ + ‖(fn − f0)x‖ ≤ ‖fn − f0‖1‖x‖ , èç êîòîðîé, ñ
ó÷åòîì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}, ïîëó÷àåì, ÷òî f0x = 0. Òî, ÷òî I(M) - èäå-
àë, ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè ñâåðòêè è ðàâåíñòâà f(gx) = (f ∗g)x = (g ∗f)x = g(fx),
äëÿ ëþáûõ f ∈ I(M), g ∈ L1(R) è x ∈M . �

Äëÿ èäåàëà I(M) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Åñëè äëÿ âñÿêîãî λ ∈ R íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ I(M) òàêàÿ, ÷òî f̂(λ) 6= 0
è fx = 0, òî I(M) = L1(R).

�Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âèíåðà â [5, ãëàâà III.76℄

è ëåììû 2. �

Ëåììà 4. Ïóñòü (X, T ) - áàíàõîâ L1(R)-ìîäóëü. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1. Ñïåêòð Λ(M) çàìêíóò äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ X è Λ(M) = ∅ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà M = {0}.

2. Λ(Ax + By) ⊆ Λ(x) ∪ Λ(y) äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ A,B ∈ EndX , ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ

îïåðàòîðàìè T (f), f ∈ L1(R).

3. Λ(fx) ⊂ supp f̂ ∩ Λ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X , f ∈ L1(R).

4. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ L1(R) òàêîâà, ÷òî f̂ = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà

Λ(x), òî fx = 0.

5. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ L1(R) òàêîâà, ÷òî f̂ = 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà

Λ(x), òî fx = x.

6. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ L1(R) òàêîâà, ÷òî f̂(λ) = λ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà
Λ(x), òî fx = Ax.

7. Åñëè �óíêöèÿ fλ ∈ L1(R) òàêîâà, ÷òî f̂λ(z) = (z − λ)−1
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ìíîæåñòâà Λ(x) è λ /∈ Λ(x), òîãäà fλx = R(λ,A)x.

� 1. Ïîêàæåì, ÷òî äîïîëíåíèå ê ñïåêòðó Á¼ðëèíãà îòêðûòî. Ïóñòü λ0 ∈ Λ(M), òî-

ãäà ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ f ∈ L1(R) ñî ñâîéñòâîì f̂(λ0) 6= 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
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x ∈ M ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî fx = 0. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè èç

L1(R) íåïðåðûâíî, òî íàéäåííàÿ �óíêöèÿ f áóäåò èìåòü îòëè÷íîå îò íóëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà λ0 âõîäèò â
R\Λ(M) âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, R\Λ(M) îòêðûòî, à Λ(M)
� çàìêíóòî.

Ïóñòü Λ(M) = ∅. Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ ∈ R ñóùåñòâóåò f ∈ L1(R), òàêàÿ, ÷òî

f̂(λ) 6= 0, à fx = 0 äëÿ âñåõ x ∈M . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 2 è 3 èäåàë I(M) ñîâïàäàåò
ñ àëãåáðîé L1(R). Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî M =
{0}.

Îáðàòíî, åñëè x ∈ M = {0}, òî fx = 0 äëÿ âñåõ f ∈ L1(R). Òî åñòü, I(M) = L1(R) è

äëÿ âñåõ λ ∈ R íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f ∈ L1(R) ñî ñâîéñòâîì f̂(λ) 6= 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈M ñïðàâåäëèâî fx = 0. Òàêèì îáðàçîì, Λ(M) = ∅.

2. Ïóñòü λ /∈ Λ(A) ∪ Λ(B), òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå �óíêöèè f, g ∈ L1(R) òàêèå, ÷òî

f̂(λ) 6= 0, ĝ(λ) 6= 0 è fx = 0, gy = 0. Ïóñòü �óíêöèÿ h = f ∗ g, òîãäà ĥ(λ) = f̂(λ)ĝ(λ) 6= 0
è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

h(Ax+By) = hAx+ hBy = T (h)Ax+ T (h)By =

= AT (h)x+BT (h)y = A(f ∗ g)x+B(f ∗ g)y = Ag(fx) +Bf(gy) = 0 ,

òî åñòü, λ /∈ Λ(Ax+By).

3. Ïóñòü λ0 /∈ supp f̂ , òîãäà íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå, ÷òî (λ0 − δ, λ0 + δ) ∩ supp f̂ = ∅.
�àññìîòðèì �óíêöèþ g ∈ L1(R) òàêóþ, ÷òî supp ĝ ⊂ (λ0 − δ, λ0 + δ). Ñîãëàñíî ëåììå 1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(gx) = (f ∗ g)x = 0, ïîñêîëüêó f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ)ĝ(λ) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, λ0 /∈ Λ(fx).

Ïóñòü òåïåðü λ0 /∈ Λ(x). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g ∈ L1(R),
òàêàÿ, ÷òî ĝ(λ0) 6= 0 è gx = 0. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1 è ïîëó÷èì g(fx) = (f ∗ g)x =
f(gx) = 0, ò.å. λ0 /∈ Λ(fx).

4. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ äàííîé

ëåììû.

5. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå λ0 ∈ R. Åñëè λ0 /∈ Λ(x), òî íàéäåì òàêóþ �óíêöèþ

g ∈ L1(R), ÷òî ĝ(λ0) 6= 0, à gx = 0. Òîãäà g(fx−x) = f(gx)− gx = 0, ò.å. λ0 /∈ Λ(fx−x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ λ0 ∈ Λ(x) �óíêöèÿ f̂ ≡ 1 è äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè

g ∈ L1(R) òàêîé, ÷òî ĝ(λ0) 6= 0, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè f ∗ g− g ïðèíèìàåò âèä

f̂(λ)ĝ(λ)−ĝ(λ) = 0 äëÿ âñåõ λ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ(x). Òàêèì îáðàçîì,

ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, g(fx−x) = 0 è λ0 /∈ Λ(fx−x). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ

λ ∈ R λ /∈ Λ(fx− x), è, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ äàííîé ëåììû, fx− x = 0.

6. Ïóñòü f̂(λ) = λ íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U0(Λ(x)) = U0 ñïåêòðà Áåðëèíãà Λ(x)
âåêòîðà x. �àññìîòðèì �óíêöèþ g ∈ W 1

1 (R), òàêóþ, ÷òî ĝ ≡ −i íà U0. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ

ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

g′x =

∫

R

g′(t)T (−t)xdt = g(t)T (−t)x|+∞
−∞ + iA

∫

R

g(t)T (−t)xdt = iA(gx) .
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Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî g′x = iA(gx) = iA(−ix) = Ax . Íàïîì-
íèì, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �óíêöèè g ∈ L1(R) ñ ñóììèðóåìîé ïðîèçâîäíîé

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ĝ′(λ) = iλĝ(λ) . Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå U0 ñïåêòðà Áåð-

ëèíãà Λ(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ĝ′(λ) = iλĝ(λ) = λ . Ïîñêîëüêó f̂(λ) − ĝ(λ) = 0 â

îêðåñòíîñòè U0 ñïåêòðà Áåðëèíãà Λ(x), òî (f − g′)x = 0, è fx = g′x = Ax.

7. �àññìîòðèì �óíêöèþ fλ ∈ L1(R) òàêóþ, ÷òî f̂λ(z) = z−λ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(Λ(x)) ñïåêòðà Áåðëèíãà Λ(x), òîãäà ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ñâîéñòâàì fλx = (A −
λI)x . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ /∈ Λ(x) è ðàññìîòðèì �óíêöèþ gλ ∈ L1(R) òàêóþ, ÷òî ĝλ =

1/f̂λ. Ïðèìåíèì �óíêöèþ gλ ê âåêòîðó fλx è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî gλ(fλx) = (gλ ∗ fλ)x .
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê �óíêöèè gλ∗fλ è ïîëó÷èì (gλ∗fλ)̂ (z) = ĝλ(z)f̂λ(z) ≡
1 äëÿ âñåõ z ∈ U(Λ(x)), òàêèì îáðàçîì, (gλ ∗ fλ)x = x. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñâåðòêè

ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð T (gλ) ñîâïàäàåò ñ R(λ,A) íà âåêòîðå x ïðè λ /∈ Λ(x). �

Ëåììà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Λ(M) =
⋃

x∈M,ξ∈X∗

Λ(< ψx, ξ >) , ãäå < ψx, ξ >= ξ(ψx) = ξ(T (t)x) : R → C.

� Ïóñòü λ0 /∈ Λ(M), òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ f ∈ L1(R), ÷òî f̂(λ0) 6= 0, òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M fx = 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå h ∈ R è ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó

fx = 0 ñíà÷àëà îïåðàòîð T (h), çàòåì ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð ξ ∈ X∗
. Ïîëó÷èì, ÷òî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ X∗
è äëÿ âñåõ x ∈M ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî < f(T (h)x), ξ >=<

T (h)(fx), ξ >= 0 , òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ X∗
òî÷êà λ0 /∈ Λ(< ψx, ξ >) è⋃

x∈M,ξ∈X∗

Λ(< ψx, ξ >) ⊂ Λ(M) .

Îáðàòíî, åñëè λ0 ∈
⋃

x∈M,ξ∈X∗

Λ(< ψx, ξ >), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈M è ïðîèçâîëü-

íîãî ξ ∈ X∗
íàéäåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ f ∈ L1(R), ÷òî f̂(λ) 6= 0 è < ψx, ξ > ∗f = 0.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ õàðàêòåðîâ ξ ∈ X∗
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(< ψx, ξ > ∗f)(h) =
∫

R

f(t)ξ(T (h− t))xdt = ξ



∫

R

f(t)T (h)T (−t)xdt


 =

=< T (h)(fx), ξ >= 0 ,

òî èç ñëåäñòâèÿ 13 [6, ãëàâà II.3℄ òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî �óíê-

öèîíàëà âûòåêàåò, ÷òî fx = 0 è λ0 /∈ Λ(x) äëÿ âñåõ x ∈M . �

3. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ëîêàëüíîãî ñïåêòðà âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð A : D(A) ⊂ X → X îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîé ãîëîìîð�íîé �óíêöèè

f : U ⊂ C → D(A) èç ðàâåíñòâà (A− λI)f(λ) = 0, λ ∈ U , ñëåäóåò, ÷òî f ≡ 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü îïåðàòîð A : D(A) ⊂ X → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíî-

çíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à x ∈ X . Ìíîæåñòâî òî÷åê λ0 ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
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îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U0 = U(λ0) òî÷êè λ0 è ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ f : U0 → D(A)
òàêàÿ, ÷òî f(λ) ∈ D(A), λ ∈ U0, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (A − λI)f(λ) = x , λ ∈ U0 ,
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì âåêòîðà x ∈ X è îáîçíà÷àåòñÿ

ρA(x).

Îïðåäåëåíèå 4. Ëîêàëüíûé ñïåêòð âåêòîðà x ∈ X îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A - ýòî

ìíîæåñòâî σA(x) = C\ρA(x).
Ëåììà 6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. σA(x) - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî èç σ(A).

2. Åñëè A ∈ EndX , òî σA(x) = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.

3. σA(αx+ βy) ⊂ σA(x) ∪ σA(y) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ X .

4. σA(Bx) ⊂ σA(x) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ X è ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ EndX ,

ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñ A (ò.å. BD(A) ⊂ D(A) è AB = BA äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A)).

� 1. Ìíîæåñòâî σA(x) çàìêíóòî ïî îïðåäåëåíèþ.
Ïóñòü λ0 /∈ σ(A), òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X è äëÿ âñåõ îêðåñòíîñòåé U(λ0) ⊂ ρ(A) òî÷êè

λ0 íàéäåòñÿ ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ f : U → C, f(λ) = R(λ,A)x. Äëÿ òàêîé �óíêöèè

f áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (A − λI)f(λ) = x, òî åñòü λ0 /∈ σA(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
σA(x) ⊂ σ(A).

2. Ïóñòü A ∈ EndX . Åñëè x = 0, òî ïî ñâîéñòâó îäíîçíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

äëÿ âñåõ λ ∈ C íàéäåòñÿ ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ f ≡ 0, äëÿ êîòîðîé áóäåò âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî (A− λI)f(λ) = 0 = x, ò.å. λ ∈ ρA(x) è σA(x) = ∅.
Òåïåðü, åñëè σA(x) = ∅, òî ρA(x) = C è äëÿ êàæäîé λ0 ∈ C âîçìîæíî áóäåò

íàéòè òàêèå îêðåñòíîñòü U(λ0) òî÷êè λ0 è òàêóþ �óíêöèþ f : U(λ0) → D(A), ÷òî
(A − λI)f(λ) = x . Ïîñêîëüêó A ∈ EndX , òî äëÿ âñåõ λ > ‖A‖ è äëÿ âñåõ x ∈ X
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (A − λI)(A − λI)−1x = x . Â ñèëó ñâîéñòâà îäíîçíà÷íîãî ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî f(λ) = R(λ,A)x äëÿ âñåõ λ > ‖A‖, ïîýòîìó èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî lim
λ→∞

‖f(λ)‖ = 0 . Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [6, ãëàâà III.14℄ äëÿ ãîëîìîð�íîé

�óíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî f ≡ 0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

3. Ïóñòü λ0 ∈ C\(σA(x)∪σA(y)), òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(λ0) òî÷êè λ0 è
íàéäóòñÿ òàêèå �óíêöèè f : U(λ0) → D(A) è g : U(λ0) → D(A) òàêèå, ÷òî (A−λI)f(λ) =
x , (A−λI)g(λ) = y äëÿ âñåõ λ ∈ U(λ0). Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ U(λ0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(A− λI)(αf(λ) + βg(λ)) = αx+ βy , òî åñòü λ0 ∈ C\σA(αx+ βy).

4. Ïóñòü λ0 ∈ C\σA(x), òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U(λ0) òî÷êè λ0 è ãî-

ëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ f : U(λ0) → D(A) òàêàÿ, ÷òî (A−λI)f(λ) = x . Ïðèìåíèì ê îáåèì

÷àñòÿì ðàâåíñòâà îïåðàòîð B ∈ EndX , ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ îïåðàòîðîì A â óêàçàííîì

âûøå ñìûñëå. B(A− λI)f(λ) = Bx . Â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàòîðà B ñ îïåðàòî-

ðîì A äëÿ âñåõ λ ∈ U(λ0) ïîëó÷àåì (A−λI)Bf(λ) = Bx . Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Bf(λ)
ãîëîìîð�íà â îêðåñòíîñòè U(λ0), ïîýòîìó λ0 ∈ C\σA(Bx). Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî,

÷òî σA(Bx) ⊂ σA(x). �
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4. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñïåêòðà Áåðëèíãà è ëîêàëüíîãî ñïåêòðà. Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ðàáîòû íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 7. Ïóñòü A - ãåíåðàòîð L1(R)-ìîäóëÿ (X, T ) ñ èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-

íèåì T , òîãäà A îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

� Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ïðîèçâîäèò èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå,

òî åãî ñïåêòð ëåæèò íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç íà-

áëþäåíèÿ î òîì, ÷òî åñëè ρ(A) = C, òî îïåðàòîð A îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîãî

ðàñïðîñòðàíåíèÿ. �

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíûé ñïåêòð (îòíîñèòåëüíî ãåíåðàòîðà A ìîäóëÿ (X, T )) è ñïåêòð
Áåðëèíãà âåêòîðà x ∈ X ñîâïàäàþò, ò.å.

σA(x) = Λ(x) .

� Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî σA(x) ⊂ Λ(x).
Ïóñòü λ0 /∈ Λ(x). Ïîëîæèì ε = 1

2
dist(λ0,Λ(x)) è U0 = {λ ∈ C : |λ − λ0| < ε}.

Ïîñêîëüêó U0∩Λ(x) = ∅, ðàññìîòðèì �óíêöèþ gλ ∈ L1(R) òàêóþ, ÷òî ĝλ(z) = (z−λ)−1
â

îêðåñòíîñòè Λ(x). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 7 ëåììû 4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî gλx = R(λ,A)x,
â òîì ÷èñëå è íà ìíîæåñòâå U0. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U0 è

ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ f : U0 → D(A), f(λ) = gλx = R(λ,A)x, ò.å. λ0 /∈ σA(x).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî Λ(x) = σA(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(x) 6= σA(x) è ïóñòü λ0 ∈

Λ(x)\σA(x). �àññìîòðèì �óíêöèþ g ∈ L1(R) 
 êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå è òàêóþ, ÷òî ĝ(λ0) 6= 0 è supp ĝ ∩ σA(x) = ∅. Òîãäà gx 6= 0, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ
g èìååò íåíóëåâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ñïåêòðå Áåðëèíãà âåêòîðà x. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå â äàííîé òåîðåìå è ñâîéñòâó 3 ëåììû 4 ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå σA(gx) ⊂ Λ(gx) ⊂ supp ĝ ∩ Λ(x). Èç óñëîâèé íà �óíêöèþ g ïîëó÷àåì, ÷òî
σA(gx) = 0. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ëåììû 6 ïîëó÷àåì, ÷òî gx = 0 è λ0 /∈ Λ(x), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, Λ(x) = σA(x). �
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Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò îïèñàíèÿ ýâîëþöèè çàìêíóòîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû ê ýâîëþöèè îòêðûòîé ñèñòåìû êàê å¼ ïîäñèñòåìû ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ê åãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìó (ïî âðåìåíè) àíàëîãó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, äðîáíîå äè��åðåíöèðî-

âàíèå, îòêðûòàÿ ñèñòåìà.

Ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò îòìå÷åíû ðîæäåíèåì ñïåöè�è÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé �èçèêè, ïðåäñòàâëåííîãî ñåðèåé âûïîëíåííûõ ðàçíûìè àâòîðàìè ðàáîò, ïî-

ñòðîåííûõ ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå: áåð¼òñÿ èçâåñòíîå óðàâíåíèå (Íüþòîíà, Ëàãðàíæà,

�àìèëüòîíà, Ëèóâèëëÿ, ÁÁ�ÊÈ, Áîëüöìàíà, Ìàêñâåëëà, Ëàíæåâåíà, Ôîêêåðà-Ïëàíêà,

Íàâüå-Ñòîêñà, Âëàñîâà, �èíçáóðãà-Ëàíäàó, Áþðãåðñà, Êîðòåâåãà äå Âðèçà, Øðåäèíãå-

ðà, �åéçåíáåðãà è äð. � ñì áèáëèîãðà�èþ â [1,2℄) è ïåðâàÿ (èëè âòîðàÿ) ïðîèçâîäíàÿ ïî

âðåìåíè (èëè êîîðäèíàòå) â í¼ì çàìåíÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé íåöåëîãî (äðîáíîãî) ïîðÿäêà,

ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü íåñëîæíàÿ çàäà÷à. Åñëè ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíè-

åì ñâÿçàíû íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, âûâîä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

è ýíåðãèè èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà), îíè ïîâòîðÿþòñÿ è äëÿ äðîáíî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âñ¼ ýòèì è êîí÷àåòñÿ,

äî ñåðü¼çíûõ ðàñ÷¼òîâ äåëî ðåäêî äîõîäèò

1

. È ïðîáëåìà ñîñòîèò, íà ìîé âçãëÿä, â òîì,

÷òî îòñóòñòâóåò îáùåïðèíÿòàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Òî åñòü, íå òî,

÷òîáû ñîâñåì îòñóòñòâóåò, íî ÷àñòî ïðîèçâîäíàÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà âûñêàêèâàåò êàê

¾÷¼ðò èç òàáàêåðêè¿ ñî ññûëêîé íà �ðàêòàëû, íà ñëîæíîñòü, íåóïîðÿäî÷åííîñòü, (ìíå

ïðèõîäèëîñü âñòðå÷àòü �ðàçó î òîì, ÷òî äðîáíûå ïðîèçâîäíûå èñïîëüçóþòñÿ àâòîðàìè

èç-çà ÷ðåçâû÷àéíîé çàïóòàííîñòè òðàåêòîðèé! � ýòîãî èì ïîêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ

îïðàâäàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà), íà íåëèíåéíîñòü (÷òî óæ ñîâñåì íåïðàâèëüíî: äðîáíûå

ñòåïåíè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îñòàþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè!) è ò.ï. Íåäîñòàòî÷íàÿ

ÿñíîñòü èíòåðïðåòàöèè � íå òîëüêî ìî¼ ëè÷íîå ìíåíèå. Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-

ÿííîé òåìîé êðóãëûõ ñòîëîâ, çàâåðøàþùèõ êîí�åðåíöèè ïî ðàçâèòèþ è ïðèìåíåíèþ

äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî àïïàðàòà.

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �îññèè 2014/296, ïðè �èíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòà 13-01-00585.

1

ß ãîâîðþ çäåñü î òèïè÷íûõ ðàáîòàõ. Åñòü, ðàçóìååòñÿ, è çàìå÷àòåëüíûå ðàáîòû, ñîäåðæàùèå íîâûå

è èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, íî èõ îòíîñèòåëüíî íåìíîãî, ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü

îò ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ìîùíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.
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Ïðîñòåéøàÿ �îðìà ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà ν ∈ (0, 1] äà¼òñÿ ñî÷åòàíèåì èí-

òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà äðîáíîãî ïîðÿäêà µ = 1− ν

aI
µ
t f(t) =

1

Γ(µ)

t∫

a

(t− t′)µ−1f(t′)dt′

(ïðîäîëæàþùåãî èçâåñòíóþ �îðìóëó Êîøè äëÿ ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà â

îáëàñòü íåöåëûõ ïîðÿäêîâ) ñ îáû÷íûì îïåðàòîðîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Â çàâèñèìîñòè

îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà-Ëèóâèëëÿ

aD
ν
t f(t) =

d

dt
aI

1−ν
t f(t)

èëè �åðàñèìîâà-Êàïóòî

ν
aDtf(t) = aI

1−ν
t

d

dt
f(t)

ïîðÿäêà ν ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó ïîðÿäêè èíòåãðàëüíûõ è äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ òåïåðü îáðàçóþò íåïðåðûâíûå ìíîæåñòâà, ïî íèì ìîæíî èíòåãðèðîâàòü è äàæå

äè��åðåíöèðîâàòü. Êðîìå òîãî, îíè (ïîðÿäêè) ìîãóò áûòü è êîìïëåêñíûìè. Â êîíöå

ðàáîòû íàì ïîíàäîáèòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ðàñïðåäåë¼ííîãî êîìïëåêñíîãî ïîðÿä-

êà ñî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé w(µ), îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

0I
{w(·)}
t f(t) ≡

σ+∞∫

σ−i∞

w(µ) 0I
µ
t f(t)dµ .

Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøèõ

çàäà÷ ìåõàíèêè.

Â ðàáîòå [3℄ íà îñíîâå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ðå-

øàåòñÿ çàäà÷à î ïàäåíèè òåë â àòìîñ�åðå. Íå çàòðóäíÿÿ ñåáÿ îáîñíîâàíèåì ïîñòàíîâêè

òàêîé çàäà÷è, àâòîð ññûëàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïèñàíèÿ

ïðîöåññîâ ñ äèññèïàöèåé è äàëåå ïðîñòî ñîïîñòàâëÿåò ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ ñ êëàññè÷å-

ñêèìè. Íà÷àâ ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ïàäåíèÿ òåëà â îòñóòñòâèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ,

mν
ν
0DtV = mg , (1)

îí ïðèõîäèò ê ðåøåíèþ

V (t) = V0 +
mgtν

mνΓ(1 + ν)
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

x(t) =

t∫

0

V (τ)dτ = x0 + V0t+
mgtν+1

mνΓ(2 + ν)
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(çäåñü è âûøå V0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, x0 � íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà âäîëü îñè, íàïðàâ-
ëåííîé âíèç). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ íàáëþäàåòñÿ á'îëüøàÿ ñêîðîñòü, ÷åì â

ñëó÷àå îáû÷íîãî ïàäåíèÿ (tν > t ïðè ν < 1), òîãäà êàê ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ñèòóàöèÿ
îáðàòíàÿ, è ýòîò �àêò êàê-òî òðóäíî ñîãëàñóåòñÿ ñ âëèÿíèåì äèññèïàöèè. Î÷åâèäíà

òàêæå ïðîáëåìà ðàçìåðíîñòè êîý��èöèåíòà mν : îíà íå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàñ-

ñû, ÷òî çàñòàâëÿåò èñêàòü íîâûå �îðìóëû äëÿ èìïóëüñà, êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ñâÿ-

çàííûõ ñ íèìè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. ×òîáû îáåñïå÷èòü ñîãëàñèå ñ ðàçìåðíîñòüþ

ýíåðãèè, â [4, 5℄ áûëî ïðåäëîæåíî âûðàæàòü èìïóëüñ â âèäå

pν = mν
α
0Dtx(t), α = (1 + ν)/2 .

Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

E =
p2ν
2mν

+ U(x) =
mν

2
[α0Dtx(t)]

2 −mgx .

Êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ â îïðàâäàíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé â ðàáîòå íå

ïðèâîäèòñÿ, ñêàçàíî òîëüêî, ÷òî ïðè ν → 1 âñå ýòè �îðìóëû ïðèíèìàþò îáû÷íûé

äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè âèä. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ó÷¼òîì

ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû,

mν
ν
0DtV + bV = mg , (2)

è äàíà äàæå (íå î÷åíü, âïðî÷åì âíÿòíàÿ) ññûëêà íà ýêñïåðèìåíò: ñâîáîäíîå ïàäå-

íèå øåñòè òåë (â îðèãèíàëå ¾men¿) â àòìîñ�åðå ñî ñðåäíèì âåñîì îäíîãî òåëà 261,2

�óíòà ñ âûñîòû îò 31 400 äî 2 100 �óòîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ äðîáíî-

äè��åðåíöèàëüíûì ðåøåíèåì ñ ν = 0, 998 è m/mν = 1, 457. Áåäà ëèøü â òîì, ÷òî

è êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå õîðîøî îïèñûâàåò ýòîò ïðîöåññ.

Ïðèâåä¼ííàÿ âûøå �îðìóëèðîâêà äðîáíîé äèíàìèêè íå åäèíñòâåííà. Òàê, Áàëåàíó

ñ ñîàâòîðàìè [6℄ ïîñòðîèë èíóþ âåðñèþ òàêîãî îáîáùåíèÿ, ââåäÿ äðîáíóþ ñêîðîñòü and

äðîáíûé èìïóëüñ íà èíòåðâàëå [a, b] ñîîòíîøåíèÿìè

V (t) = (1/2)(A α
aDt +B β

tDb)x(t) ,

è

p(t) = (m/2)(A α
aDt +B β

tDb)x(t) = pα + pβ ,

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå 0 < α, β ≤ 1, à A è B � ïîñòîÿííûå ñ ðàçìåðíîñòÿìè T α−1
è T β−1

.

Â ðåçóëüòàòå äðîáíûé àíàëîã âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ïîëó÷èëñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ

(1/2)(κα tD
α
b pα + κβ aD

β
b pβ) = F , (3)

äîïîëíåííîãî òðàíñâåðñàëüíûì óñëîâèåì

[
tD

α−1
b pα − aD

β−1
t pβ

]b
a
= 0 . (4)

Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî ïðè α = 1, β = 1

aD
α
t = α

aDt = tD
α
b = α

t Db =
d

dt
,
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è óðàâíåíèÿ (3)-(4) ñâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íüþòîíîâó óðàâíåíèþ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî

òàê. Íî ïîñëåäóþùåå çàìå÷àíèå: ¾Åñëè îáîáù¼ííàÿ ñèëà â óðàâíåíèè (3) ðàâíà íóëþ,

òî îáîáù¼ííûé çàêîí Íüþòîíà çàïèøåòñÿ â âèäå:κα tD
α
b pα + κβ aD

β
t pβ = 0¿ âûçûâàåò

íåêîòîðîå íåäîóìåíèå. Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ñëåäñòâèåì âòîðîãî

(èíà÷å îí íå âõîäèë áû â ñèñòåìó íüþòîíîâûõ àêñèîì). Ïåðâûé çàêîí âûäåëÿåò èç âñåõ

âîçìîæíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà ñåìåéñòâî èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ è ¾ðàáîòàåò¿

âòîðîé çàêîí. Èñïîëüçóåìûå â ïðåäûäóùèõ �îðìóëèðîâêàõ íåëîêàëüíûå âî âðåìåíè

îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ íå ìîãóò óäîâëåòâîðèòü ãàëèëååâûì ïðåîáðàçîâàíèÿì è ìîãëè

áû èìåòü ñìûñë äëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â íåêîòîðîé ñðåäå, îáåñïå÷èâàþùåé íàðóøå-

íèÿ òðàíñëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå.

Ïîó÷èòåëüíî â ýòîì ñìûñëå íàïîìíèòü çàäà÷ó î äâèæåíèè äâèæåíèè òåëà ïî ïî-

âåðõíîñòè íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè z = 0 (îñü z
íàïðàâëåíà ââåðõ) áåñêîíå÷íî ãëóáîêîãî ñëîÿ (−∞ < z < 0) òàêîé æèäêîñòè íàõîäèò-

ñÿ áîëüøèõ ðàçìåðîâ òîíêàÿ ïëàñòèíà, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ æå ñèëà

F (t), óâëåêàþùàÿ å¼ âìåñòå ñ ïðèëåãàþùèìè ñëîÿìè æèäêîñòè â äâèæåíèå âäîëü îñè

x. Äâèæåíèå ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþòîíà

m
dV

dt
= F (t) +Q(t) , (5)

ãäå Q(t) = −Sη∂v(z, t)/∂z|z=0 � ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ïëàñòèíó ñî ñòî-

ðîíû æèäêîñòè, v(z, t) � x-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà ãëóáèíå z (îñòàëüíûå

êîìïîíåíòû å¼ ðàâíû íóëþ). Ïî óñëîâèþ ïðèëèïàíèÿ V (t) = v(0, t), à ïîëå ñêîðîñòåé
v(z, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà:

ρ
∂v

∂t
= η

∂2v

∂z2
. (6)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (5)-(6), îïèñûâàþùåé ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó òåëî+æèäêîñòü, âñå

ïðîèçâîäíûå öåëîãî ïîðÿäêà è âñå îïåðàòîðû äè��åðåíöèàëüíûå. Èí�èíèòåçèìàëüíàÿ

ýâîëþöèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ (V (t), v(z, t)) â ýòîò
æå ìîìåíò, è ïî ýòîé ïðè÷èíå äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííîì ñîñòîÿíèè

íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè (ïî âåðîÿòíîñòíîé òåðìèíîëîãèè ïðîöåññ ìàðêîâñêèé).

Íî âîò, âûïîëíÿÿ èçâåñòíûå ïðîöåäóðû [7℄, ìû èñêëþ÷àåì èç ýòîé ñèñòåìû ïåðå-

ìåííóþ v(z, t) è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îñòàâøåéñÿ ïåðåìåííîé � ñêîðîñòè ïëàñòèíû.

Åñëè ïðè t < 0 æèäêîñòü âìåñòå ñ ïëàñòèíîé íàõîäèëèñü ñ ïîêîå, à ïðèëîæåííàÿ çàòåì
ñèëà îãðàíè÷åíà ïî âåëè÷èíå, îñòàþùååñÿ óðàâíåíèå âèä

m
dV

dt
= F − S

√
ηρ


 1√

π

t∫

0

1√
t− τ

dV (τ)

dτ
dτ


 .

Òåïåðü ýòî � èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ çàïàçäû-

âàþùèì àðãóìåíòîì íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïîä èíòåãðàëîì. Áîëåå òîãî, çàêëþ÷¼ííûé

â êâàäðàòíûå ñêîáêè ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà ν = 1/2
(ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðàçëè÷èå ìåæäó îáîèìè òèïàìè ïðîèçâîäíûõ èñ÷åçàåò).
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Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

m
dV

dt
+ S

√
ηρ ν

0DtV = F (t) . (7)

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàáëþäàåìîå

â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå (x, z) íàïðÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé

æèäêèõ ÷àñòèö, ïðèõîäÿùèõ èç îêðåñòíîñòè äðóãîé òî÷êè ýòîãî ñëîÿ (x′, z), ãäå îíè
íàõîäèëèñü, ñêàæåì, â ìîìåíò t′ < t. Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ðåøåíèÿ

îòíîñèòåëüíî x, òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ýòîò ìîìåíò (t′) èìåëî ìåñòî è â

òî÷êå íàáëþäåíèÿ (x, z). Ýòî è åñòü ïðîñòåéøèé ìåõàíèçì ýðåäèòàðíîñòè � ¾ìåõàíè÷å-

ñêàÿ¿ ïàìÿòü.

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ äâèæåíèÿ øàðà ìàññîé m è ðàäèóñà a â âÿçêîé ñðåäå

èìååò âèä

m
dV

dt
= F (t) +Q(t) ,

ãäå ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Q(t) äàåòñÿ �îðìóëîé

Q(t) = −6πηaV (t)− 2

3
πρa3

dV (t)

dt
− 6πηa2

√
ρ

πη

t∫

0

1√
t− τ

dV (τ)

dτ
dτ ,

âûâåäåííîé â ðàáîòàõ Áóññèíåñêà [8℄ è Áàññý [9℄. Ïåðâûé ÷ëåí çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñèëó

Ñòîêñà, âòîðîé � èíåðöèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñîïðîòèâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàëè-

÷èþ ïðèñîåäèíåííîé ìàññû øàðà, òðåòèé ïðîïîðöèîíàëåí äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿä-

êà ν = 1/2 [7℄. Åñëè äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t = 0 òåëî ïîêîèëîñü, íèæíèé ïðåäåë â

ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìîæíî çàìåíèòü íóëåì:

(
m+

2

3
πρa3

)
dV (t)

dt
+ 6πa2

√
ρη ν

0DtV + 6πηaV (t) = F (t) . (8)

Êàê ñëåäóåò èç òàóáåðîâîé òåîðåìû, ãëàâíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ (ïðè t→ ∞) ÷àñòü

V as(t) ðåøåíèé óðàâíåíèé (7) è (8) óäîâëåòâîðÿåò óêîðî÷åííûì óðàâíåíèÿì äðîáíîãî

ïîðÿäêà ν = 1/2
S
√
ηρ ν

0DtV
as(t) = F (t) (9)

è

6πa2
√
ρη ν

0DtV
as(t) + 6πηaV as(t) = F (t) (10)

ñîîòâåòñòâåííî. È òåïåðü ÿñíî âèäíî çàáëóæäåíèå àâòîðîâ öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîò

îòíîñèòåëüíî èíòåðïðåòàöèè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ (1)-(2): ýòî íå àíàëîãè

óñêîðèòåëüíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, ýòî âëèÿíèå âíåøíåé ñðåäû, îïðåäåëÿþùåé

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òåëà, êîãäà äåéñòâèå èíåðöèàëüíîé ñèëû èñòîùèëîñü. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèëîæèòü ê ýòèì îñòàòêàì íüþòîíîâûõ óðàâíåíèé

íåëüçÿ, è ðàçìåðíîñòü êîý��èöèåíòîâ ïðè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ íå íàäî ¾íàòÿãèâàòü¿

íà ðàçìåðíîñòü ìàññû. Íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè (êîîð-

äèíàòû), ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ â êîòîðîì èìååò äðîáíûé ïîðÿäîê, ìåíüøèé åäèíèöû
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(äâîéêè), èíà÷å êàê îñòàòîê íüþòîíîâà óðàâíåíèÿ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïðè t → ∞)

÷ëåíà åãî ðåøåíèÿ.

�àññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð. Â ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîé îòêðûòîé ñ îáåèõ

ñòîðîí òðóáêå íàõîäÿòñÿ ïîðøåíü ìàññîé m1 ñ êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ î å¼ ñòåíêè η,
ñîåäèí¼ííûé ïðóæèíêîé äëèíîé l è æåñòêîñòüþ k > (η/2)2 ñ øàðèêîì ìàññû m2, äâè-

æóùèìñÿ â òðóáêå áåç òðåíèÿ. Ê øàðèêó ñ ìîìåíòà t = 0 ïðèëîæåíà îãðàíè÷åííàÿ

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñèëà F (t). Ìû èìååì äåëî ñ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îïèñûâàåìîé äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

m1ẍ1 = −ηẋ1 + k(x2 − x1 − l) ,

m2ẍ2 = F (t)− k(x2 − x1 − l) .

Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé óñëîâèÿìè

x1(0) = 0, ẋ1(0) = 0 , x2(0) = l , ẋ2(0) = 0 ,

ïðåäïîëàãàþùèìè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íåïîäâèæíà è ïîðøåíü

íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

�åøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî x1 (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x2(t) èçâåñòíî)
ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî �óíêöèþ �ðèíà

G(t) =
1

m1ω1

exp

(
− ηt

2m1

)
sin(ω1t) , ω1 =

√
k

m1

−
(

η

2m1

)2

ñîîòíîøåíèåì

x1(t) =

t∫

0

G(t− τ)k[x2(τ)− l]dτ .

Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì çàìêíóòîå óðàâíåíèå

äëÿ ÷àñòè 1 ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, èìåþùåå òåïåðü èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûé

âèä:

m2ẍ2 + kx2 = k2
t∫

0

G(t− τ)x2(τ)dτ + F2(t) , (11)

ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì

F2(t) = F (t) + kl


1− k

t∫

0

G(τ)dτ


 .

Çàìåòèì, ÷òî ìû îïÿòü ïîëó÷èëè òîò æå ðåçóëüòàò: èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ îäíó

èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè Íüþ-

òîíà (èíûìè ñëîâàìè, ìàðêîâñêîé ñèñòåìû), ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

óïðàâëÿåòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Òåïåðü ýòî � íåìàðêîâñêèé ïðî-

öåññ, ïðîöåññ ñ ïàìÿòüþ.
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Ïðåäñòàâèì äëÿ íàãëÿäíîñòè, ÷òî ìû ïðèêðûëè ýêðàíîì ÷àñòü òðóáêè, ñîäåðæàùåé

ïîðøåíü ñ ïðóæèíêîé è âèäèì ëèøü øàðèê, äâèæåíèå êîòîðîãî ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

(11). Âëèÿíèå ïðåäûñòîðèè x2(t−τ) äâèæåíèÿ øàðèêà íà åãî ïîâåäåíèå â ìîìåíò âðåìå-
íè t îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç íåâèäèìóþ (ñêðûòóþ) ïåðåìåííóþ x1(t). Íå íàòàëêèâàåò ëè
ýòî íà ìûñëü, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ èíòåãðàëîâ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü

î íàëè÷èè ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ? Åñòåñòâåííî, íàòàëêèâàåò. Åùå Çåíåð, êîììåíòèðóÿ

èíòåãðàëüíûé (ýðåäèòàðíûé, ïî âîëüòåððîâîé òåðìèíîëîãèè) ÷ëåí â êîíñòèòóòèâíîì

óðàâíåíèè âÿçêîóïðóãîñòè, âûñêàçûâàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýðåäèòàðíîñòü ýòà

ìîæåò ñëóæèòü ïðèçíàêîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, ê ÷èñëó êîòîðûõ, êàê

ïðèìåð, îí îòíåñ òåìïåðàòóðó [10℄. À ìåæäó òåì, ýðåäèòàðíîñòü � ýòî ÿâíûé øàã â

ñòîðîíó äðîáíî-èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Äîñòàòî÷íî íàéòè àðãóìåíò â ïîëüçó ñïå-

öè�è÷åñêîãî âèäà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K(t, t′): ïðåäïîëîæèòü, ñêàæåì, åãî
èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âî âðåìåíè

K(t, t′) = K0(t− t′)

(÷òî â äâóõ ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðàõ ïîëó÷àëîñü êàê áû ñàìî ñîáîé), à çàòåì ïî-

òðåáîâàòü è îäíîðîäíîñòè â ýéëåðîâîì ñìûñëå:

K0(aτ) = aαK0(τ) .

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå, êîíå÷íî, íè èç êàêèõ ¾ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿ íå ïðîèñòåêàåò è

ìîæåò áûòü ââåäåíî ëèøü ïîä äàâëåíèåì êàêèõ-íèáóäü î÷åâèäíûõ, íàïðèìåð, ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ �àêòîâ. Òàêîé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí íàìè â îáîñíîâàíèè äðîáíî-

äè��åðåíöèàëüíîé êèíåòèêè äèñïåðñèîííîãî ïåðåíîñà [11℄ (ñì. òàêæå ðàçâ¼ðíóòîå èç-

ëîæåíèå ýòîãî ïîäõîäà â êíèãå [12℄). Â ïðèíöèïå, ýéëåðîâà îäíîðîäíîñòü ñâÿçàíà ñ

ñàìîïîäîáèåì ñèñòåìû [13℄. Ñàìîïîäîáíûå ñèñòåìû ñîñòàâëÿþò îñîáûé êëàññ îòêðû-

òûõ ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîäñèñòåìàìè çàìêíóòûõ ñèñòåì (íàçîâ¼ì åãî êëàññîì A).
�àññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû îòíîñèëèñü ê äðóãîìó êëàññó îòêðûòûõ ñèñòåì, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäñèñòåìàìè çàìêíóòûõ ñèñòåì (îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ ñèìâîëîì B).
Îáñóæäåíèåì ñèñòåìû êëàññà B ÿ è õî÷ó çàêîí÷èòü ýòó çàìåòêó.

Ñîãëàñíî Ëèíäáëàäó [14℄, çàìêíóòàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, óïðàâëÿåìàÿ íå çàâèñÿ-

ùèì îò âðåìåíè ãàìèëüòîíèàíîì H , ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû � îñíîâíóþ (S) è
å¼ îêðóæåíèå (E), òàê ÷òî ñàì ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

HS+E = HS ⊗ 1E + 1S ⊗HE + αHSE ,

ãäå 1S è 1E � òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû íà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîñòîÿíèé ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì, HSE � ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, äåéñòâóþùèé íà ïðÿìîì

ïðîèçâåäåíèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ïîëíîé ñèñòåìû óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

dρS+E(t)

dt
= − i

~
[HS+E, ρS+E(t)] ,
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ïðåäñòàâëÿåìîìó â âèäå

dρS+E(t)

dt
= LS+EρS+E(t) ≡ (LS + LE + LSE)ρS+E(t) . (12)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ïîäñèñòåìû S è E íåêîððå-

ëèðîâàíû,

ρS+E(0) = ρS(0)⊗ ρE(0) ,

ïðèìåíåíèå ïðîåêöèîííûõ ñóïåðîïåðàòîðîâ P (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïð., â [15℄) ïîçâîëÿåò

çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ îñíîâíîé ïîäñèñòåìû â âèäå

dρS(t)

dt
= LSρS(t) +

t∫

0

G(t− τ)ρS(τ)dτ , (13)

ãäå

G(t) = TrE{LSEe
t(1−P )LSELSEρE(0)}

� ÿäðî ïàìÿòè ñèñòåìû S.

Î÷åâèäíî, ìû èìååì äâà ñïîñîáà ïðåäñêàçàíèÿ ýâîëþöèè îòêðûòûõ ñèñòåì òèïà B.
Ïåðâûé ñïîñîá: ðåøèâ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (12) ýâîëþöèè çàìêíóòîé ñèñòå-

ìû S+E ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, âûáðàòü èç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ âñþ èí-

�îðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ ïîäñèñòåìû S. Âòîðîé ñïîñîá: ðåøèâ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (13) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ ñðàçó îá îò-

êðûòîé ñèñòåìå äàííîãî òèïà, íå âîâëåêàÿ â ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïîäñèñòåìó E. Ïîñëåäíåå
íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû èãíîðèðóåì å¼ âëèÿíèå íà S: èíòåãðàëüíûé ÷ëåí êàê ðàç è îïèñû-

âàåò ïåðåäà÷ó èí�îðìàöèè îò ïîäñèñòåìû S â ðàííèå âðåìåíà t′ ÷åðåç å¼ îêðóæåíèå
â íå¼ æå â áîëåå ïîçäíèå âðåìåíà t. Ñþäà æå ¾âïëåòàåòñÿ¿ èí�îðìàöèÿ î íà÷àëüíîì

ñîñòîÿíèè îêðóæåíèÿ (ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè F (t).

Åñëè ðå÷ü èä¼ò î ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåë¼ííûõ ïîäñèñòåìàõ, à íå î ñîâìåù¼ííûõ

â ïðîñòðàíñòâå, êàê, íàïðèìåð, ýëåêòðîííàÿ è èîííàÿ êîìïîíåíòû â êðèñòàëëå, ïåðå-

äà÷à ýòîé äèíàìè÷åñêîé èí�îðìàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïîäñèñòåìû

S. �åçóëüòàò çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ïîâåðõíîñòü/îáú¼ì. Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáðàç-

öîâ ýòî îòíîøåíèå ìàëî è òàêèì îáìåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àí-

ñàìáëü, ïðåäñòàâëÿþùèé îòêðûòóþ ïîäñèñòåìó S êàê çàìêíóòóþ), èëè îãðàíè÷èòüñÿ

îáìåíîì íåêîððåëèðîâàííûìè ìàëûìè ïîðöèÿìè (êàíîíè÷åñêèé è áîëüøîé êàíîíè÷å-

ñêèé àíñàìáëè). Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë èñ÷åçàåò, è ìû ïîëó÷àåì òðàäèöèîííóþ

ìåõàíè÷åñêóþ îñíîâó òåðìîäèíàìèêè.

Ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðîâ îáðàçöà ìû âñòóïàåì â îáëàñòü ìåçî- è äàëåå � íàíî-

ìåõàíèêè. ×èñëî ¾äåéñòâóþùèõ ëèö¿ çäåñü ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ (ñ 1023 àòîìîâ äî ñîòåí
òûñÿ÷ èëè äàæå âîîáùå ïðîñòî äî ñîòåí àòîìîâ). �îëü ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ ïðè

ýòîì âî ìíîãîì ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùåé, è ñâÿçàííûé ñ íèìè èíòåãðàë â óðàâíåíèè

(13) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâíîïðàâíîãî ïàðòí¼ðà ñðåäè îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ.
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Îäíàêî, ïðè÷¼ì çäåñü äðîáíûå îïåðàòîðû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïðåäñòàâèì

�óíêöèþ F (t) ñ ïîìîùüþ å¼ òðàíñ�îðìàíòû Ìåëëèíà

F (t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

t−sF̄ (s)ds , σ = ℜs

è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â èíòåãðàëüíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (13):

∫ t

0

F (t− t′)ρS(t
′)dt′ =

σ+∞∫

σ−i∞

W (s) 0I
1−s
t ρS(t)ds .

Çäåñü

W (s) =
Γ(1− s)

2πi
F̄ (s) ,

à

0I
1−s
t ρS(t) =

1

Γ(1− s)

t∫

0

ρS(t
′)dt′

(t− t′)s

� èíòåãðàë êîìïëåêñíîãî ïîðÿäêà µ = 1− s. Ïåðåõîä îò èíòåãðàëà ê äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé ìîæíî îñóùåñòâèòü, ñêàæåì, ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Àäàìàðó (âûäåëåíèåì êîíå÷íîé

÷àñòè ïðè µ < 0). Â ñîâîêóïíîñòè ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà âåñîâîé ìíîæèòåëü è ïî-

ñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî s ýòîò ÷ëåí óðàâíåíèÿ îáðàçóåò äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ

ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîðÿäêà ñî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé W (s). Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (13)

ïðèíèìàåò âèä

dρS(t)

dt
= LSρS(t) + 0D

{w(·)}
t ρS(t) . (14)

Çäåñü w(ν) � ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ äëÿ ïîêàçàòåëåé ïðîèçâîäíîé ν = s− 1. Çàìå-
òèì, ÷òî óðàâíåíèÿ â ïðèâåä¼ííûõ âûøå äâóõ ïðèìåðàõ ñèñòåì (ïëàñòèíà+æèäêîñòü

è äåìï�åð+ïðóæèíà) èìåþò, â ïðèíöèïå, âèä óðàâíåíèÿ (14). Â ïåðâîì èç íèõ ñïåêòð

çíà÷åíèé ν ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè ν = 1/2, âî âòîðîì ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ:

w(ν) =
k2

m1ω1

∞∫

0

e−ατ sin(ω1τ)τ
νdτ = k2

Γ(ν + 1) sin[(ν + 1)arctg(ω1/α)]

m1ω1(α2 + ω2
1)

(ν+1)/2
.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîò-

íîñòè îòêðûòîé ñèñòåìû êëàññà B (òî åñòü, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ çàìêíóòîé ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû) èìååò âèä (14), âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà è äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîðÿäêà. Èìåííî ñïåêòðàëüíàÿ

�óíêöèÿ è îïðåäåëÿåò ñïåöè�èêó êèíåòèêè îòêðûòîé ñèñòåìû ýòîãî êëàññà, è çàäà÷à

òåîðèè ìåçîñêîïè÷åñêîé êèíåòèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,

óäîáíîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èëè àïïðîêñèìàöèè ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè. Ýòîò âûâîä è
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îòëè÷àåò äàííóþ ðàáîòó îò ðàáîòû [17℄, ïîñâÿù¼ííîé â ïðèíöèïå ýòîé æå òåìàòèêå, íî

îñíîâàííîé íà ïåðåõîäå ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

ïóò¼ì ïðÿìîãî ââåäåíèÿ äðîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ïîêàçàòåëü, èñ÷åçàåò

ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ è ðàçðûâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêîé è ìîäè�èöèðîâàííîé

ñõåìàìè.
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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ àêóñòèêà â êîìïîçèòíûõ ñðåäàõ ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êîì-

ïîíåíòàìè. Êîìïîçèòíàÿ ñðåäà Q ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî óïðóãîãî òåëà Ω(s)
è ïîðîóïðóãîé

ñðåäû Ω. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Âûïîëíÿåòñÿ

óñðåäíåíèå ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèòíûå ñðåäû, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, óðàâíåíèÿ Ëàìå, óðàâ-

íåíèÿ àêóñòèêè, ïîðîóïðóãîñòü, óñðåäíåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð, äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäè-

ìîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

åäèíè÷íûé êóá: Q = (0, 1) × (0, 1) × (0, 1), ïîðîóïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü Ω =
(0, 1)× (0, 1)× (0, a), 0 < a < 1 è îáëàñòü Ω(s)

(Ω(f)
, èëè Ω0

) åñòü îòêðûòîå äîïîëíåíèå

îáëàñòè Ω:
Q = Ω ∪ Ω(s) ∪ S(0), S(0) = ∂Ω ∩ ∂Ω(s) .

Äâèæåíèå ñìåñè â îáëàñòè Ω ïðè t > 0 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

)
p+∇ ·w = 0 , (1)

(
̺fχ

ε + (1− χε)̺s

)∂2w
∂t2

= ∇ · P+ ̺εF , (2)

P = χεᾱµD

(
x,
∂w

∂t

)
+ (1− χε)ᾱλD(x,w)− p I , (3)

Äâèæåíèå óïðóãîãî òåëà Ω(s)
ïðè t > 0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàìå

1
(
c̄
(0)
s

)2 p+∇ ·w = 0 , (4)

̺(0)s

∂2w

∂t2
= ∇ · P(s) + ̺(0)s F , (5)

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 14-17-00556 ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå �ëþèäîïîòîêîâ â íå�òÿíûõ ðåçåðâóàðàõ ñ ó÷¼òîì ðàçíîìàñøòàáíûõ

ñâîéñòâ ïëàñòà-êîëëåêòîðà¿
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P(s) = ᾱ
(0)
λ D(x,w)− p I , (6)

ãäå ᾱ
(0)
λ è c̄

(0)
s åñòü áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå Ëàìå äëÿ óïðóãîãî òåëà â îáëàñòè Ω(s)

.

Óïðóãèå ñâîéñòâà òâåðäîãî ìàòåðèàëà â Ω(s)
è Ω ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Íà îáùåé ãðàíèöå S(0)
âûïîëíÿþòñÿ îáû÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé:

lim
x → x

0

x ∈ Ω(s)

w(x, t) = lim
x → x

0

x ∈ Ω

w(x, t) , (7)

è íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ìîìåíòîâ

lim
x → x

0

x ∈ Ω(s)

P(s)(x, t) · n(x0) = lim
x → x

0

x ∈ Ω

P(x, t) · n(x0) . (8)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ çàäà÷è çàäàþòñÿ îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST = S × (0, T ) , (9)

íà ãðàíèöå S = ∂Q, è îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0 , x ∈ Q . (10)

Ïóñòü ∫

QT

(∣∣∣F(x, t)
∣∣∣
2

+
∣∣∣∂F
∂t

(x, t)
∣∣∣
2)
dxdt = F 2 <∞ ,

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

Ïðåäïîëîæåíèå 1.

1) Ïóñòü χ(y) åñòü 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, Ys = {y ∈ Y : χ(y) = 0} åñòü òâåðäàÿ
÷àñòü åäèíè÷íîãî êóáà Y = (0, 1)3 ⊂ R3

, è ïóñòü æèäêàÿ ÷àñòü Yf = {y ∈ Y : χ(y) = 1}
åñòü îòêðûòîå äîïîëíåíèå òâåðäîé ÷àñòè. Ïóñòü γ = ∂Yf ∩ ∂Ys è γ åñòü íåïðåðûâíàÿ

ëèïøèöåâà ïîâåðõíîñòü;

2) Îáëàñòü Eε
f åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â R3

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè Y ε
f = εYf

è îáëàñòü Eε
s åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â R3

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè Y ε
s = εYs;

3) Ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî Ωε
f ⊂ Ω = Ω∩Eε

f åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â Ω ýëåìåí-

òàðíîé ÿ÷åéêè εYf , è òâåðäûé ñêåëåò Ωε
s ⊂ Ω = Ω ∩ Eε

s åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå

â Ω ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè εYs. Ëèïøèöåâà ãðàíèöà Γε = ∂Ωε
s ∩ ∂Ωε

f åñòü ïåðèîäè÷åñêîå

ïîâòîðåíèå â Ω ãðàíèöû εγ;
4) Ys è Yf ñâÿçíûå ìíîæåñòâà.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.

Òâåðäûé ñêåëåò Ωε
s åñòü ñâÿçíàÿ îáëàñòü.

Ïðåäïîëîæåíèå 3.

Ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî Ωε
f åñòü ñâÿçíàÿ îáëàñòü.

Êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε è ñóùåñòâóþò (êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå) ïðåäåëû:

lim
ε→0

ᾱµ(ε) = µ0, lim
ε→0

ᾱλ(ε) = λ0 , lim
ε→0

ᾱ
(0)
λ (ε) = λ

(0)
0 ,
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lim
ε→0

ᾱµ

ε2
= µ1, lim

ε→0

ᾱλ

ε2
= λ1 , lim

ε→0

ᾱ
(0)
λ

ε2
= λ

(0)
1 .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

µ0 = 0 .

Îïðåäåëèì îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(10).

Ïóñòü ζ(x) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè Ω è

̺ε(s) = (1− ζ)̺(0)s + ζ
(
̺fχ

ε + (1− χε)̺s

)
,

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïàðó �óíêöèé {wε, p ε} òàêèõ, ÷òî

wε ∈
◦

W
1,1

2 (QT ) , p
ε ∈ L2(QT ) ,

îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(10), åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâ-

íîñòè

(
(1− ζ)

1
(
c̄
(0)
s

)2 + ζ
(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

))
p ε +∇ ·w ε = 0 , (11)

ïî÷òè âñþäó â QT , è èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

QT

̺ε(s)

(∂wε

∂t
· ∂ϕ
∂t

+ F · ϕ
)
dxdt =

=

∫

QT

(
ζP+ (1− ζ)P(s)

)
: D(x,ϕ)dxdt (12)

äëÿ âñåõ �óíêöèé ϕ, òàêèõ ÷òî ϕ ∈
◦

W
1,0

2 (QT ),
∂ϕ

∂t
∈ L2(ΩT ) è ϕ(x, T ) = 0 äëÿ x ∈ Q.

Çäåñü è äàëåå â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå:

B : C = tr(BCT ) ,

ãäå B,C � òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà.
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2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ ε > 0 íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ] ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå {wε, p ε} çàäà÷è (1)-(10) è

max
0<t<T

∫

Ω

(∣∣∣p ε(x, t)
∣∣∣
2

+
∣∣∣∂w

ε

∂t
(x, t)

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱλ

∣∣∣D(x,wε)
∣∣∣
2)
dx+

max
0<t<T

∫

Ω(s)

(∣∣∣p ε(x, t)
∣∣∣
2

+
∣∣∣∂w

ε

∂t
(x, t)

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱ
(0)
λ

∣∣∣D(x,wε)
∣∣∣
2)
dx+

max
0<t<T

∫

Ω

(∣∣∣∂p
ε

∂t
(x, t)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2wε

∂t2
(x, t)

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱλ

∣∣∣D(x, ∂w
ε

∂t
)
∣∣∣
2)
dx+

max
0<t<T

∫

Ω(s)

(∣∣∣∂p
ε

∂t
(x, t)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2wε

∂t2
(x, t)

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱ
(0)
λ

∣∣∣D(x, ∂w
ε

∂t
)
∣∣∣
2)
dx+

∫

ΩT

χεᾱµ

(∣∣∣D(x, ∂w
ε

∂t
)
∣∣∣
2

+
∣∣∣D(x, ∂

2wε

∂t2
)
∣∣∣
2)
dxdt 6 C0F

2 , (13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C0 íå çàâèñèò îò ε è îò ïàðàìåòðîâ ᾱλ, ᾱ
(0)
λ , ᾱµ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâàõ

1

2

d

dt

∫

Ω

(
̺ε
∣∣∣∂w

ε

∂t

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱλD(x,w
ε) : D(x,wε) +

1

ᾱε
p

∣∣∣pε
∣∣∣
2)
dx+

1

2

d

dt

∫

Ω(s)

(
̺s

∣∣∣∂w
ε

∂t

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱ
(0)
λ D(x,wε) : D(x,wε) +

1
(
c̄
(0)
s

)2
∣∣∣pε
∣∣∣
2)
dx+

∫

Ω

χε
(
ᾱµD(x,

∂wε

∂t
) : D(x,

∂wε

∂t
)
)
dx =

∫

Q

˜̺εF · ∂w
ε

∂t
dx,

1

2

d

dt

∫

Ω

(
̺ε
∣∣∣∂

2wε

∂t2

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱλD(x,
∂wε

∂t
) : D(x,

∂wε

∂t
) +

1

ᾱε
p

∣∣∣∂p
ε

∂t

∣∣∣
2)
dx+

1

2

d

dt

∫

Ω(s)

(
̺s

∣∣∣∂
2wε

∂t2

∣∣∣
2

+ (1− χε)ᾱ
(0)
λ D(x,

∂wε

∂t
) : D(x,

∂wε

∂t
) +

1
(
c̄
(0)
s

)2
∣∣∣∂p

ε

∂t

∣∣∣
2)
dx+

∫

Ω

χε
(
ᾱµD(x,

∂2wε

∂t2
) : D(x,

∂2wε

∂t2
)
)
dx =

∫

Q

˜̺ε∂F

∂t
· ∂

2wε

∂t2
dx.

3. Óñðåäíåíèå ìîäåëè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {wε, p ε} îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (10) è

0 < λ
(0)
0 <∞, µ1 = λ1 = ∞ .
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Òîãäà ïðåäåëû w è p ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {wε} è {p ε} óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ äè-

íàìèêè â �îðìå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

∫

QT

(
(1− ζ)λ

(0)
0 D(x,w)− p I

)
: D(x,ϕ)dxdt =

=

∫

QT

ˆ̺s

(
F− ∂2w

∂t2

)
· ϕdxdt (14)

äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈
◦

W
1,0

2 (QT ), è óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè â �îðìå èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà

∫

QT

((
(1− ζ)

( 1

c̄
(0)
s

)2
+ ζ(

m

c̄ 2f
+

1−m

c̄ 2s
)
)∂ p
∂t

ψ −∇ψ · ∂w
∂t

)
dxdt = 0 (15)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé �óíêöèè ψ ∈ W 1,0
2 (QT ).

Çäåñü

ˆ̺s =
(
1− ζ(x)

)
̺(0)s + ζ(x)ˆ̺, ˆ̺ = m̺f + (1−m) ̺s .

Ñîîòíîøåíèÿ (14)-(15) çàâåðøàþòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w(x, t) = 0 , (16)

íà ãðàíèöå ST\∂ΩT , è îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Q . (17)

Áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (14) � (17) óñðåäíåííîé ìîäåëüþ I.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà (14), (15) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå Ëàìå

1

(c̄
(0)
s )2

p+∇ ·w = 0 , (18)

̺(0)s

∂2w

∂t2
= ∇ ·

(
λ
(0)
0 D(x,w)− p I

)
+ ̺(0)s F (19)

â îáëàñòè Ω
(s)
T , è ñèñòåìå àêóñòèêè

ˆ̺
∂2w

∂t2
= −∇ p+ ˆ̺F,

(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ · (∂w
∂t

) = 0 (20)

â îáëàñòè ΩT .

Ýòè äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàâåðøàþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè

lim
x → x

0

x ∈ G

w(x, t) · n(x0) = −1

ˆ̺
lim

x → x
0

x ∈ Ω

w(x, t) · n(x0) , (21)
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lim
x → x

0

x ∈ G

(
λ
(0)
0 D

(
x,w(x, t)

)
− p (x, t) I

)
· n(x0) = lim

x → x
0

x ∈ Ω

p (x, t)n(x0) (22)

íà îáùåé ãðàíèöå S
(0)
T , ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (16), (17), ãðàíè÷íûì óñëî-

âèåì

w(x, t) · n(x) = 0 (23)

íà ãðàíèöå ST\∂Ω(s)
T è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

p(x, 0) = 0, w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0 , x ∈ Ω. (24)

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà îáùåé ãðàíèöåS(0)
.

Ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþò èç ïðåäåëüíîãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (15) è èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà

∫

QT

(
(1− ζ)λ

(0)
0 D(x,w)− p I

)
: D(x,ϕ)dxdt =

=

∫

QT

∫

Y

̺(s)(x,y)
(
F− ∂2W

∂t2
(x, t,y)

)
· ϕ(x, t)dydxdt , (25)

ãäå W(x, t,y) åñòü äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wε}, è

̺(s)(x,y) =
(
1− ζ(x)

)
̺(0)s + ζ(x)

(
̺f χ(y) +

(
1− χ(y)

)
̺s)
)
.

Ñîîòíîøåíèå (25) âëå÷åò äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëàìå (18) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (22)

íà îáùåé ãðàíèöå S(0)
. Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (15) âëå÷åò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

(19), óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂2 p
∂t2

+∇ · ∂
2w

∂t2
= 0 , (26)

â îáëàñòè ΩT , è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

lim
x → x

0

x ∈ G

∂2 w

∂t2
(x, t) · n(x0) = lim

x → x
0

x ∈ Ω

∂2 w

∂t2
(x, t) · n(x0) (27)

íà îáùåé ãðàíèöå S(0)
.

Â íàøåì ñëó÷àå W(x, t,y) = w(x, t) è èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (25) ñëåäóåò

äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå

ˆ̺
∂2w

∂t2
= −∇ p+ ˆ̺F (28)

â îáëàñòè ΩT .

Ñîîòíîøåíèÿ (26)-(28) äàþò óðàâíåíèå àêóñòèêè (20) â îáëàñòè ΩT è ãðàíè÷íîå

óñëîâèå (21) íà ãðàíèöå S(0)
.
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Àííîòàöèÿ. �àáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé �èëüòðàöèè äâóõ íåñìå-

øèâàþùèõñÿ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè, ðàçäåëåííûõ ñâîáîäíîé ãðàíèöåé

â ïîðîóïðóãîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ðàçðàáîòàííûì àëãîðèò-

ìàì â ñëó÷àå ñòðóêòóðû ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå èçîëèðîâàííûõ êàïèëëÿðîâ è íåñâÿçíûõ

ýëåìåíòîâ ïîðèñòîé ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, �èëüòðàöèÿ æèäêîñòè, óïðóãèé ñêåëåò,

÷èñëåííîå óñðåäíåíèå.

1. Ââåäåíèå. Ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ïðèðî-

äû â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ âîçíèêàþò â ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà, â ìåõàíèêå òâåðäîãî

òåëà, ýëåêòðîäèíàìèêå è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ïðè ýòîì îáùåé ïðîáëåìîé ÿâëÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå ìèêðî-è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîäõîäîâ èõ îïèñàíèÿ. ×àñòî òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü ìîäåëü ñðåäû, ëîêàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðîé ðåçêî ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó óäîáíåå

ïåðåéòè îò ìèêðîñêîïè÷åñêîãî åå îïèñàíèÿ ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü

óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêîé ñðåäû. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìûå �èçè-

÷åñêèå ïðîöåññû â ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì ñèëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ýòèõ ñðåä ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì ñ ðåçêî èçìåíÿþùèìèñÿ êîý��èöèåíòàìè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â

òåîðèè óïðóãîñòè è ãèäðîäèíàìèêå, â òåîðèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä è êîìïîçèòíûõ ìàòå-

ðèàëîâ, òåîðèè �èëüòðàöèè è äðóãèõ çàäà÷àõ �èçèêè è ìåõàíèêè. Íåïîñðåäñòâåííîå

÷èñëåííîå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, çàòðóäíèòåëüíî äàæå íà ñîâðåìåííûõ

ÝÂÌ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äëÿ ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåä,

ïðèâîäÿùèõ ê áîëåå ïðîñòûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ

óñðåäíåííûìè. ×àñòî òàêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò ïîñòîÿííûå êîý��è-

öèåíòû. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ý��åê-

òèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîíà÷àëüíîé ñðåäû. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ îñíîâíûì

òðåáîâàíèåì, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ � áëèçîñòü ðå-

øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èñõîäíûõ è óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé. Ìà-

òåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåä ÷àñòî îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î

íàëè÷èè ó òàêèõ ñðåä êàêîé-ëèáî óïîðÿäî÷åííîé ìèêðîñòðóêòóðû (íàïðèìåð, ïåðèîäè-

÷åñêîé, êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, ñëó÷àéíîé îäíîðîäíîé è äð.).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ çàäà÷è î íàõîæäåíèè ïîâåðõíîñòè êîí-

òàêòíîãî ðàçðûâà ïðè äâèæåíèè äâóõ íåñæèìàåìûõ âÿçêèõ æèäêîñòåé â ïîðàõ ñêåëåòà
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ãðóíòà (ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé) è àëãîðèòìû èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêåëåò ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì, è êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ

óïðóãèì òåëîì.

Óðàâíåíèÿ ïîðîóïðóãîñòè, ïîëó÷åííûå Ê. �îí Òåðöàãè [1℄ è Ì. Áèî [2℄ äîë-

ãîå âðåìÿ ÿâëÿëèñü îáùåïðèíÿòûìè è ñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ ó÷èòûâàþò ïåðåìåùåíèå íå òîëüêî æèäêîñòè â

ïîðàõ, íî è òâåðäîãî ñêåëåòà. Ïðåäëàãàåìûå Ê. �îí Òåðöàãè è Ì. Áèî ìîäåëè íàçû-

âàþò �åíîìåíîëîãè÷åñêèìè: â íèõ ïîñòóëèðóþòñÿ ñâîéñòâà ñìåñè òâåðäîé è æèäêîé

êîìïîíåíò. Ïîçæå, ðÿä àâòîðîâ (�. Áàððèäæ è Äæ. Êåëëåð [3℄, Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèÿ [4℄,

Ò. Ëåâè) ïðåäëîæèëè âûâîä óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè íà îñíîâå îñíîâíûõ çàêîíîâ ìå-

õàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ. Ýòî áûëî âïîëíå åñòåñòâåííî, ñíà÷àëà

îïèñàòü ñîâìåñòíîå äâèæåíèå óïðóãîãî ñêåëåòà è æèäêîñòè â ïîðàõ íà ìèêðîñêîïè÷å-

ñêîì óðîâíå, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèå çàêîíû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, à çàòåì íàéòè

ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìèðóþùèå ìîäåëè ñ ïîìîùüþ òåîðèè óñðåäíåíèÿ (óñðåäíåí-

íûå óðàâíåíèÿ).

Òàê, ñîâìåñòíîå äâèæåíèå â îáëàñòè Ω îïèñûâàëîñü èìè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ [5℄

∂

∂t
(ρv) +∇ ·

(
ρv ⊗ v − χ̃Pf + (1− χ̃)Ps

)
= ρF , (1)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 , (2)

ãäå ∇ · u � äèâåðãåíöèÿ u, ìàòðèöà a⊗ b îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(a⊗ b) · c = a(b · c) ,

äëÿ âåêòîðîâ a, b, è c, χ̃ åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Ωf , Pf è Ps � òåíçîðû íàïðÿæåíèÿ æèäêîé è òâåðäîé êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâåííî, v �

ñêîðîñòü ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû è F � çàäàííûé âåêòîð ðàñïðåäåëåííûõ ìàññîâûõ

ñèë.

Óðàâíåíèÿ (1) è (2) ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ (êàê ñîîòâåòñòâó-

þùèå èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà) è ñîäåðæàò äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ æèäêîé êîì-

ïîíåíòû

ρ
dv

dt
= ∇ · Pf + ρF ,

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0

â Ωf ïðè t > 0, äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû

ρ
dv

dt
= ∇ · Ps + ρF ,

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0

â Ωs ïðè t > 0, è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé

(Ps − Pf ) · n = 0

íà îáùåé ãðàíèöå ¾ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî � òâåðäûé ñêåëåò¿ Γ(t), ãäå n åñòü åäèíè÷íàÿ

íîðìàëü ê Γ(t).
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Ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à ñèëüíî íåëèíåéíàÿ è ñîäåðæèò åùå îäíó íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó

� ãðàíèöó ðàçäåëà ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà è òâåðäîãî ñêåëåòà. �ëàâíûé ïîñòóëàò çäåñü

� òâåðäàÿ è æèäêàÿ êîìïîíåíòû íå ñìåøèâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì íåèçâåñòíàÿ (ñâîáîä-

íàÿ) ãðàíèöà Γ(t) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòíîãî ðàçðûâà [5℄, êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç çàäà÷è Êîøè

dχ̃

dt
≡ ∂χ̃

∂t
+∇ χ̃ · v = 0, χ̃(x, 0) = χ0(x) (3)

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè χ̃ â îáëàñòè Ω ïðè t > 0.
Äëÿ îïèñàíèÿ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé â óïðóãîì ñêå-

ëåòå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà äëÿ ïëîòíîñòè

ρε(x, t) ñìåñè æèäêîé è òâåðäîé êîìïîíåíò:

dρ

dt
= 0 . (4)

Â ÷àñòíîñòè, ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé

ðàçëè÷íîé (è ïîñòîÿííîé) ïëîòíîñòè ρ+f è ρ−f â íåñæèìàåìîì òâåðäîì ñêåëåòå ïîñòîÿí-

íîé ïëîòíîñòè ρs, åñëè óðàâíåíèå (4) äîïîëíèòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ρ(x, 0) = ρs, x ∈ Ωs , ρ(x, 0) = ρ±f , x ∈ Ω±
f , (5)

ãäå Ω±
f åñòü îáëàñòü çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ ïëîòíîñòè ρ±f â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Î÷åâèäíî, ÷òî äàæå òàêîå óïðîùåíèå íå äåëàåò çàäà÷ó íàìíîãî ëåã÷å. Áîëåå òîãî,

åñëè çàäà÷ó (1), (3)-(5) óäàñòñÿ ðåøèòü, òî ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áóäåò áåñïîëåçíà

äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, òàê êàê �óíêöèÿ χ̃ ìåíÿåò ñâîè çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1 â

ìàñøòàáå íåñêîëüêèõ ìèêðîí â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à â öåëîì ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè

â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ (ñîòåí) ìåòðîâ. Ïîýòîìó íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì çäåñü áóäåò óñðåä-

íåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Íî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1)-(3) ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî

íåðàçðåøèìîé. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷òî-òî ïîäõîäÿùåå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä è âñå åùå

ðàçóìíîå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé, ïðåäëîæåííîé â [3,4℄ è

ëèíåàðèçóåì îñíîâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

À èìåííî, àïïðîêñèìèðóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ χ̃ æèäêîé ÷àñòè Ωf åå

çíà÷åíèåì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

χ̃ ≃ χ0(x)

è ñâîáîäíóþ ãðàíèöó Γ(t) åå íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì Γ0.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

v ≃ ∂w

∂t
,

ãäå w åñòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû,

∂

∂t
(ρv) ≃

(
ρfχ0 + ρs(1− χ0)

)∂2w
∂t2

,
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ãäå ρf è ρs åñòü ïëîòíîñòè æèäêîñòè â ïîðàõ è òâåðäîãî ñêåëåòà ñîîòâåòñòâåííî, è

Pf = 2µD(x, v)− p I , (6)

Ps = 2λD(x,w)− p I . (7)

Çäåñü D(x, v) åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ∇v, I � åäèíè÷íûé òåíçîð, w� âåêòîð ïåðå-

ìåùåíèÿ ñðåäû, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ν � îáúåìíàÿ âÿçêîñòü, è λ � ïîñòîÿííàÿ

óïðóãîñòè Ëàìå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïóñòü χ(y) åñòü 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé y �óíêöèÿ,

òàêàÿ, ÷òî χ(y) = 1, y ∈ Yf ⊂ Y , χ(y) = 0, y ∈ Ys = Y \Y f , Y � åäèíè÷íûé êâàäðàò R2
.

1) Ìíîæåñòâî Yf îòêðûòîå è γ = ∂Yf ∩ ∂Ys åñòü Ëèïøèöåâà ïîâåðõíîñòü.
2) Ïóñòü Y ε

f åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â R2
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ε Yf . Òîãäà Y

ε
f

åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂ Y ε
f , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì

ïîâòîðåíèåì ãðàíèöû ε γ.
3) Ω ⊂ R2

� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ Ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé S = ∂Ω è Ωε
f = Ω ∩ Y ε

f

åñòü ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî, Ωε
s = Ω \Ωε

f � òâåðäûé ñêåëåò, Γ0 = Γ ε = ∂Ωε
f ∩ ∂Ωε

s � îáùàÿ

ãðàíèöà ¾òâåðäûé ñêåëåò � ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî¿.

Ïóñòü ζ(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè Ω. Òîãäà χε(x) = ζ(x)χ(x/ε) áóäåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé æèäêîé îáëàñòè Ωε

f .

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

x → x

L
, w → w

L
, t→ t

τ
, F → F

g
,

ãäå L åñòü õàðàêòåðíûé ðàçìåð �èçè÷åñêîé îáëàñòè, τ åñòü õàðàêòåðíîå âðåìÿ �èçè-

÷åñêîãî ïðîöåññà, g � çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ατ̺
ε∂

2w

∂t2
= ∇ · P+ ̺εF , (8)

P = χε αµD(x,
∂w

∂t
) + (1− χε)αλ D(x,w)− p I , (9)

∇ · w = 0 . (10)

Â (8) � (10) ε = l/L åñòü áåçðàçìåðíûé ðàçìåð ïîð, l � ñðåäíèé ðàçìåð ïîð,

ατ =
L

gτ 2
, αµ =

2µ

τLg ρ 0
, αλ =

2λ

Lg ρ 0
,

̺ε = ̺f χ
ε + ̺s (1− χε) ,

̺f è ̺s � áåçðàçìåðíûå ïëîòíîñòè æèäêîñòè â ïîðàõ è òâåðäîãî ñêåëåòà, ñîîòíåñåííûå

ê ïëîòíîñòè âîäû ρ 0
.
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�àçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ëèíåàðèçàöèè (1) � (3) èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè:

Áüþêåíåí � �èëáåðò-Ëèí [6,7℄, Áàêèíãåì [8℄, Áàððèäæ-Êåëëåð [3℄, Êëîïèó-Ôåððè-�èë-

áåðò-Ìèêåëè÷-Ïàîëè [9�11℄, Ëåâè [12℄, Íãóåòñåíã [13℄, Ñàí÷åñ-Õüþáåðò [14℄, Ñàí÷åñ-

Ïàëåíñèÿ [4℄.

Íàèáîëåå ïîëíî çàäà÷à óñðåäíåíèÿ îáùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû äëÿ ñæèìàåìûõ

ñðåä áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ À.Ì. Ìåéðìàíîâà [15, 16℄.

Â ÷àñòíîñòè, â [15, 16℄ áûëà ïðåäëîæåíà êëàññè�èêàöèÿ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è

�èçè÷åñêèõ ñðåä â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé áåçðàçìåðíûõ êðèòåðèåâ

lim
εց0

ατ (ε) = τ0 , lim
εց0

αµ(ε) = µ0 , lim
εց0

αλ(ε) = λ0 .

Äëÿ î÷åíü ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê �èëüòðàöèÿ æèäêîñòè, ñêîðîñòü ñðåäû

ñîñòàâëÿåò âñåãî 3 � 6 ìåòðîâ â ãîä. Ïîýòîìó õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîöåññà î÷åíü âåëèêî

è ατ ∼ 0. Äëÿ áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ òàêèõ, êàê àêóñòèêà èëè ãèäðàâëè÷åñêèé
óäàð, ατ ∼ 1, èëè ατ ∼ ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå èíåðöèîííûìè ñëàãàåìûìè â (6) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è îãðàíè÷èòüñÿ

óðàâíåíèåì

∇ · P+ ̺εF = 0 . (11)

Ïðè îïèñàíèè ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé â óïðóãîì ñêå-

ëåòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) � (11) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

∂ρε

∂t
+ v · ∇ρε = 0 , v =

∂w

∂t
(12)

äëÿ ïëîòíîñòè ρε ñìåñè æèäêîé è òâåðäîé êîìïîíåíò è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ρε(x, 0) = ρs, x ∈ Ωs , ρ
ε(x, 0) = ρ±f , x ∈ Ω±

f . (13)

Ñàìûì ïðîñòûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (10) � (12) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òâåðäûé ñêåëåò

ïðåäïîëàãàåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâîì

λ0 = ∞ .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîñòîèò èç óðàâíåíèé Ñòîêñà

∇ · v = 0 , (14)

∇ ·
(
αµD(x, v)− p I

)
+ ̺fF = 0 (15)

äëÿ ñêîðîñòè v è äàâëåíèÿ p æèäêîñòè â îáëàñòè Ωf ïðè t > 0 è ðàâåíñòâà

v = 0 (16)

â òâåðäîì ñêåëåòå Ωs (áîëåå òî÷íî, ñèñòåìà (14)-(16) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (10)-(12)

ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè αλ → ∞).
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Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå óñðåäíåíèå ñèñòåìû (14) � (16) âîçìîæíî òîëüêî ïðè

óñëîâèè

αµ = ε2µ0, µ0 = const > 0 . (17)

(ñì. [15, 16℄).

Ïðè îïèñàíèè ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé â àáñîëþòíî

òâåðäîì ñêåëåòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (14)-(17) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

∂ρf
∂t

+ v · ∇ρf = 0, x ∈ Ωf (18)

äëÿ ïëîòíîñòè ρε ñìåñè æèäêîé è òâåðäîé êîìïîíåíò è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ρf (x, 0) = ρ±f , x ∈ Ω±
f . (19)

Â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå äëÿ òî÷íûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè (1), (3), (4), çàäà÷è (12)-

(3) è (18)-(19) ýêâèâàëåíòíû è äëÿ óïðóãîãî ñêåëåòà, êîãäà ðàâåíñòâî (15) ìîæåò è

íå âûïîëíÿòüñÿ. Íî ïðè ëèíåàðèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìû ïîòåðÿëè âàæíîå

ñâîéñòâî ãðàíèöû Γ(t) ¾ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî � òâåðäûé ñêåëåò¿ áûòü ïîâåðõíîñòüþ

êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. �ðóáî ãîâîðÿ, æèäêàÿ è òâåðäàÿ êîìïîíåíòû ñðåäû òåïåðü ìîãóò

¾ïðîòåêàòü¿ ÷åðåç åå àïïðîêñèìàöèþ � ãðàíèöó Γ0. Ïîýòîìó íà ó÷àñòêàõ, ãäå æèäêàÿ

êîìïîíåíòà ¾âòåêàåò¿ â ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî, íåîáõîäèìî çàäàâàòü çíà÷åíèå ïëîò-

íîñòè, ÷òî íå âûçâàíî ñóùåñòâîì äåëà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñêîìàÿ �óíê-

öèÿ ρf (à íå êîìáèíàöèÿ ρε, â êîòîðîé ïëîòíîñòü òâåðäîãî ñêåëåòà ρs èçâåñòíà) áîëåå
åñòåñòâåííà è ïðèâû÷íà äëÿ èññëåäîâàòåëÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû ¾ïîäïðàâèòü¿ ïîñëåäíþþ

ïîñòàíîâêó çàäà÷è î òðàíñïîðòå ìàññû, âîñïîëüçóåìñÿ äè��óçèîííûì ïðèáëèæåíèåì

∂ρf
∂t

+ v · ∇ ρf = D0∆ ρf (20)

ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèèD0, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè ìîæíî óñòðå-

ìèòü ê íóëþ.

Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò äâà âèäà êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå Γ0, íå òðåáóþùèõ

çíàíèÿ èñêîìîé ïëîòíîñòè ρf
(
D0∇ ρf − ρf v

)
· n = 0 , (21)

èëè

D0∇ ρf · n = 0 , (22)

ãäå n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ0.

Óñëîâèå (21) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

�èêñèðîâàííîé ãðàíèöåé ðàçäåëà Γ0. Çäåñü ïîä ¾òî÷íûì óñëîâèåì¿ ìû ïîíèìàåì

óñëîâèå, çàïðåùàþùåå ïåðåòîêè æèäêîñòè èç ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà â òâåðäûé ñêåëåò

èëè ïåðåòîêè èç òâåðäîãî ñêåëåòà â ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëî-

âèå (22) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ òî÷íûõ íåëèíåàðèçîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
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íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé ðàçäåëà Γ(t). Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íà ñèëüíîì ðàçðûâå äëÿ

óðàâíåíèÿ äè��óçèè (22) ïðèìåò âèä [5℄

ρf (Vn − v · n) +D0∇ ρf · n = 0 , (23)

ãäå Vn åñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè Γ(t) â íàïðàâëåíèè íîðìàëè n. Ïîñêîëüêó

äàííàÿ ïîâåðõíîñòü Γ(t) åñòü ïîâåðõíîñòü êîíòàêòíîãî ðàçðûâà, òî

Vn = v · n

è ìû ïðèõîäèì ê (22).

2. �àçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

1 è 2. Çàäà÷à ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 1 ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ

æèäêîñòè è óïðóãîãî ñêåëåòà ðåøàëàñü äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà: íåñâÿçíûå êàïèëëÿðû (�èñ. 1 � ãåîìåòðèÿ ¾à¿) è íåñâÿç-

íûé óïðóãèé ñêåëåò (�èñ. 1 � ãåîìåòðèÿ ¾á¿).

à) á)

�èñ. 1. Ñòðóêòóðà ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà: à) â âèäå èçîëèðîâàííûõ êàïèëëÿðîâ,

á) â âèäå íåñâÿçíûõ ýëåìåíòîâ òâåðäîãî ñêåëåòà.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.

1) Ïóñòü ¾æèäêàÿ êîìïîíåíòà¿ Yf åäèíè÷íîãî êâàäðàòà Y = (0, 1)2 ⊂ R2
ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à Ys = Y/Y f - ¾òâåðäàÿ êîìïîíåíòà¿ â Y . γ = ∂Yf ∩ ∂Ys -

ëèïøèöåâà ãðàíèöà.

Y = Yf ∪ Ys ∪ γ ∪ ∂Y , Y = (0, 1)× (0, 1), εY = (0, ε)× (0, ε) .

2) Ïóñòü Y ε
f åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â R2

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ε Yf , ñ ëèï-
øèöåâîé ãðàíèöåé ∂ Y ε

f , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïîâòîðåíèåì ãðàíèöû ε γ. Y ε
s

� ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå â R2
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè εYs.

3) Ïóñòü Ω ∈ R2
� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé S, Ω = Ωε

f ∪Γε∪Ωε
s,

ãäå Ωε
f = Ω∩Y ε

f � ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî, Ωε
s = Ω\Ωε

f � òâåðäûé ñêåëåò, è Γ ε = ∂Ωε
f ∩∂Ωε

s

� îáùàÿ ãðàíèöà ¾òâåðäîå òåëî - ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî¿.
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Ìîäåëü 1. Ñîâìåñòíîå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå è óïðó-

ãîãî ñêåëåòà íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

∇ ·
(
χεµ0D(x,

∂wε

∂t
) + (1− χε)λ0D(x,w

ε)− pI
)
+ ρεF = 0 , (24)

∇ ·wε = 0 , (25)

∂ρε

∂t
+
∂wε

∂t
· ∇ ρf = 0, ρε = χερf + (1− χε)ρs , (26)

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîêñà

∇ ·
(
µ0D(x,

∂wε

∂t
)
)
−∇pε − ρεf F = 0, ∇ ·wε = 0 , (27)

äëÿ ñêîðîñòè ∂wε/∂t è äàâëåíèÿ pε íåîäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè Ωε
f

ïðè t > 0 è ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìý

∇ ·
(
λ0D(x,w

ε)
)
−∇pε − ρεsF = 0, ∇ · wε = 0 , (28)

äëÿ ïåðåìåùåíèÿ wε
è äàâëåíèÿ pε óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ñêåëåòà â îáëàñòè Ωε

s ïðè

t > 0, òðàíñïîðòíîãî óðàâíåíèÿ (26). Íà îáùåé ãðàíèöå ¾òâåðäûé ñêåëåò � ïîðîâîå

ïðîñòðàíñòâî¿ Γε
âûïîëíåíî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íîðìàëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé.

Ñèñòåìà (26)-(28) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè

wε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε
f , (29)

wε = 0, x ∈ ∂Ω , t > 0 , (30)

ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ωε
f (31)

è óñëîâèåì íîðìèðîâêè

∫

Ω

p(x, t) dx = 0 , t > 0 . (32)

Ïðîöåññ ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ (ε ց 0) ìîäåëèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êà-

ïèëëÿðîâ äëÿ ãåîìåòðèè ¾a¿, èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ óïðóãîãî ñêåëåòà äëÿ ãåîìåòðèè

¾á¿. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñèñòåìà (26)-(31) îïè-
ñûâàåò çàäà÷ó âÿçêîóïðóãîé �èëüòðàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûå ñëîæíîñòè ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîê-

ñà ñâÿçàíû ñ íàõîæäåíèåì ïîëÿ äàâëåíèÿ. À íàëè÷èå ñòðàòè�èêàöèè äîïîëíèòåëüíî

òðåáóåò ðàñ÷åòà ïîëÿ ïëîòíîñòè. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tn = nτ , ãäå τ �

âåëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíè, n � ÷èñëî øàãîâ, èçâåñòíî ïîëå ñêîðîñòåé v = ∂w/∂t, äàâ-
ëåíèå p è ïëîòíîñòü ρ. Òîãäà ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå �óíêöèè, ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ýòàï 1. �åøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàìý (28) ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè äëÿ ïåðåìåùåíèÿ w (30), (31). Íà ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè íàõîäèì ïðîìåæóòî÷íîå

çíà÷åíèå w̃, ðåøàÿ óðàâíåíèå

λ0∆w̃ −∇p̃ = − ρsF , (33)

äîïîëíåííîå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

w̃
∣∣
S∪Γε = 0 .

Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (25) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì

èñêàòü ïîïðàâêè ê ïîëþ ïåðåìåùåíèÿ è äàâëåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå

w = w̃ + ẃ, p = p̃+ ṕs , (34)

ãäå p̃
∣∣
t=0

= 0 .
Ïîäñòàâèâ (34) â (28), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîððåêöèè äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ

óïðóãîãî ñêåëåòà

λ0∆ẃs −∇ṕs = 0 , (35)

∇ · ẃs = −∇ · w̃s , (36)

ẃs

∣∣
S∪Γε = 0 .

Âûðàçèì ãðàäèåíò ∇ṕs èç ñèñòåìû (35) è ïðèìåíèì äèâåðãåíöèþ ê îáåèì ÷àñòÿì,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè äàâëåíèÿ

∆ṕs = λ0∇ · (∆ẃs) . (37)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇ · (∆ẃ) = ∆(∇ · ẃ) è ðàâåíñòâî (36), óðàâíåíèå (37) ïðèìåò âèä

∆ṕs = −λ0 ∆(∇ · w̃s) , (38)

êîòîðîå äîïîëíèì ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∇ṕs · n
∣∣
S
= 0 ,

∇ṕs · n
∣∣
Γε = −λ∆w̃ · n

∣∣
Γε .

Íàéäÿ ṕs, ëåãêî ðåøèì (35) è, ñîîòâåòñòâåííî, íàéäåì îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïå-

ðåìåùåíèÿ è äàâëåíèÿ â (34).

Ýòàï 2. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ws è ps, íàõîäèì íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

íà ãðàíèöå Γε

(λ0D(x,w)− pI)n = A , (39)

ãäå n åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå Γε
.
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Ýòàï 3. Òàê êàê íà îáùåé ãðàíèöå ìåæäó óïðóãèì ñêåëåòîì è æèäêîñòüþ âûïîëíÿåò-

ñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, òî ðåøàåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé Ñòîêñà (27) â Ωε
f , ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà îáùåé ãðàíèöå Γε

(µ0D(x, ṽ)− pI)n = A , (40)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èçâåñòíà ñ ïðåäûäóùåãî ýòàïà.

Â âèäó òîãî, ÷òî p óæå èçâåñòíî èç (40), óðàâíåíèå äëÿ ṽ = ∂w̃/∂t íà ïåðâîì øàãå

áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

µ0∆ṽ −∇p = −ρfF , ṽ
∣∣
S
= 0 . (41)

Çàòåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ïîâòîðÿþòñÿ, à èìåííî, íàõîäèì ïîïðàâêó äëÿ ïîëÿ

ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ

v = ṽ + v́f , p̃ = p+ ṕf . (42)

Ïîäñòàâëÿÿ (42) â (27) è â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîð-

ðåêöèè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ

µ0∆v́f −∇ṕf = 0 , (43)

∇ · v́f = −∇ · ṽ , (44)

êîòîðûå äîïîëíèì ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

v́
∣∣
S
= 0, (µ0D (x, v́)− ṕf I)n = 0 íà Γε .

Âûðàçèì ãðàäèåíò ∇ṕf è ïðèìåíèì äèâåðãåíöèþ ê îáåèì ÷àñòÿì â (43). Ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè äàâëåíèÿ

∆ṕf = −µ0∆(∇ · ṽn) , (45)

êîòîðîå äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(∇ṕf · n)
∣∣
S
= 0, ∇ṕf · n = −µ0∆ṽ · n íà Γε .

Íàéäÿ ṕf , ðåøèì (43). Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûå ṽ, v́ è ṕf ëåãêî íàéäåì v, pf . Íîðìàëüíîå
íàïðÿæåíèå íà îáùåé ãðàíèöå Γε

íàõîäèòñÿ, êàê

B = (µ0D (x, v)− p̃)n .

Ýòàï 4. Èñïîëüçóÿ óæå èçâåñòíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè æèäêîñòè, íàõîäèì çíà÷åíèå

ïëîòíîñòè íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå (ρn+1
f ), ðåøàÿ ÷èñëåííî óðàâíåíèå

ρn+1
f − ρnf
τ

= −v · ∇ρnf . (46)
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Ýòàï 5. Íà ýòîì òåêóùèé öèêë çàêàí÷èâàåòñÿ. Íà ïîñëåäóþùèõ âðåìåííûõ ñëîÿõ

àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ â óïðóãîì ñêåëåòå ðåøàåì óðàâíåíèå

λ0∆w̃n
s −∇p̃ = −ρsF (47)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

(λ0D(x, w̃
n)−∇p̃) · n = B ,

íàéäåííûì íà Ýòàïå 3, è óñëîâèåì íà S

w̃s

∣∣
S
= 0 .

1 for êàæäîé ÿ÷åéêè ñåòêè do

2 if ÿ÷åéêà ïðèíàäëåæèò îáëàñòü óïðóãîãî ñêåëåòà then

3 íàõîäèì w èç óðàâíåíèÿ (33).

4 Ïðè p|t=0 = 0 èùåì ẃs, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (35)-(36).

Ïîëó÷àåì ṕs èç (37).
5 if ∆ṕs = −λ0∆(∇ · w̃s) then
6 ðåøàåì (34).

7 end

8 Íàõîäèì íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà Γε
èç (39).

9 end

10 else

11 Èùåì vε
ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî

íàïðÿæåíèÿ íà îáùåé ãðàíèöå ¾óïðóãèé ñêåëåò � ïîðîâîå

ïðîñòðàíñòâî¿, ñîáëþäàÿ àíàëîãè÷íûé ïîðÿäîê äåéñòâèé,

÷òî è äëÿ ðàñ÷åòà ïåðåìåùåíèÿ â óïðóãîì ñêåëåòå.

12 end

13 Íàõîäèì ρn+1
f (çíà÷åíèå ïëîòíîñòè íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì

ñëîå).

14 end

Àëãîðèòì 1. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (26)-(28).

Ïîïðàâêè äëÿ äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ áóäåì èñêàòü êàê

wn
s = w̃n

s + ẃn
s , p = p̃ + ṕns . (48)

Óðàâíåíèÿ äëÿ êîððåêöèè ẃs è ṕs áóäóò

λ0∆ẃn
s −∇ṕs = 0 , (49)

∇ · ẃn
s = −∇ · w̃n

s (50)
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ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ẃn
s

∣∣
S
= 0, (λ0D(x, ẃs)− ṕs I)n = 0 íà Γε .

Ïîïðàâêó äëÿ äàâëåíèÿ íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

∆ṕns = −λ0∆(∇ · w̃n
s ) (51)

∇ṕs · ν
∣∣
S
= 0, ∇ṕs · n

∣∣
Γε = −λ0∆w̃n

s · n íà Γε .

Êàê è ðàíåå, íàõîäèì ẃn
s , çàòåì wn

s è p è ïîâòîðÿåì ýòàïû 2�4. Ïðîöåäóðà ïîâòî-

ðÿåòñÿ, ïîêà íå ïîëó÷èì ñõîäÿùååñÿ ðåøåíèå.

Ìîäåëü 2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 2 äâèæåíèÿ æèäêîñòè â àáñîëþòíî òâåðäîì ñêå-

ëåòå ðåøàëàñü ÷èñëåííî â îáëàñòè Ω, êîòîðàÿ èìååò ñòðóêòóðó ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè

êàê ãåîìåòðèè ¾a¿, òàê è ãåîìåòðèè ¾á¿. Äâèæåíèå æèäêîñòè â îäíîì êàïèëëÿðå îïè-

ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ñòîêñà

∇ · (µ0 ε
2D(x, vε)− pεI) + ρεfF = 0 , x ∈ Ωε

f , t ∈ (0, T ) , (52)

∇ · vε = 0 , x ∈ Ωε
f , t ∈ (0, T ) , (53)

êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

∂ρεf
∂t

+ v · ∇ρεf = 0 , ρεf (x, 0) = ρ
(0)
f (x), x ∈ Ωε

f , t ∈ (0, T ) (54)

äëÿ ïëîòíîñòè æèäêîñòè ρεf è óñëîâèåì íîðìèðîâêè

∫

Ωε
f

pε(x, t)dx = 0 , (55)

ãäå µ0 = αµ/ε
2
.

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

vε = 0 , x ∈ S ∪ Γε , t > 0 , (56)

ãäå S = ∂Ω.
Ïðîöåññ ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ (ε ց 0) ìîäåëèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êà-

ïèëëÿðîâ äëÿ ãåîìåòðèè ¾a¿, èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ òâåðäîãî ñêåëåòà äëÿ ãåîìåò-

ðèè ¾á¿. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñèñòåìà (52), (56)
îïèñûâàåò êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Ìàñêåòà. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé

ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Ýòàï 1. Íà ïåðâîì âðåìåííîì ñëîå íàõîäèì ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ṽ â

Ωf èç óðàâíåíèÿ

µ0 ε
2

2
∆ṽ = − ρ1F , ṽ

∣∣
S∪Γε = 0, ρ1 = ρ0f . (57)
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Ñêîðîñòü è äàâëåíèå, ñ ó÷åòîì ïðîìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ è ïîïðàâêè, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

v1 = ṽ + v́, p1 = p̃+ ṕ . (58)

Íàõîäèì ïîïðàâêè ñêîðîñòè èç óðàâíåíèé

µ0 ε
2

2
∆v́ −∇ṕ = 0 , (59)

∇ · v́ = −∇ · ṽ , (60)

v́
∣∣
S∪|Γε = 0 .

Âûðàçèâ ãðàäèåíò ∇ṕ è ïðèìåíèâ äèâåðãåíöèþ ê îáåèì ÷àñòÿì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

äëÿ ïîïðàâêè äàâëåíèÿ

∆ṕ =
µ0 ε

2

2
∇ · (∆v́) . (61)

Ó÷èòûâàÿ ∇ · (∆v́) = ∆(∇ · v́) è ðàâåíñòâî (60), íàéäåì ṕ

∆ṕ =
µ0 ε

2

2
∇ · (∆ṽ) , (62)

∇ṕ · n
∣∣
S∪Γε =

µ0ε
2

2
∆ṽ · n

∣∣
S∪Γε ,

çíàÿ êîòîðîå, ðåøèì (59).

Èñïîëüçóÿ óæå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ṽ è v́, íàéäåì v1
, p1 è âû÷èñëèì (ρ2) íà ñëåäó-

þùåì øàãå

ρ2 − ρ1

τ
= −v1 · ∇ρ1 . (63)

Ýòàï 2. Íà âòîðîì è ïîñëåäóþùèõ âðåìåííûõ øàãàõ ïðîäåëûâàåì àíàëîãè÷íûå äåé-

ñòâèÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óæå èçâåñòíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ. Íàõîäèì ïðîìåæóòî÷-

íîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ṽn
èç óðàâíåíèÿ

µ0 ε
2

2
∆ṽn −∇p(n−1) = −ρnF , ṽn

∣∣
S∪Γε = 0 . (64)

Íàõîäèì ïîïðàâêè äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, êàê íà ïðåäûäóùåì øàãå

vn = ṽn + v́n , pn = p(n−1) + ṕn . (65)

Ïîäñòàâèâ (58) â èñõîäíîå óðàâíåíèå Ñòîêñà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ïîëó÷èì

óðàâíåíèÿ äëÿ êîððåêöèè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ

µ0 ε
2

2
∆v́n −∇ṕn = 0 , (66)

∇ · v́n = −∇ · ṽn . (67)
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∆ṕn = −µ0 ε
2

2
∇ · (∆ṽn) , (68)

∇ṕ · n
∣∣
S∪Γε = −µ0ε

2

2
∆ṽn .

Çàòåì ðåøèì (65).

È, íàêîíåö, íàõîäèì çíà÷åíèå (ρn+1
), ÷èñëåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå

ρn+1 − ρn

τ
= −vn · ∇ρn . (69)

1 for êàæäîé ÿ÷åéêè ñåòêè do

2 for ïåðâîãî êàæäîãî âðåìåííîãî ñëîÿ n = 1 ṽ èç (57). do

3 Íàõîäèì v́ èç (59).

4 Íàõîäèì ṕ èç (62).

5 Îïðåäåëèì v1
è p1.

6 Èùåì ρ2 èç (63) äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà ïî âðåìåíè.
7 end

8 for âòîðîãî è ïîñëåäóþùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ íàõîäèì ṽn

èç (64). do

9 Íàõîäèì ïîïðàâêè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ.

10 �åøàåì (65).

11 Èùåì ρn+1
èç (69).

12 end

13 end

Àëãîðèòì 2. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (52)-(54).

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìîäåëè 1. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ìîäåëåé

1 è 2 áûë âûáðàí ìåòîä VOF (volume of �uid).

Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû â êà÷å-

ñòâå îñíîâû â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Â ãèäðîäèíàìèêå, îäíàêî, ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ

êàê Ëàãðàíæåâû, òàê è ýéëåðîâû êîîðäèíàòû. Âûáîð òîé èëè èíîé ñèñòåìû çàâèñèò

îò êîíêðåòíîé ðåøàåìîé çàäà÷è, òàê êàê êàæäûé ïîäõîä îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùå-

ñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé

ðàáîòå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýéëåðîâó ïîñòàíîâêó, òàê êàê äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ñâî-

áîäíûå ãðàíèöû ïðîõîäÿò òàêèå äå�îðìàöèè, èñïîëüçîâàíèå ëàãðàíæåâà ìåòîäà íåâîç-

ìîæíî.

Äèñêðåòíîå ëàãðàíæåâî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ æèäêîñòè êîíöåïòóàëüíî ïðîñòî, òàê êàê

êàæäàÿ çîíà íàêëàäûâàåìîé íà ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü ñåòêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýëåìåíòîì

æèäêîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû â ýòèõ ýëåìåí-

òàõ ëåãêî îïðåäåëèòü, ñîîòâåòñòâåííî äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ ëåãêî

âû÷èñëÿåìû. Ýòè äâà ñïîñîáà îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè â òîé îáëàñòè,
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êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòà æèäêîñòè â íîâîå ïîëîæåíèå. Â Ëàãðàíæåâîì

ñëó÷àå ñåòêà ïðîñòî ïåðåìåùàåòñÿ ñ ðàññ÷èòàííûìè ñêîðîñòÿìè ýëåìåíòà ïîòîêà, òîãäà

êàê â Ýéëåðîâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ñåòêó. Ýòîò ïî-

òîê òðåáóåò óñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ æèäêîñòè, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ â äàííîé ÿ÷åéêè ñåòêè.

Èìåííî ýòîò ïðîöåññ óñðåäíåíèÿ ïðèñóù àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà. Ýòî

ñàìûé áîëüøîé íåäîñòàòîê ìåòîäà Ýéëåðà. Êîíâåêòèâíîå óñðåäíåíèå ïðèâîäèò ê ñãëà-

æèâàíèþ âñåõ âàðèàöèé â ïîòîêå è, â ÷àñòíîñòè, ê ðàçìûòèþ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà

(ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè). Åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïðåîäîëåòü ýòó ïðîáëåìó íà ãðàíèöå �

ýòî ââåñòè íåêîòîðóþ ñïåöèàëüíóþ îáðàáîòêó, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû èçáåæàòü ðàçðû-

âà. Ñðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïðåèìóùåñòâ è íåäîñòàòêîâ óæå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ

ïðåîäîëåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðèâåëè ê íîâîé òåõíèêå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, íî

ý��åêòèâíîé. Ýòî ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå (VOF).

VOF-ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â òåõ çàäà÷àõ, ãäå íåîáõîäèìî íàéòè ñâîáîä-

íóþ ãðàíèöó íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà íåñìåøèâàþùèõñÿ ñðåä: îäíî�àçíîå òå÷åíèå èëè

òå÷åíèå íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé.

Â îñíîâå VOF-ìåòîäà ëåæèò ñõåìà äðîáíîãî îáúåìà æèäêîñòè äëÿ îòñëåæèâàíèÿ

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ýòîé òåõíèêå, �óíêöèÿ ρ(x1, x2, t) ðàâíà åäèíèöå åñëè ÿ÷åé-
êà çàíÿòà æèäêîñòüþ ïîëíîñòüþ è íóëþ, åñëè ÿ÷åéêà ïóñòà, êîãäà óñðåäíåííîå ïî êëåò-

êàì âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ρ â ÿ÷åéêå ðàâíî äðîáíîìó îáúåìó ÿ÷åéêè,
çàíÿòîé æèäêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íîå çíà÷åíèå ρ ñîîòâåòñòâóåò ÿ÷åéêå, çàïîë-

íåííîé æèäêîñòüþ, à íóëåâîå çíà÷åíèå óêàçûâàåò, ÷òî ÿ÷åéêà íå ñîäåðæèò æèäêîñòè.

ß÷åéêè ñî çíà÷åíèÿìè ρ ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé ñîäåðæàò ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîöåññ ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì

êîëè÷åñòâà êàïèëëÿðîâ äëÿ ãåîìåòðèè ¾a¿, èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ óïðóãîãî ñêåëåòà

äëÿ ãåîìåòðèè ¾á¿ (εց 0) .

à á

�èñ. 2. Øàáëîí ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

Â ñèëó âûáðàííîãî íàìè ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäóåìàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ ïî-
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êðûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî x1 è x2 ñåòêîé ÿ÷ååê (ñìîòðèòå ðèñóíîê 2, ¾à¿ è ¾á¿)

Ωf =

(
x
(i+1/2)
1 = ih1, h1 > 0; i = 0, 1, ..., N1;

x
(j+1/2)
2 = jh2, h2 > 0; j = 0, 1, ..., N2;

)

ãäå h1, h2 � ðàçìåð ñåòêè, N1, N2 � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè, ñîîòâåòñòâåííî, â íàïðàâ-

ëåíèè x1 è x2 (òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ÿ÷åéêè).

Âûáîð òàêîé ñåòêè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìîäåëÿõ íåò îáëà-

ñòåé ãäå íåîáõîäèìî áûëî áû îòñëåæèâàòü ãðàíèöó ðàçäåëà �àç áîëåå òî÷íî. Ýòî òàêæå

îáóñëîâëåíî è ñêîðîñòüþ ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà.

Çäåñü, êàê è â èñõîäíîì ìåòîäå VOF, áóäåì èñïîëüçîâàòü ¾øàõìàòíóþ¿ ñåòêó. Ýòî

äàåò âîçìîæíîñòü ÷åòêî èíòåðïðåòèðîâàòü êàæäóþ ÿ÷åéêó, êàê ýëåìåíò îáúåìà, êîòî-

ðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàññ÷èòûâàåìûìè äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ â åãî öåíòðå.

Äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ðàñïîëîæåíû â ÿ÷åéêå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

2 ¾á¿. Çäåñü ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà (i, j) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÿ÷åéêà, ñîäåðæàùàÿ íåíóëåâîå

çíà÷åíèå ρ è èìåþùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó (i ± 1, j) èëè (i, j ± 1),
ïëîòíîñòü â êîòîðîé ðàâíà 0. ß÷åéêè ñ íóëåâûì ρ ñîäåðæàò âòîðóþ æèäêîñòü. ß÷åéêè

ñ íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ρ è íåíóëåâûìè ñîñåäíèìè ÿ÷åéêàìè ñ÷èòàåì çàïîëíåííûìè

ïåðâîé æèäêîñòüþ.

Êðàòêî, îñíîâíóþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ìîäåëè 1 çà îäèí øàã ïî âðåìåíè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåõýòàïíîé ñõåìû:

(1) Èñïîëüçóÿ ÿâíûå ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèé (27),(28) è, ñëåäóÿ àëãîðèòìó, èçëî-

æåííîìó âûøå, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ.

(2) Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿåì óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

(25) â êàæäîé ÿ÷åéêå, òàê êàê èç-çà èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â îäíîé ÿ÷åéêå, íàðóøàåòñÿ

áàëàíñ â ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ. Â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå VOF ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòåé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñæèìàåìîñòè ñðåäû.

Òàê êàê íàì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîâåäåíèå åùå è óïðóãîãî òåëà, òî íåîáõîäèìî óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèå (25) â êàæäîé ÿ÷åéêå âñåé îáëàñòè. Ýòî íåáîëüøàÿ ìîäè�èêàöèÿ

ìåòîäà ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåïðåäóñìîòðåííûõ âîçìóùåíèé ïðè ïåðåõîäå íà íîâûé

âðåìåííîé ñëîé.

(3) È, íàêîíåö, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ρ.
Ïîâòîðåíèå ýòèõ øàãîâ äàñò ðåøåíèå ÷åðåç çàäàííûé èíòåðâàë âðåìåíè. Íà êàæäîì

øàãå, êîíå÷íî, íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, öåíòðèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ âûáðàííûì øàáëîíîì. Íàïðèìåð, ñëàãàåìûå ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ îäíîñòîðîííèõ ðàçíîñòåé ïî �îðìóëàì âèäà

∂p

∂x1
=
pi+1,j − pi,j

h1
,

∂p

∂x2
=
pi,j+1 − pi,j

h2
. (70)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äè��óçèîííûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ñ öåí-

òðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, êàê, íàïðèìåð, äëÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ æèäêî-
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ñòè

∂2u

∂x21
=
ui+3/2,j − 2 ui+1/2,j + ui−1/2,j

h21
, (71)

∂2u

∂x22
=
ui+1/2,j+1 − 2 ui+1/2,j + ui+1/2,j−1

h22
. (72)

Áîëåå ïîëíûå âûðàæåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàå-

ìûõ äâóõìåðíûõ è òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, ó Î.Ì. Áå-

ëîöåðêîâñêîãî [17℄. Èñïîëüçóåìàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìèðóåò ðàññìàò-

ðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ñî âòîðûì ïîðÿäêîì

òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì O(∆τ, h2) è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà óñòîé-
÷èâà. Ïîäñòàâèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå �îðìóëû â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ (24)�(26). Òîãäà ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì èõ äèñêðåòíûå àíàëîãè

äëÿ x1 è x2 íàïðàâëåíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëó÷åííûå ðàçíîñòíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî êîì-

ïîíåíò ïåðåìåùåíèÿ w1 i+1/2,j, w2 i,j+1/2 è äîïîëíåííûå óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè, ïðå-

îáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó êîíå÷íî - ðàçíîñòíîìó âèäó

λ0
(wn

1 i+3/2,j − 2wn
1 i+1/2,j + wn

1 i−/2,j

h21
+

+
wn

1 i+1/2,j+1 − 2wn
1 i+1/2,j + wn

1 i+1/2,j−1

h22

)
=

=
pni+1,j − pni,j

h1
+ ρns i+1/2,j F1 , (73)

λ0

(wn
2 i+1,j+1/2 − 2wn

2 i,j+1/2 + wn
2 i−1,j+1/2

h21
+

+
wn

2 i,j+3/2 − 2wn
2 i,j+1/2 + wn

2 i,j−1/2

h22

)
=

=
pni,j+1 − pni,j

h2
+ ρns i,j+1/2 F2 , (74)

wn
1 i+1/2,j − wn

1 i−1/2,j

h1
+
wn

2 i,j+1/2 − wn
2 i,j−1/2

h2
= 0 , (75)

ρn+1
s i,j − ρns i,j

τ
= −wn

1 i+1/2,j

ρns i+1/2,j − ρns i−1/2,j

h1
−

− w2 i,j+1/2

ρns i,j+1/2 − ρns i,j−1/2

h2
. (76)

ãäå n � íîìåð øàãà ïî âðåìåíè, w1, w2 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ρs � ïëîò-
íîñòü óïðóãîãî ñêåëåòà.
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Âåëè÷èíû ñ äðîáíûìè èíäåêñàìè îòíîñÿòñÿ ê ãðàíèöàì ÿ÷ååê, íàïðèìåð

w1 i+1/2,j =
w1 i,j + w1 i+1,j

2
, w2 i,j+1/2 =

w2 i,j + w2 i,j+1

2
.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êàõ ñåòêè,

íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì, íàïðèìåð

ρsi+1/2,j =
1

2
(ρsi+1,j + ρsi,j), ρ

s
i,j+1/2 =

1

2
(ρsi,j+1 + ρsi,j) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû (òàê è íèæåñëåäóþùèå) àïïðîêñè-

ìèðóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé (26)-(28) ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà O(τ, h2), ãäå h =
max(h1, h2). Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷-

íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó.

Êðèòåðèåì îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ ñëóæèò óñëîâèå, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëü-

íàÿ ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè èñêîìûõ ïåðåìåííûõ íà ïðåäûäóùåì è ñëåäóþùåì

âðåìåííîì øàãå íå ïðåâûøàåò çàäàííóþ âåëè÷èíó îøèáêè α

max

∣∣∣∣
vn+1 − vn

vn+1

∣∣∣∣ ≤ α .

Â ïëîñêîì ñëó÷àå, ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äðîáíûõ ÿ÷ååê ìîãóò áûòü îïðå-

äåëåíû íåïîñðåäñòâåííûìè èçìåðåíèÿìè. Â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå íåîá-

õîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò êàæäîé

äðîáíîé ÿ÷åéêè äî îñè ñèììåòðèè. �àçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äðîáíûõ ÿ÷ååê ïîëó÷à-

þòñÿ ïóòåì íåáîëüøîé ìîäè�èêàöèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ öåëîé ÿ÷åéêè.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ çàäà÷è (26)-(31) ïî ðàç-

ðàáîòàííîìó àëãîðèòìó äëÿ ñëó÷àÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ¾á¿.

t = 860 t = 1200 t = 2600 t = 4800

�èñ. 3. Ñîâìåñòíîå äâèæåíèå æèäêîñòè è óïðóãîãî ñêåëåòà

â âèäå èçîëèðîâàííûõ êàïèëëÿðîâ.

4. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìîäåëè 2. Ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé

(52)-(56) ðàçíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî âûøå, òàê

êàê ìîäåëü 2 ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäåëüþ ìîäåëè 1, ãäå îòñóòñòâóþò ïåðåìåùåíèÿ ñêåëåòà è,

ñîîòâåòñòâåííî, íà ãðàíèöå æèäêîñòè è òâåðäîãî ñêåëåòà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðî-

òåêàíèÿ.
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Ïîëó÷åííûå ðàçíîñòíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî êîì-

ïîíåíòîâ ïåðåìåùåíèÿ ui+1/2,j, vi,j+1/2 è äîïîëíåííûå óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè, ïðå-

îáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó

êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó âèäó

µ0ε
2

2

(uni+3/2,j − 2 uni+1/2,j + uni−/2,j

h21
+

+
uni+1/2,j+1 − 2 uni+1/2,j + uni+1/2,j−1

h22

)
=

=
pni+1,j − pni,j

h1
+ ρni+1/2,j F1 , (77)

µ0ε
2

2

(vni+1,j+1/2 − 2 vni,j+1/2 + vni−1,j+1/2

h21
+

+
vni,j+3/2 − 2 vni,j+1/2 + vni,j−1/2

h22

)
=

=
pni,j+1 − pni,j

h2
+ ρni,j+1/2 F2 , (78)

uni+1/2,j − uni−1/2,j

h1
+
vni,j+1/2 − vni,j−1/2

h2
= 0 , (79)

ρn+1
i,j − ρni,j

τ
= −uni+1/2,j

ρni+1/2,j − ρni−1/2,j

h1
− vi,j+1/2

ρni,j+1/2 − ρni,j−1/2

h2
. (80)

Ïðè çàìåíå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå íåîá-

õîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðèáëèæåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê êàê èõ êîíêðåòíîå

ïðèáëèæåíèå ïðÿìî âëèÿåò íà êîððåêòíîñòü ìåòîäà è óñòîé÷èâîñòü ñõåìû, à òàêæå ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè. Ñ�îðìóëèðóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ââåäÿ ñåðèþ �èêòèâíûõ ÿ÷ååê

(òàê, ÷òîáû êàæäàÿ âû÷èñëÿåìàÿ òî÷êà ñòàíîâèëàñü âíóòðåííåé è îïèñàííûé àëãîðèòì

ñîõðàíÿëñÿ äëÿ âñåõ ÿ÷ååê). Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî îäíîãî

ñëîÿ, äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè � äâà ñëîÿ. Òàê â ñëó÷àå, êîãäà áîêîâûå

ñòåíêè åñòü òâåðäàÿ ïîâåðõíîñòü, òî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ è íåïðîòåêàíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå

v−1/2,j+1/2 = 0 (óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ) ,

u i−1/2,j = 0 (óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ) .

Èç óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü

v0,j+1/2 =
vn0,j+1/2

2
+
vn1,j+1/2

6
+
h21
8

ρn0,j+1/2

µ
F2 +O(h31) .
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Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ ïëîòíîñòè â ¾ïðèãðàíè÷íûõ¿ ÿ÷åéêàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå (ñìîòðèòå ðèñóíîê 4):

ρn+1,k+1
0j = ρn0j − τ

[
(ρu)n1/2,j
h1

+
(ρv)n0,j+1/2 − (ρv)n0,j−1/2

h2

]
+O(h2) . (81)

ïðèâåäåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè â ¾ïðèãðàíè÷íûõ¿

ÿ÷åéêàõ èìåþò ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íå íèæå âòîðîãî.

�èñ. 4. �àñ÷åòíàÿ ñåòêà ó ãðàíèöû ¾æèäêîñòü � óïðóãîå òåëî¿

(¾àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî¿).

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â îäíîì êàïèëëÿðå â àáñîëþòíî òâåðäîì ñêåëåòå

ïîêàçàëî ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè [18℄. Íà ðèñ. 6 ìîæíî óâèäåòü ãëàäêóþ ñâîáîäíóþ

ãðàíèöó â êàïèëëÿðå â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ïðîöåññ ÷èñëåííîãî óñðåäíåíèÿ (ε ց 0) ìîäåëèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êà-

ïèëëÿðîâ äëÿ ãåîìåòðèè ¾a¿, èëè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ òâåðäîãî ñêåëåòà äëÿ ãåîìåòðèè

¾á¿. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñèñòåìà (52), (56) îïè-
ñûâàåò êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Ìàñêåòà.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå âðåìåíè ïðîöåññà â çàäà÷å Ìàñêåòà âîç-

íèêàåò ïåðåõîäíàÿ �àçà â ñëó÷àå àáñîëþòíî òâåðäîãî ñêåëåòà (ñì. [16℄), â òî âðåìÿ, êàê

ïðè âÿçêîóïðóãîé �èëüòðàöèè ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ñîõðàíÿåòñÿ.
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NUMERICAL SOLUTION OF TWO IMMISCIBLE INCOMPRESSIBLE

FLUIDS SIMULTANEOUS FLOW IN A POROUS MEDIUM

AT MICROSCOPIC LEVEL PROBLEM

Î.A. Galtseva, Î.V. Galtsev

Belgorod State University,

Pobedy St., 85, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: oleggaltsev�bsu.edu.ru

Abstra
t. Two models of �ltration of two immis
ible in
ompressible �uids of di�erent density

separated by free boundary in a porous elasti
 medium is studied numeri
ally. Numeri
al results

are given a

ording to developed algorithms in the 
ase when the stru
ture of pore spa
e has the

form of isolated 
apillaries and dis
onne
ted elements of porous medium.

Key words: free boundary problem, liquid �ltration, numeri
al averaging.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå åãî òåïëî-

âûå �ëóêòóàöèè. Íàõîäèòñÿ îáùèé âèä ìàòðèöû ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ýòîãî ïî-

ëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå,

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîíÿòèå î ñòîõàñòè÷åñêîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå âîçíè-

êàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ, èìåþùåãî òåïëîâîå ïðîèñõîæäåíèå. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèå î ñòîõàñòè÷å-

ñêîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå âîñõîäèò ê ðàáîòàì �ýëåÿ, Äæèíñà, Âèíà è Ïëàíêà ïðè

ïîïûòêå ïîñòðîåíèÿ èìè òåîðèè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà (ñì., íàïðèìåð,

[1-4℄). Ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåííîé Ì.Ïëàíêîì [5℄ òåîðåòè÷åñêîé êîðïóñêóëÿðíîé ìîäå-

ëè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùåé îáúÿñíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,

ñâÿçàííûå ñ òåïëîâûì èçëó÷åíèåì àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà, â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå

âîçíèêëî, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè

ýòîé òåîðèè àâòîðû, â òî âðåìÿ, èñõîäèëè èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, òàê êàê

íå ìîãëè ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî �îðìàëèçì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ïðè ïîñòðîåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî åå ðàçäåëà, èäåéíûì îáðàçîì ñâÿçàííîãî ñ èçó÷åíèåì ñëó÷àéíûõ ïîëåé, � òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, �àêòè÷åñêè, åùå íå ñóùåñòâîâàëî. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçâè-

òèå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â äâàäöàòîì ñòîëåòèè ïðèâåëî ê ïîñòðîåíèþ ñòðîéíîé

äîâîëüíî ðàçâèòîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî íîâîìó ïîäîéòè ê òåî-

ðåòè÷åñêîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [2, 3℄, èäåè êîòîðûõ ðàçâèâàþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå).

Íàëè÷èå òàêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé îòíþäü

íå âåäåò ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñìîòðà ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òî÷êè çðåíèÿ íà ýëåêòðî-

ìàãíèòíîå ïîëå, îäíàêî äàåò íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ïðè òåîðåòè÷åñêîì

ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå.

Â áîëåå ðàííèõ ïóáëèêàöèÿõ ìû èññëåäîâàëè ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ � ò.í. ãàóññîâñêóþ ìîäåëü ñî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è ýê-

âèâàëåíòíûìè ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùèìè, êîòîðàÿ åñòåñòâåííà â òîì

ñëó÷àå, êîãäà �èçè÷åñêè èìååòñÿ ìàëîñòü âåëè÷èíû ïîëÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Íà-

ìè ïîëíîñòüþ áûë èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà ïîëå, ñîñðåäîòî÷åííîå â îãðàíè÷åííîé ïîëîñòè

ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû, ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè îäíîðîäíûì (â ÷àñòíîñòè, íàõîäèòñÿ
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â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè). Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè, ìû íàõîäèì îáùèå îãðà-

íè÷åíèÿ íà âèä ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàøå ðàññìîòðåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé, êîãäà ïîëå ñîñðå-

äîòî÷åíî â îãðàíè÷åííîé ïîëîñòè. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíèì êàê â ñëó÷àå, êîãäà

ïîëå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, òàê è â ñëó÷àå, êîãäà åãî ãàóññîâîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ýòî,

â ÷àñòíîñòè, äàåò ïîëíîå îïèñàíèå âñåãî êëàññà ãàóññîâñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé,

áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá èõ ñòîõàñòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîä-

íîñòè è íåçàâèñèìîñòè ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé êîìïîíåíò. Ïðè ýòîì ìû, ñ ñàìîãî

íà÷àëà, ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëå îáëàäàåò íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå åãî òåïëîâîãî ïðîèñõîæäå-

íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì-òî ñóùåñòâåííûì

îãðàíè÷åíèåì ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê èññëåäîâàíèå ëþáîãî ñëó÷àéíî-

ãî ïîëÿ âñåãäà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïîäõîäÿùèì

íåñëó÷àéíûì ñäâèãîì çíà÷åíèé åãî ðåàëèçàöèé.

2. Ñòîõàñòè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âàêó-

óìå, â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ω, îïèñûâàþùåé ïîëîñòü (îíà, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò

áûòü è íåîãðàíè÷åííîé è ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà âñå �èçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R3
), ãäå

ñîñðåäîòî÷åíî òåïëîâîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé

(
E(x, t),H(x, t)

)

âåêòîðíîãî è ïñåâäîâåêòîðíîãî ïîëåé íà Ω, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω è

ìîìåíò âðåìåíè t ïîä÷èíÿþòñÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

1

c

∂H

∂t
+ [∇,E] = 0 , (∇,H) = 0 ,

1

c

∂E

∂t
− [∇,H] = 0 , (∇,E) = 0 ,

t ∈ R , (1)

c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Ïðè çàïèñè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçîâàí âåê-

òîðíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð �àìèëüòîíà ∇. Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñòî-
õàñòè÷åñêîå, òî îïðåäåëÿþùèå åãî ïîëÿ E è H ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ðåàëèçà-

öèÿìè. Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, çàäàííîì íà ñåìåéñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ

ðåàëèçàöèé. Â äàëüíåéøåì, óñðåäíåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � âñåâîçìîæíûõ õàðàêòåðè-

ñòèê ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü

óãëîâûìè ñêîáêàìè 〈·〉. Ñàìûì âàæíûì â ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäàÿ (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) ñëó÷àéíàÿ ðåà-

ëèçàöèÿ ïàðû ïîëåé

(
E(x, t),H(x, t)

)
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (1), òî åñòü

ÿâëÿþòñÿ èõ ðåøåíèÿìè. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íóæíî óòî÷íèòü â êàêîì ñìûñëå ýòè ðåøå-

íèÿ äîëæíû ïîíèìàòüñÿ, òàê êàê â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé èõ ðåàëèçàöèè îïðåäåëÿ-

þòñÿ òîëüêî ëèøü íà ñ÷åòíîì âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Çíà÷åíèÿ ïîëåé E(x)
è H(x) â êîíêðåòíîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå íå ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè ñ �èçè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, à, íàîáîðîò, íàáëþäàåìû òîëüêî ëèøü èõ èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

ïî �èçè÷åñêè ìàëûì îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå

â óðàâíåíèÿõ (1) íóæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå êàêîé-òî èíòåãðàëüíîé ìåòðèêè ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì îáëàñòÿì. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé ðåàëèçà-
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öèè

(
E(x, t),H(x, t)

)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äîëæåí îñòàâàòüñÿ êîíå÷íûì èíòåãðàë

ïî ëþáîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè îò �óíêöèè

(
E2(x, t) + H2(x, t)

)
, êîòîðûé ïðî-

ïîðöèîíàëåí ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòîé îáëàñòè, òî åñòåñòâåííî âûáðàòü

â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû ñëó÷àéíûå ðåàëè-

çàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ

�óíêöèé, òî åñòü ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (1)

äîëæíû ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûå

ðåàëèçàöèè E(x) èH(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû è èìåþò

ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü íà ïèñüìå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû îò íåñëó÷àéíûõ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîãëàøåíèé. Â

íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìû, ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, íå áóäåì ñëåäîâàòü ýòîìó ïðà-

âèëó è ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, òàê êàê, äàëåå, âåçäå âåêòîðû E è H âñåãäà áóäóò

ïðåäñòàâëÿòü ñëó÷àéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ òàêîâî, ÷òî êàæäàÿ èç ðåàëèçàöèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (2) ñ âåðîÿòíîñòüþ

1, è ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà âîçìîæíûé âûáîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé P. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñîñòîèò, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçà-

öèÿ

(
E(x, t),H(x, t)

)
â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â

êàêîé-òî �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t0, òî åñòü îíà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî íåñëó÷àéíîé,
åñëè çàäàíû åå çíà÷åíèÿ

(
E(x, 0),H(x, 0)

)
≡
(
E(x),H(x)

)
. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé (1) íå ñîäåðæèò ñòîõàñòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïèñà-

íèÿ ñëó÷àéíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

(
E(x, t),H(x, t)

)
íóæíî çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé P0 äëÿ ñëó÷àéíîé ïàðû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

(
E(x),H(x)

)
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, íà âûáîð êîíêðåòíîé ìîäåëè ïîëÿ (åãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé)

äîëæíû áûòü íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ â âèäå óäîâëåòâîðåíèÿ ñëó÷àéíûìè ðåàëèçàöèÿìè

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òåõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1), êîòîðûå âûðàæàþò ñâîéñòâî èõ áåçäèâåð-

ãåíòíîñòè. Ïîýòîìó çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåãî êëàññà äîïóñòèìûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêèõ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ êëàññà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé äëÿ

ñòàòè÷åñêèõ áåçäèâåðãåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé

(
E(x),H(x)

)
.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ íóæíî ó÷èòûâàòü ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïî

ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ ïðè îòðàæåíèÿõ �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê E(x) ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïîëåì, H(x) � ïñåâäîâåêòîðíûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàêëàäûâàåò îãðàíè-
÷åíèÿ íà âîçìîæíûé âèä èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 
 òî÷êè çðåíèÿ

åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äàëåå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ

ïîëåé

(
E(x),H(x)

)
òàêîâî, ÷òî îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè èõ âòîðûå ìîìåíòû, òî åñòü ñóùå-

ñòâóþò êîíå÷íûå ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè

K
(α,β)
ij (x;y) = 〈F (α)

i (x)F
(β)
j (y)〉 , α, β = E,H , i, j = 1, 2, 3 (2)

(äàëåå, íàðÿäó ñ âåêòîðíûìè îáîçíà÷åíèÿìè, áóäåì ïðèìåíÿòü èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ èõ êîìïîíåíò), ãäå F(E) ≡ E, F(H) ≡ H. Òàêîå îãðàíè÷åíèå åñòåñòâåííî, ñ �è-
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çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê òîëüêî òàêèå ñòîõàñòè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ, ââèäó òîãî, ÷òî äîëæíî áûòü êîíå÷-

íî ñðåäíåå çíà÷åíèå

(
K

(E,E)
ii (x;x) + K

(H,H)
ii (x;x)

)
/8π â ëþáîé �èêñèðîâàííûé ìîìåíò

âðåìåíè t0, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ âåëè÷èíó ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñòîõàñòè÷åñêîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè (çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïî

ïîâòîðÿþùèìñÿ íèæíèì èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èõ çíà÷åíèÿì 1,2,3).

Íàáîð êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé (3) îáëàäàåò î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè

K
(α,β)
ij (x;y) = K

(β,α)
ji (y;x) . (3)

Åñëè îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè âñå ìîìåíòû ïàðû ïîëåé

(
E(x),H(x)

)
, ÷òî èìååò ìå-

ñòî â òàêîì ÷àñòíîì, íî âàæíîì ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, òî ïîëíûé íàáîð

ýòèõ ìîìåíòîâ 〈
n∏

j=1

F
(αj)
ij

(xj)〉, n ∈ N ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó÷àé-

íûõ ðåàëèçàöèé

(
E(x),H(x)

)
òàêæå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ êîððåëÿöèîí-

íûõ �óíêöèé K
(α,β)
ij (x;y) è, â ñâÿçè ñ êîíå÷íîñòüþ ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé

K
(α,β)
ij (x;y), çàäà÷ó îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ ïîëåé ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê çàäà÷ó îá îïèñàíèè òàêèõ íåîáõîäèìûõ è äîñòà-

òî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ìàòðèöû �óíêöèé ñ òåíçîðíûìè çíà÷åíèÿìè K
(α,β)
ij (x;y), êîòî-

ðûå äàþò âîçìîæíîñòü òðàêòîâàòü èõ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè

〈F (α)
i (x)F

(β)
j (y)〉.

3. Ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. �åøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

îñíîâàíî íà ÿâíîì ïðåäñòàâëåíèè ïàðû ñëó÷àéíûõ ïîëåé

(
E(x),H(x)

)
, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óñëîâèþ áåçäèâåðãåíòíîñòè. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå, íàðÿäó ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé,

êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïàðû ñëó-

÷àéíûõ ïîëåé, ïðèâîäèò ê îáùåé �îðìóëå äëÿ ýòîé ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé âåñü êëàññ

äîïóñòèìûõ ìàòðèö òàêîãî òèïà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óñëîâèå

ïîëîæèòåëüíîñòè ìû îáñóäèì â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè 〈F (α)
i (x)F

(β)
j (y)〉 ïàðû, ñîñòîÿùåé èç ýëåê-

òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

(
E,H

)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

〈
∣∣∣
∫

Ω

F
(α)
i (x)w

(α)
i (x)dx

∣∣∣
2

〉 =
∫

Ω2

K
(α,β)
ij (x;y)w

(α)
i (x)w

(β)
j (y)dxdy ≥ 0 , (4)

â êîòîðûõ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, êàê íèæíèì i, j = 1, 2, 3 (ñì. çàìå÷àíèå âû-

øå), òàê è âåðõíèì α, β = E,H, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Çäåñü âåêòîð-�óíêöèè(
w

(α)
1 (x), w

(α)
2 (x), w

(α)
3 (x)

)
, α = E,H ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè �èíèòíûìè è áåñêîíå÷íî

äè��åðåíöèðóåìûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì âåêòîðà x. Ýòî íåðàâåíñòâî

ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáîð, ïåðå÷èñëÿåìûé ïîñðåä-

ñòâîì α, β = E,H ìàòðèö-�óíêöèè K
(α,β)
ij (x;y) 
 i, j = 1, 2, 3 ïðåäñòàâëÿë ñîáîé íàáîð
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ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé 〈F (α)
i (x)F

(β)
j (y)〉 äëÿ íåêîòîðîé ïàðû

(
Ei(x), Hj(x)

)

âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç èçâåñòíîé òåîðåìû Áîõíåðà-

Õèí÷èíà â ïðèìåíåíèè ê ðàññìàòðèâàåìîìó íàìè ñëó÷àþ [6℄.

Â ñèëó (3), èìååòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ êîððåëÿöèîííûõ ìàòðèö-�óíêöèé: K
(E,E)
ij (x;y)

≡ K
(E)
ij (x;y), K

(H,H)
ij (x;y) ≡ K

(H)
ij (x;y), K

(E,H)
ij (x;y). Â òåðìèíàõ ýòèõ ìàòðèö óñëîâèå

ïîëîæèòåëüíîñòè (4) çàïèñûâàåòñÿ âèäå

(
K(E)u,u

)
+
(
K(H)v,v

)
+ 2
(
K(E,H)u,v

)
≥ 0 , (5)

ãäå äëÿ u(x) è v(x) � îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ïàðû âåêòîð-

�óíêöèé w(α)(x), α = E,H; K(E)
, K(H)

, K(E,H)
� èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè

â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé è ñêîáêàìè îáîçíà÷åíû ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Ω).
Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè â �îðìå (5) ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíûì

îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî �óíêöèÿ u è v ïðîèçâîëüíû. Òîãäà çàìåíèì

�óíêöèþ v íà λv ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæèòåëåì λ ∈ R. Òîãäà (5) çàïèøåòñÿ â âèäå

(
K(E)u,u

)
+ λ2

(
K(H)v,v

)
+ 2λ

(
K(E,H)u,v

)
≥ 0 ,

ãäå êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî äîëæíî èìåòü ìåñòî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ. Ýòî ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó íàáîðó íåðàâåíñòâ, êîòîðûå áóäóò, òåì ñàìûì, ýêâèâàëåíòû íåðàâåí-

ñòâó (5),

(
K(E)u,u

)
≥ 0 ,

(
K(H)v,v

)
≥ 0 ,

(
K(E)u,u

)(
K(H)v,v

)
≥
(
K(E,H)u,v

)2
. (6)

4. Îïèñàíèå êëàññà âñåõ äîïóñòèìûõ íàáîðîâ

(
K

(E)
ij , K

(H)
ij , K

(E,H)
ij

)
. Íàøà çàäà-

÷à äàòü îáùóþ �îðìóëó, îïèñûâàþùóþ âñå ìíîãîîáðàçèå òðîåê êîððåëÿöèîííûõ �óíê-

öèé

(
K

(E)
ij (x,y), K

(H)
ij (x,y), K

(E,H)
ij (x,y)

)
, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ, ÷òîáû ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì ñëó÷àéíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

(
E(x),H(x)

)
óäîâëåòâîðÿëè ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ 1 óðàâíåíèÿì (∇,E) = 0, (∇,H) = 0.
Òàê êàê îáà óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îäèíàêîâû, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî âòîðîå èç íèõ. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ îáùåå ðåøåíèå ýòîãî

óðàâíåíèÿ, êîòîðîå äàåòñÿ �îðìóëîé [∇,A] = H, ãäå âåêòîðíîå ïîëå A(x), x ∈ Ω ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ò.í. âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Òîò �àêò, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëÿ H, ÷òîáû îíî áûëî áåçäèâåðåãåíòíûì, î÷åâèäåí. Ñëîæíåå äî-

êàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûì, ÷òî òåñíî ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìîé

òåîðåìîé �åëüìãîëüöà îá îäíîçíà÷íîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé, ðàçëîæåíèè ëþáî-

ãî ïîëÿ íà ñóììó ïîòåíöèàëüíîãî è ñîëåíîèäàëüíîãî ñëàãàåìûõ. Ýòà òåîðåìà îáû÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ïðè äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèè íà ïîëå H â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîñòè

îáëàñòè Ω åãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â âèäå ñòðåìëåíèÿ ïîëÿ ê íóëþ íà

áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü ìû ñòðîãî äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ [∇,A] = H äëÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (∇,H) = 0 äëÿ îáëàñòåé Ω ⊂ R3
äîâîëüíî ïðîèçâîëüíîãî âèäà,

ðàâíî êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû �åëüìãîëüöà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî
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äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ. �àíåå, â ðàáîòå [4℄, íàìè áûëî äàíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

�åëüìãîëüöà â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì â

ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � ñâÿçíàÿ îáëàñòü â R3
. Òîãäà óðàâíåíèå H = [∇,A] îòíîñè-

òåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ A(x), ãäå H(x) � ãëàäêîå (ëîêàëüíî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì)

ïîëå íà Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (∇,H) = 0, ðàçðåøèìî âíóòðè Ω, ãäå A(x) �
äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîå (ëîêàëüíî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì) ïîëå íà Ω. Ïðè ýòîì

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå A(x), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-
âèþ

(
∇,A(x)

)
= 0.

� Âûáåðåì ïàðó ÷èñåë L, ε > 0 òàê, ÷òî ε < L/2. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî j =

〈j1, j2, j3〉 ∈ Z3
êóáè÷åñêóþ îáëàñòü Ωj =

3⊗
l=1

[jlL − ε, (jl + 1)L + ε]. Ïàðà îáëàñòåé Ωj

è Ωk 
 j 6= k = {k1, k2, k3} èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè jl ∈
{kl − 1, kl, kl + 1}, l = 1, 2, 3 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ j 6= k. Òîãäà ñåìåéñòâî îáëàñòåé

{Ωj; j ∈ Z3} îáðàçóåò àòëàñ, òàê êàê ⋃
j∈Z3

Ωj = R3
, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åãî êàðòàìè.

Ïóñòü Ω � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â R3
. Äîîïðåäåëèì ïîëå H(x) äëÿ âñåõ òî÷åê

x ∈ R3 \ Ω ðàâåíñòâîì H(x) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî (∇,H) = 0 âíå îáëàñòè Ω. Òîãäà
òàêîå ðàñøèðåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ H(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì

ëîêàëüíî è â òîì æå ñìûñëå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∇,H) = 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

H(x) = [∇,A(x)] íà âñåé âíóòðåííåé ÷àñòè êàæäîãî êóáà Ωj, j ∈ Z3
.

Çà�èêñèðóåì öåëî÷èñëåííûé âåêòîð j. Ñóæåíèå ïîëÿ H(x) íà êóá Ωj áóäåì îáî-

çíà÷àòü Hj(x). Ïðè ýòîì ïîëå H(x) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì ïðîäîëæåíèåì ïîëÿ

Hj(x). Ïîëå Hj(x) ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà Ôóðüå

Hj(x) =
∑

{κ}

H̄j(κ)e
i(κ,x) (7)

ïî ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó âåêòîðîâ {κ}, îïðåäåëÿåìîìó âåëè÷èíîé ðåáðà êóáà Ωj, κ =
(n1e1 + n2e2 + n3e3)/(L + 2ε), 〈n1, n2, n3〉 ∈ Z3

. �ÿä (7) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷-

íîì, òàê êàê ïîëå Hj(x) ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìî è ââèäó êîìïàêòíîñòè Ωj,

ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè òî÷åê ãëàäêîñòè ïîëÿ Hj(x) îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

�åøåíèå Aj(x) óðàâíåíèÿ
Hj(x) = [∇,Aj(x)] (8)

áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ Aj(x) = A
(0)
j (x) +A

(1)
j (x), ãäå ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå ðàâíî A
(0)
j (x) = [H̄j(0),x]/2,

H̄j(0) =
1

|Ωj|

∫

Ωj

Hj(x)dx ,

à âòîðîå äàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

A
(1)
j (x) =

∑

κ6=0

Āj(κ)e
i(κ,x) (9)
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ñ ñóììèðîâàíèåì ïî òîìó æå ìíîæåñòâó {κ} âåêòîðîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå
äëÿ Hj(x) è A

(1)
j (x) â óðàâíåíèå Hj(x) − H̄j(0) = [∇,A(1)

j (x)], íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ

êîý��èöèåíòîâ Āj(κ), H̄j(κ) = i[κ, Āj(κ)], êîòîðîå ðàçðåøèìî ïðè κ 6= 0,

Āj(κ) =
i

κ2
[κ, H̄j(κ)] . (10)

Èç ÿâíîãî âèäà êîý��èöèåíòîâ Āj(κ) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (9) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðà-

òè÷íîì (ïðè |κ| > 1 ðÿä
∑ |Ā(κ)|2 ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì ∑ |H̄(κ)|2).

Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, åñëè ïîòðåáîâàòü (∇,Aj(x)) = 0, òàê êàê ïîä-

ñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (9) â ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê óñëîâèþ äëÿ

êîý��èöèåíòîâ

(
κ, Āj(κ)

)
= 0. Òîãäà âûðàæåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ H̄j(κ) = i[κ, Āj(κ)] ïðè κ 6= 0. Àâòîìàòè÷åñêè, èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

êîý��èöèåíòîâ Āj(κ) ñëåäóåò, ÷òî ïîëå A
(1)
j (x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â ñðåäíåì êâàäðà-

òè÷íîì, òàê êàê ñõîäèòñÿ ðÿä

∑

{κ}

κ2|Āj(κ)|2 <∞ ,

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â íåãî âûðàæåíèé äëÿ Āj(κ),
j ∈ Z3

.

Åñëè ïîëå H(x) � ãëàäêîå â òî÷êå x, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ ê íåìó ðàâíîìåðíî â ìàëîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ðÿäà Ôóðüå. Ïîýòîìó ðåøåíèå

A(1)(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå A(x) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â ýòîé òî÷êå x.

Ïóñòü òî÷êà x ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé ÷àñòè ïåðåñå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ êóáîâ

Ωj è Ωk è, ñëåäîâàòåëüíî â ýòîé òî÷êå îïðåäåëåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿ Aj(x) è Ak(x).
Òîãäà âû÷èòàÿ, óðàâíåíèÿ (8) ïðè çíà÷åíèÿõ j è k, íàõîäèì [∇,

(
Aj−Ak

)
](x) = 0. Îáùèì

ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Aj(x)−Ak(x) = ∇Φ(x). Äîîïðåäåëèì ýòó �óíêöèþ

íà êàæäîì èç êóáîâ Ωj è Ωk íóëåì â òî÷êàõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè ñèììåòðè÷åñêîé

ðàçíîñòè (Ωj \ Ωk) ∪ (Ωk \ Ωj). Òîãäà òàêàÿ ðàñøèðåííàÿ �óíêöèÿ Φ(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íà Ωj ðÿäîì Ôóðüå

Φ(x) =
∑

{κ}

Φ̄(κ)ei(κ,x) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∇Φ(x) = i
∑

{κ}

κΦ̄(κ)ei(κ,x) .

Òàê êàê êàæäîå èç ñëàãàåìûõAj(x) èAk(x) äè��åðåíöèðóåìî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì,
òî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ∇Φ(x). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ðÿä

∆Φ(x) =
∑

{κ}

κ2Φ̄(κ)ei(κ,x) (11)

ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Òåïåðü, òàê êàê îáà âåêòîðíûõ ïîëÿ Aj(x) è Ak(x)
áåçäèâåðãåíòíûå, òî âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ðàçíîñòè ýòèõ ïîëåé òàê, ÷òî äè�-
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�åðåíöèðîâàíèå âîçìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî÷ëåííî, ââèäó êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿ-

äà (11), ïîëó÷èì ∑

{κ}

κ2Φ̄(κ)ei(κ,x) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, Φ̄(κ) = 0, ïðè âñåõ κ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Aj(x) ñîâïàäàåò ñ Ak(x) â
ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå x ïåðåñå÷åíèè Ωj ∩ Ωk.

Òàê êàê äîêàçàííîå ñîâïàäåíèå ðåøåíèé Aj(x) è Ak(x) èìååò ìåñòî äëÿ âíóòðåííèõ
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà êóáîâ Ωl, òî ìû òåì ñàìûì ïîñòðîèëè

åäèíîå äè��åðåíöèðóåìîå â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïîëå A(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê

èç Ω, êîòîðîå íà êàæäîì èç êóáîâ Ωj ñîâïàäàåò ñ Aj(x). Ýòî ïîëå, ïî ïîñòðîåíèþ,

åäèíñòâåííîå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∇,A) = 0.
Ïîëîæèì, òåïåðü, ÷òî ïîëå H(x) � ãëàäêîå â Ω. Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,

ãëàäêèì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, è ïîýòîìó, ïî äîêàçàííîìó, èìååòñÿ åäèíñòâåííîå

ïîëå A(x) � ãëàäêîå â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿò óðàâíåíèÿì H =
[∇,A] è (∇,A) = 0. Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ãëàäêîå ïîëåH(x), òî ïîëå A(x) ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíî äî ãëàäêîãî âî âñåõ òî÷êàõ Ω ïîëÿ. �

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî èçâåñòíàÿ òåîðåìà �åëüìãîëüöà î

ðàçëîæåíèè ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà äâà ñîñòàâëÿþùèõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

ïîòåíöèàëüíûì, â âòîðîå � ñîëåíîèäàëüíûì, äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïîëå A(x), çàäàííîå â ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R3
,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Òîãäà îíî äîïóñêàåò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

A(x) = B(x) + C(x) â ëþáîé òî÷êå x ∈ Ω, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (∇,B) = 0,
[∇,C(x)] = 0 (ðàçëîæåíèå �åëüìãîëüöà). Ëþáûå äâà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ A(x) =
B1(x) + C1(x) = B2(x) + C2(x) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ãðàäèåíò ∇Φ(x), ãäå
Φ(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω �óíêöèÿ.

�Ïîëüçóÿñü äè��åðåíöèðóåìîñòüþ ïîëÿA(x) ñ�îðìóëèðóåì óðàâíåíèå [∇,A(x)] =
[∇,B(x)] îòíîñèòåëüíî ïîëÿ B(x). Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∇,B) = 0. Îïðåäåëèì ïîëå C(x) = A(x) − B(x). Î÷åâèäíî,
÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ, ðîòîð ýòîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå,

îäíî ðàçëîæåíèå ïîëÿ A(x) òðåáóåìîå âèäà ñóùåñòâóåò. �àññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ

ðàçëîæåíèÿ �åëüìãîëüöà. Äëÿ èõ ïîòåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ C1 è C2 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

(∇,A(x)) = (∇,C1(x)) = (∇,C2(x)) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó âûïîëíèìîñòè äëÿ ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ðàâåíñòâ [∇,C1(x)] = 0
è [∇,C2(x)] = 0, íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ, ñóùåñòâóþò �óíêöèè

Ψ1(x) è Ψ2(x) òàêèå, ÷òî C1(x) = ∇Ψ1(x), C2(x) = ∇Ψ2(x). Ïîäñòàâëÿÿ â ïðèâåäåííîå
âûøå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî ∆Ψ1 = ∆Ψ2.

Òàê êàê ïðè ýòîì B1(x) − B2(x) = ∇Φ(x) âìåñòå ñ C2(x) − C1(x) = ∇Φ(x), ãäå
ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïîëå Ψ2 −Ψ1 = Φ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ∆Φ = 0. �

Òàêèì îáðàçîì, èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî

ïîëÿ H(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çàäàòü ñòîõàñòè÷åñêîå ïîëå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà
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A(x). Ïðè ýòîì â ñèëó ëèíåéíîñòè ñâÿçè ìåæäó H(x) è A(x), äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîí-
íîé �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ H(x) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé

�óíêöèåé ïîëÿ A(x). Â íàøåì ñëó÷àå, ýòà ñâÿçü ìåæäó ïàðíûìè êîððåëÿöèîííûìè

�óíêöèÿìè èìååò âèä,

K
(H)
ij (x,y) = 〈[∇,A(x)]i[∇,A(y)]j〉 = εikl

∂2

∂xk∂ym
〈Al(x)An(y)〉 =

= εiklεjmn
∂2

∂xk∂ym
K

(A)
ln (x,y) , (12)

ãäå K(A)(x;y) � ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ A(x).
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè

K
(H)
ij (x,y), ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè �óíêöèé v(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K
(A)
ij (x;y), òàê êàê

(
K(H)v,v

)
=

∫

R3

vi(x)vj(y)εiklεjmn
∂2

∂xk∂ym
K

(A)
ln (x,y) =

=

∫

R3

v′l(x)v
′
n(y)K

(A)
ln (x,y) =

(
K(A)v′,v′

)
,

ãäå

v′(x) = [∇,v(x)] .
Òîãäà äîñòàòî÷íîñòü ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè K

(A)
ln (x,y) äëÿ ïîëîæè-

òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè K
(H)
ij (x,y) î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìîñòü æå ïîëîæèòåëü-

íîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè K
(A)
ln (x,y) ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ êàê ïàðíîé êîððå-

ëÿöèîííîé �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ A(x).
Îáðàòèìñÿ, òåïåðü, ê óäîâëåòâîðåíèþ óñëîâèÿ, ñëó÷àéíîå ïîëå E(x) äîëæíî óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèþ (∇,E) = 0. Òàê êàê â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå áûëî

èñïîëüçîâàíî óñëîâèå, ÷òî ïîëå H(x) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåêòîðíûì. Ñóùåñòâåííî áûëî

ëèøü, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∇,H) = 0, òî ìû ìî-

æåì âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëÿ H(x) è ïðèìåíèòü èõ ê
îïèñàíèþ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ E(x).

Ââîäÿ ñëó÷àéíîå ïîëå B(x), êàê îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∇,E) = 0 çàïèøåì

ïðåäñòàâëåíèå E = [∇,B]. Òîãäà îáùèé âèä êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè K
(E)
ij (x;y) äàåòñÿ

�îðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (12),

K
(E)
ij (x;y) = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
K

(B)
ln (x,y) . (13)

Ïðè ýòîì ââåäåííîå ïîëå B(x) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåêòîðíûì è ìû îòõîäèì îò îáùåïðè-

íÿòîé ñõåìû, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

E(x) = −∇Φ +
1

c

∂A

∂t
,
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â êîòîðîì ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ïîëÿ A(x) ñëó-
÷àéíûì âåêòîðíûì ïîëåì. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êîððåëÿöèîííîé �óíê-

öèè K
(E)
ij (x;y), êàê è âûøå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K
(B)
ij (x;y). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî

(
K(E)u,u

)
=(

K(B)u′,u′
)
, ãäå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u′

áûëà ïðîèçâîëüíîé �èíèòíîé �óíêöèåé.

Íàêîíåö, ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó èç

íàáîðà íåðàâåíñòâ (6). Ïðåæäå âñåãî, íóæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé

�óíêöèè K
(E,H)
ij (x;y). Ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëåíèå ýòîé �óíêöèè (ñì. (2) ïðè α = E, β =

H) âûðàæåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîëåé E(x) = [∇,B(x)] è H(x) = [∇,A(x)], ïîëó÷èì

K
(E,H)
ij (x;y) = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
〈Bl(x)An(y)〉 = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
K

(B,A)
ln (x;y) .

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ â ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (6) âûðàæåíèÿ

(
K(E)u,u

)
=(

K(B)u′,u′
)
è

(
K(H)v,v

)
=
(
K(A)v′,v′

)
, à â ïðàâóþ � âûðàæåíèå äëÿ

(
K(E,H)u,v

)
, ïî-

ëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé

(
K(E,H)u,v

)
=

∫

R3

ui(x)vj(y)εiklεjmn
∂2

∂xk∂ym
K

(B,A)
ln (x,y) =

=

∫

R3

u′l(x)v
′
n(y)K

(B,A)
ln (x,y) =

(
K(B,A)u′,v′

)
,

â ðåçóëüòàòå, íàõîäèì ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî

(
K(B)u′,u′

)(
K(A)v′,v′

)
≥
(
K(B,A)u′,v′

)2
, (14)

êîòîðîå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ íåïðåðûâíûõ �èíèòíûõ �óíê-

öèÿõ u′
è v′

.

Ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (14) è

(
K(B)u′,u′

)
≥ 0,

(
K(A)v′,v′

)
≥ 0 îçíà-

÷àåò, ÷òî ìàòðèö-�óíêöèÿ âèäà

K
(α,β)
ij (x;y) , α, β = B,A , i, j = 1, 2, 3

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê x, y.

Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïàðó ñëó÷àéíûõ ïîëåé 〈B(x),A(x)〉, äëÿ
êîòîðûõ ýòà ìàòðèö-�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé

K
(α,β)
ij (x;y) = 〈Bi(x)Aj(y)〉, , α, β = B,A , i, j = 1, 2, 3 .

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Â îáùåì ñëó÷àå, ñîâîêóïíîñòü ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé

K
(α,β)
ij (x;y), α, β = E,H ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 〈E,H〉 äîïóñêàåò

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

K
(E,E)
ij (x;y) = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
K

(B,B)
ln (x;y) , K

(H,H)
ij (x;y) = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
K

(A,A)
ln (x;y) ,
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K
(E,H)
ij (x;y) = εiklεjmn

∂2

∂xk∂ym
K

(B,A)
ln (x;y) ,

ãäå ñîâîêóïíîñòü

K
(B,B)
ij (x;y) , K

(A,A)
ij (x;y) , K

(B,A)
ij (x;y)

ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñëó÷àéíûõ

ïîëåé 〈B(x),A(x)〉.
Ýòà òåîðåìà äàåò îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âî ââåäåíèè âîïðîñ îá îáùåì âèäå êîððå-

ëÿöèîííîé �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü áèíàðíîé öèêëè÷å-

ñêîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè íà îñíîâå óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñî ñòîõàñòè÷åñêèì âîç-

ìóùåíèåì. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, èññëåäóåòñÿ êðèòè-

÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû êà÷åñòâåííî ðàç-

ëè÷íûå ñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû: ñ óíèìîäàëüíîé è áèìîäàëüíîé ïëîòíîñòÿìè

ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé õèìè÷åñêèõ ðåàãåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, ñòîõàñòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, �àçîâûé ïåðåõîä, áè-

�óðêàöèÿ.

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1℄ íàìè àíàëèçèðîâàëàñü ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé

êèíåòèêè, ââåäåííàÿ ðàíåå â ðàáîòàõ [2, 3℄. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîòåêàíèå àâòîêàòà-

ëèòè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé îïðåäåëåííîãî òèïà ìåæäó äâóìÿ ðåàãåíòàìè ñ ó÷åòîì

òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ýâîëþöèÿ âî âðå-

ìåíè îòíîñèòåëüíîé äîëè x̃t êîíöåíòðàöèè îäíîãî ðåàãåíòà îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx̃t = [α− x̃t + λx̃t(1− x̃t)] dt+ σx̃t(1− x̃t)dw̃t , (1)

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè λ ∈ R, σ > 0, α ∈ [0, 1] è ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì

áåëûì øóìîì dw̃t/dt. Còîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë dw̃t â ýòîì óðàâíåíèè ïîíèìàåòñÿ

ïî Ñòðàòîíîâè÷ó. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíûé

äè��óçèîííûé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíûõ êîíöåí-

òðàöèé. Èçâåñòíî [1-3℄, ÷òî ýòîò ïðîöåññ îáëàäàåò �èíàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ p(x) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x̃t, êîòîðàÿ, â çàâèñèìîñòè îò óêàçàííûõ âûøå äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé òðåõ ïàðàìåòðîâ 〈λ, σ2, α〉 ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ëèáî óíèìîäàëüíîé, ëèáî
áèìîäàëüíîé. Ýòî ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò äâóì êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì ñòàöèîíàð-

íûì äèíàìè÷åñêèì ðåæèìàì ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ðåæè-

ìàìè ïðè èçìåíåíèè (äîñòàòî÷íî ìåäëåííûì) ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé,

ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, �àçîâûé ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ¾�àçàìè¿: óíèìîäàëüíîé

è áèìîäàëüíîé. Çíà÷åíèÿ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ 〈λ, σ2, α〉, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé èç

�àç, îáðàçóþò îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êîòîðûå ðàçäåëåíû ìåæäó



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37 109

ñîáîé íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ, íàçûâàåìîé ¾êðèòè÷åñêîé¿. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñà-

íèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà, íåîáõîäèìà ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ î ãåîìåòðèè ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ïîëíîìó èññëåäîâàíèþ ýòîé ãåîìåòðèè ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. �àíåå íàìè â ðà-

áîòàõ [4, 5℄ áûëè èññëåäîâàíû ñå÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè èñêëþ÷èòåëüíûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α = 0, 1/2, 1.

2. Óðàâíåíèå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ôèíàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé xt, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà îòðåçêå [0, 1], îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíîé �îðìóëîé
(ñì. [1℄)

p(x) =
A

x(1 − x)

(
x

1− x

)β

exp

{
2

σ2

(
α− 1

1− x
− α

x

)}
, (2)

A =
1

2
exp

{
2

σ2
+ β ln

√
1− α

α

}[
K−β

(
− 4

σ2

√
α(1− α)

)]−1

,

ãäå K−β(·) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà ñ ïîêàçàòåëåì (−β)
è β = 2(2α+ λ− 1)/σ2

. Ïåðåõîä îò óíèìîäàëüíîé ïëîòíîñòè ê áèìîäàëüíîé ïðîèñõî-

äèò ïðè ïåðåñå÷åíèè êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Σ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ 〈λ, σ2, α〉.
Óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ îäíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ â íóëü

ïðîèçâîäíûõ p′(x) = p′′(x) = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî
êîðíÿ ïîëèíîìà

Q(x) ≡ α− x+ λx(1 − x)− σ2

2
x(1− x)(1− 2x) , x ∈ [0, 1] . (3)

òî åñòü äîëæíî èìåòü ìåñòî îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â íóëü Q(x) è ïðîèçâîäíîé

Q′(x) = 0. Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè æå óñëîâèé p′(x) = p′′(x) = 0 è Q(x) = Q′(x) = 0
íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äâîéíîé êîðåíü x∗ ïîëèíîìà Q(x) íàõîäèëñÿ
íà èíòåðâàëå [0, 1]. Â ðàáîòå [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êàìè áè�óðêàöèè ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ íå ìîãóò áûòü êîíöû èíòåðâàëà åå îïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî èçó÷èòü ñèòóàöèþ ñ ñóùåñòâîâàíèåì äâîéíîãî êîðíÿ ó

ïîëèíîìà Q(x). Äëÿ âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî äâîéíîãî êîðíÿ íóæíî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû îñòàòîê îò åãî äåëåíèÿ íà Q′(x) äîëæåí îáðàòèòüñÿ â íóëü. Ïðèìåíÿÿ

àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ïîëèíîìîâ Q(x) è Q′(x) íàõîäèòñÿ ÿâíûé âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ

äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (ñì. [1℄), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè êðèòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

P (λ, σ2, ε) ≡ λ4+λ2
(
1−5σ2−σ4/2

)
−λ(9σ4+18σ2−4λ2)ε−4σ2

(
1−σ2/4

)3
−27σ4ε2 = 0 ,

(4)
ãäå ε = α − 1/2. Îäíàêî, íå âñå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòñÿ ê

êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Òî÷êè êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âûäåëåíû äîïîëíèòåëüíûì

óñëîâèåì, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå òî÷êè îïðåäåëÿþò òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,

ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ x∗ ïîëèíîìà (3) íàõîäÿòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà [0, 1]. Ýòî óñëîâèå
�îðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà (ñì. [5℄)

G+(λ, σ
2, ε)G−(λ, σ

2, ε) ≥ 0 ,
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ãäå �óíêöèè G±(λ, σ
2, ε) äàþòñÿ �îðìóëàìè

G±(λ, σ
2, ε) ≡ (2σ2 + 1± 2λ)2 − (σ2 + 2(4∓ 9ε))2 + 4(4∓ 9ε)2 − 1 . (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìàÿ îáëàñòü äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî ãèïåðáîëû G±(λ, σ
2, ε) = 0. Ñëó÷àé, êîãäà îäíîâðåìåííî G±(λ, σ

2, ε) < 0 ÿâëÿåòñÿ

íå�èçè÷åñêèì, òàê êàê ïðè ýòîì σ2 < 0.
Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå áûëî îáðàùåíî äîëæíîãî âíèìàíèÿ â ïðåäøåñòâóþùèõ

ðàáîòàõ [2, 3℄. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,

òîëüêî îäíîé ñâÿçíîé ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (4).

3. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå �àçîâîé äèàãðàììû. Áóäåì èññëåäîâàòü êðèòè-

÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Σ ïîñðåäñòâîì åå ñå÷åíèé. Òàêîé ïîäõîä îïðàâäàí òåì, ÷òî ïðàê-

òè÷åñêîå èçó÷åíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â �èçèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå �àçîâûõ äèà-

ãðàìì, êîòîðûå êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñå÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïëîñêîñòÿìè, êðèâûå ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-

þò çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ â ñåêóùåé

ïëîñêîñòè ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ìû áóäåì

�èêñèðîâàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε ∈ [−1/2, 1/2]. Èçâåñòíî (ñì. [1℄), ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ
ðàñïîëîæåíà âíå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ îáðàçóþùåé âäîëü îñè ε, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∆ ≡ 4λ2 + 3σ4 − 12σ2 = 0 , (6)

èìåÿ ñ ýòîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îáùèå òî÷êè. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

ñîïðèêîñíîâåíèÿ äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

Êîîðäèíàòû 〈λ∗(ε), σ2
∗(ε)〉 òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ (çäåñü ÿâíî óêàçàíî, ÷òî λ∗ è σ

2
∗

çàâèñÿò îò çà�èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ε) íàõîäÿòñÿ èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
P (λ∗, σ

2
∗, ε) = 0 è 4λ2∗ + 3σ4

∗ − 12σ2
∗ = 0. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì (ñì. [1℄)

λ∗ = − 9εσ2
∗

1 + 2σ2
∗

, (7)

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è âûðàçèâ λ2∗ è ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå öèëèíäðà,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü σ2
∗ îò ε,

(4− σ2
∗)(1 + 2σ2

∗)
2 = 108ε2σ2

∗ , σ2 6= 0 . (8)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå σ2
∗(ε) ≥ 1, ÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.

Èç �îðìû óðàâíåíèÿ (8) ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

4(σ2
∗ − 1)3 = 27σ2

∗(1− 4ε2) . (9)

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòîèò ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, à â ëåâîé � âûïóêëàÿ ïðè

σ2
∗ > 1. (Ïðè σ2

∗ < 1 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê |ε| < 1/2.) Òîãäà èìååò-

ñÿ íå áîëåå äâóõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü � ëèíåéíàÿ
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�óíêöèÿ áîëüøå ëåâîé ïðè σ2
∗ = 1, òî åñòü íàõîäèòñÿ âûøå âûïóêëîé êðèâîé. Ñëåäî-

âàòåëüíî, èìååòñÿ òîëüêî îäíî ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïðÿìîé ñ âûïóêëîé ëåâîé ÷àñòüþ. Ýòî

ïåðåñå÷åíèå, êàê âèäíî èç (8) äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïðè σ2
∗ < 4. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

ðàâåíñòâî σ2
∗ = 1 âîçìîæíî òîëüêî ïðè |ε| = 1/2.

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε. Äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ïîâåðõíîñòè
Σ âáëèçè òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ, âû÷èñëèì, ñíà÷àëà, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî

ïîðÿäêà

− ∂P

∂σ2
= (5 + σ2)λ2 + 18(σ2 + 1)ελ+ 54ε2σ2 + 4(1− σ2)

(
1− σ2

4

)2
,

∂P

∂λ
= 4λ3 + 12ελ2 + λ(2− 10σ2 − σ4)− 9εσ2(σ2 + 2) .

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèé 〈λ∗(ε), σ2
∗(ε)〉 èç �îðìóëû (7) â âû÷èñëåí-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäèì, ÷òî

(
∂P

∂λ

)

λ∗,σ2
∗

= 0 ,

(
∂P

∂σ2

)

λ∗,σ2
∗

= 0 .

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2P

∂σ2∂λ
= −2λ(5 + σ2)− 18ε(σ2 + 1) ,

∂2P

∂λ2
= 12λ2 + 2(1− 5σ2 − σ4/2) + 24ελ ,

∂2P

∂(σ2)2
= −λ2 − 18ελ− 54ε2 + 3(2− σ2)

(
1− σ2

4

)
.

(10)

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ε, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (7), íàõîäèì

(
∂2P

∂σ2∂λ

)

λ∗,σ2
∗

=
2λ∗
σ2
∗

(σ2
∗−1)2 ,

(
∂2P

∂λ2

)

λ∗,σ2
∗

= −6(σ2
∗−1)2 ,

(
∂2P

∂(σ2)2

)

λ∗,σ2
∗

= −2λ2∗
3σ4

∗

(σ2
∗−1)2.

Â óðàâíåíèè P (λ, σ2, ε) = 0 ïðîèçâåäåì çàìåíó

λ = λ∗ + ρ cos ϕ , σ2 = σ2
∗ + ρ sin ϕ ,

�àçëîæèì, äàëåå, ïîëèíîì P (λ, σ2, ε) â ðÿä Òåéëîðà îêîëî òî÷êè 〈λ∗(ε), σ2
∗(ε), ε〉 ïî

ñòåïåíÿì (λ − λ∗) è (σ2 − σ2
∗) ñ óêàçàííîé ïîäñòàíîâêîé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëèíîì

P (λ, σ2, ε) èìååò ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü, òî ýòî ðàçëîæåíèå îáðûâàåòñÿ íà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

ïî ρ. Èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî λ è σ2
ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêà â òî÷êå 〈λ∗, σ2
∗〉 è âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà â ýòîé æå

òî÷êå (
∂3P

∂(σ2)3

)

λ∗,σ2
∗

=
3

2
(σ2

∗ − 3) ,

(
∂3P

∂λ∂(σ2)2

)

λ∗,σ2
∗

=
2λ∗
σ2
∗

(1 + σ2
∗) ,
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(
∂3P

∂λ2∂σ2

)

λ∗,σ2
∗

= −2(5 + σ2
∗) ,

(
∂3P

∂λ3

)

λ∗,σ2
∗

=
8λ∗
3σ2

∗

(7σ2
∗ − 1) ,

à òàêæå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî (10) ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïîñòî-

ÿííûìè, ò.å. íå çàâèñÿò îò òî÷êè íà ýëëèïñå, íàõîäèì

P (λ, σ2, ε) = −3ρ2(σ2
∗ − 1)2 sin2 ϕS2(z) +

1

6
ρ3 sin3 ϕS3(z) +

1

16
ρ4 sin4 ϕS4(z) , (11)

ãäå z = ctgϕ, z∗ = ctgϕ∗ = λ∗/3σ
2
∗,

S2(z) = (z − z∗)
2 ≥ 0 , S3(z) = 8z∗(7σ

2
∗ − 1)z3 − 6(σ2

∗ + 5)z2 + 18z∗(1 + σ2
∗)z +

3

2
(σ2

∗ − 3) ,

S4(z) = (4z2 − 1)2 ≥ 0 .

Ìû çäåñü ââåëè ïåðåìåííóþ z, çàìåòèâ, ÷òî ctgϕ 6= ∞, ϕ 6= 0, π. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå P (λ, σ2, ε) = 0 ïðè �èêñèðîâàííîì ε äîëæíî áûëî
èìåòü ðåøåíèå λ 6= λ∗ ïðè σ2 = σ2

∗ . À ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè �èêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè ε è σ2
∗, îáÿçàòåëüíî, èç (6) è (8) ñëåäóåò âûðàæåíèå (7) äëÿ çíà÷åíèÿ λ.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî z∗, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò ε, ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

[−1/2, 1/2]. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà 〈λ∗, σ2
∗〉 ëåæèò íà ýëëèïñå (6), è ïîýòîìó

z2∗ = λ2∗/9σ
4
∗ = (4− σ2

∗)/12σ
2
∗ ≤ 1/4 ïðè σ2

∗ ≥ 1.
Èç (11) íàõîäèì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå �àçîâîþ äèàãðàììó (¾êðè-

òè÷åñêóþ êðèâóþ¿, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ

ïëîñêîñòüþ ñ �èêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ε). Â óðàâíåíèè P (λ, σ2, ε) = 0, èñêëþ÷èâ
èç ðàññìîòðåíèÿ äâóêðàòíûé êîðåíü ρ2 = 0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñîïðèêîñíîâåíèÿ
�àçîâîé äèàãðàììû ñ ýëëèïñîì (6), òî åñòü ïîäåëèâ óðàâíåíèå íà ρ2 sin2 ϕ, ïîëó÷àåì
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ρ,

1

16
ρ2 sin2 ϕS4(z) +

1

6
ρ sinϕS3(z)− 3(σ2

∗ − 1)2S2(z) = 0 . (12)

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ sin2 ϕ
(
S2

3(z) + 27(σ2
∗ − 1)2S4(z)S2(z)

)
/36 íåîòðèöàòåëåí.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå âñåãäà èìååò äâà ðåøåíèÿ, òî åñòü äâå îäíîçíà÷íûõ �óíêöèè

ρ±(ϕ) =
4

3 sin ϕS4(z)

(
− S3(z)±

√
S2

3(z) + 27(σ2
∗ − 1)2S4(z)S2(z)

)
. (13)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì P = 0, ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâå êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ ðåøåíèÿìè ρ±(ϕ) ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ϕ, ïðè
êîòîðûõ îíè ïðèíèìàþò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè äèñêðè-

ìèíàíòà �óíêöèÿ ρ+(ϕ) íåîòðèöàòåëüíà ïðè sinϕ ≥ 0. Òîãäà ρ+(ϕ) îïðåäåëÿåò êðèâóþ
ïðè ϕ ∈ [0, π]. Îíà ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òîëüêî ïðè S2(z) = 0, ëèáî ïðè S4(z) = 0.
Íàîáîðîò, êðèâàÿ ρ−(ϕ) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå,

êîãäà S3(z) = 0 è ëèáî S2(z) = 0, ëèáî S4(z) = 0. Ýòè ñëó÷àè ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî

ïðè ε = ±1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè |ε| 6= 1/2 �óíêöèÿ ρ−(ϕ) íåîòðèöàòåëüíà è îíà

îïðåäåëÿåò êðèâóþ òîëüêî ïðè sinϕ < 0, òî åñòü ϕ ∈ (−π, 0).
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Âûÿâëåííûå íàìè äâå êðèâûõ, ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ε, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ äèñêðèìèíàíòà, òî åñòü òîëüêî ïðè |ε| = 1/2, òàê êàê îíè

ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ. Ïðè |ε| = 1/2 èõ ïðåñå÷åíèå âîçìîæíî òîëüêî
ïðè ϕ = 0, π. Â äàëüíåéøåì, ýòîò ñëó÷àé ìû íå ðàññìàòðèâàåì, òàê êàê îí óæå áûë

äåòàëüíî èññëåäîâàí â áîëåå ðàííåé ïóáëèêàöèè [5℄.

Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Ñâÿçíûå êðèâûå ρ±(ϕ) íå ïåðåñåêàþò ãèïåðáîë G± = 0, îãðàíè÷èâàþùèõ
ðàçðåøåííóþ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê áè�óðêàöèè îáëàñòü çíà÷åíèé ïàð 〈λ, σ2〉, çà
èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýëëèïñå ∆ = 0.

� Ñîâìåñòíûå ðåøåíèÿ � ïàðû 〈λ(ε), σ2(ε)〉 äâóõ óðàâíåíèé P = 0 è G± = 0 ïðè �èê-
ñèðîâàííîì ε ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïîëèíîì Q(x) ìîæåò èìåòü òàêîé äâîéíîé êîðåíü,

êîòîðûé ðàâåí 0 ïðè çíàêå (+) è 1 ïðè çíàêå (−). Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ýòèõ
çíà÷åíèé â Q(x) (ñì. (3)) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ε = ∓1/2. �

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íåâåðíû ïðè ∆ = 0, ëèáî ïðè σ2 = 0, ÷òî
âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ G+(λ, σ

2, ε)G−(λ, σ
2, ε) ≥ 0 äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî êîðíÿ Q(x) = 0 âíóòðè èíòåðâàëà [0, 1] (ñì. [4℄)). Ïîýòîìó ýòè
ñëó÷àè äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû îòäåëüíî. Ïðè σ2 = 0 èìååì Q(x) = ε + 1/2 − x +
λx(1−x) è P = λ2(λ2−4ελ+1). Òîãäà, åñëè |ε| 6= 1/2, òî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
P = 0 è Q(x) = 0 äàåò λ = 0 è x = ε + 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |ε| 6= 1/2 èìååò

ìåñòî x 6= 0, 1. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå êðèâîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêöèåé êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ ãèïåðáîëàìè G± = 0 íåâîçìîæíî.

Íàêîíåö, åñëè σ2 6= 0, íî ∆ = 0, ÷òî ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâûõ

ρ±(ϕ) ñ ýëëèïñîì ∆ = 0, òî òàêîå ïåðåñå÷åíèå âîçìîæíî òîëüêî â òî÷êàõ 〈λ∗(ε), σ2
∗(ε)〉.

Ëåììà 2. Ïðè |ε| 6= 1/2 êðèâàÿ ρ+(ϕ) íå ïåðåñåêàåò ãèïåðáîë G± = 0, êîòîðûå
îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü çíà÷åíèé ïàð 〈λ, σ2〉, äîïóñòèìûõ äëÿ òî÷åê áè�óðêàöèè, à êðè-

âàÿ ρ−(ϕ) ïåðåñåêàåò îáå ãèïåðáîëû G± = 0 îäíîâðåìåííî â òî÷êå 〈0, 0〉, ëåæàùåé íà

ýëëèïñå ∆ = 0, íî ïðè ýòîì îíà îñòàåòñÿ â îáëàñòè çàïðåùåííîé äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê

áè�óðêàöèè.

� Êðèâûå ρ±(ϕ) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ýëëèïñîì ∆ = 0 òîëüêî â ñëó÷àå ρ±(ϕ) = 0,
ëèáî â òî÷êå ëó÷à ñ σ2 = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, îáÿçàòåëüíî

λ = 0.

Åñëè ρ−(ϕ) = 0, òî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ε = ±1/2.
Òàê êàê ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ε 6= ±1/2, òî ýòîò ñëó÷àé ìû èñêëþ÷àåì èç àíàëèçà. �àññìîò-

ðèì âîçìîæíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîë âåòâüþ ρ+(ϕ) = 0. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì â

ðàâåíñòâàõ G± = 0 ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ñ íà÷àëîì â òî÷êå 〈λ∗(ε), σ2
∗(ε)〉, â êîòîðîé

�óíêöèÿ ρ+(ϕ) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà

G±(λ∗ + ρ cosϕ, σ2
∗ + ρ sinϕ, ε) =

= ρ2
[
4(1± sin 2ϕ)− sin2 ϕ

]
+ 2ρ

[
± 2 cosϕ

(
2(σ2

∗ ± λ∗) + 1
)
+ sinϕ(3σ2

∗ ± 4λ∗ − 6± 18ε)
]
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî G±(λ∗, σ
2
∗, ε) = 0.
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Ïëîñêîñòü 〈λ, σ2〉 ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè êðèâîé ρ+(ϕ) = 0. Òîãäà, òî÷êàì ïåðå-

ñå÷åíèÿ êðèâîé ρ+(ϕ) = 0 è îäíîé èç êðèâûõ G± = 0 ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ G± = 0, êîòîðûå, â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ = 0, ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè

óãëà ϕ ïåðåõîäÿò èç îäíîé îáëàñòè ïëîñêîñòè â äðóãóþ. Ïîýòîìó òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

ρ = 0 óðàâíåíèé G± = 0, êàê íåîïðåäåëÿþùåå íèêàêîé êðèâîé, íóæíî èñêëþ÷èòü. Èñ-

ñëåäóåì ðåøåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ýòè óðàâíåíèÿ ïîñëå äåëåíèÿ èõ íà ρ. Ýòè ðåøåíèÿ

îïðåäåëÿþò êðèâûå ρ(±)(ϕ) ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ϕ. Ïîäåëèì íà sinϕ óðàâíå-

íèÿ, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïîñëå äåëåíèÿ íà ρ, è îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì z
(±)
0 ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ ctgϕ, êîãäà ϕ ñòðåìèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê òàêèì çíà÷åíèÿì ar

tg z
(±)
0 , ïðè êî-

òîðûõ ρ(±)(ϕ) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Âåëè÷èíû z
(±)
0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

± 2z
(±)
0

[
2(σ2

∗ + λ∗) + 1
]
+ 3(σ2

∗ − 2)± 4λ∗ ± 18ε = 0 .

Èñêëþ÷èì, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (6), âåëè÷èíó λ∗,

± z
(±)
0

[
2(2σ2

∗ + 1)2 ∓ 36εσ2
∗

]
+ 3(σ2

∗ − 2)(2σ2
∗ + 1)± 18ε = 0 .

Ïîñëå äåëåíèÿ íà (2σ2
∗ + 1) è ó÷åòà, ÷òî z∗ = −3ε/(1 + 2σ2

∗), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå z
(±)
0 â ñëåäóþùåì âèäå:

± z
(±)
0

[
2(2σ2

∗ + 1)± 12σ2
∗z∗

]
+ 3(σ2

∗ − 2)∓ 6z∗ = 0 . (14)

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî (2σ2
∗ + 1)± 6σ2

∗z∗ > 0, â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

z2∗ =
4− σ2

∗

12σ2
∗

<

(
2σ2

∗ + 1

6σ2
∗

)2

,

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó íåðàâåíñòâó 7σ4
∗−8σ2

∗+1 > 0, âûïîëíÿþùåìóñÿ âñåãäà
ïðè σ2

∗ > 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå

z
(+)
0 = − 3(σ2

∗ − 2)− 6z∗
2(2σ2

∗ + 1) + 12σ2
∗z∗

óðàâíåíèÿ (13) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó z
(+)
0 < z∗, óìíîæèâ åãî íà âûðàæåíèå, ñòîÿ-

ùåå â çíàìåíàòåëå. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

12σ2
∗z

2
∗ + 4z∗(σ

2
∗ − 1) + 3(σ2

∗ − 2) > 0 .

Çàìåíèâ çäåñü z2∗ = (4− σ2
∗)/12σ

2
∗, ñâîäèì ýòî íåðàâåíñòâî ê î÷åâèäíîìó

(1 + 2z∗)(σ
2
∗ − 1) > 0 ïðè σ2

∗ > 1 .

Òî÷íî òàêæå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî z
(−)
0 > z∗, ãäå

z
(−)
0 =

3(σ2
∗ − 2) + 6z∗

2(2σ2
∗ + 1)− 12σ2

∗z∗
.
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Îíî ýêâèâàëåíòíî î÷åâèäíîìó íåðàâåíñòâó

(1− 2z∗)(σ
2
∗ − 1) > 0 ïðè σ2

∗ > 1 ,

òàê êàê z∗ ∈ (−1/2, 1/2).

Èç äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ z
(+)
0 < z∗ < z

(−)
0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì èç-

ìåíåíèè z, âäîëü êðèâîé ρ+(ϕ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 
 ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè 〈0, ϕ∗〉
è âäîëü êðèâûõ ρ(±)(ϕ) â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî òî÷åê 〈0, arcctgz(±)

0 〉, ýòè íåðà-

âåíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç êðèâûõ ρ(±)(ϕ) íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ
ρ+(ϕ) â òî÷êå åå êàñïà, ãäå ïðîèñõîäèò èõ ñîïðèêîñíîâåíèå.

Èññëåäóåì òåïåðü âîçìîæíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîë G± = 0 ñ êðèâîé ρ−(ϕ) â òî÷êå
〈0, 0〉, òàê êàê îáå ýòè ãèïåðáîëû ïðîõîäÿò ÷åðåç ýòó òî÷êó. Íåïîñðåäñòâåííî èç �îð-

ìóëû (13) è âûðàæåíèé äëÿ S2(z), S3(z), S4(z) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êðèâàÿ ρ−(ϕ) ïðîõîäèò
÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó, òàê êàê çíà÷åíèå �óíêöèè ρ−(ϕ) ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó íóëåâîé

òî÷êîé è òî÷êîé ñîïðèêîñíîâåíèÿ 〈λ∗, σ2
∗〉 êðèâîé ρ+(ϕ) ñ ýëëèïñîì ∆ = 0, â êîòîðóþ

ïîìåùåí öåíòð ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ïîëÿðíûé óãîë ϕ0 íóëåâîé òî÷êè îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ctgϕ0 = λ∗/σ
2
∗ = z0, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ρ−(ϕ0) = (λ2∗ + σ4

∗)
1/2
.

Òàêèì îáðàçîì, ρ−(ϕ) ïåðåñåêàåò îáå ãèïåðáîëû G± = 0 ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè ϕ0. Ïî-

êàæåì, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå òàêîâî, ÷òî òî÷êè êðèâîé ρ−(ϕ) íàõîäÿòñÿ âíóòðè îáëàñòè,
îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì G+G− < 0 ïðè ϕ 6= ϕ0.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ Ëåììû 1, êðèâàÿ ρ−(ϕ) áóäåò îáëàäàòü óêàçàííûì ñâîéñòâîì

âî âñåõ òî÷êàõ, åñëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ íåå èìååò ìåñòî â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè.

Ïîýòîìó âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà G−G+ < 0 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ òî÷åê êðè-

âîé ρ−(ϕ), íàõîäÿùèõñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê 〈0, 0〉. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì,

÷òî òî÷êè êðèâîé ρ−(ϕ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ P (λ, σ2, ε) = 0 â îêðåñòíîñòè íó-

ëåâîé òî÷êè, â òî âðåìÿ êàê ýòî íå èìååò ìåñòà äëÿ òî÷åê êðèâîé ρ+(ϕ). Îïðåäåëèì
íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé êðèâîé ρ−(ϕ) â òî÷êå ϕ0, èñõîäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê

( ∂P
∂σ2

)
〈0,0〉

= −4 ,
(∂P
∂λ

)
〈0,0〉

= 0 ,

òî îòñþäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî (dσ2/dλ)〈0,0〉 = 0, òî åñòü êàñà-

òåëüíàÿ ê êðèâîé ρ−(ϕ) â íóëåâîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì σ2 = 0.
Âû÷èñëèì, òåïåðü êàñàòåëüíûå ê êðèâûì G± = 0 â íóëåâîé òî÷êå, ðàññìàòðèâàÿ

ýòè êðèâûå â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè êàê �óíêöèè σ2
±(λ). Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé (5)

äëÿ ãèïåðáîë G± = 0, íàõîäèì

∂G±

∂λ
= 4(2σ2 + 1± 2λ) ,

(∂G±

∂λ

)
〈0,0〉

= 4 ,

∂G±

∂σ2
= 6σ2 − 12(1∓ 3ε)± 8λ ,

(∂G±

∂σ2

)
〈0,0〉

= −12(1∓ 3ε) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè,

(dσ2
±

dλ

)
〈0,0〉

= [3(1∓ 3ε)]−1 6= 0 .
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Òîãäà äëÿ òî÷åê êàñàòåëüíîé σ2 = 0 ê êðèâîé ρ−(ϕ) â íóëåâîé òî÷êå ïðè ïîäñòàíîâêå
åå êîîðäèíàò 〈λ, 0〉 â âûðàæåíèÿ äëÿ G± èìååì, G±(λ, 0, ε) ∼ ±4λ + O(λ2) ïðè λ → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà òî÷êàõ êàñàòåëüíîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî G+G− < 0 ïðè λ 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå æå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ òî÷åê êðèâîé ρ−(ϕ), äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê íóëåâîé òî÷êå. �

Òåîðåìà. Êðèâàÿ, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ áèìîäàëüíîé è óíèìî-

äàëüíîé �àç ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1), ÿâëÿþùàÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

P (λ, σ2, ε) = 0 è ïîä÷èíÿþùàÿñÿ íåðàâåíñòâó G+(λ, σ
2, ε)G−(λ, σ

2, ε) > 0, ïðè |ε| < 1/2,
ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé ρ+(ϕ) ïðè 0 < ϕ < π.

� Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî óòâåðæäåíèé ëåìì 1 è 2 è ïðîâå-

äåííîãî âûøå àíàëèçà. �

4. Èññëåäîâàíèå �àçîâîé äèàãðàììû.

Ëåììà 3. Êàæäàÿ èç êðèâûõ ρ±(ϕ) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè z → ±1/2.

� Èç ÿâíûõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ S2(z), S3(z), S4(z) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè

ρ±(ϕ), îïðåäåëÿåìûå (12), îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè z → ±∞. Â ñàìîì äåëå, ïðè

z → ±∞, òî åñòü ïðè ϕ → 0, π, âûïîëíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû S4(z) ∼ 16z4,
S2(z) ∼ z2 è S3(z) ∼ 8z∗(7σ

2
∗ − 1)z3. Òàê êàê �óíêöèè ρ±(ϕ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(12), òî óìíîæàÿ åãî íà sin2 ϕ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ϕ → 0 (ϕ → π) ïîëó÷èì, ÷òî
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ρ± �óíêöèé ρ±(ϕ) ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå óäîâëåòâîðÿþò,

ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿì (Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå cosϕ∞ íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü,

òàê êàê ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ z → ∞.)

ρ2± +
4

3
z∗(7σ

2
∗ − 1)ρ± − 3(σ2

∗ − 1)2 = 0
(
ρ2± − 4

3
z∗(7σ

2
∗ − 1)ρ± − 3(σ2

∗ − 1)2 = 0
)
,

òî åñòü ýòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíå÷íû.

2)

Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïðèíèìàòü �óíêöèÿìè ρ±(ϕ) ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà-

÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ, âåëè÷èíà z äîëæíà
îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííîé, òî åñòü äîëæíû îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûìè çíà÷åíèÿ �óíê-

öèé S2(z), S3(z), S4(z), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû
(13), �óíêöèè ρ±(ϕ) ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê ∞ òîëüêî â òîì, ñëó÷àå, êîãäà S4(z) → 0, òî
åñòü z → ±1/2, òî åñòü sinϕ→ ±2

√
5/5, è, â ýòèõ óñëîâèÿõ, ÷èñëèòåëü â ýòîé �îðìóëå

ñòðåìèòñÿ ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ. Âû÷èñëåíèå ÷èñëà S3(±1/2) íà îñíîâå âûðàæåíèÿ
(7) äëÿ λ∗ è z∗ = λ∗/3σ

2
∗ ïðèâîäÿò ê �îðìóëå S3(±1/2) = −12(1±2ε) < 0. Ââèäó îòðèöà-

òåëüíîñòè ýòîé âåëè÷èíû ρ+(ϕ) > 0. Â ðåçóëüòàòå, èìååì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ

�îðìóëó

ρ+(ϕ) ∼
√
5(1± 2ε)

(z ∓ 1/2)2
ïðè z → ±1

2
.

Äëÿ �óíêöèè ρ−(ϕ) àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ââèäó −S3(±1/2) > 0, ïðèâîäÿò ê âû-

ïîëíèìîñòè òàêîé æå àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëå, òî åñòü ρ+(ϕ) ∼ ρ−(ϕ) ïðè

z → ±1/2. �

2

Ýòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äî òî÷åê,

â êîòîðûõ êðèâûå ρ±(ϕ) èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå êàñàòåëüíûå.
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Èññëåäóåì ïîâåäåíèå êðèâîé ρ+(ϕ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè åå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ýë-

ëèïñîì ∆ = 0, òî åñòü âáëèçè òî÷êè ρ = 0, z = z∗ (ϕ = ϕ∗) ïðè σ
2
∗ 6= 1 (ñëó÷àé σ2

∗ = 1
ñîîòâåòñòâóåò |ε = 1/2|, ÷òî èçó÷åíî â ðàáîòå [5℄). Ïîêàæåì, ÷òî �àçîâàÿ äèàãðàì-

ìà èìååò ¾êàñï¿ â ýòîé òî÷êå ïðè ε 6= ±1/2. Ñ ýòîé öåëüþ, íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå

âûðàæåíèå êðèâîé ρ+(ϕ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 〈λ∗, σ2
∗〉 ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ (z − z∗).

Çàìåòèì, ñíà÷àëà, ÷òî â òî÷êå z = z∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

S3(z∗) =
8

9σ4
∗

(σ2
∗ − 1)3 > 0 .

Îíî ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ z∗ â S3(z∗) ñ ó÷åòîì ñâÿçè λ∗ è σ∗ ïîñðåä-

ñòâîì �îðìóëû (7), òî åñòü z2∗ = (4 − σ2
∗)/12σ

2
∗. Òîãäà, ïî íåïðåðûâíîñòè, S3(z) > 0 â

îêðåñòíîñòè òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïðè ρ+(ϕ) → 0 (åñòåñòâåííî, åñëè σ2
∗ > 1).

�àññìîòðèì, òåïåðü, àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, êîòîðûé

ñâÿçàí ñ �îðìóëîé (13),

√
1 + 27(σ2

∗ − 1)2
S4(z)S2(z)

S2

3(z)
= 1 +

27S4(z∗)S2(z)

2S2

3(z∗)
(σ2

∗ − 1)2 +O((z − z∗)
3) ,

êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó S3(z∗) > 0 è òàê êàê S2(z) = (z− z∗)
2
. Òîãäà, íà îñíîâàíèè

(13),

ρ+(ϕ) = 18
(σ2

∗ − 1)2

sinϕ∗

S2(z)

S3(z∗)
+O((z − z∗)

3) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sinϕ∗ = (1+ z2∗)
−1/2

è ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ S3(z∗) , ýòà �îðìóëà ïðåîá-
ðàçóåòñÿ ê âèäó

ρ+(ϕ) =
3σ2

∗

1− 4ε2
(σ2

∗ − 1)2(1 + z2∗)
1/2(z − z∗)

2 +O((z − z∗)
3) . (14)

Èç ïîëó÷åííîé àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî êðèâàÿ ρ+(ϕ) èìååò ¾êàñï¿,
ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûé îòíîñèòåëüíî îñè ϕ = ϕ∗. Ýòîò �àêò óñòàíàâëèâàåòñÿ ïå-

ðåõîäîì â ëîêàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû 〈u, v〉 ñ öåíòðîì â òî÷êå 〈λ∗, σ2
∗〉 è àçèìó-

òàëüíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì ϕ∗. Â òåðìèíàõ òàêèõ êîîðäèíàò êðèâàÿ ρ+(ϕ),
ëîêàëüíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì u2+v2 = C2arctg4(v/u), u > 0, ãäå ρ = (v2+u2)1/2,
ϕ − ϕ∗ = arctg(v/u). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè u, v → 0, ñ íåîáõîäèìîñòüþ,
äëÿ êîîðäèíàò êðèâîé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå v/u→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìå-
ñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü u2+v2 ∼ C2(v/u)4. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî u6 ∼ C2v4, òî åñòü v ∼ ±C−1u3/2. Òàêîé òèï àñèìïòîòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè

ïðè u, v → 0 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè (íà÷àëà êîîðäèíàò íà

ýëëèïñå ∆ = 0) êðèâàÿ ρ+(ϕ) èìååò îñîáåííîñòü òèïà ¾êàñïà¿ ñ îñòðèåì â íóëåâîé òî÷-

êå. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåííîå íàìè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �àçîâîé äèàãðàììû

âáëèçè 〈λ∗, σ2
∗〉 îïèñûâàåò ¾êàñï¿ ñ îñòðèåì â ýòîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòèêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ �à-

çîâîé äèàãðàììû ñ ýëëèïñîì ñîâïàäàåò ñ òîé, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [4℄ â
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ñëó÷àå ε = 0, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ñìûñë êîîðäèíàò äîëæåí áûòü èçìåíåí, u⇒ v,
v ⇒ −u.
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Abstra
t. Three-parametri
 sto
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 model of binary 
y
li
 
hemi
al rea
tion is studied on

the basis of 
hemi
al kineti
s equations with sto
hasti
 perturbation. At all allowable values of

parameters, the 
riti
al surfa
e in thermodynami
 parameters spa
e is investigated in general 
ase.

The surfa
e divides qualitatively di�erent stationary dynami
 regimes in the parameter spa
e of

the system. These regimes 
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al
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on
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ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

ÍÀ �ÅØÅÒÊÅ ÒÅÒ�ÀÝÄ�ÀËÜÍÎ-ÎÊÒÀÝÄ�ÀËÜÍÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û

À.Ï. Ìîòàéëî

Õåðñîíñêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

Áåðèñëàâñêîå øîññå, 24, Õåðñîí, 73008, Óêðàèíà, e-mail: akilehzna�ukr.net

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðåøåòêå òåò-

ðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû ñ ïðèìåíåíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ �óíê-

öèé øåñòèóçëîâîãî îêòàýäðà. Íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïîêàçàíà

ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îêòàýäðà â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îêòàýäð, êóñî÷íî-ëèíåéíûå óçëîâûå �óíêöèè, òåòðàýäðàëüíî-îêòàýä-

ðàëüíàÿ ðåøåòêà.

Ââåäåíèå. Ïåðâûé îïûò ïðèìåíåíèÿ îêòàýäðà â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ÊÝ)

îòíîñèòñÿ ê 1998 ã. � âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ ïóáëèêàöèè [1℄ î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçî-

âàíèÿ òàêîãî ìíîãîãðàííèêà â ñî÷åòàíèè ñ òåòðàýäðîì ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) çàäà÷ âèçóàëèçàöèè. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðîñòðàíñòâåííîé ðå-

øåòêè òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåòðàýäðàëüíîé) ïðè

ýòîì ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ ìàòðèöû óçëîâ äèñêðåòèçàöèè, ìàòðèöû ÊÝ è,

êàê ñëåäñòâèå, ñíèæåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòà-

òà çàäàííîé òî÷íîñòè.

Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé, öåëè ñòàòüè. Àâòîðû [1℄ èñïîëüçóþò ìîäåëü

îêòàýäðà ñ ñåìüþ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè (ðèñ.1) è êóñî÷íî-ëèíåéíûå óçëîâûå �óíêöèè:

ϕ0 = 1 − |x| − |y| − |z|; ϕ1,3 = (x ± |x|)/2; ϕ2,4 = (y ± |y|)/2; ϕ5,6 = (z ± |z|)/2. Àâòîðîì
ñòàòüè ïîñòðîåíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé äëÿ

øåñòèóçëîâîé ìîäåëè îêòàýäðà (áåç öåíòðàëüíîãî óçëà), èçó÷åíû èíòåðïîëÿöèîííûå

êà÷åñòâà êàæäîãî íàáîðà �óíêöèé [2℄. Â ðàáîòå [3℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî îêòàýäð ñ êóñî÷íî-

ëèíåéíûìè óçëîâûìè êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè èíòåðïîëèðóåò òî÷íî ëèíåéíûå ïîëÿ

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ñ äè�-

�åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Öåëü ñòàòüè � íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â ñïëîøíîé ñðåäå

óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýä-

ðàëüíîé ñòðóêòóðû (ðèñ. 2) ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ

�óíêöèé îêòàýäðà, ðåçóëüòàòû ïðîâåðèòü ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé áðóñ V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤
y ≤ b, 0 ≤ z ≤ h}, ãäå a, b, h > 0, èçãîòîâëåííûé èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îäíà èç

ãðàíåé êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå T = f(y), îñòàëüíûå � ïðè

òåìïåðàòóðå T = 0 (ðèñ.3).
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�èñ. 1. Îêòàýäð |x|+ |y|+ |z| ≤ 1. �èñ. 2. Ôðàãìåíò ðåøåòêè

òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∆T = 0 , (1)

ãäå ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, T = T (x, y, z) �
òåìïåðàòóðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y, z) áðóñà V , ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå:

T
∣∣∣
x=0

= T
∣∣∣
y=0

= T
∣∣∣
y=b

= T
∣∣∣
z=0

= T
∣∣∣
z=h

= 0 ; T
∣∣∣
x=a

= f(y) . (2)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íàéäåíî â ñå÷åíèè Vxy = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b} áðóñà V ïëîñêîñòüþ z = 
onst [4℄:

T (x, y) =
∞∑

n=1

fn
sh(πnx/b)

sh(πna/b)
sin(πny/b) ,

ãäå

fn =
2

b

b∫

0

f(y) sin(πny/b)dy .

Â ýêâèâàëåíòíîé òðåõìåðíîé âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå ÌÊÝ çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ

ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè T (x, y, z), ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë

χ =

∫∫∫

V

((
∂T̂ /∂x

)2
+
(
∂T̂ /∂y

)2
+
(
∂T̂ /∂z

)2)
dxdxydz ,

ãäå T̂ = T̂ (x, y, z) � �óíêöèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ â îáëàñòè V ïðîáíûõ �óíêöèé. Ïðè

ýòîì, ñîãëàñíî [5℄, �óíêöèÿ T̂ (x, y, z) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â îáëàñòè V , åñëè T̂ (x, y, z)
íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé îáëàñòè.
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�èñ. 3. Áðóñ V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ h}.

�àçîáüåì îáëàñòü V íà l êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ωr â �îðìå îêòàýäðîâ è òåòðàýäðîâ.

Òîãäà ýëåìåíòíûé âêëàä χΩr
â �óíêöèîíàë χ =

l∑

r=1

χΩr
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

χΩr =

∫ ∫ ∫

Ωr

((
∂T̂Ωr/∂x

)2
+
(
∂T̂Ωr/∂y

)2
+
(
∂T̂Ωr/∂z

)2)
dxdxydz ,

ãäå Ωr � îêòàýäð Ωo
r èëè òåòðàýäð Ωt

r,

T̂Ωr =

{∑n
i=1NiTi , (x, y, z) ∈ Ωr ;

0 , (x, y, z) 6∈ Ωr

� ïðîáíàÿ �óíêöèÿ, Ni = Ni(x, y, z) � óçëîâûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè Ωr, Ti =
T (xi, yi, zi) � çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû T â óçëàõ (xi, yi, zi) ÊÝ Ωr, nr � ÷èñëî óçëîâ Ωr,

ïðè÷åì nr = 6, åñëè Ωr = Ωo
r, è nr = 4, åñëè Ωr = Ωt

r.

Ïîëîæèì, ÷òî

Ni(x, y, z) =

{
NLi(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωo

r , i = 1, 6 ;

Li(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωt
r , i = 1, 4 ,

(3)

ãäå NLi(x, y, z) � êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè [2℄, ñîîòâåòñòâóþùèå óçëàì îêòàýäðà, à

Li(x, y, z) � ëèíåéíûå �óíêöèè, îáú¼ìíûå êîîðäèíàòû òåòðàýäðà [4℄. Ïðè ýòîì

NLi(x, y, z) ïîëó÷àþòñÿ èç �óíêöèé

NLi(ξ, η, ζ) =





(1 + 2|ξ| ± 3ξ − |η| − |ζ |)/6 , i = 1, 3 ;

(1 + 2|η| ± 3η − |ξ| − |ζ |)/6 , i = 2, 4 ;

(1 + 2|ζ | ± 3ζ − |ξ| − |η|)/6 , i = 5, 6

(4)
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çàìåíîé (x, y, z)T = [J ] · (ξ, η, ζ)T + (x0,r, y0,r, z0,r)
T
, ãäå [J ] � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ â ãëîáàëüíóþ Oxyz, (x0,r, y0,r, z0,r) � êîîðäèíàòû

íà÷àëà Oξηζ äëÿ îêòàýäðà Ωo
r â ñèñòåìå Oxyz.

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ T̂ (x, y, z) =
∑n

i=1NiTi, ãäå Ni = Ni(x, y, z) îïðåäåëÿþòñÿ

ðàâåíñòâàìè (3), (4), n � ÷èñëî óçëîâ ðàçáèåíèÿ V =
⋃l

r=1Ωr, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â

îáëàñòè V .

� Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ T̂ (x, y, z) =
∑n

i=1NiTi íåïðåðûâíà â îáëàñòè V =
⋃l

r=1Ωr.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè T̂Ωr(x, y, z) â îáëàñòè V ñëåäóåò, ÷òî

T̂ (x, y, z) = T̂Ωr(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωr , i = 1, l .

Èç ðàâåíñòâ (3)-(4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r = 1, l �óíêöèÿ T̂Ωr(x, y, z) íåïðåðûâíà
â îáëàñòè Ωr:

1) åñëè Ωr = Ωt
r, òî T̂

Ωr(x, y, z) = α
(r)
1 +α

(r)
2 x+α

(r)
3 y+α

(r)
4 z íåïðåðûâíà êàê ëèíåéíàÿ

â îáëàñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî r = 1, l1;

2) åñëè Ωr = Ωo
r, òî

T̂Ωr(x, y, z) = β
(r)
1 + β

(r)
2 x+ β

(r)
3 y + β

(r)
4 z + β

(r)
5 |x− x0,r|+ β

(r)
6 |y − y0,r|+ β

(r)
7 |z − z0,r|

íåïðåðûâíà êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ â îáëàñòè äëÿ ëþáîãî r = 1, l2 (α
(r)
j , β

(r)
j � äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè óçëîâ ÊÝ Ωr [6, 7℄,

l1 + l2 = l).
Â ìåæýëåìåíòíîé çîíå, ò.å. íà ãðàíÿõ ñìåæíûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ëþáûõ r, s = 1, l

ðàâåíñòâî T̂Ωr(x, y, z) = T̂Ωs(x, y, z) ñïðàâåäëèâî íà íåïóñòûõ ìíîæåñòâàõ Ωt
r ∩ Ωt

s [6℄

è Ωo
r ∩ Ωo

s [3℄. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ T̂Ωr(x, y, z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè V =
l⋃

r=1

Ωr.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè T̂Ωr(x, y, z) â îáëàñòè V ñóùå-

ñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

∂T̂

∂x
=

{
α
(i)
2 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
2 + β

(j)
5 · sgn(x− x0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

∂T̂

∂y
=

{
α
(i)
3 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
3 + β

(j)
6 · sgn(y − y0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

∂T̂

∂z
=

{
α
(i)
4 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
4 + β

(j)
7 · sgn(z − z0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

Ïðè ýòîì ∂T̂ /∂x, ∂T̂ /∂y, ∂T̂ /∂z íåïðåðûâíû â îáëàñòè V \
l2⋃

r=1

Ω0
r è êóñî÷íî-íåïðåðûâíû

â îáëàñòè

l2⋃

r=1

Ω0
r , ò.å. ∂T̂ /∂x, ∂T̂ /∂y, ∂T̂ /∂z êóñî÷íî-íåïðåðûâíû â îáëàñòè V . �
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå äîïóñòèìîñòè �óíêöèè T̂ (x, y, z) â îáëàñòè V ÿâëÿåòñÿ óñëî-

âèåì ñõîäèìîñòè ÌÊÝ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å [6, ñòð.321℄. Ïðè

ýòîì ñõîäèìîñòü ÌÊÝ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ÊÝ

âåëè÷èíà χ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà χ =
∑l

r=1 χ
Ωr

ïðåäïîëàãàåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî Ti
(i = 1, n), êàê ïî íåèçâåñòíîé âåëè÷èíå, �óíêöèè χ(T1, T2, ..., Tn), ñâÿçàííîå ñ âû÷èñëå-
íèåì èíòåãðàëîâ ïî êàæäîìó ýëåìåíòó Ωr:

∂χΩr

∂Ti
=

1

2

∫∫∫

Ωr

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
dxdydz , (5)

ãäå p, q � ãëîáàëüíûå íîìåðà óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ÊÝ Ωr.

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (5) ïî îáúåìó òåòðàýäðà Ωt
r îïèñàíà â [6, 8℄. Èí-

òåãðèðîâàíèå ïî îêòàýäðó Ωo
r âûïîëíèì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

∫∫∫

Ωo
r

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
dxdydz =

=

∫∫∫

(
Ωo

r

)
∗

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dξdηdζ ,

ãäå

(
Ωo

r

)∗
� îêòàýäð Ωo

r â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξηζ è




∂Np

∂x
∂Np

∂y

∂Np

∂z




=




∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂x

∂ζ

∂y

∂ξ

∂y

∂η

∂y

∂ζ

∂z

∂ξ

∂z

∂η

∂z

∂ζ







∂Np

∂ξ

∂Np

∂η

∂Np

∂ζ




≡ [J ][B] .

Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé õàðàêòåð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé

Np, Nq, îáëàñòü îêòàýäðà
(
Ωo

r

)∗
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(
Ωo

r

)∗
=
⋃8

s=1Ωs, ãäå

Ωs � ðàâíîâåëèêèå ïî îáúåìó ïðÿìîóãîëüíûå òåòðàýäðû, âíóòðè êîòîðûõ ïåðåìåííûå

ξ, η, ζ ñîõðàíÿþò çíàê. Íàïðèìåð, èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Ω1 = {(ξ, η, ζ) : 0 ≤ ξ ≤
1, 0 ≤ η ≤ 1 − ξ, 0 ≤ ζ ≤ 1 − ξ − η}, ãäå ξ, η, ζ ≥ 0, à �óíêöèè ∂Np/∂ξ, ∂Np/∂η, ∂Np/∂ζ
íåïðåðûâíû, ïðèíèìàåò âèä:

∫∫∫

Ω1

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dξdηdζ =
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=

1∫

0

dξ

1−ξ∫

0

dη

1−ξ−η∫

0

[B1]
T [J ]T [J ][B1]|J |dζ ,

ãäå

B1 =
1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 5 −1




� ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé îêòàýäðà Ωo
r, îïðå-

äåëåííûõ â îáëàñòè Ω1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò ξ, η, ζ , ïðè ýòîì îáúåì

òåòðàýäðà Ω1 ðàâåí

1∫

0

dξ

1−ξ∫

0

dη

1−ξ−η∫

0

dζ =
1

6
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îáúåìíûå èíòåãðàëû ïî Ωs, s = 2, 8. Òîãäà

∫∫∫

Ωo
r

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dxdydz = |J |

6
·

8∑

s=1

[Bs]
T [J ]T [J ][Bs] , (6)

ãäå

B2 =
1

6




1 1 −5 1 1 1
−1 5 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ; B3 =

1

6




1 1 −5 1 1 1
1 1 1 −5 1 1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ;

B4 =
1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 −5 1 1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ; B5 =

1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 −5


 ;

B6 =
1

6




1 1 −5 1 1 1
−1 5 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 −5


 ; B7 =

1

6



1 1 −5 1 1 1
1 1 1 −5 1 1
1 1 1 1 1 −5


 ;

B8 =
1

6



5 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 −5 1 1
1 1 1 1 1 −5


 .

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà (6) ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îêòàýä-

ðó Ωo
r.

Óñëîâèÿ ìèíèìóìà ∂χ/∂Ti = 0 �óíêöèîíàëà χ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî [T ] = (T1, T2, ..., Tn) óðàâíåíèé [h][T ] = 0, ãäå [h] �
ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

hij =
∑l

r=1

(
∂χΩr/∂Ti

)
, i, j = 1, n. Óäîâëåòâîðÿÿ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) ïó-

òåì êîððåêòèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ñòðîê ìàòðèöû [h] è íóëåâîãî âåêòîðà â ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû, ïîëó÷àåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå â âèäå T̂ (x, y, z) =

∑n
i=1NiTi.
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à á

â ã

ä å

�èñ. 6. Òåìïåðàòóðà áðóñà V âäîëü îñåé ñå÷åíèé h = z/2, h = z/4, h = z/8: · · · � àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6
); × � ðåøåíèå ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé

ñòðóêòóðû; ⋄ � ðåøåíèå ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÌÊÝ çàäà÷è (1), (2) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåò-

ðàýäðàëüíîé è òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ðåøåòîê àâòîðîì ñòàòüè ñîñòàâëåíû ïðî-

ãðàììû â ñðåäå Maple. Íà ðèñ. 4 çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû áðóñà íàéäåíû â íàïðàâëåíèÿõ

îñåé y = b/2 è x = a/2 â ñå÷åíèÿõ z = h/2 (4à, 4á); z = h/4 (4â, 4ã); z = h/8 (4ä, 4å).
�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðàì a = 1, b = 2, h = 10 è

óñëîâèþ íà ãðàíèöå: f(y) = t0y(b− y) äëÿ t0 = 20.

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è,

ïîëó÷åííîå íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû (8864 òåòðàýäðà, 344

îêòàýäðà, 2121 óçåë èíòåðïîëÿöèè), äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷íîìó è ðåøåíèþ ÌÊÝ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåòðàýäðàëüíîé ðåøåòêè (24576 òåòðàýäðîâ, 4913 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè).

Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû (â ñåêóíäàõ) â ïåðâîì ñëó÷àå 2621.05, âî âòîðîì

� 6402.11. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî, èñïîëüçóÿ îêòàýäð ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè óçëîâûìè

êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ìîæíî ñîêðàòèòü âðåìÿ è îáúåì

âû÷èñëåíèé.

Âûâîäû. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòà-

ýäðàëüíîé ñòðóêòóðû ñ ïðèìåíåíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé øåñòè-

óçëîâîãî îêòàýäðà; ïîëó÷åíû �îðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îêòàýäðó è ðå-

øåíèå ÌÊÝ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî èçîòðîïíîãî

áðóñà. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

îêòàýäðà â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè â äàííîé çàäà÷å îïòèìèçèðóåò

âðåìÿ è îáúåì âû÷èñëåíèé, ñîõðàíÿÿ äîñòàòî÷íî âûñîêóþ èõ òî÷íîñòü.
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Abstra
t. Convergen
e of numeri
al approximations on the basis of the �nite element method

is established when the latti
e of tetrahedral-o
tahedral stru
ture is used by six nodal o
tahedron

with pie
ewise linear fun
tions. The e�
ien
y of o
tahedron as the 
ell of spa
e latti
e is shown on

the basis of the example of stationary heat 
ondu
tion problem.
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ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ËÈÍÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

Î.Í. Ëèòâèí, È.Â. Íå��åäîâà

Óêðàèíñêàÿ èíæåíåðíî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ,

óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 16, Õàðüêîâ, 61003, Óêðàèíà, e-mail: niv_artem�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Ω, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ âûáîð êîîðäèíàò óçëîâ

ñåòêè, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ãëîáàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â îáëàñòè Ω,
èëè íåïðåðûâíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî n − 1 ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî. Ìåòîä ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò èíòåðïîëÿöèþ �óíêöèé, èíòåðëèíàöèþ �óíê-

öèé äâóõ ïåðåìåííûõ íà ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ (ëèíèÿõ ðåêòàíãóëÿöèè)

è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ 2-ãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñòðóêòóðà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, èí-

òåðëèíàöèÿ �óíêöèé, ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû.

Ââåäåíèå. Â äàííîå âðåìÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå

øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òåïëîâûõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ è �èçèêî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé. Êàê îòìå÷àëîñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé¿, êîòîðàÿ ïðîõîäèëà â Äîíåöêîì íàöèîíàëüíîì

óíèâåðñèòåòå â 1998 ãîäó ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. Î.Ñ. Êîñìîäàìèàíñêîãî, ñîâðåìåííûå

ñèñòåìû èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîðïóñîâ ñàìîëåòîâ, àâòîìîáèëåé è ò.ï.,

òðåáóþò ðåøåíèÿ ìíîãèõ äåñÿòêîâ òûñÿ÷ óðàâíåíèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè �îðìè-

ðîâàíèè ñèñòåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) íå ó÷èòûâàþòñÿ èçâåñòíûå â òåîðèè

óïðóãîñòè �àêòû î âîçìîæíîì íàëè÷èè íà ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî

òåëà òî÷åê, â êîòîðûõ âîçíèêàåò êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèÿ, ò.å. ïðîãèá ïîâåðõíîñòè â

îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ òî÷åê ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè. Íà óêàçàííîé âûøå êîí�åðåí-

öèè, â ÷àñòíîñòè, áûë ñäåëàí âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî

âûáîðà óçëîâ â ÌÊÝ.

Â ðîáîòàõ [1℄ - [3℄ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íå òîëüêî óçëîâûå ïàðàìåòðû, à òàêæå áàçèñíûå

�óíêöèè è êîîðäèíàòû óçëîâ ýëåìåíòîâ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðåøàåìîé êðàåâîé çàäà÷å. Îäíîé èç íåðåøåííûõ ïðîáëåì ýòîãî ìåòîäà

íà äàííîå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

íà ýëåìåíòû. Íà ïðàêòèêå ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå óçëîâ ýëåìåíòîâ (ïðÿìîóãîëüíûå

ýëåìåíòû) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçáèåíèÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ýëåìåíòà ñ íàèáîëü-

øèì çíà÷åíèåì �óíêöèîíàëà íà íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå
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ïîëó÷àåì íåðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ýëåìåíòû, êîòîðîå íå èññëåäîâàëîñü â

öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ.

Â ðàáîòàõ Èâî Áàáóøêè è åãî ó÷åíèêîâ [4℄-[5℄ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ñãóùåíèÿ ñåòêè

â ÌÊÝ â îêðåñòíîñòè òî÷åê, â êîòîðûõ åñòü êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé. Ýòîò ìåòîä

õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàë, íî ïðîáëåìà ý��åêòèâíîãî âûáîðà óçëîâ â îêðåñòíîñòè

îñîáûõ òî÷åê îñòàåòñÿ íåèññëåäîâàííîé â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà ÌÊÝ èñïîëüçóåò òîëüêî

ïðÿìî-óãîëüíûå ýëåìåíòû. Ýòî óòâåðæäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â öèòèðîâàííûõ âûøå

ðàáîòàõ Èâî Áàáóøêè è åãî ñîòðóäíèêîâ ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåõîäèòü ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â îñîáîé òî÷êå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Ω íà áàçå èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåí-

òîâ â ÌÊÝ, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ãëîáàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ â îáëàñòè. Ìåòîä

ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåò èíòåðëèíàöèþ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ íà ëèíèÿõ

ðåêòàíãóëÿöèè (ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ) [6℄.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ëèíèÿìè x = xk,
(k = 1, m ), y = yl, (l = 1, n ) íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû Πk, l = [xk, xk+1] × [yl, yl+1]
(k = 1, m− 1 , l = 1, n− 1 ) è â êàæäîì èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ũ (x, y) êðàåâîé çàäà÷è

Lu(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ Ω, u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ ∂Ω ,

ãäå

Lu (x, y) = − ∂

∂x

(
p(1) (x, y)

∂u (x, y)

∂x

)
− ∂

∂y

(
p(2) (x, y)

∂u (x, y)

∂y

)
+ q (x, y)u (x, y) ,

p(1), p(2) ∈ C1 (Ω) , q ∈ C (Ω) , f ∈ L2 (Ω) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå: ũ (x, y) = uk, l (x, y) ,
(x, y) ∈ Πk, l ⊂ Ω,

uk, l (x, y) = Ck, l h
(1), 0
k, l (s) h

(2), 0
k, l (t) + Ck+1, l h

(1), 1
k+1, l (s) h

(2), 0
k+1, l (t) + (1)

+Ck, l+1 h
(1), 0
k, l+1 (s) h

(2), 1
k, l+1 (t) + Ck+1, l+1 h

(1), 1
k+1, l+1 (s) h

(2), 1
k+1, l+1 (t) =

=
1∑

µ=0

1∑

ν=0

Ck+µ, l+ν h
(1), µ
k+µ, l+ν (s) h

(2), ν
k+µ, l+ν (t) = wk, l (s, t) ,

ãäå s =
x− xk

xk+1 − xk
, t =

y − yl
yl+1 − yl

, �óíêöèè h
(1), µ
k, l (s) , h

(2), ν
k, l (t) ∈ C2 [0, 1] è èìåþò ñâîé-

ñòâà h
(1), 0
k, l (0) = h

(2), 0
k, l (0) = 1, h

(1), 0
k, l (1) = h

(2), 0
k, l (1) = 0, h

(1), 1
k, l (0) = h

(2), 1
k, l (0) = 0,

h
(1), 0
k, l (1) = h

(2), 0
k, l (1) = 1 ∀ (xk, yl) ∈ Ω̄.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Jk, l =

1∫

0

1∫

0

[
p
(1)
k, l (s, t)

(
∂wk, l (s, t)

∂s

)2

∆
(1)
k

−2 + p
(2)
k, l (s, t)

(
∂wk, l (s, t)

∂t

)2

∆
(2)
k

−2+ (2)

+qk, l (s, t)w
2
k, l (s, t)− 2fk, l (s, t)wk, l (s, t)

]
∆

(1)
k ∆

(2)
l dsdt,

ãäå ∆
(1)
k = xk+1 − xk, ∆

(2)
l = yl+1 − yl,

p
(1)
k, l (s, t) = p(1)

(
s∆

(1)
k + xk, t∆

(2)
l + yl

)
, p

(2)
k, l (s, t) = p(2)

(
s∆

(1)
k + xk, t∆

(2)
l + yl

)
,

qk, l (s, t) = q
(
s∆

(1)
k + xk, t∆

(2)
l + yl

)
, fk, l (s, t) = f

(
s∆

(1)
k + xk, t∆

(2)
l + yl

)
.

Çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uk, l âî âñåõ âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè íàõîäÿòñÿ

ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà

J (ũ) =
∑

Πk, l⊂G

J̃k, l → min
Ck, l

.

2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè ñåòêè óçëîâ.

Äàäèì ïîøàãîâîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

Øàã 1. �àçáèâàåì îáëàñòü Ω íà ýëåìåíòû Πp,q ⊂ Ω ïðÿìûìè x = xp , y = yq . Â äàííîé

ðàáîòå ñ÷èòàåì, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òàêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Øàã 2. Ïðè �èêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòû Πk, l ,

ïðè èçâåñòíûõ áàçèñíûõ �óíêöèÿõ è óçëîâûõ ïàðàìåòðàõ, âû÷èñëÿåì âñå çíà÷åíèÿ Jk, l
è íàõîäèì ñðåäè íèõ ìàêñèìàëüíîå.

Øàã 3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî max
(p,q)6=(k, l)

|Jp,q − Jk, l| ≤ ε, k 6= p, l 6= q, ïðîöåññ

ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà ýëåìåíòû ïðåêðàùàåì.

Øàã 4. Åñëè çíà÷åíèå Jp,q â ýëåìåíòå Πp,q ⊂ Ω ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ò.å. óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì

|Jp,q − Jk, l| > ε , k 6= p, l 6= q, (3)

ãäå ε � çàäàííîå ÷èñëî, òî ñ÷èòàåì ýëåìåíò Πp,q áàçîâûì è äëÿ îïòèìèçàöèè ñåòêè

áóäåì ðàçáèâàòü ýòîò ýëåìåíò íà ÷åòûðå ýëåìåíòà ïðÿìûìè

x = xp+0,5 =
xp + xp+1

2
, y = yq+0,5 =

yq + yq+1

2
.

Òîãäà ýëåìåíò Πp,q ðàçîáüåòñÿ íà ÷åòûðå ýëåìåíòà (ñì. ðèñ. 1):

Π(1)
p,q = [xp, xp+0,5]× [yq, yq+0,5] ; Π(2)

p,q = [xp, xp+0,5]× [yq+0,5, yq+1] ;

Π(3)
p,q = [xp+0,5, xp+1]× [yq+0,5, yq+1] ; Π(4)

p,q = [xp+0,5, xp+1]× [yq, yq+0,5] .
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�èñ. 1. �àçáèåíèå îáëàñòè Ω íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íîâîå ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðÿìîóãîëü-

íûå ýëåìåíòû. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ,

èìååò íîâûé âèä â ýëåìåíòàõ

∏(1)
p, q ,

∏(2)
p, q ,

∏(3)
p, q ,

∏(4)
p, q , à òàêæå â ñîñåäíèõ ÷åòûðåõ

ýëåìåíòàõ

∏
p, q−1,

∏
p−1, q,

∏
p, q+1,

∏
p+1, q , åñëè ýòè ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò îáëàñòè èí-

òåãðèðîâàíèÿ. Âî âñåõ äðóãèõ ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ �îðìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íå

èçìåíÿåòñÿ.

Â ýëåìåíòàõ

∏(1)
p, q,

∏(2)
p, q,

∏(3)
p, q,

∏(4)
p, q ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä:

w̃(1)
p, q (x, y) = Cp, q h

(3), 0
p, q (s1) h

(4), 0
p, q (t1) + Cp+0.5, q h

(3), 1
p+0.5, q (s1) h

(4), 0
p+0.5, q (t1) + (4)

+Cp, q+0.5 h
(3), 0
p, q+0.5 (s1) h

(4), 1
p, q+0.5 (t1) + Cp+0.5, q+0.5 h

(3), 1
p+0.5, q+0.5 (s1) h

(4), 1
p+0.5, q+0.5 (t1) ,

w̃(2)
p, q (x, y) = Cp, q+0.5 h

(3), 0
p, q+0.5 (s1) h

(4), 0
p, q+0.5 (t2) + Cp+0.5, q+0.5 h

(3), 1
p+0.5, q+0.5 (s1) h

(4), 0
p+0.5, q+0.5 (t2) +

+Cp, q+1 h
(3), 0
p, q+1 (s1) h

(4), 1
p, q+1 (t2) + Cp+0.5, q+1 h

(3), 1
p+0.5, q+1 (s1) h

(4), 1
p+0.5, q+1 (t2) (5)
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w̃(3)
p, q (x, y) = Cp+0.5, q+0.5 h

(3), 0
p+0.5, q+0.5 (s2) h

(4), 0
p+0.5, q+0.5 (t2) +

+ Cp+1, q+0.5 h
(3), 1
p+1, q+0.5 (s2) h

(4), 0
p+1, q+0.5 (t2) +

+ Cp+0.5, q+1 h
(3), 0
p+0.5, q+1 (s2) h

(4), 1
p+0.5, q+1 (t2) + Cp+1, q+1 h

(3), 1
p+1, q+1 (s2) h

(4), 1
p+1, q+1 (t2) , (6)

w̃(4)
p, q (x, y) = Cp+0.5, q h

(3), 0
p+0.5, q (s2) h

(4), 0
p+0.5, q (t1) + Cp+1, q h

(3), 1
p+1, q (s2) h

(4), 0
p+1, q (t1) + (7)

+Cp+0.5, q+0.5 h
(3), 0
p+0.5, q+0.5 (s2) h

(4), 1
p+0.5, q+0.5 (t1) + Cp+1, q+0.5 h

(3), 1
p+1, q+0.5 (s2) h

(4), 1
p+1, q+0.5 (t1)

ãäå

s1 =
x− xp

xp+0.5 − xp
, s2 =

x− xp+0.5

xp+1 − xp+0.5
, t1 =

y − yq
yq+0.5 − yq

, t2 =
y − yq+0.5

yq+1 − yq+0.5
;

h(3), µp, q (s1) , h
(4), ν
p, q (t1) , h

(3), µ
p, q (s2) , h

(4), ν
p, q (t2) ∈ C2 [0, 1]

è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà h
(3), 0
p, q (0) = h

(4), 0
p, q (0) = 1, h

(3), 0
p, q (1) = h

(4), 0
p, q (1) = 0,

h
(3), 1
p, q (0) = h

(4), 1
p, q (0) = 0, h

(3), 1
p, q (1) = h

(4), 1
p, q (1) = 1 ∀ (xp, yq) ∈ Ω̄.

Äëÿ íàïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàõ

∏
p, q−1,

∏
p−1, q,∏

p, q+1,
∏

p+1, q áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåðëèíàöèþ �óíêöèé íà ÷åòûðåõ ñòîðîíàõ óêàçàí-

íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ [7℄. Â ýëåìåíòå

∏
p−1, q ñòðóêòóðà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò

èìåòü âèä:

w̃p−1, q (x, y) = U (xp−1, y)h
(1), 0
p−1, q (s) + U (xp, y) h

(1), 1
p, q (s) + U (x, yq) h

(2), 0
p−1, q (t)+ (8)

+U (x, yq+1) h
(2), 1
p−1, q+1 (t)− Cp−1, qh

(1), 0
p−1, q (s) h

(2), 0
p−1, q (t)− Cp−1, q+1h

(1), 0
p−1, q+1 (s)h

(2), 1
p−1, q+1 (t)−

−Cp, qh
(1), 1
p, q (s)h(2), 0p, q (t)− Cp, q+1h

(1), 1
p, q+1 (s) h

(2), 1
p, q+1 (t) ,

ãäå xp−1 ≤ x ≤ xp, yq ≤ y ≤ yq+1,

s =
x− xp−1

xp − xp−1
, t =

y − yq
yq+1 − yq

,
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U (xp−1, y) = Cp−1, qh
(2), 0
p−1, q (t) + Cp−1, q+1h

(2), 1
p−1, q+1 (t) ,

U (x, yq) = Cp−1, qh
(1), 0
p−1, q (s) + Cp, qh

(1), 1
p, q (s) ,

U (x, yq+1) = Cp−1, q+1h
(1), 0
p−1, q+1 (s) + Cp, q+1h

(1), 1
p, q+1 (s) ,

U (xp, y) =

{
Cp, qh

(4), 0
p, q (t1) + Cp, q+0.5h

(4), 1
p, q+0.5 (t1) , yq ≤ y ≤ yq+0.5;

Cp, q+0.5h
(4), 0
p, q+0.5 (t2) + Cp, q+1h

(4), 1
p, q+1 (t2) , yq+0.5 ≤ y ≤ yq+1;

t1 =
y − yq

yq+0,5 − yq
, t2 =

y − yq+0,5

yq+1 − yq+0,5

.

Ëåììà 1. Åñëè â ýëåìåíòå Πp−1, q ñòðóêòóðà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä (8),

òî

w̃p−1, q (xp−1, y) = Cp−1, qh
(2), 0
p−1, q (t) + Cp−1, q+1h

(2), 1
p−1, q+1 (t) ,

w̃p−1, q (x, yq) = Cp−1, qh
(1), 0
p−1, q (s) + Cp, qh

(1), 1
p, q (s) ,

w̃p−1, q (x, yq+1) = Cp−1, q+1h
(1), 0
p−1, q+1 (s) + Cp, q+1h

(1), 1
p, q+1 (s) ,

w̃p−1, q (xp, y) =

{
Cp, qh

(4), 0
p, q (t1) + Cp, q+0.5h

(4), 1
p, q+0.5 (t1) , yq ≤ y ≤ yq+0.5;

Cp, q+0.5h
(4), 0
p, q+0.5 (t2) + Cp, q+1h

(4), 1
p, q+1 (t2) , yq+0.5 ≤ y ≤ yq+1;

ãäå

t1 =
y − yq

yq+0,5 − yq
, t2 =

y − yq+0,5

yq+1 − yq+0,5
.

Àíàëîãè÷íûå ëåììû �îðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ äëÿ ñòðóêòóð ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé â ýëåìåíòàõ

∏
p, q−1,

∏
p, q+1,

∏
p+1, q íîâîãî ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ ýëåìåíòà

∏
p, q−1 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

w̃p, q−1 (x, y) = U (xp, y) h
(1), 0
p, q−1 (s) + U (xp+1, y)h

(1), 1
p+1, q−1 (s) + U (x, yq−1) h

(2), 0
p, q−1 (t) + (9)

+U (x, yq) h
(2), 1
p, q (t)− Cp, q−1h

(1), 0
p, q−1 (s)h

(2), 0
p, q−1 (t)− Cp, qh

(1), 0
p, q (s) h(2), 1p, q (t)−

−Cp+1, q−1h
(1), 1
p+1, q−1 (s)h

(2), 0
p+1, q−1 (t)− Cp+1, qh

(1), 1
p+1, q (s)h

(2), 1
p+1, q (t) ,
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ãäå xp ≤ x ≤ xp+1, yq−1 ≤ y ≤ yq,

s =
x− xp

xp+1 − xp
, t =

y − yq−1

yq − yq−1
,

U (xp, y) = Cp, q−1h
(2), 0
p, q−1 (t) + Cp, qh

(2), 1
p, q (t) ,

U (x, yq−1) = Cp, q−1h
(1), 0
p, q−1 (s) + Cp+1, q−1h

(1), 1
p+1, q−1 (s) ,

U (xp+1, y) = Cp+1, q−1h
(2), 0
p+1, q−1 (t) + Cp+1, qh

(2), 1
p+1, q (t) ,

U (x, yq) =

{
Cp, qh

(3), 0
p, q (s1) + Cp+0.5, qh

(3), 1
p+0.5, q (s1) , xp ≤ x ≤ xp+0.5 ;

Cp+0.5, qh
(3), 0
p+0.5, q (s2) + Cp+1, qh

(3), 1
p+1, q (s2) , xp+0.5 ≤ x ≤ xp+1 ;

ãäå

s1 =
x− xp

xp+0.5 − xp
, s2 =

x− xp+0.5

xp+1 − xp+0.5
.

Ïðè ýòîì

w̃p, q−1 (x, y)|(xp,yq−1)
= Cp, q−1 , w̃p, q−1 (x, y)|(xp+1,yq−1)

= Cp+1, q−1 ,

w̃p, q−1 (x, y)|(xp,yq)
= Cp, q , w̃p, q−1 (x, y)|(xp+0.5,yq)

= Cp+0.5, q ,

w̃p, q−1 (x, y)|(xp+1,yq)
= Cp+1, q .

Äëÿ ýëåìåíòà

∏
p, q+1 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

w̃p, q+1 (x, y) = U (xp, y) h
(1), 0
p, q+1 (s) + U (xp+1, y) h

(1), 1
p+1, q+1 (s) + U (x, yq+1)h

(2), 0
p, q+1 (t) + (10)

+U (x, yq+2)h
(2), 1
p, q+2 (t)− Cp, q+1h

(1), 0
p, q+1 (s)h

(2), 0
p, q+1 (t)− Cp, q+2h

(1),
p, q+2 (s) h

(2), 1
p, q+2 (t)−

−Cp+1, q+1h
(1), 1
p+1, q+1 (s)h

(2), 0
p+1, q+1 (t)− Cp+1, q+2h

(1), 1
p+1, q+2 (s) h

(2), 1
p+1, q+2 (t) ,

ãäå xp ≤ x ≤ xp+1, yq+1 ≤ y ≤ yq+2,

s =
x− xp

xp+1 − xp
, t =

y − yq+1

yq+2 − yq+1

;

U (xp, y) = Cp, q+1h
(2), 0
p, q+1 (t) + Cp, q+2h

(2), 1
p, q+2 (t) ,

U (x, yq+2) = Cp, q+2h
(1), 0
p, q+2 (s) + Cp+1, q+2h

(1), 1
p+1, q+2 (s) ,
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U (xp+1, y) = Cp+1, q+1h
(2), 0
p+1, q+1 (t) + Cp+1, q+2h

(2), 1
p+1, q+2 (t) ,

U (x, yq+1) =

{
Cp, q+1h

(3), 0
p, q+1 (s1) + Cp+0.5, q+1h

(3), 1
p+0.5, q+1 (s1) , xp ≤ x ≤ xp+0.5 ;

Cp+0.5, q+1h
(3), 0
p+0.5, q+1 (s2) + Cp+1, q+1h

(3), 1
p+1, q+1 (s2) , xp+0.5 ≤ x ≤ xp+1 ;

ãäå

s1 =
x− xp

xp+0.5 − xp
, s2 =

x− xp+0.5

xp+1 − xp+0.5
.

Ïðè ýòîì

w̃p, q+1 (x, y)|(xp,yq+1)
= Cp, q+1 , w̃p, q+1 (x, y)|(xp+0.5,yq+1)

= Cp+0.5, q+1 ,

w̃p, q+1 (x, y)|(xp+1,yq+1)
= Cp+1, q+1 , w̃p, q+1 (x, y)|(xp+1,yq+2)

= Cp+1, q+2 ,

w̃p, q+1 (x, y)|(xp,yq+2)
= Cp, q+2 .

Äëÿ ýëåìåíòà

∏
p+1, q ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

w̃p+1, q (x, y) = U (xp+1, y)h
(1), 0
p+1, q (s) + U (xp+2, y)h

(1), 1
p+2, q (s) + U (x, yq)h

(2), 0
p+1, q (t) + (11)

+U (x, yq+1)h
(2), 1
p+1, q+1 (t)− Cp+1, qh

(1), 0
p+1, q (s)h

(2), 0
p+1, q (t)− Cp+1, q+1h

(1), 0
p+1, q+1 (s)h

(2), 1
p+1, q+1 (t)−

−Cp+2, qh
(1), 1
p+2, q (s)h

(2), 0
p+2, q (t)− Cp+2, q+1h

(1), 1
p+2, q+1 (s)h

(2), 1
p+2, q+1 (t) ,

ãäå xp+1 ≤ x ≤ xp+2, yq ≤ y ≤ yq+1,

s =
x− xp+1

xp+2 − xp+1
, t =

y − yq
yq+1 − yq

;

U (x, yq) = Cp+1, qh
(1), 0
p+1, q (s) + Cp+2, qh

(1), 1
p+2, q (s) ,

U (xp+2, y) = Cp+2, qh
(2), 0
p+2, q (t) + Cp+2, q+1h

(2), 1
p+2, q+1 (t) ,

U (x, yq+1) = Cp+1, q+1h
(1), 0
p+1, q+1 (s) + Cp+2, q+1h

(1), 1
p+2, q+1 (s) ,

U (xp+1, y) =

{
Cp+1, qh

(4), 0
p+1, q (t1) + Cp+1, q+0.5h

(4), 1
p+1, q+0.5 (t1) , yq ≤ y ≤ yq+0.5 ;

Cp+1, q+0.5h
(4), 0
p+1, q+0.5 (t2) + Cp+1, q+1h

(4), 1
p+1, q+1 (t2) , yq+0.5 ≤ y ≤ yq+1 ;
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ãäå

t1 =
y − yq

yq+0,5 − yq
, t2 =

y − yq+0,5

yq+1 − yq+0,5
.

Ïðè ýòîì

w̃p+1, q (x, y)|(xp+1,yq)
= Cp+1, q , w̃p+1, q (x, y)|(xp+1,yq+0.5)

= Cp+1, q+0.5 ,

w̃p+1, q (x, y)|(xp+1,yq+1)
= Cp+1, q+1 , w̃p+1, q (x, y)|(xp+2,yq+1)

= Cp+2, q+1 ,

w̃p+1, q (x, y)|(xp+2,yq)
= Cp+2, q .

Øàã 5. Íàõîäèì ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ íîâîãî ðàçáèåíèÿ Θ òàêîé ýëåìåíò

∏
p′, q′ , â

êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

|Jp′, q′ − Jk, l| > ε , ∀ (k, l) ∈ Θ , k 6= p′, l 6= q′ ,

ãäå ε � çàäàííîå ÷èñëî, è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé Jp, q áóäåò íå âîçðàñòàþ-
ùåé è, êðîìå òîãî, òàêîé ýëåìåíò

∏
k, l ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

Òåîðåìà 1. Åñëè â óêàçàííûõ âîñüìè ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ ñòðóêòóðó ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ ũ (x, y) çàïèñàòü ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå àëãîðèòìó, à âî âñåõ äðóãèõ

ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ å¼ îñòàâèòü íåèçìåííîé, òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ Ci,j (i = 1, m− 1, j = 1, n− 1) , Cp, q+0.5, Cp+0.5, q+0.5, Cp+0.5, q, Cp+0.5, q+1,

Cp+1, q+0.5 è íåèçâåñòíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé h
(1), µ
p, q , h

(2), ν
p, q , h

(3), µ
p, q , h

(4), ν
p, q ∈ C1 [0, 1] ñ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè 0 ≤ µ, ν ≤ 1, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò ñîõðàíÿòü íåïðå-
ðûâíîñòü, ò.å. ũ (x, y) ∈ C (Ω) è ũ (x, y) ∈ W 1

2 (Ω).

Çàìå÷àíèå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðàçáèåíèÿ íà ýëåìåíòû ìîæåò áûòü îáîáùåí

òàêæå íà ñëó÷àé ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçèñíûõ ñïëàéíîâ íà íåðàâ-

íîìåðíîé ñåòêå óçëîâ [6℄.

Âûâîä. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè �óíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíîé ñåòêè óçëîâ ÌÊÝ (ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû), ñãó-

ùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê, â êîòîðûõ òî÷íîå ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòè.
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STRUCTURE OF FINITE ELEMENT METHOD (RECTANGULAR ELEMENTS)

APPROXIMATIONS ON BASIS OF BILINEAR SPLINES

AND SPLINE-INTERLINATION

O.N. Lytvyn , I.V. Nefedova

Ukrainian Engineering Pedagogi
al A
ademy,

Universitetskaya St., 16, Kharkiv, 61003, Ukraine, e-mail: niv_artem�mail.ru

Abstra
t. It is proposed the general method of 
onstru
ting of the approximate solution of

boundary value problem in the domain Ω. A

ording to this method, the 
hoi
e of grid nodes is

done. It 
onserves the global 
ontinuity of the approximate solution in Ω, or the 
ontinuity of the

approximate solution and its partial derivatives up to order n−1 in
lusively. The method essentially
uses the interpolation of fun
tions and also the interlination of fun
tions of two variables in the

system of mutually perpendi
ular lines (lines of rektangulation) together with the 
onstru
tion of

basis two-order splines.

Key words: �nite element method, stru
ture approximate solution, interlination of fun
tions,

re
tangular elements.
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Àííîòàöèÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ èññëåäîâàëèñü ïîðîãè ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóð òèïà

Si/SiC/íåìàòèê/ITO è îðèåíòàöèÿ â ýòèõ ñòðóêòóðàõ íåìàòè÷åñêîãî æèäêîãî êðèñòàëëà íà

íàíîðàçìåðíûõ ïëåíêàõ êàðáèäà êðåìíèÿ (SiC). Óñòàíîâëåíî, ÷òî (1) äëÿ íåìàòèêà Ä205, èñ-

ïîëüçóåìîãî áåç äîïîëíèòåëüíîé î÷èñòêè, íà ïëåíêå SiC �îðìèðóåòñÿ ãîìåîòðîïíàÿ îðèåíòà-

öèÿ, è (2) ïîðîãè ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóð â îêðåñòíîñòè ïëåíêè SiC ïðåâûøàþò áîëåå

÷åì íà íåñêîëüêî âîëüò ïîðîãè íàä Si äëÿ ñâåæåïðèãîòîâëåííûõ ñòðóêòóð. Îñîáåííîñòè ñâåòî-

÷óâñòâèòåëüíîñòè è îðèåíòàöèè íåìàòèêà ñâÿçûâàþòñÿ ñ àäñîðáöèåé íà ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòè

ïëåíêè ñîîòâåòñòâåííî èîííîé ïîäñèñòåìû è îïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò æèäêîêðèñòàëëè÷åñêî-

ãî ìàòåðèàëà, ý��åêòèâíî �îðìèðóþùèõ ãîìåîòðîïíóþ îðèåíòàöèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàðáèä êðåìíèÿ, íåìàòèê, îðèåíòàöèÿ, èîí, ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòü.

Îïòè÷åñêè àäðåñóåìûå æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèå ìîäóëÿòîðû ñâåòà, áàçèðóþùèåñÿ íà

ïðèíöèïàõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÌÄÏ ñòðóêòóð, ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ïðèáîðîâ è

ñèñòåì àìïëèòóäíîé è/èëè �àçîâîé îáðàáîòêè îïòè÷åñêîãî âîëíîâîãî �ðîíòà [1,2℄. Ê

îðèåíòàöèè ìîëåêóë æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà [3℄, êàê ñðåäû, êîòîðàÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ìîäóëèðóåò ñâåò, ïðåäúÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ. Â ïðèáîðàõ äè-

�ðàêöèîííîãî òèïà, îäíèì èç âàæíûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå èëè ìèíèìèçà-

öèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîñòîÿííûõ, ýëåêòðè÷åñêè íåóïðàâëÿåìûõ, äè�ðàêöèîííûõ êàðòèí,

îáû÷íî âîçíèêàþùèõ íà ìèêðîðåëüå�å ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ èëè ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëî-

æåííûõ ïëåíêàõ, îðèåíòèðóþùèõ ìîëåêóëû æèäêîãî êðèñòàëëà ïðè îñâåùåíèè ìîäó-

ëÿòîðà êîãåðåíòíûì èçëó÷åíèåì. Òðåáîâàíèå ïëàíàðèçàöèè äîñòàòî÷íî æåñòêîå. Äëÿ

êîíòàêòíûõ ìåòîäîâ, â ðàìêàõ êîòîðûõ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëü-

çóþòñÿ ìåõàíè÷åñêè íàòåðòûå îðãàíè÷åñêèå ïëåíêè äî äåñÿòûõ ìèêðîìåòðà òîëùèíîé,

âûïîëíåíèå åãî äîñòàòî÷íî ñëîæíîå. Ïîýòîìó ïîèñê íåêîíòàêòíûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ

(èçìåíåíèÿ) òðåáóåìîé îðèåíòàöèè ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà íà îïðåäåëåííûõ ó÷àñò-

êàõ ïîâåðõíîñòè ñ ìèêðîííûì ðàçðåøåíèåì (â ïëîñêîñòè) è íàíîðàçìåðíûì ðåëüå�îì

ïî âûñîòå, ãàðàíòèðóþùèì îòñóòñòâèå äè�ðàêöèè, îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Äðóãèì âàæíûì íàïðàâëåíèåì ðàñøèðåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé îïòè-

÷åñêè àäðåñóåìûõ ìîäóëÿòîðîâ ñâåòà ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëèðóåìîå âàðüèðîâàíèå ïîâåðõ-

íîñòíîé ïðîâîäèìîñòè ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâîé ÷àñòè ìîäóëÿòîðà òðå-

áóåìîé �îðìû è ðàçìåðîâ ñ ðàçðåøåíèåì â äîëè ìèêðîí. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû îñ-

íîâàíû íà ëåãèðîâàíèè ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîâîäíèêà, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò, è

ñîîòâåòñòâåííî, óäîðîæàåò ïîäîáíûå ñòðóêòóðû.
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Â äàííîé ðàáîòå ýêñïåðèìåíòàëüíî ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íàíî-

ðàçìåðíûå ïë¼íêè SiC ñ öåëüþ èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ìîëåêóë íåìàòè÷åñêîãî æèä-

êîãî êðèñòàëëà è âàðüèðîâàíèÿ ïîðîãîâûõ íàïðÿæåíèé ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóê-

òóð Si/SiC/íåìàòèê/ITO êàê ïðîòîòèïà îïòè÷åñêè àäðåñóåìîãî æèäêîêðèñòàëëè÷åñêî-

ãî ìîäóëÿòîðà ñâåòà.

Â êà÷åñòâå ïîäëîæêè â ñòðóêòóðå èñïîëüçîâàëñÿ îáðàçåö ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî

êðåìíèÿ n - òèïà ïðîâîäèìîñòè ñ óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì 7,5 Îì ñì. Ïëåíêè SiC

ïîëó÷àëè ìàãíåòðîííûì ìåòîäîì â àòìîñ�åðå Ar [3℄. Òîëùèíà ïëåíîê SiC âàðüèðîâà-

ëàñü âðåìåíåì íàïûëåíèÿ è íå ïðåâûøàëà ïàðó äåñÿòêîâ íàíîìåòðîâ. Êîíòðîëü òîë-

ùèíû îñóùåñòâëÿëñÿ àòîìíûì ñèëîâûì ìèêðîñêîïîì [3℄. Ïëåíêè SiC íà ïîâåðõíîñòè Si

íàïûëÿëèñü â âèäå ïîëîñîê, ÷òî äàâàëî âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

îðèåíòàöèè íåìàòèêà è ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîâåðõíîñòÿì SiC è Si â îäíîé è òîé æå ñòðóêòóðå. Äðóãèì ýëåêòðîäîì ñëóæèëà ïë¼íêà

îêèñè èíäèÿ (ITO) ñ íàòåðòîé ïîëèèìèäíîé ïë¼íêîé, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðå�åðåíò-

íóþ æåñòêóþ ïëàíàðíóþ îðèåíòàöèþ ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà.

�èñ. 1. Îðèåíòàöèÿ íåìàòèêà â îêðåñòíîñòè ïëåíêè SiC (Òîëùèíà 15-17 nm). à) ñòðóêòóðà

Si/SiC/Ä205/ITO. Òîëùèíà æê ñëîÿ 5 ìêì. b) , 
) ñòðóêòóðà Si/SiC/Ä205 (áåç ïîêðîâíîãî ýëåêòðîäà

ITO) â îêðåñòíîñòè ââîäà æê ìàòåðèàëà è íà äèñòàíöèè ∼ 1,5 ñì ñîîòâåòñòâåííî. d) ñõåìàòè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå îðèåíòàöèè íåìàòèêà â ñòðóêòóðå. Ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ââîäà æê ìàòåðèàëà.

Ìàñøòàá 170 ìêì.
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Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ íåìàòè÷åñêèé æèäêèé êðèñòàëë 4'-ïåíòèë-áè�åíèë-êàðáî-

íèòðèë áåç äîïîëíèòåëüíîé î÷èñòêè, êîòîðûé çàïðàâëÿëñÿ â ñòðóêòóðó â èçîòðîïíîé

�àçå êàïèëëÿðíûì îáðàçîì â îäíîé òî÷êå ââîäà.

Ïîëÿðèçàöèîííûå èññëåäîâàíèÿ îðèåíòàöèè íåìàòèêà â ñòðóêòóðàõ ïîêàçàëè, ÷òî

íàä ïëåíêîé SiC â ñðàâíåíèè ñ ïîâåðõíîñòüþ Si èìååò ìåñòî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè íåìà-

òèêà. Ýòè èçìåíåíèÿ îïòè÷åñêè ðåãèñòðèðóþòñÿ êàê â ñàìîé æê ñòðóêòóðå, òàê è ïîñëå

óäàëåíèÿ èç íå¼ ñòåêëÿííîãî ýëåêòðîäà ITO. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû òèïè÷íûå ïîëÿðè-

çàöèîííûå èçîáðàæåíèÿ �ðàãìåíòîâ æê ñòðóêòóð â îêðåñòíîñòè ïëåíêè SiC. Õîðîøî

âèäíî (ðèñ. 1à), ÷òî íàä ïëåíêîé SiC ¾îïòè÷åñêàÿ¿ òîëùèíà æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî

ñëîÿ ¾òîíüøå¿, ÷åì íàä ïîâåðõíîñòüþ Si, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â áîëåå íàñûùåííîé öâåòàìè

èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíå. Óäàëåíèå ïîêðîâíîãî ñòåêëà èç ñòðóêòóðû (ðèñ. 1 á, ñ)

ïîäòâåðæäàåò, ÷òî íàä ïëåíêîé SiC äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè

íåìàòèêà è óñòàíîâèâøàÿñÿ îðèåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîòðîïíîé. Ýòà îðèåíòàöèÿ íåìà-

òèêà áîëåå êà÷åñòâåííàÿ â îêðåñòíîñòè ââîäà æê â êàïèëëÿð, íî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò

òî÷êè ââîäà, ãîìåîòðîïíàÿ îðèåíòàöèÿ óõóäøàåòñÿ (ðèñ. 1ñ).

Îòìåòèì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Si (ðèñ. 1 b, 
) îðèåíòàöèÿ íåìàòèêà íàêëîííàÿ, è

êàêîé ëèáî êîððåëÿöèè èçìåíåíèé îðèåíòàöèè ñ ðàññòîÿíèåì îò ìåñòà ââîäà æê â êà-

ïèëëÿð íå íàáëþäàåòñÿ.

Ïîä÷åðêíåì �àêò ðåçêîé ãðàíèöû (íà äèñòàíöèè ìåíåå 5 ìèêðîìåòðîâ) ïåðåõîäà

îðèåíòàöèè íåìàòèêà îò íàêëîííîé íàä Si ê ãîìåîòðîïíîé íàä SiC, ÷òî äåìîíñòðèðó-

åò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü òàêèå ïëåíêè â æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõ äè�ðàêöèîííûõ

ïðèáîðàõ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî äè�ðàêöèÿ ñâåòà íà íàíîðàçìåðíûõ ñòóïåíüêàõ

ïëåíîê SiC îòñóòñòâóåò.

Ôîðìèðîâàíèå ãîìåîòðîïíîé îðèåíòàöèè ìîëåêóë æèäêîãî êðèñòàëëà íà ïëåíêå SiC

ìû ñâÿçûâàåì ñ ïîâûøåííîé àäñîðáöèåé íà å¼ ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòè [3℄ îïðåäåë¼ííûõ

êîìïîíåíò æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ïðèðîäà êîòîðûõ ïîêà íå óñòàíîâëåíà,

è êîòîðûå ý��åêòèâíî îðèåíòèðóþò ìîëåêóëû îñíîâíîãî âåùåñòâà.

Èññëåäîâàíèå ïîðîãîâ ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü,

÷òî îïðåäåëåííàÿ äîëÿ êîìïîíåíò æê ìàòåðèàëà, êîòîðûå âûçûâàþò �îðìèðîâàíèå ãî-

ìåîòðîïíîé îðèåíòàöèè íåìàòèêà, âîçìîæíî, ÿâëÿþòñÿ èîíàìè èëè èìåþò äèïîëüíûé

ìîìåíò. Ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòü ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùàÿ â ñëó÷àå îáåäíåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè Si, îïðåäåëÿëàñü ïî ðåàêöèè îðèåíòèðîâàííîãî íåìàòèêà ïðè ëîêàëüíîé çàñâåò-

êå ïîâåðõíîñòè Si ìåõàíè÷åñêè ìîäóëèðîâàííûì èçëó÷åíèåì He-Ne (0,6 ìêì) ëàçåðà.

�åíåðàöèÿ íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà ïîñòîÿííûì òåñòèðóþùèì ñâåòîì ìèíèìè-

çèðîâàëàñü èëè èíòåíñèâíîñòüþ ïîñëåäíåãî èëè ðàçâÿçêîé ñïåêòðàëüíûõ äèàïàçîíîâ

�îòî÷óâñâèòåëüíîñòè ïîëóïðîâîäíèêà è òåñòèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ, çàäàííîãî ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ñâåòî�èëüòðàìè [2℄.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû òèïè÷íûå êðèâûå (íà ïðèìåðå äâóõ ñòðóêòóð, îòìå÷åííûõ

êàê (1) è (2)) äåìîíñòðèðóþùèå çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîãî íàïðÿæåíèÿ (ïîñòîÿííîå ñìå-

ùåíèå Ud
 îòíîñèòåëüíî Si ïîäëîæêè) ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóðû îò å¼ âðåìåíè

æèçíè, ïðè òåñòèðîâàíèè å¼ ïåðåìåííûì íàïðÿæåíèåì. Èçìåðåíèå ïîðîãîâ ïðîâîäèëîñü

â îêðåñòíîñòè ââîäà æê â êàïèëëÿð. Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ (âêëþ÷àÿ äðóãèå
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ñòðóêòóðû) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âîñïðîèçâîäèìîñòü ïîðîãîâûõ íàïðÿæåíèé Ud


äëÿ ðàçíûõ ÿ÷ååê ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Îäíàêî ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûå îáùèå

çàêîíîìåðíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ïîðîãè ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè â îäíîé è òîé æå ñòðóêòóðå

â îáëàñòè SiC è â îáëàñòè îòêðûòîé ïîâåðõíîñòè Si ðàçëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ïîðîãè íàä SiC âûøå, ÷åì íàä Si (îòìå÷åíî ñòðåëêàìè, ðèñ. 2). È âòîðîå, ïîñëå

íåñêîëüêèõ äíåé íåïðåäñêàçóåìûõ, ÷àñòî èìåþùèõ ðàçíîíàïðàâëåííîå (â ñòîðîíó óâå-

ëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ) èçìåíåíèå, ïîðîã Ud
 â êîíå÷íîì èòîãå ïðèíèìàåò íåêîòîðîå

ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïîðîãà ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóð ((1) è (2)) íàä ïëåíêîé SiC è ïîâåðõíîñòüþ

Si ñîîòâåòñòâåííî îò âðåìåíè æèçíè ñòðóêòóðû. Òåñòèðóþùåå íàïðÿæåíèå 4Â, ÷àñòîòà 105 �ö. Òîëùèíà

æê ñëîÿ 5 ìêì.

�àçëè÷èå â ïîðîãàõ ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè íàä SiC è Si, êîòîðîå â ñâåæåïðèãîòîâ-

ëåííûõ ñòðóêòóðàõ ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ âîëüò, ìû ñâÿçûâàåì ñ ý��åêòîì ïîëÿ

â Si, êîòîðûé èíäóöèðóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì çàðÿäà, ëîêàëèçîâàííûì íà ïëåíêå

SiC. Èìåííî îáåäíåíèå ïîâåðõíîñòè Si èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â ïîÿâëåíèè ýòîé ðàçíèöû

â ïîðîãàõ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ, êîãäà îáåäíåííûé ñëîé â Si ïðàêòè-

÷åñêè íå �îðìèðóåòñÿ â ñëó÷àÿõ (1) èíòåíñèâíîé ãåíåðàöèè ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ ïàð

(ñèëüíîå âíåøíåå îñâåùåíèå) èëè (2) çíà÷èòåëüíîãî îòðèöàòåëüíîãî ñìåùåíèÿ (∼ -5Â)

(îòíîñèòåëüíî êðåìíèÿ). Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòü ñòðóêòóð íå ðå-

ãèñòðèðóåòñÿ, íî ïðè ýòîì ïîðîãè ý��åêòà Ôðåäåðèêñà, êàê íàä Si òàê è íàä ïëåíêîé

SiC îäèíàêîâû.
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Íàëè÷èå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëîêàëèçîâàííîãî íà ïë¼íêå SiC, ñ îäíîé ñòîðîíû,

ìû ìîæåì îáúÿñíèòü âñòðîåííûì çàðÿäîì, êîòîðûé �îðìèðóåòñÿ ïðè íàïûëåíèè ïëåí-

êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâíàÿ âðåìåííàÿ íåñòàáèëüíîñòü ïîðîãà ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîñòè,

îñîáåííî â ïåðâûå äíè æèçíè ñâåæåñîáðàííûõ ñòðóêòóð, ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

â äîïîëíåíèè ê âñòðîåííîìó çàðÿäó èìååò ìåñòî èîííàÿ àäñîðáöèÿ èç æèäêîêðèñòàë-

ëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà èëè àäñîðáöèÿ ìîëåêóë ñ äèïîëüíûìè ìîìåíòàìè, â ðåçóëüòàòå

÷åãî ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íà ïëåíêå ¾ïëàâàåò¿ íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, íà ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè SiC èìååò ìåñòî àäñîðáöèÿ íåóñòà-

íîâëåííîé ïðèðîäû êîìïîíåíò æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûå âûçûâàþò

�îðìèðîâàíèå ãîìåîòðîïíîé îðèåíòàöèè ìîëåêóë íåìàòèêà. Äèíàìèêà ñâåòî÷óâñòâè-

òåëüíîñòè ñòðóêòóðû Si/SiC/Ä205/ITO ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü �àêò àäñîðáöèè èîíîâ

íà ïëåíêå SiC èç æê ìàòåðèàëà.
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Abstra
t. It is proposed some experimental results on pe
uliarities of nemati
 (D205) alignment

without additional puri�
ation on SiC �lms obtained by magnetron sputtering method on Si

substrate and photosensitivity of Si/SiC/nemati
/ITO stru
tures through reorientation of nemati


layer. Change of initial orientation of nemati
 on Si surfa
e to the hometrop one on SiC �lm is

explained by adsorption of spe
i�
 
omponents from liquid 
rystal material whi
h have aligning

properties on developed surfa
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tures. Ii is supposed that the di�eren
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is due to �eld e�e
t in Si substrate indu
ed by 
harge on SiC originated from ion adsorption.
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ÓÑÈËÅÍÈÅ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß

ÂÁËÈÇÈ ÇÎËÎÒÎÉ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÍÒÅÍÍÛ

Ìåõäè Çîõðàáè

Èíñòèòóò �èçèêè, Êàçàíñêèé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, óë. Êðåìëåâñêàÿ, 18, Êàçàíü, �îññèÿ

Àííîòàöèÿ. �àçðàáîòàíà çîëîòàÿ îïòè÷åñêàÿ àíòåííà. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áûëè ðå-

øàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè (ìåòîä FDTD).

Ñìîäåëèðîâàíî íàïðÿæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëèçè ñ îñòðèåì â äâóõ ñèòóàöèÿõ �� ïðè

íåïîñðåäñòâåííîì åãî îñâåùåíèè è ïðè ðåøåòî÷íîì âûâîäå ïîâåðõíîñòíîãî ïëàçìîíà. Ìîäåëè-

ðóåòñÿ èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîçáóæäåíèÿ ëàçåðà ñ äëèíîé âîëíû 400 - 700 íì âîêðóã

îïòè÷åñêîé àíòåííû. Âîçáóæäåíèå è êîíâåðñèÿ ïëàçìîíà â ëîêàëèçîâàííûé ïëàçìîí ïðîèñ-

õîäèò íà êîí÷èêå îñòðèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëèçàöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðÿäîì ñ îñòðèåì

íàðàñòàåò, à âåëè÷èíà ãîðÿ÷åé òî÷êè ðÿäîì ñ êîí÷èêîì ïîíèæàåòñÿ. Â ëîêàëüíîé îïòè÷åñêîé

ìèêðîñêîïèè áëèæíåãî ïîëÿ (TENOM), ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ

ïîäàâëåíèå ñèãíàëà çàäíåãî ïëàíà è óñèëåíèå ðàçðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñèëåíèå ïîëÿ, ïîâåðõíîñòíûé ïëàçìîí, çîëîòîé íàêîíå÷íèê, ëîêàëè-

çîâàííûé ïëàçìîí, ëîêàëèçàöèÿ ñâåòà, ãîðÿ÷àÿ òî÷êà, ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì FDTD.

1. Ââåäåíèå. Îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ óíèêàëüíûì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåò íåðàç-

ðóøàþùóþ èíòðàñêîïèþ è õàðàêòåðèçàöèþ ìàòåðèàëîâ è ïîëó÷èëà øèðîêîå ïðèìåíå-

íèå â èññëåäîâàíèÿõ êîëåáàòåëüíûõ è ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ íàíîñòðóêòóð. Èí�îðìà-

öèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, çàâèñèò îò ÷óâñòâèòåëüíîé ñïîñîáíîñòè

è ðàçðåøåíèÿ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñòàíäàðòíûå îïòè÷åñêèå ìåòîäû, îäíàêî, îãðàíè÷è-

âàþòñÿ äè�ðàêöèåé, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èçîá-

ðàæåíèÿ îáðàçöîâ íàíîäèàïîçîíà. Îáùàÿ öåëü áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ìèêðîñêî-

ïèè ñîñòîèò â ðàñøèðåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ äî âåëè÷èíû, âûõîäÿùåé çà

ðàìêè äè�ðàêöèîííîãî ïðåäåëà [1,2℄. Îáû÷íî, ÷òîáû ðàñøèðèòü ñïåêòð çîíäèðóåìûõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò, â áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè èñïîëüçóþòñÿ

çîíäû, ðàñïîëîæåííûå áëèçêî ê îáðàçöó, êîòîðûé ìîæåò íåñòè èñ÷åçàþùèå âîëíû.

Ââåäåíèå àïåðòóðíûõ çîíäîâ [3℄ ïîçâîëèëî �îðìèðîâàòü îïòè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ñ

ðàçðåøåíèåì íèæå äè�ðàêöèîííîãî è âûçâàëî èíòåðåñ âî ìíîãèõ äèñöèïëèíàõ, â îñî-

áåííîñòè, â ìàòåðèàëîâåäåíèè è áèîëîãè÷åñêèõ íàóêàõ [4℄. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû,

Âåññåëåì [5℄ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ìåòàëëè÷åñêèõ èãë ñ ëàçåðíûì îñâåùåíè-

åì äëÿ áëèæíåïîëüíîãî �îðìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèé, ÷òî ñòàëî ïðåäìåòîì äèñêóññèè

íåñêîëüêèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ãðóïï [6�12℄. Ñèëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, ëîêàëèçî-

âàííûå îêðåñòíîñòüþ ìåòàëëè÷åñêîé èãëû óâåëè÷èâàþò, êàê ñêîðîñòü âîçáóæäåíèÿ, òàê

è èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàÿ �îðìèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ñ âûñîêèì ïðî-

ñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì, à òàêæå êîëîññàëüíîå óñèëåíèå ñèãíàëà. Óíèâåðñàëüíîñòü

ýòèõ ìåòîäèê ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñàìûå ðàçíûå ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå ñèãíàëû ïîâåðõíî-

ñòåé, âêëþ÷àÿ êîìïîçèöèîííîå ðàññåÿíèå è �ëóîðåñöåíöèþ â íàíîäèàïîçîíå.

Îïòè÷åñêèå àíòåííû óñèëèâàþò ëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà è âåùåñòâà è ïîâû-

øàþò ÷óâñòâèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü îïòè÷åñêîãî îáíàðóæåíèÿ è ñ÷èòûâàíèÿ [13�18℄. Íà-
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ïðèìåð, àíòåííàÿ îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ, òàêàÿ êàê ëîêàëüíàÿ áëèæíåïîëüíàÿ îïòè-

÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ (tip-enhan
ed near-�eld opti
al mi
ros
opy, TENOM), èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ óëó÷øåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ îäíîìîëåêóëÿðíûõ

�ëóîðåñöåíòíûõ èçìåðåíèé [16,19-23℄. Ýòè ìåòîäû áûëè íåäàâíî ïðèìåíåíû äëÿ �îð-

ìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèé ÄÍÊ ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì [19-24℄, ëîêàëèçîâàííûõ âûâåäå-

íèé â óãëåðîäíûõ íàíîòðóáêàõ [25℄ è îäíîêàíàëüíûõ áåëêîâ â áèîëîãè÷åñêèõ ìåìáðàíàõ

[26℄.

Ñåðüåçíûì âûçîâîì â àíòåííîé ìèêðîñêîïèè ñòàëî òî, ÷òî âíåøíåå ëàçåðíîå ïîëå,

èñïîëüçóåìîå äëÿ âîçáóæäåíèÿ àíòåííû, òàêæå íåïîñðåäñòâåííî îáëó÷àåò îáðàçåö. Ýòî

íåïîñðåäñòâåííîå îáëó÷åíèå îáðàçöà âåäåò ê îáðàçîâàíèþ �îíîâîãî ñèãíàëà è îãðàíè-

÷èâàåò îòíîøåíèå ¾ñèãíàë-ïîìåõà¿ èçìåðåíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ îáðàçöîâ ñ âûñîêîé ðàñ-

ïðîñòðàíåííîñòüþ è îáðàçöîâ ñ ñèëüíûìè êîëåáàíèÿìè íàïðÿæåííîñòè, òàêèìè êàê

áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, ñëàáûé áëèæíåïîëüíûé ñèãíàë ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò íà �îíå è

áîëüøå íå ìîæåò áûòü èçìåðåí. Âûäâèãàëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ñ öåëüþ îãðàíè÷å-

íèÿ ýòîé ïðîáëåìû, íàïðèìåð, âîçáóæäåíèå ÷åðåç îãðàíè÷åííûå àïåðòóðû [16-19℄ èëè

êîíñóëüíîé ìîäóëÿöèè ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíäîì è îáðàçöîì [27℄.

Ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîííî-ïîëÿðèòîííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè

êîí÷èêà îñòðèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ý��åêòèâíîé ïåðåäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî âîçáóæ-

äåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ðàçìåð ó÷àñòêà âîçáóæäåíèÿ. Çíà÷èòåëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàç-

íåñåíèå äàëüíåïîëüíîãî âîçáóæäåíèÿ îò êîí÷èêà è âûòåêàþùåå èç ýòîãî ïîäàâëåíèå �î-

íîâûõ ñèãíàëîâ äåëàþò ýòîò íîâûé ëîêàëüíûé èñòî÷íèê îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ âåñüìà

ìíîãîîáåùàþùèì êàíäèäàòîì íà ïðèìåíåíèå â áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ìèêðîñêî-

ïèè è ñïåêòðîñêîïèè.

2. �åçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèå. Ïîäõîä íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàäåæíûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êîì-

ïëåêñíîé ãåîìåòðèè [28℄. Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èâàåò èí�îðìàöèþ î âðåìåííîé îáëàñòè,

ïðåäëàãàÿ ïðîíèêíóòü â ñóòü ýëåêòðîäèíàìèêè ñèñòåìû [29℄. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàç-

íîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è èíòåðåñóþùèå íàñ êîíñòðóê-

öèîííûå ìàòåðèàëû îïèñûâàþòñÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç òàê íàçûâàåìûõ

¾ÿ÷ååê Éè¿ (Yee 
ells).

Âñå ðàññ÷èòàííûå è èçëîæåííûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè íîðìàëèçóþòñÿ ñ ó÷åòîì

íàïðÿæåííîñòè ïàäàþùåãî ñâåòà. Ïðè áîêîâîì îñâåùåíèè ñâåò ëèíåéíî ïîëÿðèçóåò-

ñÿ âäîëü îñè îñòðèÿ. Áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîãðàììà "LUMERICAL", îáîñíîâàííàÿ íà

ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðå-

ìåííîé îáëàñòè áûñòðî ñòàë îäíèì èç âàæíåéøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ â èññëå-

äîâàíèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà ñ òîãî âðåìåíè, êàê Éè ïðåäëîæèë åãî â 1966 ã. [18℄. Â

ýòîì ïîäõîäå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ äåëÿòñÿ íà äèñêðåòíûå ñåãìåíòû. Ïðîñòðàíñòâî

ñåãìåíòèðóåòñÿ íà êîðîá÷àòûå ÿ÷åéêè ñ ýëåêòðè÷åñêèìè ïîëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî

êðàÿì ýòèõ êîðîáî÷åê, è ìàãíèòíûìè ïîëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ãðàíÿõ. Êàæäûé

êîìïîíåíò îêðóæåí ÷åòûðüìÿ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè, è êàæäûé Í-êîìïîíåíò îêðó-

æåí ÷åòûðüìÿ Å-êîìïîíåíòàìè. Òàêàÿ îðèåíòàöèÿ ïîëåé èçâåñòíà êàê ¾ÿ÷åéêà Éè¿,

êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå âñÿêîãî FDTD-ìîäåëèðîâàíèÿ. Âðåìÿ êâàíòóåòñÿ íà íåáîëü-

øèå øàãè, êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæàåò âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ïîëþ äëÿ ïåðåõîäà îò



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37 145

îäíîé ÿ÷åéêè ê äðóãîé. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè âêëþ÷àåò

äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êàê âî âðåìåííîé, òàê è ïðîñòðàíñòâåííîé îá-

ëàñòè, ÷òîáû ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ïîëÿ Å è Í â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ íà ðàçëè÷íûõ

âðåìåííûõ øàãàõ. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ëåãêî

èñïîëüçîâàí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è èçëó÷åíèÿ öåëåé

ñëîæíîé �îðìû, à òàêæå íåðàâíîìåðíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïóòåì ïðîñòîé

óñòàíîâêè ÷èñëà, ðàçìåðà è ñâîéñòâ ìàòåðèàëà äëÿ ÿ÷åéêè Éè [19℄.

Áûëà ïîñòðîåíà áëèæíåïîëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ìîäåëü, âêëþ÷àÿ êîíóñ. Òðåõìåðíàÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíàÿ ñåòêà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçìåðîì 10-10-5 íì

3
áûëà ðàâíîìåðíî ïðèìåíåíà â

íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ (PML). Òî÷êà ïàäå-

íèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à óñòàíîâëåíà íà îñòðèå. Ëàçåðíûé ëó÷ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïëîñêàÿ

âîëíà äëèíîé â 400-700 íì. Òîëüêî êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îòáèðàåòñÿ äëÿ

îöåíêè óñèëåíèÿ. Èíòåíñèâíîñòü ñâåòà ïðåäñòàâëåíà ïëîùàäüþ íàïðÿæåííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ îáëàäàåò òîé æå òåíäåíöèåé, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñâåòà.

Óñèëåíèå ïîëÿ ðÿäîì ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè íàíîäèàïîçîíà èãðàåò öåí-

òðàëüíóþ ðîëü â òàêèõ îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, êàê ïîâåðõíîñòíî óñèëåííîå ðàìàíîâ-

ñêîå ðàññåÿíèå (surfa
e-enhan
ed Raman s
attering, SERS), ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè

(se
ond-harmoni
, SH) è áëèæíåïîëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ. Óñèëåíèå ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ

êîìáèíàöèè (èíòåãðàöèè) ý��åêòà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ñòåðæíåâîãî ìîëíèåîòâîäà â

ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè çàîñòðåííûõ ñòðóêòóð è ëîêàëèçîâàííîãî ïî-

âåðõíîñòíîãî ïëàçìîííîãî ðåçîíàíñà, êîòîðûå çàâèñÿò îò äëèíû âîëíû âîçáóæäåíèÿ.

Ïàäàþùèé ñâåò ïðèâîäèò ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû â ìåòàëëå â äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè

ïîëÿðèçàöèè. Ïîêà ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â ìåòàëëå ðàâíà íóëþ â êàæäûé

ìîìåíò, çàðÿäû íàêàïëèâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Êîãäà ïîëÿðèçàöèÿ ïàäåíèÿ

ñòàíîâèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè îñòðèÿ, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà

ïîâåðõíîñòè îñòðèÿ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çàðÿäû. Â èòîãå, íàèáîëåå îòäàëåííûé

êîíåö îñòðèÿ îñòàåòñÿ íåçàðÿæåííûì, è íèêàêîãî óñèëåíèÿ ïîëÿ íå ïðîèñõîäèò. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, êîãäà ïîëÿðèçàöèÿ ïàäåíèÿ ïàðàëëåëüíà îñè îñòðèÿ, ïëîòíîñòü âûíóæ-

äåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà (the indu
ed surfa
e 
harge density) ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè

îñåñèììåòðè÷íîé è îáëàäàåò íàèâûñøåé àìïëèòóäîé íà êîíöå îñòðèÿ [17, 18, 19℄. Óñè-

ëåííîå ïîëå ëîêàëèçóåòñÿ (îãðàíè÷èâàåòñÿ) êîí÷èêîì îñòðèÿ âî âñåõ òðåõ èçìåðåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, îñâåùåííîå îñòðèå ïðåäñòàâëÿåò èñòî÷íèê ñâåòà â íàíîäèàïîçîíå. ×òî-

áû óñòàíîâèòü çíà÷èòåëüíîå óñèëåíèå ïîëÿ íà îñòðèå, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçáóæäà-

þùåãî ëàçåðíîãî ëó÷à íóæíî ïîëÿðèçîâàòü ïî îñè îñòðèÿ. Âëèÿíèå �îðìû îñòðèÿ è

ìàòåðèàëà íà óñèëåíèå ïîëÿ áûëî ðàññìîòðåíî â öåëîé ñåðèè ïóáëèêàöèé ñ öåëüþ íàéòè

îïòèìàëüíûé âàðèàíò îñòðèÿ [20, 21℄. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè âëèÿíèå �îðìû

îñòðèÿ íà óñèëåíèå ïîëÿ. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî çîëîòîå îñòðèå äîëæíî èìåòü ðàäèóñ

êîí÷èêà 10 íì è óãîë êîíóñíîñòè 30

◦
, à òàêæå öåíó äåëåíèÿ äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè

300 íì. Ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè íåïðåðûâíûé ëàçåð ñ äëèíîé âîëíû â èíòåðâàëå îò

400 äî 700 íì è ïðîâîäèëè ìîäåëèðîâàíèå â äâóõ ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ.

Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìîòðåëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîêðóã ïðîñòîãî çîëîòîãî çîíäà ðà-

äèóñîì 10 íì è óãëîì â 30

◦
.

Ìû ðàññìîòðåëè êîí÷èê îñòðèÿ ïðÿìîãî îñâåùåíèÿ áåç äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè è
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ïðÿìîãî îñâåùåíèÿ äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

âîêðóã îñòðèÿ ñ êîí÷èêîì áåç äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè è ñîîòâåòñòâåííî ýêñïîíåíöè-

àëüíîå çàòóõàíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ îñè z. Íà ýòîì

ãðà�èêå ìû ïîêàçàëè íàèâûñøåå óâåëè÷åíèå âîêðóã îñòðèÿ çîíäà, è ïî ìåðå óâåëè÷å-

íèÿ ðàññòîÿíèÿ îò îñòðèÿ çîíäà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïàäàåò, à íà ãðà�èêå (2) ïîêàçàíî

ýòî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïàäåíèå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âåðòèêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò îñòðèÿ

çîíäà.

�èñ. 1. (a) Óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðÿäîì ñ çîëîòûì îñòðèåì â ïëîñêîñòè y-z;

(b) ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî îñè z.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå óñèëèâàþùåãîñÿ ïîëÿ â ïëîñêîñòè

y-z. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò îñòðèÿ, ïîâòîðíîãî óâåëè÷åíèÿ ïðîèñõîäèòü íå

áóäåò.

�èñ. 2. (a) Óñèëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè z-x, (b) ïî îñè z äëÿ

äðóãîé äëèíû âîëíû.

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè-

÷èíà ñîñòîèò â âîçáóæäåíèè ïëàçìîíà. Â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè ìû ðàçðàáîòàëè çîëîòîå

îñòðèå ñ äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêîé, óñòàíîâëåííîé íà âàëó. Öåíà äåëåíèÿ äè�ðàêöèîí-

íîé ðåøåòêè ñîñòàâëÿåò 300 íì. Â ýòîì ñëó÷àå ëàçåðíîå èçëó÷åíèå îñâåùàåò äè�ðàê-

öèîííóþ ðåøåòêó íà âàëó îñòðèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ìû ñìîäåëèðîâàëè ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå ðÿäîì ñ êîí÷èêîì. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5, ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîêàçàòåëè

ñâÿçàíû ñ âîçáóæäåíèÿìè ïîâåðõíîñòíîãî ïëàçìîíà äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè íà âàëó.
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Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ìû ìîæåì âîçáóæäàòü ïîâåðõíîñòíûé ïëàçìîí. Ïîâåðõíîñòíûé

ïëàçìîí ïåðåìåùàåòñÿ ê êîí÷èêó è ïðåîáðàçóåòñÿ íà êîí÷èêå â ëîêàëèçîâàííûé ïëàç-

ìîí, òàê ÷òî ìîãóò áûòü îòðàæåíû íåêîòîðûå ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû. Ìû îæèäàåì,

÷òî â ýòîé ñèòóàöèè âåëè÷èíà ãîðÿ÷åé òî÷êè ðÿäîì ñ êîí÷èêîì áóäåò óìåíüøàòüñÿ.

Âîçáóæäåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

�èñ. 3. Óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî îñè x.y ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå âîëíû.

�èñ. 4. Îïòè÷åñêàÿ àíòåííà.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü äëèíû âîëíû îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ íà îñòðèå. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà ðåçîíàíñíîé âîëíû áóäåò èçìåíåíà èç-çà èçìå-

íåíèÿ öåíû äåëåíèÿ äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè. ïîêàçàíî óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

ïî îòíîøåíèþ êî âðåìåíè íà íàïðàâëåíèè õ è íàïðàâëåíèè ó. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí

ãðà�èê óâåëè÷åíèÿ ïîëÿ â ïëîñêîñòè õ-ó. Â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå ïðîèñõîäèò íà ðàñ-

ñòîÿíèè, áîëåå áëèçêîì ê îñòðèþ çîíäà, è ìîæåò âûçâàòü åùå áîëüøóþ ëîêàëèçàöèþ

ñâåòà â îáëàñòè áëèæå ê êîí÷èêó îñòðèÿ. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7, ìàêñèìàëüíîå óñèëå-

íèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè x-y ïðîèñõîäèò ïðè âåëè÷èíå â 10·10íì2
. Îäíèì
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èç ïóòåé ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ðàçðåøåíèÿ â ëîêàëüíî óñè-

ëåííîé áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ìèêðîñêîïèè è óìåíüøåíèå ñèãíàëà çàäíåãî �îíà.

�èñ. 5. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå âîëíû (â): (a) êîìïîíåíòå x ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ íà êîí÷èêå; (b) êîìïîíåíòå y ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà êîí÷èêå.

�èñ. 6. Óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (â): (a) � â íàïðàâëåíèè y; (b) � â íàïðàâëåíèè x.

3. Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèå, ÷òîáû ñíèçèòü âîçäåéñòâèå íåïîñðåäñòâåííîãî îñâå-

ùåíèÿ êîí÷èêà â ëîêàëüíî óñèëåííîé áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ìèêðîñêîïèè, ìîæíî

ñî÷åòàòü ïàäàþùåå èçëó÷åíèå íà ðàññåèâàþùèéñÿ ïîâåðõíîñòíûé ïëàçìîí ñ åãî êîí-

âåðñèåé â ëîêàëèçîâàííûé ïëàçìîí íà êîí÷èêå îñòðèÿ è óìåíüøèòü ëîêàëèçàöèþ ñâåòà

íà êîí÷èêå îñòðèÿ. Â ðåçóëüòàòå, â áëèæíåïîëüíîé îïòè÷åñêîé ìèêðîñêîïèè áóäåò óâå-

ëè÷åíî ðàçðåøåíèå, à ñèãíàë çàäíåãî �îíà áóäåò óìåíüøåí.

×òîáû âû÷èñëèòü óëó÷øåíèå èíòåíñèâíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â áëèçîñòè � ïîëå-

âàÿ îáëàñòü, â ðàáîòå ïðèìåíåí àëãîðèòì FDTD. Òàêèì îáðàçîì, îá óëó÷øåíèè ïî÷òè

îáëàñòè ñèñòåìà èññëåäîâàíèÿ Apertureless ñâèäåòåëüñòâîâàëè. Ó ïðåäëîæåííîãî çîëî-

òîãî íàêîíå÷íèêà îïòè÷åñêàÿ àíòåííà åñòü ñïåöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.
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�èñ. 7. Óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè x-y ïðè z=0.
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STRENGTHENING OF ELECTRIC FIELD

NEAR GOLD OPTIC ANTENNA

Mekhdi Zokhrabi

Institute of Physi
s, Kazan Federal University, Kremlevskaya St., 18, Kazan, Russia

Abstra
t. Gold opti
 antenna is developed. Maxwell's equations have been solved by means

of �nite di�eren
e method along time axe (FDTD-method). It has been modeled the ele
tri
 �eld

stress near tip at two 
ases: at its straight illumination and at latti
e withdrawal of surfa
e plazmon.

It is model the variation of ele
tri
 �eld of laser disturban
e with the wavelength 400 - 700nm round

the opti
 antenna.

Key words: strengthening of �eld, surfa
e plazmon, gold tip, lo
alized plazmon, lo
alization

of light, hot point, FDTD-method.
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Àííîòàöèÿ. Ìåòàëëîóãëåðîäíûå íàíîêîìïîçèòû íà îñíîâå ïîëèàêðèëîíèòðèëà è ñîåäè-

íåíèé ìåòàëëîâ (Fe, Ni, Co), ñèíòåçèðîâàííûå ïîä äåéñòâèåì ÈÊ-íàãðåâàíèè è èññëåäîâàííûå

ìåòîäàìè ÑÝÌ, �ÔÀ, Ê�Ñ, ÈÊ-Ôóðüå ñïåêòðîñêîïèè, õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëåðîäíîé íàíî-

ñòðóêòóðèðîâàííîé àìîð�íîé ãðà�èòîâîé ìàòðèöåé ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè íàíî÷à-

ñòèöàìè ìåòàëëîâ (10-30 íì), èõ îêñèäîâ è ñîåäèíåíèé � FeNi3 è FeCo, ìíîãîñëîéíûõ óãëå-

ðîäíûõ íàíîòðóáîê (∼7-22 íì), à â ñîñòàâå íàíîêîìïîçèòà Fe-Co/C �óëëåðîïîäîáíûõ îáðàçî-

âàíèé � C60. Äëÿ âñåõ íàíîêîìïîçèòîâ îòìå÷àåòñÿ âûñîêèé óðîâåíü ïîãëîùåíèÿ ÝÌ-âîëí â

äèàïàçîíå ÷àñòîò 20-40 ��ö. Ïðåäëîæåíû äâà ìåõàíèçìà ïîãëîùåíèÿ: äèýëåêòðè÷åñêèå ïîòå-

ðè â àìîð�íîé óãëåðîäíîé ìàòðèöå è ðàññåèâàíèå ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé

�åððîìàãíèòíûìè âêëþ÷åíèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèàêðèëîíèòðèë, ÈÊ-íàãðåâ, ìåòàëëîóãëåðîäíûå íàíîêîìïîçèòû,

íàíî÷àñòèöû ìåòàëëîâ, Ê�-ñïåêòðîñêîïèÿ, óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè, �åððîìàãíèòíûå íàíî÷à-

ñòèöû, ðàäèîïîãëîùàþùèå ìàòåðèàëû, êîý��èöèåíò ïåðåäà÷è, êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ.

Ââåäåíèå. �àñøèðåíèå ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà (äî äåñÿòêîâ ��ö), óðîâåíü ðàçâè-

òèÿ áåñïðîâîäíîé ñâÿçè è ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíèêè îáîñòðèëè ïðîáëåìó çàùèòû

èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì îò ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîìåõ è íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòó-

ïà. Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè øèðîêîïîëîñíûõ ïîãëîòèòåëåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí

â ÑÂ×-äèàïàçîíå ñîñðåäîòî÷åíû ïðåèìóùåñòâåííî íà ÿâëåíèÿõ îòðàæåíèÿ è çàòóõà-

íèÿ, îáóñëîâëåííûõ êîìïëåêñíîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé è

èçìåíåíèåì èìïåäàíñà ñðåä [1℄, à òàêæå íà ñîçäàíèè ïîãëîùàþùèõ ïîêðûòèé, îáëàäà-

þùèõ ÷åòêî âûðàæåííîé íàíîñòðóêòóðîé [2�6℄ èëè ñîñòîÿùèõ èç íàíî÷àñòèö ñ âûñîêèì

ïîðîãîì íàñûùåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè [7℄. Îäíàêî ìåòàë-

ëè÷åñêèå ìàãíèòíûå íàíî÷àñòèöû è ïîãëîùàþùèå íàíîñòðóêòðèðîâàííûå ïîêðûòèÿ íå

îáåñïå÷èâàþò â øèðîêîì ãèãàãåðöîâîì äèàïàçîíå äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíîãî êîý��èöè-

åíòà ïîãëîùåíèÿ, òàê êàê îí îêàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíî-çàâèñÿùèì îò òîëùèíû ïîêðûòèÿ

è/èëè ðàçìåðîâ, îáðàçóþùèõ íàíîñòðóêòóðû. Øèðîêî èññëåäóþòñÿ íàíîêàïñóëèðîâàí-

íûå ìàòåðèàëû, ñîñòîÿùèå èç äèýëåêòðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è ìàãíèòíûõ ÿäåð, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ ý��åêòèâíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîãëîùåíèåì [8�13℄.

�àáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ñòèïåíäèè Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è àñïèðàíòîâ � ÑÏ-4341.2013.1.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû óãëåðîä-�åððîìàãíèòíûå [14, 15℄ ñèñòåìû, îáëàäàþùèå

êàê âûñîêîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñòåïåíüþ óïîðÿäî÷åííîñòè óãëåðîä-

íûõ ñòðóêòóð è �àç, âêëþ÷àÿ óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè (ÓÍÒ), òàê è áîëüøèìè çíà÷å-

íèÿìè íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿ �åððîìàãíèòíûõ �àç, êîìïëåêñíàÿ ïðîíèöàåìîñòü

êîòîðûõ ñëàáî çàâèñèò îò ÷àñòîòû âñëåäñòâèå ïîòåðü íà âèõðåâûå òîêè, èíäóöèðóåìûå

ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé.

Ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòà. Îáðàçöàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëóæèëè ìåòàëëîóãëåðîä-

íûå íàíîêîìïîçèòû Fe-Ni/C � (1), Fe/C � (2), Ni/C � (3) è Fe-Co/C � (4) íà îñíîâå

ïîëèàêðèëîíèòðèëà (ÏÀÍ) [14, 15℄. Ïðåêóðñîðû äëÿ îáðàçöîâ 1÷3 ãîòîâèëèñü ïóòåì

ñîâìåñòíîãî ðàñòâîðåíèÿ ÏÀÍ è ãèäðàòà õëîðèäà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòàëëà â äèìå-

òèë�îðìàìèäå (ÄÌÔÀ) ñ ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì ðàñòâîðèòåëÿ. Êîíöåíòðàöèÿ ÏÀÍ

â ðàñòâîðå ÄÌÔÀ ñîñòàâëÿëà 5 âåñ.%, ìåòàëëà 20 âåñ.% îò ìàññû ïîëèìåðà. Â îáðàçåö 4

æåëåçî ââîäèëîñü â âèäå àöåòèëàöåòîíàòà (Fe(CH3COCH=C(CH3)O)3), êîáàëüò�àöåòàòà

(Co(COOH)2). Ïèðîëèç ïðîâîäèëñÿ â êàìåðå ÈÊ-íàãðåâà óñòàíîâêè ¾MILA-5000¿. ÈÊ-

íàãðåâ îñóùåñòâëÿëñÿ â äâóõñòàäèéíîì ðåæèìå: ïðåäâàðèòåëüíûé îòæèã íà âîçäóõå

ïðè 150 è 200

◦
Ñ ïî 15 ìèí. íà êàæäîé òåìïåðàòóðíîé ñòàäèè. Â ïðîöåññå íàãðåâà óäà-

ëÿëèñü îñòàòêè êîìïëåêñíî ñâÿçàííîãî ñ ïîëèìåðîì ðàñòâîðèòåëÿ è ïðîèñõîäèëà ïåðâî-

íà÷àëüíàÿ öèêëèçàöèÿ è ñòðóêòóðèðîâàíèå ÏÀÍ. Îñíîâíîé ýòàï ÈÊ-íàãðåâà ïðîèçâî-

äèëñÿ â âàêóóìå (∼ 10−3
ìì. ðò. ñò.) ïðè òåìïåðàòóðàõ 500-800

◦
Ñ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü

îñíîâíîé ñòàäèè ñîñòàâëÿëà 15 ìèí (Ñì. òàá. �1) [14℄.

Òàáëèöà 1: Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ïðåêóðñîðîâ ñèíòåçà íàíîêîìïîçèòîâ

ï/ï Íàíîêîìïîçèò Èñõîäíûé

ñîñòàâ

Êîíöåíòðà-

öèÿ ìåòàë-

ëîâ, âåñ.%

Ñîîòíîøå-

íèå ìåòàë-

ëîâ

Òåìïåðàòóðà

ñèíòåçà,

◦
Ñ

1 Fe-Ni/C FeCl3(ãèäð.)-

NiCl2(ãèäð.)/

ÏÀÍ

20 1÷1 500

2 Fe/C FeCl3(ãèäð.)/

ÏÀÍ

20 - 600

3 Ni/C NiCl2(ãèäð.)/

ÏÀÍ

20 - 500

4 FeCo/C Fe(àö.àö.)-

Ñî(àö.)/

ÏÀÍ

20 1÷1 800

Ìîð�îëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè è èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòåé â èññëåäóåìûõ

ìàòåðèàëàõ èçó÷àëèñü íà ðàñòðîâîì ýëåêòðîííîì ìèêðîñêîïå (�ÝÌ) JEOL JSM-6610LV

(SEM, 20êÂ, äî 200000×). �àñïðåäåëåíèå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿëîñü ýíåðãî-

äèñïåðñèîííûì àíàëèçàòîðîì (ÝÄÀ) Oxford Instrments X-Max Sili
on Drift Dete
tor

20ìì

2
ñ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ 0.1ìêì. Ôàçîâûé àíàëèç (�ÔÀ) îáðàçöîâ ïðîâî-
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äèëñÿ íà ïîðîøêîâîì äè�ðàêòîìåòðå EMMA (60 êÂ, 80 ìÀ,Cu Êα, 1.54
�

A). Ïðîâîäè-

ìîñòü îáðàçöîâ â �îðìå ïðåññîâàííîé òàáëåòêè (250 àòì, 1.1÷1.6×20 ìì) îïðåäåëÿëàñü
ñ ïîìîùüþ LCR-ìåòðà Instek LCR-7821 ïðè ïåðåìåííîì ñèãíàëå U=1 Â íà ÷àñòîòå

f = 1 ê�ö. Êîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ � S11 è êîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò

ïåðåäà÷è � S21 äëÿ âñåõ îáðàçöîâ áûëè èçìåðåíû ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî àíàëèçàòîðà

öåïåé Anritsu Wiltron 37369A â îáúåìíîì ðåçîíàòîðå (28WCAK, ÊÑÂÍ=1.30), êîòî-

ðûé îáåñïå÷èâàë âûäåëåíèå è äåòåêòèðîâàíèå óðîâíåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, ïðîøåäøèõ è îòðàæåííûõ îò îáðàçöà. Ïåðåä íà÷àëîì

èçìåðåíèé ýêðàíèðóþùèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäèëàñü êàëèáðîâêà Anritsu Wiltron

37369A ïî ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêå. Èññëåäóåìûå ïàêåòèðîâàííûå â ïîëèýòèëåí ïîðîøêè

ïëîòíî çàïîëíÿëè ðåçîíàòîð. Â äèàïàçîíå ÷àñòîò 20�40 ��ö áûëè ïîëó÷åíû àáñîëþò-

íûå âåëè÷èíû ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé S21 (RL) è S11 êàê êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ

ñòîÿ÷åé âîëíû ïî íàïðÿæåíèþ (ÊÑÂÍ).

�åçóëüòàòû è îáñóæäåíèÿ. Ïî äàííûì ðàñòðîâîé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè

(�ÝÌ) è ýíåðãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà (ÝÄÀ) óãëåðîäíûå ÷àñòèöû îáëàäàþò ïðå-

èìóùåñòâåííî âûòÿíóòîé �îðìîé ðàçìåðàìè 0.5 � 1.0 ìêì, òîãäà êàê îáðàçîâàíèÿ ñî

ñ�åðîïîäîáíîé �îðìîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ÝÄÀ ÿâëÿþùèåñÿ ìåòàëëè÷åñêèìè

âêëþ÷åíèÿìè, èìåþò ðàçìåðû îò 50 äî 200 íì (�èñ. 1 à � ã). Ïî äàííûì ýëåìåíòíîãî

ñîñòàâà (â àòîìíûõ ìàññàõ) èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ 1 è 4 (Òàáë. 2) ïîñëå òåðìè÷åñêîé

îáðàáîòêè àòîìíîå ñîäåðæàíèå âñåõ ïîðîøêîâûõ îáðàçöîâ Fe�Ni, Ni, Fe è Fe�Co ïîíè-

æàåòñÿ ñ 20 % â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè äî 16.4, 3.6, 5.5 è 3.1%, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 2: Äàííûå ýíåðãîäèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Íîìåð �àñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ,

îáðàçöà â àòîìíûõ ìàññàõ

C N O Fe Co Ni

1 50.2 19.9 13.6 8.6 0 7.8

2 63.9 20.4 12.1 3.6 0 0

3 65.3 22.3 7.0 0 0 5.5

4 96.9 0 0 1.5 1.6 0

�åçóëüòàòû �ÔÀ ïðåäñòàâëåíû â âèäå äè�ðàêòîãðàìì (�èñ. 2 à � ã). Äëÿ îáðàç-

öîâ 1 è 4 îòìå÷àåòñÿ �îðìèðîâàíèå äè�ðàêöèîííûõ ìàêñèìóìîâ íà óãëàõ 2Θ = 26.6

è 26.2

◦
, õàðàêòåðíûõ äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ãðà�èòà ñ ìåæñëîåâûì ðàññòîÿ-

íèåì d ðàâíûì 3.40

�

A è 3.35

�

A îò ïëîñêîñòåé (002) è (004), ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà êàê

äëÿ îáðàçöà 3 â äèàïàçîíå 15 � 30

◦
ìîæíî ãîâîðèòü î �îðìèðîâàíèè àìîð�íîãî ãàëî.

�å�ëåêñû 2Θ = 43.32 è 2Θ=44.76◦ â îáðàçöàõ 2 è 3 ñîîòâåòñòâóþò êóáè÷åñêèì ðåøåò-

êàì æåëåçà (d=2.01

�

A) è íèêåëÿ (d=1.95

�

A), à ðå�ëåêñû 2Θ = 33.0

◦
, 35.7

◦
, 37.1

◦
è 44.9

◦
,

45.0

◦
� ñîåäèíåíèÿì æåëåçà � Fe2O3 è FeC, à 2Θ = 37.0

◦
, 43.1

◦
è 44.9

◦
, 45.1 � íèêåëÿ

� NiO è Ni3C, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè [2, 8℄. Ìàêñèìóìû 2Θ=25.9◦,
43.0

◦
(ðèñ. 2, â) ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòÿì (002) è (100) ãåêñàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ñ



154 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37

a)

b)


)

d)

�èñ. 1: �ÝÌ èçîáðàæåíèÿ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ ñ âëþ÷åíèÿìè ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö:

à) Fe-Ni; á) Fe; â) Ni; ã) Fe-Co (60000× � 200000×).

ïàðàìåòðàìè 3.53

�

A è 2.26

�

A, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìàòåðèàëîâ, ñîäåðæàùèõ óãëåðîäíûå

íàíîòðóáêè è, âåðîÿòíî, îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ñâîáîäíûõ

àòîìîâ Ni â ðåàêöèîííîé êàìåðå ïðè ÈÊ-íàãðåâå, ñïîñîáíûõ âûçûâàòü ðîñò óãëåðîäíûõ

íàíîòðóáîê èç ãàçîîáðàçíûõ óãëåðîäñîäåðæàùèõ êîìïîíåíòîâ [10℄. Îñîáî âûäåëÿåòñÿ

äè�ðàêòîãðàììà äëÿ îáðàçöà 4, íà êîòîðîé, ïîìèìî ãàëî óãëåðîäíîé ìàòðèöû ñ ìàêñè-

ìóìîì 2Θ = 26.6

◦
, ñîäåðæàòñÿ ëèíèè 2Θ = 44.8

◦
è ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòè 2Θ = 65.5

◦

(�èñ 2, ã), îòâå÷àþùèå ÎÖÊ-ðåøåòêå ñîåäèíåíèÿ ¾æåëåçî�êîáàëüò¿ ñ ìåæïëîñêîñòíû-

ìè ðàññòîÿíèÿìè 2.01

�

A è 1.42

�

A îò ïëîñêîñòåé (110) è (200) [2, 3℄. Âîçíèêíîâåíèå íà

äè�ðàêòîãðàììàõ îáðàçöîâ 1÷3 ðåíòãåíî�àçîâîãî ãàëî óêàçûâàåò íà âûñîêóþ ñòåïåíü

àìîð�íîñòè ìàòðèöû. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ îáðàçöà 4 íàáëþäàåòñÿ áîëåå ÷åòêèé ìàêñè-

ìóì, à òàêæå ãàëî îòëè÷àåòñÿ ìåíüøåé ñòåïåíüþ ðàçìûòîñòè, ÷òî óêàçûâàåò íà áîëåå

óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó óãëåðîäíîé ìàòðèöû íàíîêîìïîçèòà. Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû

ñèíòåçà íàíîêîìïîçèòîâ (800

◦
Ñ) ñîõðàíÿåòñÿ ÷åòêàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äëÿ
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ñïëàâà Fe�Co, ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ëèíèè, îòâå÷àþùåé óãëåðîäíîé

ãðà�èòîïîäîáíîé ìàòðèöå.

�èñ. 2. �ÔÀ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ (îáðàçöû 1�4), ñ âëþ÷åíèÿìè ìåòàëëè÷åñêèõ

÷àñòèö: à) Fe � Ni; á) Fe; â) Ni; ã) Fe � Co.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ �ÔÀ è ÑÝÌ+ÝÄÀ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìåòàëëîóã-

ëåðîäíûå íàíîêîìïîçèòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàíî÷àñòèöû ìåòàëëîâ (ñïëàâîâ) ëèáî

îêñèäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â óãëåðîäíîé ìàòðèöå ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ àìîð�íîñòè, ÷òî

îïðåäåëÿåòñÿ êàê óñëîâèÿìè ïðîöåññà ñèíòåçà, òàê è õèìè÷åñêèì ñîñòàâîì ìåòàëëè÷å-

ñêîé ñîñòàâëÿþùåé íàíîêîìïîçèòà.

Îñîáåííîñòè õèìè÷åñêîé ñòðóêòóðû óãëåðîäíîé ìàòðèöû, ñîñòàâëÿþùåé íàèáîëü-

øóþ ÷àñòü ìàññû íàíîêîìïîçèòà, èçó÷åííûå ìåòîäîì êîìáèíàöèîííîãî (�àìàíîâñêî-

ãî) ðàññåÿíèÿ ñâåòà (Ê�Ñ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Âî âñåõ îáðàçöàõ îòìå÷àëîñü âîç-

áóæäåíèå òàíãåíöèàëüíûõ êîëåáàíèé àòîìîâ óãëåðîäà â ïëîñêîñòè ãðà�èòîâîãî ñëîÿ

G-ïîëîñà â îáëàñòè 1500÷1600 ñì−1
, ÷òî â ðÿäå ïóáëèêàöèé îòíîñÿò ê íàëè÷èþ óãëå-

ðîäíûõ íàíîòðóáîê (ÓÍÒ) èëè àíàëîãè÷íûõ óãëåðîäíûõ îáðàçîâàíèé, õàðàêòåðèçóþ-

ùèõñÿ ñèëüíûì èñêðèâëåíèåì ãðà�åíîâûõ ïëîñêîñòåé [9, 10℄. Ñòåïåíü óïîðÿäî÷åííî-

ñòè ñòðóêòóðû ãðà�èòà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòêîñòüþ �îðìû è èíòåíñèâíîñòüþ G-ïîëîñû,

÷òî õàðàêòåðíî òîëüêî äëÿ îáðàçöà 4. Èíòåíñèâíîñòü âîçáóæäåíèé â D-ïîëîñå â äèà-

ïàçîíå 1300÷1400 ñì−1
â 1÷3 îáðàçöàõ äîìèíèðîâàëà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé

äå�åêòíîñòè ïëîñêîñòíûõ îáðàçîâàíèé, ò. å. ñòåïåíè àìîð�èçàöèè ãðà�èòîâîãî ñëîÿ,

îáóñëîâëåííîé íåðåãóëÿðíûì ñìåùåíèåì èëè èñêðèâëåíèåì óãëåðîäíûõ ïëîñêîñòåé, ñî-

ñòîÿùèõ èç sp

2
- ãèáðèäèçîâàííûõ àòîìîâ óãëåðîäà. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè �ÝÌ

(�èñ. 1). Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñòåïåíè óïîðÿäî÷åííîñòè óãëåðîäíûõ ñòðóêòóð èñïîëü-

çóåòñÿ îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïîëîñ ID/IG. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì

âåëè÷èí äåìîíñòðèðóþò äàííûå òàá. 3. Íàèáîëüøèì óïîðÿäî÷åíèåì îòëè÷àåòñÿ îáðàçåö

4 (Fe�Co). Äëÿ îáðàçöîâ ñ 1 ïî 3 îòìå÷àåòñÿ ðàñøèðåíèå G-ïîëîñû çà ñ÷åò âîçáóæäåíèÿ
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áëèçêèõ ïî ÷àñòîòå êîëåáàíèé. Ê ïðèìåðó, äëÿ îáðàçöà 3 � 1487, 1509, 1530 è 1576 ñì

−1
,

ïî ðàçíèöå ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî îöåíèòü äèàìåòðû ÓÍÒ: 1/∆ω ∼ îò 6.6 äî 22 íì.

Òàêîå âûðîæäåíèå â �îðìå G-ïîëîñû ãîâîðèò î ìíîãîñòåííîé �îðìå ÓÍÒ è ìåòàëëè-

÷åñêîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ îáðàçöîâ â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò

îáíàðóæèâàþòñÿ ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ ÓÍÒ (RBM-ïîëîñà íà âñòàâêå ê ðèñ. 3), ÷òî

óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòåííûõ ÓÍÒ, òàê êàê ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ ñîñåä-

íèõ àòîìîâ óãëåðîäà â ìíîãîñòåííûõ ÓÍÒ íåâîçìîæíû. Äèàìåòð ÓÍÒ îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëåí ÷àñòîòàì â RBM-ïîëîñå [10℄. Äëÿ âñåõ îáðàçöîâ â RBM-ïîëîñå âîçáóæäàåòñÿ

ðÿä ëèíèé (òðè è áîëåå) â äèàïàçîíå 480÷672 ñì−1
. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, îïðåäåëåí-

íûé ïî ðàñøèðåíèþ â G-ïîëîñå äëÿ îáðàçöà 3 íàèìåíüøèé äèàìåòð ÓÍÒ � 6.6 íì, è

âûâîäû [10℄ (ωRBM ∼A/d + B, ãäå A è B � ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, à d � äèàìåòð

ÓÍÒ) ìîæíî îæèäàòü îáðàçîâàíèå ÓÍÒ ñ d áîëåå 10 íì (âñòàâêà íà ðèñ. 3).

�èñ. 3. Ê�Ñ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ 1�4, ñ âëþ÷åíèÿìè ìåòàëëè÷åñêèõ �åððîìàãíèòíûõ

÷àñòèö: à) Fe � Ni; á) Fe; â) Ni; ã) Fe � Co.

Òàáëèöà 3: Àìîð�èçàöèÿ îáðàçöîâ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî G- è D- ïîëîñàì

G D

Îáðàçöû Âîëíîâîå Èíòåíñèâíîñòü, Âîëíîâîå Èíòåíñèâíîñòü,

Ñòåïåíü

÷èñëî, ñì

−1
îòí. åä. ÷èñëî, ñì

−1
îòí. åä.

àìîð�èçàöèè

1 1571.4 280.9 1356.6 323.1 1.15

2 1559.3 156.5 1359.6 203.7 1.30

3 1529.6 441.5 1344.4 538.8 1.22

4 1561.1 154.5 1329.9 146.5 0.95
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Ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ (ñîïðîòèâëåíèå, èíäóêòèâ-

íîñòü, åìêîñòü, òàíãåíñ óãëà ïîòåðü è äîáðîòíîñòü) áûëè èçó÷åíû LCR-ìåòðîì Instek

LCR-819. Ïðîâîäèìîñòü ïîðîøêîâûõ îáðàçöîâ 1÷3 îêàçàëàñü ïîðÿäêà 1×10−6
Ñì/ì,

òî åñòü áûëà áëèçêîé ïî çíà÷åíèÿì ê äèýëåêòðè÷åñêîé, òîãäà êàê äëÿ îáðàçöà 4�2

Ñì/ì � áûëà áëèçêîé ê ìåòàëëè÷åñêîé. Ñòîëü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ñòåïåíüþ óïîðÿäî÷åííîñòè óãëåðîäíîé ìàòðèöû íàíîêîìïîçèòà, òàê è îòñóòñòâèåì

îêèñíûõ �îðì ìåòàëëà. Êîìïëåêñíîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè

ñðåäû: ε∗ = ε′ − iε′′ è µ∗ = µ′ − iµ′′
îïðåäåëÿåò êàê ý��åêòèâíîñòü ÑÂ×-ïîãëîùåíèÿ ïî

âåëè÷èíå ìíèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ ε′′ è µ′′
, òàê è ïåðåäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ïî

äåéñòâèòåëüíûì � ε′ è µ′
. Â ðåæèìå ñîãëàñîâàííîãî èìïåäàíñà: ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî

Z0 (âàêóóì, âîçäóõ) è âíåøíèé ñëîé ïîãëîòèòåëÿ Z
ïîã

. èìååò ìåñòî ñëàáîå îòðàæåíèå

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðî-

íèöàåìîñòè ñîâïàäàþò ε∗ = µ∗
è ïî âåëè÷èíå ïðèáëèæàþòñÿ ê åäèíèöå. Òàêèì óñëîâèÿì

âïîëíå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ïîðèñòûå èëè êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû. Êîý��èöèåíò îò-

ðàæåíèÿ RL â ÑÂ×-äèàïàçîíå äëÿ íèõ: RL = 20log|(Z
ïîã

− Z0)/(Zïîã + Z0)| [11℄, ÷òî
äåëàåò âîçìîæíûì ñîçäàíèå èç íèõ ýêðàíèðóþùèõ ïîêðûòèé ñ âûñîêîé ýëåêòðîïðî-

âîäíîñòüþ. �åëàêñàöèîííûå ïîòåðè P
ðëï

, î÷åâèäíî, áóäóò îáóñëîâëåíû äèïîëüíîé ïî-

ëÿðèçàöèåé äèýëåêòðèêà, ÷òî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ñêîðîñòü ïîëÿðèçàöèè P çàâåäîìî

îòñòàåò îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Å èçëó÷åíèÿ: kla = ka(εµ)−1/2
, ãäå

kl è k � âîëíîâûå âåêòîðû, a � ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ε è µ � ïðîíèöàåìî-

ñòè ñðåäû. Âåëè÷èíà ïîòåðü õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàáîòîéW
ðëï

, çàòðà÷èâàåìîé ïåðåìåííûì

ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì íà ïîëÿðèçàöèþ åäèíèöû îáúåìà äèýëåêòðèêà: P =
∫
(r − R)d3r,

çäåñü � ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü, R � ðàäèóñ ÷àñòèöû. Âåëè÷èíà P, ê ïðèìåðó, äëÿ

îäíîãî àòîìà Ni ìàëà è ñîñòàâëÿåò 1.11×10−30
Êë×ì [12℄. Îäíàêî ñèòóàöèÿ èçìåíÿ-

åòñÿ, ïðè ïåðåõîäå ê íàíîðàçìåðàì è åùå áîëåå ñèëüíî ê êëàñòåðíûì îáðàçîâàíèÿì,

êîòîðûå âîçíèêàþò â èññëåäóåìûõ îáðàçöàõ (�èñ. 1). Ñ ó÷åòîì ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ

ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ � äî íåñêîëüêèõ ìêì, âåëè÷èíà P äëÿ àãëîìåðàòîâ ìåòàëëè÷åñêèõ

÷àñòèö ìîæåò íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ âîçðàñòè. Ñóùåñòâåííîé ñòàíîâèòñÿ �åððîìàã-

íèòíàÿ ïðèðîäà èñïîëüçóåìûõ ÷àñòèö ìåòàëëîâ (Fe, Ni è Co), êîòîðûì ñâîéñòâåííî

âîçáóæäåíèå âèõðåâûõ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ Ôóêî, òåì áîëåå â ÑÂ×-äèàïàçîíå çà ñ÷åò

ñêèí-ý��åêòà. �ëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ÑÂ×-èçëó÷åíèÿ: δ = (πfξσ)−1/2
[6℄, ãäå f � ÷à-

ñòîòà ÑÂ×, ξ = µ0µ
∗
, σ � ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ñ ó÷åòîì ðàçìå-

ðîâ êàïñóëèðîâàííûõ â óãëåðîäíîé îáîëî÷êå �åððîìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèö [9℄, êîòîðûå

ïî äàííûì ïðîñâå÷èâàþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè, ñîñòàâëÿþò ∼10-50 íì, òàê è

îáëàñòè èìè çàíèìàåìîé ïî �åçóëüòàòàì �ÝÌ � íåñêîëüêî ñîòåí íì (ðèñ. 1, à è á). Èñ-

õîäÿ èç äàííûõ ïðåäïîñûëîê δ áûëà îöåíåíà ïî çíà÷åíèÿì ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè

µ∗
äëÿ óãëåðîäíîé îáîëî÷êè ðàâíîé 1, à äëÿ �åððîìàãíèòíûõ ÷àñòèö 103, ýëåêòðîïðî-

âîäíîñòè σ äëÿ óãëåðîäà è ÷àñòèö ñîñòàâèëè 1 è 107 Ñì/ñì. Â èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå

÷àñòîò f = 2× ÷ 4×1010 �ö, δ äëÿ óãëåðîäíîé îáîëî÷êè � 1 ñì, à äëÿ ÿäðà � 100 íì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññåÿíèå ìèêðîâîëíîâîé ýíåðãèè íîñèò îáúåìíûé õàðàêòåð.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ S21 äëÿ âñåõ èçó-

÷åííûõ îáðàçöîâ, ïîëó÷åííûå íà Anritsu Wiltron 37369A. Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà S21 äëÿ

îáðàçöîâ ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî íèçêîé ñ ïèêîâûìè çíà-
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÷åíèÿìè � 8.68 äëÿ îáðàçöà 1, 12.93 � 2 è 7.07 äÁ � 3 â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå 20�40 ��ö.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âåëè÷èíå ïîãëîùåíèè 20 äÁ çíà÷åíèÿ ìèêðîâîëíîâîé ýíåðãèè óìåíü-

øàþòñÿ íà 99% [6℄. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåííûå â îáðàçöàõ 1÷3 âåëè÷èíû S21 ìîæíî

ñ÷èòàòü âïîëíå ïðèåìëåìûìè. Îáðàçåö 4, ïîêàçàâøèé õîðîøóþ ïðîâîäèìîñòü, îáëàäàåò

ÑÂ×-ïîãëîùåíèåì ñî çíà÷åíèåì, õàðàêòåðíûì äëÿ ìåòàëëîâ: áîëåå 40 äÁ âî âñ¼ì èñ-

ñëåäóåìîì äèàïàçîíå [1℄. Òî åñòü S21 ðåçêî îòëè÷àåòñÿ. Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå íàáëþ-

äàåìûõ îñîáåííîñòåé â ñïåêòðàõ ÑÂ×- ïîãëîùåíèÿ (�èñ. 4) ïðèìåíèòåëüíî ê îáðàçöàì

1÷3 è 4, âèäèìî, îáóñëîâëåíî ðàçíûìè ìåõàíèçìàìè.

�èñ. 4. À×Õ êîý��èöèåíòà ïåðåäà÷è äëÿ óãëåðîäíûõ êîìïîçèòîâ �1�4, ñ âëþ÷åíèÿìè

ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö: 1�Fe/Ni; 2�Fe; 3�Ni; 4�Fe/Co.

Äëÿ îáðàçöîâ ïåðâîé ãðóïïû (îáðàçöû 1-3) ÑÂ×-ïîãëîùåíèå âûçûâàåòñÿ âêëàäà-

ìè êàê äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â ñèëüíî àìîð�íîé óãëåðîäíîé ìàòðèöå, ñîäåðæà-

ùåé ïðîäóêòû ïèðîëèçà ÏÀÍ, îáëàäàþùåé íèçêèì çíà÷åíèåì ýëåêòðîïðîâîäíîñòè,

òàê è ðàññåÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ïàäàþùåé ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû �åððîìàãíèòíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Ñîáñòâåííîå ïîãëîùåíèå òâåðäî�àç-

íûìè ïîëÿðíûìè êîìïëåêñàìè â óãëåðîäíîé ìàòðèöå íàíîêîìïîçèòîâ, ñîäåðæàùåé

ïðîäóêòû ïèðîëèçà ÏÀÍ, ïðè ïðîõîæäåíèè ÑÂ×-èçëó÷åíèÿ, êîãäà èñêëþ÷àëèñü èîíè-

çàöèÿ (ýíåðãèÿ ìåíüøå Å

èîí

.) è ýëåêòðîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ (÷àñòîòà ìåíüøå 10

13
�ö),

ìîæåò áûòü âûçâàíî òîëüêî ðåçîíàíñíûìè ÿâëåíèÿìè â èññëåäóåìîì äèàïàçîíå ÷à-

ñòîò (20÷40 ��ö), ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ âèäîì ñïåêòðà ÑÂ×-ïîãëîùåíèÿ (�èñ. 4). Ïî

äàííûìè ÈÊ-ñïåêòðîñêîïèè, ïîëó÷åííûì íà ÈÊ-Ôóðüå ñïåêòðîìåòðå iS50 â ñðåäíåì

äèàïàçîíå, â îáðàçöàõ 1-3 íàáëþäàëîñü ïîãëîùåíèå íà áëèçêèõ ÷àñòîòàõ â èíòåðâàëàõ:

500÷800, 840÷1600, 1700÷2400 è 2900÷3600 ñì−1
, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿì

ÓÍÒ è ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñîâ ñ íèìè ñâÿçàííûõ [11℄. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
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âîçáóæäàåìûõ âèõðåâûõ òîêîâ (ïëîòíîñòüþ j) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ïðîâîäèìîñòè, òàê-

æå êàê è âåëè÷èíà ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû â ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå (Í) ÑÂ×-

èçëó÷åíèÿ: F = µ0µjH , êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óïðóãèì êîëåáàíèÿì â ñèñòåìå ¾íàíîóã-

ëåðîäíûå ñòðóêòóðû-�åððîìàãíèòíûå íàíî÷àñòèöû¿, â ÷àñòíîñòè, íà ÓÍÒ, íàëè÷èå

êîòîðûõ ïðåäïîëîæèòåëüíî óñòàíîâëåíî ïî ðåçóëüòàòàì Ê�Ñ (�èñ. 3). Òàêèì îáðà-

çîì, ïîãëîùåíèå â îáðàçöàõ 1-3 ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ðåçîíàíñíûì ïîãëîùåíèåì

êîìïëåêñîâ [9℄ ¾óãëåðîäíûå ñòðóêòóðû � �åððîìàãíèòíûå ÷àñòèöû¿ ïðè ñîâïàäåíèè

÷àñòîòû èõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ω0 ñ ÷àñòîòàìè ÑÂ×-èçëó÷åíèÿ: ω0 = (1/2π)(γ/m),
ãäå γ � æåñòêîñòü, à m � ìàññà ÓÍÒ, îöåíêà êîòîðûõ óêàçûâàåò íà èõ ñîâïàäåíèå ñ

ÑÂ×-÷àñòîòàìè.

ÑÂ×-ïîãëîùåíèå äëÿ îáðàçöà 4 îêàçàëîñü íàèáîëüøèì ïðè f � ÷àñòîòå ÑÂ×

24.27 ��ö è äîñòèãëî 52.83äÁ. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò êîìïîçèò îáëàäàåò çíà÷åíèÿìè ýëåê-

òðîïðîâîäíîñòè, õàðàêòåðíîé äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ (2 Ñì/ì). ÈÊ-Ôóðüå ñïåêòð ýòîãî

îáðàçöà âî ìíîãîì ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïåêòðîì Ñ60 [9℄, â íåì âîçíèêàåò ñàìàÿ èíòåíñèâíàÿ

ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ: 530 ñì

−1
. Òàêæå îáðàçîâàíèå �óëëåðåíîâ ëèáî ïîäîáíûõ èì ñòðóê-

òóð ïðè 800

◦
Ñ ïîäòâåðæäàåòñÿ è íàëè÷èåì ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè â ñïåêòðå Ê�Ñ

(�èñ. 4) � 1460 ñì

−1
. Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñ ¾óãëåðîäíûå ñòðóêòóðû � �åððîìàã-

íèòíûå ÷àñòèöû¿ â îáðàçöå 4 ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýêðàíèðîâàíèþ äëÿ ÑÂ×-èçëó÷åíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óäåëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ ñèñòåìû íàíî÷àñòèö FeCo íà 80%

âûøå, ÷åì ó FeNi: 210 è 120 �ñ/ã [4℄, ñîîòâåòñòâåííî, ïîòåðè íà âèõðåâûå òîêè äîëæ-

íû áûòü äîïîëíåíû ãèñòåðåçèñíûìè ìàãíèòíûìè ïîòåðÿìè èç-çà ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ â

�åððîìàãíèòíûõ âêëþ÷åíèÿõ.

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ìåòàëëîóãëåðîäíûå íàíîêîìïîçèòû

ñ �åððîìàãíèòíûìè ìåòàëëè÷åñêèìè âêëþ÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûå ïîä äåéñòâèåì ÈÊ-

íàãðåâà, ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûìè ïîãëîòèòåëÿìè ÝÌ-èçëó÷åíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ââå-

äåíèå �åððîìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèö â óãëåðîäíûå íàíîñòðóêòóðèðîâàííûå ìàòðèöû óâå-

ëè÷èâàåò êîý��èöèåíò ÑÂ×-ïîãëîùåíèÿ âî âñåõ èññëåäóåìûõ îáðàçöàõ. Ýêñïåðèìåí-

òàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÑÂ×-ïîãëîùåíèå â ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîì äèíàìè÷åñêîì äèà-

ïàçîíå ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî, êàê ñîñòàâîì è ñòðóêòóðîé óãëåðîäíîé ìàòðèöû, òàê

è âêëþ÷åíèÿìè �åððîìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèö.
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ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß ÄËß ÀÂÒÎ�ÎÂ

Æóðíàë ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà, Ôèçèêà¿ âûõîäèò ÷åòûðå ðàçà

â ãîä. Â æóðíàëå ïå÷àòàþòñÿ ñòàòüè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè (çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâ, èìåþùèõ ÷èñòî êîìïüþòåðíîå ñîäåðæàíèå è âû÷èñëèòåëüíîé

ýìïèðèêè).

�åäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïðèíèìàåò îò àâòîðîâ ðóêîïèñè ñòàòåé, íàïèñàííûå íà ðóññêîì èëè

íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ. Ñîäåðæàíèå ñòàòåé ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåçóëüòàòû îðèãèíàëüíûõ

èññëåäîâàíèé àâòîðà(îâ), òàê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáçîð ïî âûáðàííîé àâòîðîì(àìè) òåìå.

Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü íàïèñàíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè è ñ òàêèì ðàñ÷åòîì,

÷òîáû áûòü ïîíÿòíîé íå òîëüêî óçêèì ñïåöèàëèñòàì ïî âûáðàííîìó àâòîðîì(àìè) íàïðàâ-

ëåíèþ èññëåäîâàíèé, íî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Íè â êîåì ñëó÷àå ðóêîïèñü íå

äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðàòêèé îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïèñàííûé â âèäå

êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðóêîïèñü

äîëæíà áûòü ñòðóêòóðèðîâàíà � ðàçäåëåíà íà ðàçäåëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå ñìûñëî-

âûå åäèíèöû òåêñòà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðóêîïèñü äîëæíà ñîäåðæàòü ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå.

�àçäåëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû è èìåòü çàãîëîâêè.

Âî ââåäåíèè äîëæíû áûòü îïèñàíû: ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðóêîïèñü, îïðåäåëåíî

ìåñòî ýòîé ïðîáëåìû â îáùåì îáú¼ìå �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû êðàò-

êàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîëó÷åííûé àâòîðîì(àìè) ðåçóëüòàò. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû äîëæíà

áûòü äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ óêàçàíèåì åãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî

ðàçâèòèÿ òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òå æå ñàìûå òðåáîâàíèÿ ê ââåäåíèþ è çàêëþ÷åíèþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ è äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè,

ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èõ ñîäåðæàíèå äîëæíî áûòü ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè

ðåçóëüòàòîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå âûáðàííîé àâòîðîì îáëàñòè èññëåäîâàíèé, è ñàì òåêñò

äîëæåí áûòü íàïèñàí ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè.

Âîçìîæíà òàêæå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè, íîñÿùåé ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íî â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè òàêîé ðóêîïèñè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé îòäåëüíî.

�óêîïèñü äîëæíà áûòü î�îðìëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè íàïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ìàòåìàòè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ òåêñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîëæ-

íû áûòü ÷åòêî âûäåëåíû òàêèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, êàê �îðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé, òåîðåì

è ëåìì, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé, îòìå÷åíû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîëíûé îáú¼ì ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, íå äîë-

æåí ïðåâûøàòü 20 ñòðàíèö �îðìàòà A4. Îíà äîëæíà áûòü íàïèñàíà øðè�òîì 12pt ÷åðåç äâà

èíòåðâàëà. Îáú¼ì îáçîðíîé ñòàòüè íåîáõîäèìî çàðàíåå îãîâîðèòü ñ ðåäêîëëåãèåé æóðíàëà.

Ïîñëå ïîäãîòîâêè îäíèì èç ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè çàêëþ÷åíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ðóêîïèñè íîð-

ìàì æóðíàëà ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè¿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îáùåì ñîáðàíèè ðåäêîëëåãèè. Â

îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåäêîëëåãèåé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î áîëåå òùàòåëüíîì èçó÷åíèè

ðóêîïèñè âíåøíèì (íå âõîäÿùåì â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà) ðåöåíçåíòîì. �åäêîëëåãèÿ

îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà ìåëêèå ñòèëèñòè÷åñêèå èñïðàâëåíèÿ òåêñòà ðóêîïèñè ïîñëå ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ î å¼ ïóáëèêàöèè.

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èí�îðìàöèÿ:

1) îñíîâíàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè, ïðåäñòàâëÿåìàÿ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì

ÿçûêàõ. Ïðè ýòîì íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç 20 ñëîâ.

2) èíäåêñ MSC (ñì. Mathemati
al Subje
t Classi�
ation) òîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòî-

ðîìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ;
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3) ñïèñîê àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà èõ ðàçìåùåíèÿ ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòüè;

4) àííîòàöèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå; å¼ îáú¼ì íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10-12 ñòðîê, íàïèñàííûõ

øðè�òîì 12pt;

5) ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ (íå áîëåå 10-12);

6) òåêñò ïåðåâîäà çàãîëîâêà ñòàòüè, àííîòàöèè è êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;

7) ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðóêîïèñè;

8) äàííûå îá àâòîðàõ ñòàòüè ñ óêàçàíèåì ìåñòà èõ ðàáîòû, òî÷íîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà ïðåä-

ïðèÿòèÿ. Äîëæíû áûòü óêàçàíû àäðåñà ýëåêòðîííîé ïî÷òû. Ýòè äàííûå íåîáõîäèìî ïðåäñòà-

âèòü òàêæå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü äàíà ëàòèíñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ

�àìèëèé àâòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíà áûòü äàíà òðàí-

ñêðèïöèÿ �àìèëèé àâòîðîâ êèðèëëèöåé;

9) ñïèñêà ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì, åñëè îíè èìåþòñÿ â ðóêîïèñè.

Ïîðÿäîê î�îðìëåíèÿ ýòîé èí�îðìàöèè â ýëåêòðîííîì �àéëå óêàçàí â ïðèëîæåíèè â êîíöå

íàñòîÿùèõ ïðàâèë (ñì. ï.5) òðåáîâàíèé ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó).

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ýëåêòðîííûé �àéë ðàáîòû. Îí äîëæåí áûòü ïîäãîòîâëåí â ðå-

äàêòîðå LaÒåÕ (LaTeX2e, AMSLaTeX). Ôàéëû, ïðèãîòîâëåííûå â äðóãîì ðåäàêòîðå,

ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåäêîëëåãèåé íå áóäóò. Ïðè ýòîì íóæíî ïðèñûëàòü �àéë ðàáîòû ñ

ðàñøèðåíèåì ¾tex¿ è pdf-êîïèþ �àéëà ñ ðàñøèðåíèåì ¾dvi¿ ðàáîòû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåäàê-

öèÿ èìåëà âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ åãî ñ àâòîðñêèì îðèãèíàëîì ïðè ðåäàêòèðîâàíèè è âåðñòêå

æóðíàëà. Ïðèñûëàòü ñàì dvi-�àéë ïðè ýòîì íå íóæíî.

Îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó â ðåäàêòîðå LaTeX (è òîìó ïîäîáíûì

ðåäàêòîðàì) ñëåäóþùèå.

1) Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââîäèìûå àâòîðàìè íîâûå íåñòàíäàðòíûå êîìàíäû.

2) ¾Âûêëþ÷íûå¿ �îðìóëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ðó-

êîïèñè â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íèõ åñòü ññûëêè â òåêñòå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà equation

äëÿ íàáîðà âûêëþ÷íûõ �îðìóë îáÿçàòåëüíî óïîòðåáëåíèå äëÿ èõ íóìåðàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ íîìåðîâ �îðìóë â òåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ìåòîê �îðìóë öè�ð, ñíàáæåííûõ

øòðèõàìè (èëè öè�ð ñîâìåñòíî ñ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë�àâèòà). Îäíàêî ýòèì íóæíî ïîëüçî-

âàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè ñ öåëüþ áîëåå òî÷íîé ïåðåäà÷è ñìûñëà òåêñòà.

3) Â ñëó÷àå, åñëè â ñòàòüå èìåþòñÿ ðàçäåëû â âèäå ïðèëîæåíèé â êîíöå îñíîâíîãî òåê-

ñòà ðàáîòû, íóìåðàöèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ âûêëþ÷íûõ �îðìóë ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîé îò

íóìåðàöèè îñíîâíîãî òåêñòà. Ïðè ýòîì â ïðèëîæåíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ óïîòðåáëåíèå äâîéíîé

íóìåðàöèè, â êîòîðîé ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò áûòü ïðîïèñíîé áóêâîé èëè íîìåðîì ïðèëîæåíèÿ.

Êàæäûé èç ðàçäåëîâ-ïðèëîæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñëîâîì Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì

ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî ñëîâî äîëæíî áûòü âûðîâíåíî ïî ïðàâîìó ïîëþ ñòðàíèöû. Çàòåì ñëå-

äóåò çàãîëîâîê ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

4) Ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â ññûëêàõ íà îñíîâå êîìàíä 
ite (èëè íåïîñðåäñòâåííî) â ýëåê-

òðîííîì òåêñòå ðóêîïèñè íóæíî îáîçíà÷àòü öè�ðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ïîðÿäêîâîìó íî-

ìåðó ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, è íè â êîåì ñëó÷àå íå èñïîëüçîâàòü ìåòêè äðóãîãî òèïà.

5) Íèæå ïðèëàãàåòñÿ øàáëîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæåí î�îðìëÿòüñÿ �àéë ñòàòüè. Äëÿ

àâòîðîâ ñëåäîâàíèå ýòîìó øàáëîíó îáÿçàòåëüíî.
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Øàáëîí äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ �àéëà ñ ðóêîïèñüþ

\set
ounter{figure}{0}

\set
ounter{equation}{0}

MSC XXX (ïî èíäåêñ íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ Mathemati
al Subje
t Classifi
ation)

\vskip 0.3
m

\begin{
enter}

{\bf ÍÀÇÂÀÍÈÅ ÑÒÀÒÜÈ}

\medskip

{\bf È.Î. Àâòîð1, È.Î. Àâòîð2, ... }

\medskip

{\small {\sf Ó÷ðåæäåíèå,\\

óë. Íàçâàíèå óëèöû (ïð. Íàçâàíèå ïðîñïåêòà, ïë. Íàçâàíèå ïëîùàäè è ò.ä.),

Íîìåð äîìà, �îðîä, Èíäåêñ, Ñòðàíà, e-mail: \underline{èìÿ�àäðåñ}}}

\end{
enter}

{\small {\bf Àííîòàöèÿ.} Òåêñò àííîòàöèè.

\medskip

{\bf Êëþ÷åâûå ñëîâà:} ñëîâî1, ñëîâî2, ...\ .}

\vskip 1 
m

Òåêñò ñòàòüè

\vskip 1 
m

\renew
ommand\baselinestret
h{0.6}

{\small

\
enterline{{\bf Ëèòåðàòóðà}}

\def\sk{\vskip - 0.25
m}

\begin{enumerate}

\bibitem{1} Èñòî÷íèê 1

\bibitem{2} \sk Èñòî÷íèê 2

...

\end{enumerate}

\vskip 0.5
m

\begin{
enter}

{\bf TITLE 1st line \\

\vskip 0.1
m

2d line \\

\vskip 0.1
m and so on }\medskip
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{\bf N.N. Author1, N.N. Author2, ...}

\medskip

{\small {\sf Enterprize,\\

Street St. (Avenue Av., Square Sq. and so on), Number, City, Index, Country,

e-mail: \underline{name�address}}}

\end{
enter}

{\small {\bf Abstra
t.} Text of abstra
t. {\bf Key words:} word1, word2, ...\ .}}

\newpage

\renew
ommand\baselinestret
h{1.0}

�èñóíêè

Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè äîëæíî áûòü óäåëåíî ðèñóíêàì, åñëè

îíè èìåþòñÿ â òåêñòå ðàáîòû. Îíè äîëæíû áûòü êà÷åñòâåííî âûïîëíåíû è ïðåäñòàâëåíû â

ðåäàêöèþ â ýëåêòðîííîé �îðìå â âèäå îòäåëüíûõ �àéëîâ â �îðìàòå ¾ps¿. Ôàéëû ðèñóíêîâ

íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì. Ïðè ýòîì â íàçâà-

íèå êàæäîãî èç �àéëîâ ðèñóíêîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ïðè âåðñòêå âûïóñêà æóðíàëà,

äîëæíà âõîäèòü �àìèëèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ, çàïèñàííàÿ ëàòèíèöåé (íàïðèìåð, Ivanov1.ps,

Petrov2.ps è ò.ä.).

Íà ïðåäñòàâëÿåìûõ â ýëåêòðîííîì �îðìàòå ðèñóíêàõ íå ñëåäóåò íàíîñèòü òå êîììåíòè-

ðóþùèå èõ ïîäïèñè, êîòîðûå ïðèñûëàþòñÿ â ðåäêîëëåãèþ îòäåëüíûì ñïèñêîì.

Âíèìàíèå! Â ñëó÷àå ïðèñûëêè â ðåäàêöèþ ðàáîòû ñ íåêà÷åñòâåííî âûïîëíåííûìè ðè-

ñóíêàìè, îíà áóäåò âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.

Òàáëèöû

Åñëè â òåêñòå ðàáîòû åñòü òàáëèöû, òî èõ ñëåäóåò �îðìèðîâàòü íà îñíîâå ïðîãðàììû

LaTeX è íè â êîåì ñëó÷àå íå î�îðìëÿòü â âèäå ðèñóíêîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ

Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òðåáîâàíèå ê êà÷åñòâåííîìó î�îðìëåíèþ ñïèñêà èñïîëü-

çóåìûõ â ðàáîòå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå

�ÎÑÒîì, ïðè î�îðìëåíèè òàêîãî ñïèñêà âåñüìà ñëîæíû è îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ öåíòðàëèçîâàííûì ïîèñêîì è õðàíåíèåì íàó÷íîé èí�îðìàöèè, êîòîðûå íå

ñïåöè�è÷íû äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ïðàêòèêè, â æóðíàëå èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííàÿ

ñèñòåìà åãî î�îðìëåíèÿ. Òèïû ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ êà÷åñòâåííî äîâîëüíî ðàçíîîáðàç-

íû. Ïîýòîìó ðåäàêöèÿ íå ïðåäëàãàåò óíèâåðñàëüíûé ðåöåïò èõ î�îðìëåíèÿ. Åäèíñòâåííûì

îáùèì ïðèíöèïîì, êîòîðûì äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ àâòîð, ñîñòîèò â òîì, ëèòåðàòóðíàÿ

ññûëêà äîëæíà î�îðìëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû ÷èòàòåëü èìåë ìàêñèìàëüíî òî÷íóþ èí�îðìàöèþ î

òîì, êàê íàéòè è îçíàêîìèòüñÿ ñ íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì, íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ åãî ðàáîòà.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îáùåãî ðåöåïòà î�îðìëåíèÿ ñïèñêà, ðåäàêöèÿ òðåáóåò ñîáëþäåíèå

ñòðîãèõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ññûëîê íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ýòî êàñàåòñÿ ñòàòåé â ðåãóëÿðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ
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(â æóðíàëàõ) è êíèã (ìîíîãðà�èé è ó÷åáíèêîâ). Ïðèíÿòûå â æóðíàëå ïðàâèëà î�îðìëåíèÿ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè:

Æóðíàëüíûå ñòàòüè �

\item Öåãåëüíèê Â.Â. �àìèëüòîíèàíû, àññîöèèðîâàííûå ñ òðåòüèì è ïÿòûì óðàâíåíèÿìè

Ïåíëåâå~// Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà.~-- 2010.~-- 162;1.~-- C.69-74.

\item Demidov A.S., Ko
hurov A.S., Popov A.Yu. To the problem of the re
overy of

non-linearities in equations of mathemati
al physi
s~// Journal of Mathemati
al

S
ien
es.~-- 2009.~-- 163;1.~-- P.46-77.

Êíèãè (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîòîìíûå èçäàíèÿ) �

�ûòîâ~Ñ.Ì., Êëÿöêèí Þ.À., Òàòàðñêèé~Â.È. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó~/

Ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ò.2~/ Ì.: Íàóêà, 1978.~-- 464~
.

(åñëè èçäàíèå îäíîòîìíîå, òî ïîçèöèÿ ìåæäó äâóìÿ ñëýø-÷åðòî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ íåíóæíîé

è, ïîýòîìó èñ÷åçàåò).

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî:

1) äîëæíû áûòü óêàçàíû ïîëíûå íàçâàíèÿ æóðíàëüíûõ ñòàòåé, à òàêæå óêàçàíû íå òîëüêî

íà÷àëüíûå ñòðàíèöû ýòèõ ñòàòåé, íî îáÿçàòåëüíî òàêæå è êîíå÷íûå;

2) ïðè óêàçàíèè æóðíàëüíûõ ñòàòåé ïîñëå ãîäà èçäàíèÿ ñòîèò íîìåð (îáÿçàòåëüíî àðàáñêè-

ìè öè�ðàìè) òîìà æóðíàëà (åñëè îí èìååòñÿ) è ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé ñòîèò äîïîëíèòåëüíàÿ

èí�îðìàöèÿ (íîìåð âíóòðè òîìà, â ÷àñòíîñòè, íîìåð âûïóñêà è ò.ä.); ïðè ýòîì íîìåð òîìà

ìîæåò èìåòü ñëîæíîå íà÷åðòàíèå è íå âûðàæàòüñÿ òîëüêî îäíèì ÷èñëîì;

3) íàçâàíèå æóðíàëà íóæíî äàâàòü ïîëíîñòüþ áåç ñîêðàùåíèé;

4) êàæäàÿ èç êíèã â ñïèñêå öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü äàíà ñ

óêàçàíèåì ïîëíîãî ÷èñëà ñòðàíèö.

Ïðè íåñîáëþäåíèè îïèñàííûõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ðàáîòà áóäåò

âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.


