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ÒÎ×ÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÁËÈÇÈ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈß

Â.Ï. Àðõèïîâ

Ñòàðîîñêîëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò ÍÈÒÓ ÌÈÑèÑ, ã. Ñòàðûé Îñêîë, Ðîññèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ãèïåðïëîñêîñòü âûðîæäåíèÿ, àñèìïòîòèêà,

ãðàíè÷íûå çàäà÷è.

Â ïîëîñå Ω = [0, 1] × Rn ⊂ Rn+1, x ∈ [0, 1], y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëüíîå âûðîæäàþùååñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(a(x)u′x(x, y))
′ + bu′x(x, y) + Lu(x, y) = f(x, y), (1)

ãäå a(x0) = 0, a(x) > 0 äëÿ x ̸= x0, Lu(x, y) = r

n∑
i=1

∂2u(x, y)

∂y2i
, r > 0 è ãèïåðïëîñêîñòü

x = x0 � ãèïåðïëîñêîñòü âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôè-
öèåíòà b (ñì. [1]) ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èçìåíÿåòñÿ, ÷òî îáóñëîâëåíî ïîâåäåíèåì
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âáëèçè ãèïåðïëîñêîñòè âûðîæäåíèÿ x = x0.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûÿñíåíèþ òî÷íîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1) âáëèçè ãèïåðïëîñêîñòè x = x0. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ àíàëèç (â îáðàçàõ Ôóðüå)
ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì

(a(x)v′x(x, ξ))
′ + bv′x(x, ξ)− rξ2v(x, ξ) = g(x, ξ), (2)

ãäå ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn, ξ2 =
n∑

i=1

ξ2i , è óñòàíàâëèâàþòñÿ èõ ðàâíîìåðíûå äâóñòî-

ðîííèå àñèìïòîòèêè ïðè x → x0 ± 0 è ξ ∈ Rn . Èññëåäîâàíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
îñíîâûâàþòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [2].

Îïðåäåëèì ðåøåíèÿ v1,2(x, ξ) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2), äîïóñêàþùèå ïðè íåêîòî-
ðîì δ > 0 è x→ x0 + 0 ïðè b < 0 àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

v1(x, ξ) = w1(x, ξ)Φ(x, ξ) = w1(x, ξ)
∞∑
k=0

φk(x, ξ),

w1(x, ξ) =
1

C1(ξ)
√
α(x, ξ)

exp

 x0+δ∫
x

b+ α(τ, ξ)

2 · a(τ)
dτ

 , α(τ, ξ) = b2 + 4a(τ)rξ2, (3)
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v2(x, ξ) = w2(x, ξ)Ψ(x, ξ) = w2(x, ξ)
∞∑
k=0

ψk(x, ξ),

w2(x, ξ) =
1

C2(ξ)
√
α(x, ξ)

exp

 x0+δ∫
x

b− α(τ, ξ)

2 · a(τ)
dτ

 , (4)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φk(x, ξ), ψk(x, ξ) çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
φk+1(x, ξ) = K1φk(x, ξ), ψk+1(x, ξ) = K1ψk(x, ξ) ñ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè

K1φ(x, ξ) =

x0+δ∫
x0

K1(x, x1, ξ)φ(x1, ξ) dx1, K2ψ(x, ξ) =

x∫
x0

K+
2 (x, x1, ξ)ψ(x1, ξ) dx1,

K+
1 (x, x1, ξ) =


h(x1, ξ), x0 ≤ x1 ≤ x ≤ x0 + δ,

h(x1, ξ) exp

−
x1∫
x

α(τ, ξ)

a(τ)
dτ

 , x ≤ x1 ≤ x0 + δ,

K+
2 (x, x1, ξ) = −h(x1, ξ) + h(x1, ξ) exp

−
x∫

x1

α(τ, ξ)

a(τ)
dτ

 , x0 ≤ x1 ≤ x ≤ x0 + δ,

h(x, ξ) =
(a1(x)ξ

2 + a2(x))rξ
2

2(b2 + 4a(x)rξ2)5/2
, a1(x) = (5(a2(x))′a′(x)−4a(x)(a2(x))′′)r.a2(x) = −b2(a2(x))′′,

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû âûïèñûâàþòñÿ è ñëåâà îò ãèïåðïëîñêîñòè.
Îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè b < 0 è íåêîòîðîì δ > 0

óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ v0(x, ξ) óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî óñëîâèÿì v0(x0−δ, ξ) = v0(x0+δ, ξ) = 0 è äîïóñêàþùåãî â ÷àñòíîñòè ðàâíîìåðíóþ

ïî x ∈ [0, 1] îöåíêó |v0(x, ξ)|2 ≤
Mg

1 + |ξ|2
.

Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ôîðìóëàì (3), (4) äàåò
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)

u1(x, y) =
∞∑
k=0

u1,k(x, y), u2(x, y) =
∞∑
k=0

u2,k(x, y), (5)

u1,k(x, y) =

∫
Rn

w1(x, ξ)φk(x, ξ) exp(iyξ) dξ, u2,k(x, y) =

∫
Rn

w2(x, ξ)ψk(x, ξ) exp(iyξ) dξ.

Ãëàâíûå (ïåðâûå) ÷ëåíû àñèìïòîòèê â (5) ïðè ýòîì èìåþò âèä

u1,0(x, y) =

∫
Rn

w1(x, ξ) exp(iyξ) dξ, u2,0(x, y) =

∫
Rn

w2(x, ξ) exp(iyξ) dξ.
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Ïîñòðîåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìó-
ëû ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ãðàíè÷íûõ çàäà÷.
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ÄËß ÎÁÐÀÙÅÍÈß ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Å.À. Àðøàâà

Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû,

óë. Ñóìñêàÿ, 40, Õàðüêîâ, 61002, Óêðàèíà, e-mail: elarshava@mail.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, âåêòîð-ôóíêöèè, ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû, îãðà-

íè÷åííûå îïåðàòîðû.

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ âåêòîðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå
L2
m(0, ω) âåêòîð-ôóíêöèé ìåòîäîì îïåðàòîðíûõ òîæäåñòâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì

èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [1-3].
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî L2

m(0, ω), êîòîðîå ñîñòîèò èç âåêòîð-ôóíêöèé

f⃗(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)], ∥ f⃗ ∥m=

 m∑
k=1

ω∫
0

|fk(x)|2dx

 1
2

,m = 2.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð S, êîòîðûé îãðàíè÷åí â L2
m(0, ω),

Sf⃗ =

(
∂2

∂x2
+ α

∂

∂x

) ω∫
0

S(x, t)f⃗(t)dt, α = α ̸= 0 (1)

è ìàòðè÷íûé îïåðàòîð A0 âèäà:

A0f⃗ =


1
α

t∫
0

(
1− eα(ξ−t)

)
f1(ξ)dξ

1
α

t∫
0

(
1− eα(ξ−t)

)
f2(ξ)dξ

 ,

S(x, t)-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò L2
m×m(0, ω) è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèþ [(
∂2

∂x2
+ α

∂

∂x

)
−
(
∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

)]
Sij(x, t) = 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà âèäà (1), êîòîðûé äåéñòâóåò â
L2

m(0, ω), âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

(A0S − SA∗
0)f⃗ =

ω∫
0

(
M1(x) +

1− e−αt

α
M2(x) +N1(t) +

1− e−αx

α
N2(t)

)
f⃗(t)dt,
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ãäå

M1(x) =

(
s11(x, 0) s12(x, 0)
s21(x, 0) s22(x, 0)

)
, M2(x) =

(
s′11(x, 0) s′12(x, 0)
s′21(x, 0) s′22(x, 0)

)
,

N1(t) = −
(
s11(0, t) s12(0, t)
s21(0, t) s22(0, t)

)
, N2(t) = −

(
s′11(0, t) s′12(0, t)
s′21(0, t) s′22(0, t)

)
.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè îïåðàòîð S èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé T , òî

(TA0 − A∗
0T )f⃗ =

ω∫
0

R(x, t)f⃗(t)dt, ãäå R(x, t) =
4∑

i=1

Pi(t)Qi(x), (2)

Pi, Qi - ìàòðèöû (2× 2)(i = 1, 4), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

S∗P1 = Em, S∗P2 =
1−e−αt

α
Em, S∗P3 = N∗

1 , S∗P4 = N∗
2 ,

SQ1 =M1, SQ2 =M2, SQ3 = Em, SQ4 =
1−e−αx

α
Em.

(3)

Èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Åñëè îïåðàòîð S îãðàíè÷åí âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì T è ñóùåñòâóþò
ìàòðèöû Pi, Qi(i = 1, 4), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (3), òî äëÿ îïåðàòîðà
T = S−1 âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

T f⃗ =

(
d2

dx2
+ α

d

dx

) ω∫
0

(
∂2

∂t2
− α

∂

∂t

)
Φ(x, t)f⃗(t)dt, ãäå f⃗ ∈ L2

m(0, ω),

Φ(x, t) =


−1

4
e

α
2
(x+t)

2ω+x−t∫
x+t

τ−2ω∫
x−t

e−
α
2
τR
(
τ+ξ
2
, τ−ξ

2

)
dξdτ +B(x+ t), x− t ≤ 0

−1
4
e

α
2
(x+t)

2ω−x+t∫
x+t

2ω−τ∫
x−t

e−
α
2
τR
(
τ+ξ
2
, τ−ξ

2

)
dξdτ +B(x+ t), x− t > 0,

à ìàòðèöà - ôóíêöèÿ R(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2).
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3. Àðøàâà Å.À. Îá îäíîì êëàññå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ //

Òðóäû 5-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé¿: â äâóõ òîìàõ, Ò. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç / Ìèíñê: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Áåëàðóñè, 2010. � Ñ.25-29.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ïóàññîíà-Äàðáó, â êîòîðîé ñëåäóåò îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âåñîâîé çàäà÷è Êîøè, îáåñ-

ïå÷èâàþùèå çàäàííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ è å¼ ïðîèçâîäíîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå T > 0.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü A � çàìêíóòûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñ ïëîòíîé â E îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D(A). Ïðè 0 ≤ k < 1 ðàññìîòðèì âåñîâóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó (ÝÏÄ)

u′′(t) +
k

t
u′(t) = Au(t) , t > 0 , (1)

u(0) = u0 , lim
t→0

tku′(t) = u1 . (2)

Â ðàáîòàõ [1], [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k > 0 èññëåäîâàíà
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè ñ óñëîâèÿìè

u(0) = u0 , u′(0) = 0 (3)

è äîêàçàí êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ â
òåðìèíàõ îöåíêè íîðìû äðîáíîé ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû R(λ) îïåðàòîðà A è åå ïðîèçâîä-
íûõ. Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ A, äëÿ êîòîðûõ ðàâíîìåðíî êîððåêòíà çàäà÷à Êîøè (1), (3)
îáîçíà÷èì ÷åðåç Gk, à ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé Áåññåëÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü Yk(t).

Ñëó÷àé k = 0 ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [3], [4]. Â íèõ óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî çàäà÷à (1), (3) ïðè k = 0 ðàâíîìåðíî êîððåêòíà òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì êîñèíóñ-îïåðàòîð-ôóíêöèè C(t).

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð A ∈ Gk è u0, u1 ∈ D(A). Ñîãëàñíî ðàáîòå [5], åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) áóäåò ôóíêöèÿ

u(t) = Yk(t)u0 + (1− k)−1t1−kY2−k(t)u1 . (4)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè k ≥ 1 çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé, ãðàíò � 13-01-00378 À-2013.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0 è u1 ïî
çàäàííûì ôèíàëüíûì çíà÷åíèÿì

u(T ) = u2 , u′(T ) = u3 . (5)

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (1), (5) è áóäåò ïðîñòåéøåé çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ äëÿ àáñòðàêò-
íîãî óðàâíåíèÿ ÝÏÄ (1).

Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (4) ðåøåíèå â ôèíàëüíûå óñëîâèÿ (5), ïîëó-
÷èì ñèñòåìó îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

F1(T )u0 + F2(T )u1 = u2 , (6)

F ′
1(T )u0 + F ′

2(T )u1 = u3 , (7)

ãäå F1(t) = Yk(t), F2(t) = (1− k)−1t1−kY2−k(t).
Âñå îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (6), (7), ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è êîììóòè-

ðóþùèìè äðóã ñ äðóãîì îïåðàòîðàìè. Ïîýòîìó ñèñòåìó (6), (7) ìîæíî ðåøàòü òàê æå,
êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Âàæíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò îïåðàòîðíûé îïðåäåëèòåëü
ýòîé ñèñòåìû

W (t) =

∣∣∣∣ F1(t) F2(t)
F ′
1(t) F ′

2(t)

∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ≤ k < 1 è A ∈ Gk. Òîãäà îïåðàòîðíûé îïðåäåëèòåëü W (t)

óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

W ′(t) +
k

t
W (t) = 0 (8)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
lim
t→0

tkW (t) = I (9)

è, ñëåäîâàòåëüíî, W (t) = t−kI.

� Ïóñòü u0 ∈ D(A). Òîãäà

W (t)u0 = F1(t)F
′
2(t)u0 − F ′

1(t)F2(t)u0 .

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì

W ′(t)u0 = F ′
1(t)F

′
2(t)u0 + F1(t)F

′′
2 (t)u0 − F ′′

1 (t)F2(t)u0 − F ′
1(t)F

′
2(t)u0 =

= F1(t)F
′′
2 (t)u0 − F ′′

1 (t)F2(t)u0 ,

è, ïîñêîëüêó F1(t)u0 è F2(t)u0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1), ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ëåâóþ
÷àñòü (8), áóäåì èìåòü

W ′(t)u0 +
k

t
W (t)u0 = F1(t)F

′′
2 (t)u0 − F ′′

1 (t)F2(t)u0 +
k

t
F1(t)F

′
2(t)u0 −

k

t
F ′
1(t)F2(t)u0 =

= F1(t)

(
F ′′
2 (t) +

k

t
F ′
2(t)

)
u0 −

(
F ′′
1 (t) +

k

t
F ′
1(t)

)
F2(t)u0 =
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= F1(t)F2(t)Au0 − F1(t)F2(t)Au0 = 0 .

Ïîýòîìó â ñèëó ïëîòíîñòè D(A) â E èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (8).
Ñïðàâåäëèâîñòü æå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (9) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

W (t)u0 = F1(t)F
′
2(t)u0 − F ′

1(t)F2(t)u0 =

= t−kYk(t)Y2−k(t)u0 + (1− k)−1t1−kYk(t)Y
′
2−k(t)u0 − (1− k)−1t1−kY ′

k(t)Y2−k(t)u0

è ðàâåíñòâà (ñì. [2])

Y ′
k(t)u0 =

t

k + 1
Yk+2Au0 . � (10)

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð W (T ) îáðàòèì è W−1(T ) = T k. Êðîìå òîãî, ïðè
ðåøåíèè ñèñòåìû (6), (7) ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî
(10) è ôîðìóëà ñäâèãà ïî ïàðàìåòðó äëÿ ÎÔÁ (ñì. [1])

Ym(t)u0 =
2

B(k/2 + 1/2,m/2− k/2)

∫ 1

0

(1− s2)(m−k−2)/2skYk(ts)u0 ds ,

ãäå m > k, B(a, b) � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 ≤ k < 1, A ∈ Gk, u2 ∈ D(A), u3 ∈ E. Òîãäà çàäà÷à (1), (5)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (4), ãäå

u0 =

(
Y2−k(T ) +

T 2

k2 − 4k + 3
AY4−k(T )

)
u2 −

T

1− k
Y2−k(T )u3 , (11)

u1 = T kYk(T )u3 −
T 1+k

1 + k
AY2+k(T )u2 . (12)

� Äåéñòâèòåëüíî, òàêæå êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì äâà âñïîìîãàòåëü-
íûõ ñèìâîëè÷åñêèõ îïåðàòîðíûõ îïðåäåëèòåëÿ

∆0 =

∣∣∣∣ u2 (1− k)−1T 1−kY2−k(T )
u3 T−kY2−k(T ) + (1− k)−1(3− k)−1T 2−kAY4−k(T )

∣∣∣∣ =
= T−kY2−k(T )u2 + (1− k)−1(3− k)−1T 2−kAY4−k(T )u2 − (1− k)−1T 1−kY2−k(T )u3 =

= T−k

((
Y2−k(T ) +

T 2

k2 − 4k + 3
AY4−k(T )

)
u2 −

T

1− k
Y2−k(T )u3

)
è

∆1 =

∣∣∣∣ Yk(T ) u2
(1 + k)−1TAY2+k(T ) u3

∣∣∣∣ = Yk(T )u3 −
T

1 + k
AY2+k(T )u2 =

= T−k

(
T kYk(T )u3 −

T 1+k

1 + k
AY2+k(T )u2

)
.

Óìíîæàÿ ∆0 è ∆1 íà W
−1(T ) = T k, ïîëó÷èì (11) è (12). �
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà k = 0 è A ∈ G0 ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

u(t) = C(t)u0 + S(t)u1 ,

ãäå C(t) � êîñèíóñ-îïåðàòîð-ôóíêöèÿ,

S(t) =

t∫
0

C(s) ds, u0 = C(T )u2 − S(T )u3 , u1 = C(T )u3 − S(T )Au2 .
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Abstract. The control problem of abstract Euler-Poisson-Darboux equation is under
consideration. It consists of the foundation initial conditions of weight Cauchy problem which
guarantee some given values of solution and its derivative in arbitrary point T > 0.

Êey words: abstract Euler-Poisson-Darboux equation, control problem.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Äèðèõëå, èíäåêñ äåôåêòà îïåðàòîðà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå, ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü D = {(x, y) : x2+y2 < 1} � åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â îáëàñòè
D ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

4∑
k=0

Ak
∂4u

∂xk∂y4−k
(x, y) = 0, (x, y) ∈ D, (13)

ãäå Ak � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî λj (j = 1, 2, 3, 4) � êîðíè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∑4
k=0Akλ

4−k = 0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì λ1 = λ2 ̸= λ3 = λ4,
λj ̸= ±i, ℑλj ̸= 0. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) èùåòñÿ â êëàññå C4(D)

∩
C(1,α)(D), è íà

ãðàíèöå Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Äèðèõëå

u
∣∣
Γ
= f(x, y),

∂u

∂N

∣∣
Γ
= g(x, y), (x, y) ∈ Γ. (14)

Çäåñü f è g � çàäàííûå íà Γ ôóíêöèè, ∂
∂N

� äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ âíóò-
ðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ℑλj > 0 (ℑλj < 0) ïðè j = 1, . . . , 4,
òî åñòü, åñëè óðàâíåíèå (13) íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå, òî çàäà÷à (13), (14) â êëàñ-
ñè÷åñêîé ïîñòàíîâêå (êîãäà f ∈ C(1,α)(Γ) è g ∈ C(α)(Γ)) íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ([1]).
Äëÿ íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (13) âòîðîãî ïîðÿäêà â [2] áûë óêàçàí êëàññ
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèé êîððåêòíîñòü çàäà÷è Äèðèõëå (èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ÿäðà). Ñëó÷àé ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (13) áûë ðàñ-
ñìîòðåí â [3], [4]. Íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå (13) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðè
íåêîòîðîì ðàñïîëîæåíèè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áûëî ðàññìîòðåíî â
[5]. Â ïðåäëàãàåìîì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äâóêðàòíûõ êîðíåé (êîòîðûé
íå áûë ðàññìîòðåí â [5]), ïðè÷åì ñëåäóåò îòìåòèòü ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ñëó÷àÿ ïðàâèëüíî è íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîð-
ìóëèðîâêàì.

Ïóñòü ℑλ1 > 0 > ℑλ3 (ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå (13)). Îáîçíà÷èì µ =
i−λ1

i+λ1
, ν = i+λ3

i−λ3
, z = µν (çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ |z| < 1),

P2k−4(z) =
k−3∑
j=0

C3
j+3z

j + C3
k+1z

k−2 +
k−3∑
j=0

C3
j+3z

2k−j−4, k = 3, 4, . . . . (15)
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Òåîðåìà 1. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (13), (14) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî K ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèé. Ýòî ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó íîìåðîâ kj > 2, äëÿ êîòîðûõ P2kj−4(z) = 0.

Ïóñòü f ∈ C(1,α)(Γ) è g ∈ C(α)(Γ), òîãäà íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à (13), (14)èìååò ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò K ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
óñëîâèÿì.

Ïóñòü ℑλ1 ≥ ℑλ3 > 0 (íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå (13)). Îáîçíà÷èì µ =
i− λ1
i+ λ1

, ν =
i− λ3
i+ λ3

, ïðåäïîëîæèì, ÷òî |µ| ≤ |ν|. Ïóñòü ζ = µν−1 è B(m,α)(r) � ìíîæåñòâî

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè r < |z| < 1, êîòîðûå âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî
ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà â çàìêíóòîì êîëüöå r ≤
|z| ≤ 1.

Òåîðåìà 2. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (13), (14) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî K ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèé. Ýòî ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó íîìåðîâ kj > 2, äëÿ êîòîðûõ P2kj−4(ζ) = 0

(P2k−4 îïðåäåëÿåòñÿ â (15)). Ïóñòü f ∈ B(2,α)(|ν|) è g ∈ B(1,α)(|ν|), òîãäà íåîäíîðîäíàÿ
çàäà÷à (13), (14)èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè f è g óäîâëåòâî-
ðÿþò K ëèíåéíî íåçàâèñèìûì óñëîâèÿì.

Çàìå÷àíèå. Ïðè k = 3 ìíîãî÷ëåí (15) P2 èìååò âèä P2(z) = z2 + 4z + 1 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èìååò êîðåíü z =

√
3− 2, êîòîðûé ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Ïîýòîìó ïðè

µ = (
√
3− 2)ν−1 (ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå) èëè µ = (

√
3− 2)ν (íåïðàâèëüíî

ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå) îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (13), (14) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
(â äàííîì ñëó÷àå ýòî ôóíêöèÿ (1 − zz̄)2). Òàêèì îáðàçîì, äåôåêòíîå ÷èñëî K ìîæåò
áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ k
ìíîãî÷ëåíû (15) èìåþò ðàçëè÷íûå íóëè â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ÷èñëî K ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: íîëü èëè åäèíèöà, îäíàêî
ýòî óòâåðæäåíèå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå.
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Àííîòàöèÿ. Íà ìíîãîîáðàçèè ñ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (φ, ξ⃗, η, g,X,D) îïðå-
äåëÿåòñÿ è èññëåäóåòñÿ φ-ñâÿçíîñòü. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ φ-ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ
àäàïòèðîâàííîé ê êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü, òåí-

çîð êðèâèçíû Ñõîóòåíà, φ-ñâÿçíîñòü.

1. Ââåäåíèå. Ïîíÿòèÿ N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè è N -ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè
ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ââåäåíû â ðàáîòàõ [1,2]. Ñâÿçíîñòè Òàíàêà-
Âåáñòåðà è Ñõîóòåíà-âàí Êàìïåíà [3,4] ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè N -ñâÿçíîñòè.
Â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ N -ñâÿçíîñòè ëåæàò âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü [5,6] è ýíäîìîðôèçì
N : D → D ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Âûáèðàÿ ýíäî-
ìîðôèçì N , ìû ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
îñòàíàâëèâàåìñÿ íà èçó÷åíèè ñëó÷àÿ N = φ.

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n = 2m+1, ΓTX � C∞(X)-
ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà X. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ, òåíçîðíûå ïîëÿ è äðóãèå
ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè êëàññà C∞. Ðàññìîòðèì íà X ïî÷òè
êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (φ, ξ⃗, η, g) [5], ãäå φ � òåíçîð òèïà (1,1), íàçûâàåìûé

ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì, ξ⃗ è η � âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî,
ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è êîíòàêòíîé ôîðìîé, g � (ïñåâäî) ðèìàíîâà ìåòðèêà. Êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð Ω(x⃗, y⃗) = g(x⃗, φy⃗), x⃗, y⃗ ∈ ΓTX, íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìîé ñòðóêòóðû. Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Â ñëó÷àå,
êîãäà Ω = dη, ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíîé ìåòðè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ïóñòü D � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîðàçìåðíîñòè 1, îïðåäåëÿåìîå
ôîðìîé η, D⊥ = span(ξ⃗) åãî îñíàùåíèå: TX = D⊕D⊥. Åñëè îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω = dη

íà ðàñïðåäåëåíèè D äàåò íåâûðîæäåííóþ ôîðìó, òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ξ⃗ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé η(ξ⃗) = 1, kerω = span(ξ⃗) è íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì Ðèáà. Áóäåì
íàçûâàòü D ðàñïðåäåëåíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àäàïòèðîâàííûå êîîðäèíàòû.
Êàðòó K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n) (a, b, c, e = 1, ..., n − 1) ìíîãîîáðàçèÿ X áóäåì íàçûâàòü

àäàïòèðîâàííîé ê ðàñïðåäåëåíèþ D, åñëè ∂n = ξ⃗ [5]. Ïóñòü P : TX → D � ïðîåêòîð,
îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TX = D ⊕D⊥, è K(xα) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà. Âåêòîð-
íûå ïîëÿ P (∂a) = e⃗a = ∂a − Γn

a∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé êàðòû ïîðîæäàþò ñèñòåìó D: D = span(e⃗a). Íà ìíîãîîáðàçèè X, òàêèì
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îáðàçîì, îïðåäåëåíû íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ (e⃗a, ∂n) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîëå
êîáàçèñîâ (dxa,Θn = dxn + Γn

adx
a). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî [e⃗ae⃗b] = 2ωba∂n.

Àäàïòèðîâàííûì áóäåì íàçûâàòü òàêæå áàçèñ e⃗a = ∂a−Γn
a∂n, êàê áàçèñ, îïðåäåëÿåìûé

àäàïòèðîâàííîé êàðòîé. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∂nΓ
n
a = 0. Ïóñòü K(xα)

è K ′(xα
′
)-àäàïòèðîâàííûå êàðòû, òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîîðäèíàò: xa = xa(xa
′
), xn = xn

′
+ xn(xa

′
).

Òåíçîðíîå ïîëå t òèïà (p, q), çàäàííîå íà ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðà-
çèè, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì (ê ðàñïðåäåëåíèþ D), åñëè t îáðàùàåòñÿ â íóëü êàæäûé

ðàç, êîãäà ñðåäè åãî àðãóìåíòîâ âñòðå÷àþòñÿ ξ⃗ èëè η. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
äîïóñòèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ â àäàïòèðîâàííîé êàðòå èìååò âèä:

t = t
a1...ap
b1...bq

e⃗a1 ⊗ ...⊗ e⃗ap ⊗ dxb1 ⊗ ...⊗ dxbq .

Ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò äîïóñòèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíà-
òàõ ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó çàêîíó:

tab = Aa
a′A

b′

b t
a′

b′ ,

ãäå Aa
a′ = ∂xa/∂xa

′
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äîïóñòèìûå òåíçîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè
hx⃗ = 1

2
(Lξ⃗φ)(x⃗), C(x⃗, y⃗) = 1

2
(Lξ⃗g)(x⃗, y⃗), g(Cx⃗, y⃗) = C(x⃗, y⃗), g(x⃗, ψy⃗) = ω(x⃗, y⃗), Lx⃗ =

Cx⃗ − ψx⃗, x⃗, y⃗ ∈ ΓTX. Â ñëó÷àå êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ýíäîìîðôèçì
ψ ñîâïàäàåò ñ ýíäîìîðôèçìîì φ. Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì: hab =

1
2
∂nφ

a
b ,

Cab =
1
2
∂ngab, C

a
b = gdaCdb, ψ

b
a = gdaωda. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ñâÿçíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà òåíçîðà g: ∇̃, Γ̃α
βγ .

Òåîðåìà 1 [7]. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä: Γ̃c

ab = Γc
ab, Γ̃

n
ab = ωba−Cab,

Γ̃b
an = Γ̃b

na = Cb
a − ψb

a, Γ̃
n
na = 0, Γ̃a

nn = 0, ãäå Γa
bc =

1
2
gad(e⃗bgcd + e⃗cgbd − e⃗dgbc).

Ïîä âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé [5] ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå ∇ : ΓD × ΓD → ΓD, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ∇f1x⃗+f2y⃗ = f1∇x⃗ + f2∇y⃗ ;

2) ∇x⃗fy⃗ = f∇x⃗y⃗ + (x⃗f)y⃗ ,

ãäå ΓD � ìîäóëü äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
îïðåäåëÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ∇e⃗a e⃗b = Γc

abe⃗c. Êðó÷åíèå âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
S ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì S(x⃗, y⃗) = ∇x⃗y⃗ −∇y⃗x⃗− P [x⃗, y⃗]. Òàêèì îáðàçîì, â
àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ìû èìååì Sc

ab = Γc
ab − Γc

ba.
Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà êðó÷åíèÿ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè óêàçûâàåò íà

öåëåñîîáðàçíîñòü íàçûâàòü âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì ñèììåòðè÷íîé
ñâÿçíîñòüþ. Äåéñòâèå âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîë-
æàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå òåíçîðíûå ïîëÿ. Åñëè êðó÷åíèå âíóòðåííåé ñâÿç-
íîñòè ðàâíî íóëþ è ∇g = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâÿçíîñòü áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé
ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ.
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Âíóòðåííÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà çàäàíèåì ãîðèçîíòàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (D, π,X). Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî íàä ðàñïðåäåëåíèåì D çàäàíà ñâÿçíîñòü, åñëè ðàñïðåäåëåíèå D̃ = π−1
∗ (D), ãäå π :

D → X - åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âèäà D̃ = HD ⊕ V D,
ãäå V D - âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå D.

Ââåäåì íà D ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
àäàïòèðîâàííîé êàðòå K(xα) íà ìíîãîîáðàçèè X ñâåðõêàðòó K̃(xα, xn+a) íà ìíîãîîáðà-
çèè D, ãäå xn+a � êîîðäèíàòû äîïóñòèìîãî âåêòîðà â áàçèñå e⃗a = ∂a − Γn

a∂n. Ïîñòðîåí-
íóþ ñâåðõêàðòó òàêæå áóäåì íàçûâàòü àäàïòèðîâàííîé. Çàäàíèå ñâÿçíîñòè íàä ðàñïðå-
äåëåíèåì ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îáúåêòà Ga

b (x
a, xn+a) òàêîãî, ÷òî HD = Span(ε⃗a), ãäå

ε⃗a = ∂a−Γn
a∂n−Gb

a∂n+b. Â ñëó÷àå, êîãäàGa
b (x

a, xn+a) = Γa
bc(x

a)xn+c, ñâÿçíîñòü íàä ðàñïðå-
äåëåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïóñòü ∇ � âíóòðåííÿÿ ëèíåé-
íàÿ ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ãîðèçîíòàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì HD, è N : D → D - ïîëå
äîïóñòèìîãî òåíçîðà òèïà (1,1).N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ íàçûâàåòñÿ [1,2] ñâÿçíîñòü

â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (D, π,X), îïðåäåëÿåìóþ ðàçëîæåíèåì TD = H̃D⊕ V D, òàêóþ,

÷òî H̃D = HD⊕Span(u⃗), ãäå u⃗x⃗ = ε⃗−(Nx⃗)v, ε⃗ = ∂n, x⃗ ∈ D, (Nx⃗)v � âåðòèêàëüíûé ëèôò.
Îòíîñèòåëüíî áàçèñà (ε⃗a, ∂n, ∂n+a) ïîëå u⃗ ïîëó÷àåò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå: u⃗ = ∂n −Na

b x
n+b∂n+a.

Êðó÷åíèåì N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèå èñõîäíîé âíóòðåííåé
ñâÿçíîñòè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíî-
ñòè: ∇N = (∇, N) ãäå ∇ � âíóòðåííÿÿ ñâÿçíîñòü. N -ïðîäîëæåííóþ ñâÿçíîñòü íàçîâåì
ìåòðè÷åñêîé, åñëè∇ � âíóòðåííÿÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü è âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ∇N

ξ⃗
gab = ∂ngab −N c

agcb −N c
b gac = 0.

Äîïóñòèìîå òåíçîðíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì R(x⃗, y⃗)z⃗ = ∇x⃗∇y⃗z⃗−∇y⃗∇x⃗z⃗−
∇P [x⃗,y⃗]z⃗ − P [Q[x⃗, y⃗], z⃗], ãäå Q = 1 − P , íàçâàíî Âàãíåðîì [8] òåíçîðîì êðèâèçíû Ñõî-
óòåíà. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà Ñõîóòåíà â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä: Rd

abc = 2e⃗[aΓ
d
b]c+2Γd

[a|e|Γ
e
b]c. Òåíçîð êðèâèçíû Ñõîóòåíà âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå

àëüòåðíèðîâàíèÿ âòîðûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ: 2∇[a∇b]v
c = Rc

abev
e + 4ωba∂nv

c.
Â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå D íå ñîäåðæèò èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ðàç-

ìåðíîñòè n − 2, îáðàùåíèå â íóëü òåíçîðà êðèâèçíû Ñõîóòåíà ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âäîëü äîïóñòèìûõ êðèâûõ íå çàâèñèò îò
ïóòè ïåðåíîñà [8]. Íàçîâåì òåíçîð Ñõîóòåíà òåíçîðîì êðèâèçíû ðàñïðåäåëåíèÿD, à ðàñ-
ïðåäåëåíèå D, â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ â íóëü òåíçîðà Ñõîóòåíà, - ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîé
êðèâèçíû.

Âåêòîðíûå ïîëÿ (ε⃗a = ∂a−Γn
a∂n−Γb

acx
n+c∂n+b, u⃗ = ∂n−Γa

n∂n+a, ∂n+a), îïðåäåëÿþò íàD
íåãîëîíîìíîå (àäàïòèðîâàííîå) ïîëå áàçèñîâ, à ôîðìû (dxa,Θn = dxn + Γn

adx
a,Θn+a =

dxn+a +Γa
bcx

n+cdxb +Na
b x

n+bdxn) - ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå êîáàçèñîâ. Ïðîâîäÿ íåîáõîäè-
ìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ:

[ε⃗a, ε⃗b] = 2ωbau⃗+ xn+d(2ωbaN
c
d +Rc

bad)∂n+c , (1)

[ε⃗a, u⃗] = xn+d(∂nΓ
c
ad −∇aN

c
d)∂n+c , (2)

[ε⃗a, ∂n+b] = Γc
ab∂n+c ,
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[u⃗, ∂n+a] = N c
a∂n+c .

Èç (1), (2) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû N -ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè:

K(x⃗, y⃗)z⃗ = 2ω(x⃗, y⃗)Nz⃗ +R(x⃗, y⃗)z⃗ , (3)

K(ξ⃗, x⃗)y⃗ = P (x⃗, y⃗)− (∇x⃗N)y⃗ ,

ãäå x⃗, y⃗, z⃗ ∈ ΓD.
Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ∇ ñ êîìïîíåíòàìè Gα

βγ ñîîòâåòñòâóåò N -
ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè ∇N , åñëè â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ âñå êîìïîíåíòû Gα

βγ

ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì Ga
bc = Γa

bc, G
a
nc = Na

c .
Áåæàíêó [9] îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü ∇B íà ìíîãîîáðàçèè Ñàñàêè ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóëû ∇B
x⃗ = ∇̃x⃗y⃗ − η(x⃗)∇̃y⃗ ξ⃗ − η(y⃗)∇̃x⃗ξ⃗ + (ω + c)(x⃗, y⃗)ξ⃗. Â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäè-

íàòàõ îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè ΓBα
βγ ñâÿçíîñòè ∇B ÿâëÿþòñÿ ΓBa

bc = Γa
bc =

1
2
gad(e⃗bgcd + e⃗cgbd − e⃗dgbc). Òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè Áåæàíêó ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì
êðèâèçíû Ñõîóòåíà. Ïîñòðîåííàÿ Áåæàíêó ñâÿçíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ìåò-
ðè÷åñêîé. Òàê êàê ∇B

n gab = ∂ngab, òî ìåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè Áåæàíêó ýêâèâàëåíòíà (ïî-
÷òè) K-êîíòàêòíîñòè ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Îïðåäåëèì íà ìíîãî-
îáðàçèè ñ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé êëàññè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü ∇φ ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâà ∇φ

x⃗ y⃗ = ∇B
x⃗ y⃗+η(x⃗)φy⃗. Íàçîâåì ââåäåííóþ ñâÿçíîñòü φ-ñâÿçíîñòüþ. Îòëè÷íû-

ìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè φ-ñâÿçíîñòè áóäóò ΓNa
bc = Γa

bc = 1
2
gad(e⃗bgcd + e⃗cgbd − e⃗dgbc),

ΓNa
nc = φa

c . Òàêèì îáðàçîì, φ-ñâÿçíîñòü ñîîòâåòñòâóåò φ-ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòè ñ
âíóòðåííåé ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ. Òåíçîðû êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû φ-
ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè S(x⃗, y⃗) = 2ω(x⃗, y⃗)ξ⃗ + η(x⃗)φy⃗ − η(y⃗)φx⃗, K(x⃗, y⃗)z⃗ =
2ω(x⃗, y⃗)φz⃗ +R(x⃗, y⃗)z⃗ + η(x⃗)(P (y⃗, z⃗)− (∇P y⃗φ)z⃗)− η(y⃗)(P (x⃗, z⃗)− (∇P x⃗φ)z⃗), x⃗, y⃗, z⃗ ∈ ΓTX
(ñì. (2) (3)).

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ φ-ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ àäàïòèðîâàííîé ê êîíòàêò-
íîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå. Ïðîâåäåì äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ. Ðàâåí-
ñòâî ∇φg = 0 ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåì äâóì ðàâåíñòâàì, çàïèñàííûì â àäàïòèðîâàí-
íûõ êîîðäèíàòàõ: ∇φ

agbc = 0, ∇φ
ngbc = 0. Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ â ñè-

ëó ìåòðè÷íîñòè èñõîäíîé âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè. Âòîðîå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå:
∇φ

ngbc = ∂ngbc − φa
bgac − φa

cgba = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
∇φ

ngbc = ∂ngbc = 0. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâî ∇φ
vφ = 0 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâî ∂nφ

b
a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. φ-ñâÿçíîñòü, çàäàííàÿ íà êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, àäàï-
òèðîâàíà ê êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ K-êîíòàêòíûì.
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THE GEOMETRY OF THE CONTACT METRIC SPACES φ-CONNECTION

A.V. Bukusheva
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Astrakhanskaya St., Saratov, Russia, e-mail: bukusheva@list.ru

Abstract. The φ-connectedness is de�ned on the manifold possessed the contact metric
structure (φ, ξ⃗, η, g,X,D) which is studied. The su�cient conditions when such a connectedness
is adapted with contact metric structure.

Key words: almost contact metric structure, interior connection, Schouten curvature tensor,

φ-connection.
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ïð. Ïàòðèîòîâ, 53, Âîðîíåæ, 394065, Ðîññèÿ, e-mail: grapes1@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, èíòåðïîëÿöèîííûå ðàçëîæåíèÿ, ðÿäû Ôóðüå,

ðàñïðåäåëåíèå Ëîðåíöà.

Â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè èìååòñÿ øèðîêèé êðóã çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê
íåîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Íåîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåñüìà õàðàêòåðíû äëÿ çàäà÷
àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ è ñïåêòðîâ. Â îáùåì âèäå ýòè çàäà÷è ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü êàê âûäåëåíèå îòäåëüíûõ êîìïîíåíò â èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ øèðîêóþ ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷èëè ìåòîäû òåîðèè âñïëåñêîâ, êîòîðûå èçíà÷àëü-
íî ñòðîÿòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Îäíàêî, çà÷àñòóþ è êîíêðåòíûé òèï âñïëåñêà, è åãî ïà-
ðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêè, íà îñíîâå áîëüøîãî ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Êðîìå òîãî, ïðÿìîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò, êàê ïðàâèëî, íå êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðè îòäåëüíûõ âñïëåñêàõ, à ëèøü íåêîòîðûå èõ êîìáèíàöèè.
Òàêæå, âîïðåêè ðàñïðîñòðàíåííîìó ìíåíèþ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé îðãàíè-
çàöèè âû÷èñëåíèé, ìíîãèå ñòàíäàðòíûå ìåòîäû íè÷óòü íå óñòóïàþò âñïëåñêîâûì.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñðåäè ïîëó÷èâøèõ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäîâ ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèé ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ñäâèãàìè íåêî-
òîðîé öåëîé ôóíêöèè w(z) âèäà

∞∑
k=−∞

fk w(akz) ,

ãäå fk � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, à ak � íàáîð ïàðàìåòðîâ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñäâè-
ãîâ, à òàêæå àïïðîêñèìàöèè àääèòèâíûìè ñäâèãàìè íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè w(z)
âèäà

∞∑
k=−∞

fk w(z − k).

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå è èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ñäâèãàì � ýòî ðÿäû Ôóðüå, ðÿäû Áåññåëÿ-Êàïòåéíà. Åù¼ áîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ðàçëî-
æåíèÿ ïî àääèòèâíûì ñäâèãàì ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïëåñêîâ, ñïëàéíîâ, ôóíêöèé Ðâà÷¼-
âûõ, êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò (ôóíêöèé Ãàóññà).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè àíàëèçå ñïåêòðîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå
èññëåäóåìîãî ñèãíàëà ïî êîìïîíåíòàì çàäàííîãî âèäà, ïîëó÷åííûì èç êàêèõ-ëèáî òåî-
ðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. È åñëè äëÿ ðàáîòû ñ ãàóññîâûìè ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóþò ðàç-
ðàáîòàííûå ìåòîäû [1-4], òî â ñëó÷àå ôóíêöèè Ëîðåíöà èëè ðàñïðåäåëåíèé Êîøè òàêèå
ìåòîäû òîëüêî íàõîäÿòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïî öå-
ëî÷èñëåííûì ñäâèãàì îáîáù¼ííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè (Ëîðåíöà) âèäà

∞∑
k=−∞

fk
a

b+ (x− k)c
,

ãäå a, b, c � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è â ÿâíîì âèäå íóæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ fk, à ýòè êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ óçëîâîé ôóíêöèè
Ga,b,c(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Ga,b,c(0) = 1, Ga,b,c(m) = 0, m ∈ Z, m ̸= 0.

Äëÿ óêàçàííîãî ìåòîäà èíòåðïîëÿöèè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà c ≥ 2 âûâåäåíà
ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ óçëîâîé ôóíêöèè, ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå
çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé c = 2 áûë èññëåäîâàí Ë.À. Ìèíèíûì è Å.À. Êèñåë¼âûì. Èìè
áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå

Gs,s2,2(x) =
∞∑

k=−∞

gk exp(ikx) ,

è íàéäåíà ÿâíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

gk =
(−1)k sh(πs)

π2

π∫
0

cos(kx) dx

ch(sx)
.

Â íàøåé ðàáîòå ïîëó÷åíî â òîì ÷èñëå îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ c > 2.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à î ÷èñëå Nn ðàçëè÷íûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ íàä
ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èç n çàíóìåðîâàííûõ âåðøèí. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Nn, n ∈ N.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, àëãåáðà

ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé, ñâÿçíûé ãðàô.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåîðèåíòèðîâàííûé êîíå÷íûé ïðîñòîé ãðàô (ò.å. ãðàô
ñ îäíèì òèïîì âåðøèí è íåêðàòíûõ ðåáåð è íå èìåþùèé ïåòåëü) ñ íóìåðîâàííûìè
âåðøèíàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé ⟨V,Σ⟩, â êîòîðîé V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè è Σ ⊂ V (2), V (2) � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ýëåìåíòîâ èç V .
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Σ íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà. Òàêîå îïðåäåëåíèå ïðåäïîëàãàåò,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ⟨V,Σ⟩ ëþáàÿ áèåêöèÿ (îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåí-
íîé) ìíîæåñòâà V íà ñåáÿ, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñìåæíîñòè Σ
â ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè, îòëè÷íîå îò Σ, ïðèâîäèò ê ãðàôó, íå ñîâïàäàþùåìó ñ ⟨V,Σ⟩.
Ïðè ýòîì ãðàôû ðàçëè÷íû, êîãäà îíè èìåþò ðàçíûå ìàòðèöû ñìåæíîñòè, à íå òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíè òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íû, òî åñòü èõ ìàòðèöû ñìåæíîñòè íå ìîãóò
ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ. Èçó÷åíèå òà-
êîãî ðîäà ãðàôîâ îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëîæåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà
â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì [1].

Ìíîæåñòâî Σ ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå ñìåæíîñòè íà V , íà îñíîâå êîòîðîãî
ââîäèòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè íà V . À èìåííî, ïàðà {x, y} ⊂ V îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ñâÿçíàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨x, x1, x2, ..., xn−1, y⟩ âåðøèí èç V
òàêàÿ, ÷òî {xj, xj+1} ∈ Σ, j = 0, 1, ..., n− 1, x0 = x, xn = y. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
çûâàåòñÿ ïóòåì íà ãðàôå ⟨V,Σ⟩. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé íà ýòîì ãðàôå
äîïîëíèòü òðèâèàëüíûìè ïóòÿìè ⟨x, x⟩, x ∈ V , òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå îòíîøå-
íèå ñâÿçíîñòè ñòàíîâèòñÿ ðåôëåêñèâíûì. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè, ñîãëàñíî îñíîâíîìó ñâîéñòâó
îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé âåðøèí. Êàæäîå òàêîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî V ′, âìåñòå ñî âñåìè
ðåáðàìè, êîòîðûå îáðàçîâàíû ïàðàìè {x′, y′} âåðøèí èç V ′ òàêèìè, ÷òî {x′, y′} ∈ Σ ñî-
ñòàâëÿåò îòäåëüíûé ãðàô. Îí íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé èñõîäíîãî ãðàôà. Ãðàô
⟨V,Σ⟩ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ó íåãî, ïðè óêàçàííîì ðàçáèåíèè, èìååòñÿ òîëüêî îäíî
ïîäìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü îí ñîñòîèò èç îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.
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Ïîñòàâèì êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ÷èñëà Nn âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷-
íûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ, òî åñòü îòëè÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâàìè ñìåæíîñòè, êîòîðûå ìîæíî
ïîñòðîèòü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå V , |V | = n âåðøèí. Ïîÿñíèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä
÷èñëîì Nn, âû÷èñëåíèåì åãî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð: Îïðåäåëèì íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Nn. Íà÷èíàÿ ñ n = 4 ïåðåáîð
âñåõ âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ äåðåâüåâ ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî ðóòèííûì.

1. Ïðè n = 1, V = {1} èìååòñÿ òîëüêî îäèí ãðàô ⟨{1},∅⟩, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîé
âåðøèíû 1. Îí æå, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

2. Ïðè n = 2, V = {1, 2} èìååòñÿ äâà ãðàôà è îäèí èç íèõ ñâÿçíûé ⟨V = {1, 2},Σ =
{{1, 2}}⟩. Ñëåäîâàòåëüíî, N2 = 1.

3. Ïðè n = 3, V = {1, 2, 3} èìååòñÿ ÷åòûðå ñâÿçíûõ ãðàôà, ñîîòâåòñòâåííî, ñî
ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè ñìåæíîñòè: Σ = {{1, 2}, {2, 3}}, Σ = {{1, 2}, {1, 3}}, Σ =
{{1, 3}, {2, 3}}, Σ = {{1, 3}, {2, 3}, {1, 2}}. Âñå îíè ðàçëè÷íû â ñìûñëå äàííîãî âûøå
îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, N3 = 4.

4. Ïðè n = 4, V = {1, 2, 3, 4}. Ñðåäè ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè èìååòñÿ
16 ðàçëè÷íûõ äðåâåñíûõ ãðàôîâ (ñì. [2]) è ñâÿçíûå ãðàôû ñîäåðæàùèå, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, îäèí öèêë. Ïîñëåäíèå íåäðåâåñíûå ãðàôû ðàçîáúåì íà ãðóïïû ñîãëàñíî ðàçëè÷íîìó
òîïîëîãè÷åñêîìó òèïó áåç ó÷åòà íóìåðàöèè âåðøèí. Òàêèõ ãðóïï ÷åòûðå. Êàæäóþ èç
íèõ îïèøåì ìíîæåñòâîì ñìåæíîñòè, èç êîòîðîãî âñå îñòàëüíûå ìíîæåñòâà ñìåæíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ãðàôîâ ïîëó÷àþòñÿ ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêîé âåðøèí. Äëÿ
êàæäîé ãðóïïû óêàæåì ÷èñëî ãðàôîâ, èìåþùèõñÿ â íåé, êîòîðîå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ
íà îñíîâå êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé.

Ïåðâóþ ãðóïïó ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè Σ = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}{3, 4}}
è â ýòîé ãðóïïå èìååòñÿ 12 ãðàôîâ. Âòîðóþ ãðóïïó ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè
Σ = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}} è â ýòîé ãðóïïå èìååòñÿ 3 ãðàôà. Äàëåå, òðåòüþ ãðóï-
ïó ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè Σ = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, {2, 3}}, â êîòî-
ðîé èìååòñÿ 6 ãðàôîâ. Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ñîäåðæèò îäèí ãðàô ñ ìíîæåñòâîì
ñìåæíîñòè Σ = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, {1, 3}, {2, 4}}. Íà îñíîâå òàêîãî ïåðå÷èñëå-
íèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååòñÿ 22 ñâÿçíûõ íåäðåâåñíûõ ãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòå ñ
äðåâåñíûìè ãðàôàìè, ïîëó÷àåì, ÷òî N4 = 38.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäñòàâèì àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÷èñëà Nn, íå èñïîëüçóþùåãî
ïðÿìîé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

2. Ìåòîä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà âû÷èñëåíèè
âñïîìîãàòåëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

F (z, ε) =
∞∑
n=0

zn

n!
Nn(ε) , (1)

ãäå ôóíêöèÿ Nn(ε) òàêîâà, ÷òî Nn(1) = Nn è ðÿä ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ε. Ïðè ýòîì

Nn(ε) =

(
dn

dzn
F (z, ε)

)
z=0

. (2)
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Îïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Nn(ε), ïðè êîòîðîì áóäåò èñïîëüçîâàíà òåõíèêà, ðàçðà-
áîòàííàÿ íàìè â [3]. Ðàâíûì îáðàçîì ýòà òåõíèêà áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè âû÷èñëåíèè
F (z, ε).

Ïóñòü In = {1, 2, ..., n} � ñòàíäàðòíîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå
âñåãî, ÷òî ÷èñëî Mn âñåõ ãðàôîâ (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûõ) íàä ìíîæåñòâîì In ðàâíî
2n(n−1)/2. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îòíîøåíèè ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè âåðøèíàìè ñ íîìå-
ðàìè i è j èìååòñÿ òîëüêî äâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿ: åñòü ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî, èëè
îíî îòñóòñòâóåò. Ìàêñèìàëüíîå æå ÷èñëî ðåáåð, êîòîðûìè ìîæíî ñîåäèíèòü n âåðøèí,
ðàâíî n(n− 1)/2. Åñëè äëÿ êàæäîãî ãðàôà (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîãî) íàä ìíîæåñòâîì
âåðøèí, îòìå÷åííûõ ìåòêàìè èç In, ââåñòè ïåðåìåííûå σij, ðàâíûå 1, åñëè â ýòîì ãðàôå
èìååòñÿ ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè ñ íîìåðàìè i è j è � 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ëþáîé
ãðàô îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé σij, i, j = 1÷ n. Òîãäà ÷èñëî âñåõ ãðàôîâ ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåõ óêàçàííûõ ôóíêöèé, êîòîðîå, êàê ðàç, ðàâíî óêàçàííîìó âûøå
çíà÷åíèþ.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨φ(In; εij);n ∈ N⟩ ñ ýëåìåíòàìè

φ(In; εij) ≡
∏
{i,j}

(1 + εij) , (3)

ãäå εij, i, j = 1÷ n ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî ðàçëîæåíèåì ìíîæåñòâà In íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåïó-

ñòûõ ìíîæåñòâ ωj, j = 1 ÷ s, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ è
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò äèçúþíêòèâíîå ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà In,

s∪
l=1

ωl = In , ωj ∩ ωk ̸= ∅ , j ̸= k , j, k = 1÷ s ,

ãäå s � ìîùíîñòü ðàçëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, îáðàòèìñÿ ê ñïåöèàëüíîé àëãåáðå, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé íàìè áûëè ðåøåíû [2, 3] êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ãðàôàìè íà ìíî-
æåñòâîì íóìåðîâàííûõ âåðøèí. À èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ = ⟨φ(In; εij);n ∈ N+⟩
ñ φ(∅) = 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò èäåàëà A0 êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ⟨υm;m ∈ N+⟩ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé υm, îïðåäåëåííûõ è èçìå-
ðèìûõ íà [0, 1]m ñî çíà÷åíèÿìè â R, υm(Xm) ≡ υm(x1, x2, ..., xm), Xm = ⟨x1, x2, ..., xm⟩.
Ïðè m = 0 ýëåìåíòû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëàãàþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ëèíåéíûå
îïåðàöèè â ýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê ëèíåéíûå îïåðàöèè ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïðîèçâåäåíèå ∗ â ýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ïàðû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Υ(1) = ⟨υ(1)m ;m ∈ N+⟩ è Υ(2) = ⟨υ(2)m ;m ∈ N+⟩ íà îñíîâå ôîðìó-
ëû (ñì. [2])

(Υ(1) ∗Υ(2))n(X(In)) =
∑
ω⊂In

υ
(1)
|ω| (X(ω))υ

(2)
|In\ω|(X(In \ ω)) ,

â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X(ω) = ⟨xi1 , xi2 , ..., xis⟩ äëÿ êàæäîãî
ω = {i1, i2, ..., is} ⊂ In è |ω| = s � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ω.

Åäèíèöåé àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨1, 0, 0, ...⟩. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëü-
íûé èäåàë A0 ýòîé àëãåáðû ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Υ ôóíêöèé ñ υ0 = 0. Äëÿ
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ýëåìåíòîâ Υ èç A0 èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ñì., íàïðèìåð, [1],[3])[
exp∗ Υ

]
n
(X(In)) =

∞∑
m=0

1

m!

[
Υm

∗

]
n
(X(In)) =

∑
Ω

∏
ω∈Ω

υ|ω|(X(ω)) , (4)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì ìíîæåñòâà In.
Ïðîèçâîäÿ ïåðåìíîæåíèå âñåõ ñêîáîê â îïðåäåëåíèè (3), ïîëó÷èì (ñì. ïî ýòîìó

ïîâîäó [1]), ÷òî
φ(In; εij) = (exp∗Ψ)(In) , (5)

ãäå Ψ = ⟨ψ(In);n ∈ N+⟩ è
ψ(In;φij) =

∑
Φn

∏
{i,j}∈Φn

εij , (6)

à ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ñâÿçíûì ãðàôàì íàä In ñ îòíîøåíèåì ñâÿçíîñòè
Φn. Â ÷àñòíîñòè, åñëè εij = 1, òî ψn = Nn.

Ïîëîæèì, òåïåðü, εij = ε è îïðåäåëèì ôóíêöèþ Nn(ε) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(In; ε) ≡
∑
Φn

εl(Φn) ≡ Nn(ε) , Nn(1) = Nn , (7)

ãäå l(Φn) � ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå ⟨In,Φn⟩. Ïðè ýòîì æå óñëîâèè

φ(In; ε) = (1 + ε)n(n−1)/2 ≡Mn(ε) .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Mn(ε) è Nn(ε) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà ε.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (1) íàïîìíèì (ñì.[3]), ÷òî åñëè çíà÷åíèå

ëèíåéíîé ôîðìû L(z; ·) íà àëãåáðå A, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà z ∈ C, íà êàæäîì ýëå-
ìåíòå Υ ∈ A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

L(z; Υ) =
∞∑
n=0

zn

n!

∫
[0,1]n

υn(Xn)dXn , (8)

ãäå dXn = dx1dx2...dxn � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]n, òî ýòà ôîðìà ìóëüòèïëèêàòèâíà è åå
çíà÷åíèÿ çàâåäîìî êîíå÷íû â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Υ ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ ⟨Υ(1),Υ(2)⟩ ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûìè ýëåìåíòàìè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [2, 3])

L(z; Υ(1) ∗Υ(2)) = L(z; Υ(1))L(z; Υ(2)) . (9)

Ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôîðìû L(z; ·) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

L
(
z; exp∗Υ

)
= exp

(
L(z; Υ)

)
, (10)

èìåþùàÿ ìåñòî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Υ ∈ A0.
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Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Υ = Ψ. Òîãäà, ñîãëàñíî (5),

L = (z; Φ) = L
(
z; exp∗ Ψ

)
= exp

(
L(z; Υ)

)
.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

[
L(z; Φ)

]
εij=ε

=
∞∑
n=0

zn

n!
Mn(ε) = exp

[
L(z; Ψ)

]
εij=ε

=

= exp
∞∑
n=1

zn

n!
Nn(ε) = expF (z, ε) , (11)

êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ⟨Mn(ε);n ∈ N⟩ è
⟨Nn(ε);n ∈ N⟩.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä â ëåâîé ÷àñòè (11), èìåþùèé ÿâíûé âèä

∞∑
n=0

zn

n!
(1 + ε)n(n−1)/2 ,

ñõîäèòñÿ ïðè |1+ ε| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿ ðÿä äëÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèè F (z; ε). Òîãäà ïðè óêàçàííîì îãðàíè÷åíèè íà ε, ñîãëàñíî (2) è (11),
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Nn(ε) =

(
dn

dzn
ln

∞∑
m=0

zm

m!
Mm(ε)

)
z=0

. (12)

Òàê êàê Nn(ε) � öåëàÿ ôóíêöèÿ îò ε, òî ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ñîãëàñ-
íî ýòîé ôîðìóëû âûðàæåíèå ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
ε ∈ Z, â ÷àñòíîñòè, è íà çíà÷åíèå ε = 1. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. ×èñëî âñåõ ñâÿçàííûõ ãðàôîâ íàä ìíîæåñòâîì âåðøèí In îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

Nn =

(
dn

dzn
ln

∞∑
m=0

zm

m!
Mm(ε)

)
z=0,ε=1

. (13)

3. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ Nn. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìóëà (11) íå ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (z; ε) ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëîé, íà îñíîâå
(13) ëåãêî ñòðîèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Nn äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ïðèìåíåíèå
êîòîðîãî ïðè ýòîì ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ðóòèííîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ
ãðàôîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì âåðøèí. Ýòîò àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì

Nn =

(
dn

dzn
ln(1 +G(z; ε)

)
z=0,ε=1

, (14)
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ãäå

G(z; ε) =
∞∑
n=1

zn

n!
εn(n−1)/2 .

Ïîäñòàâëÿÿ â (14) ðàçëîæåíèå

ln(1 +G(z; ε)) =
∞∑
l=1

(−1)l−1

l!
Gl(z; ε)

è äèôôåðåíöèðóÿ åãî n ðàç ïî÷ëåííî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî

dn

dzn
H1(z)...Hl(z) =

∑
⟨s1,...,sl⟩,sj∈N+ :

s1+...sl=n

n!

s1!...sl!
H

(s1)
1 (z)...H

(sl)
l (z) ,

ïîëó÷èì ïðè H1(z) = ... = Hl(z) = G(z; ε), ÷òî(
ds

dzs
G(z; ε)

)
z=0

=Ms(ε)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Nn(ε) = n!

(
dn

dzn
ln

∞∑
m=0

zm

m!
Mm(ε)

)
z=0

= n!
n∑

l=1

(−1)l−1

l!

∑
⟨s1,...,sl⟩,sj∈N+ :

s1+...sl=n

l∏
j=1

Msj(ε)

sj!
,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî ðàçëîæåíèå G(z; ε) íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ñòåïåíè z è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðÿä ïî m â ïðàâîé ÷àñòè îáðûâàåòñÿ ïðè m = n. Ïîëàãàÿ ε = 1, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ÷èñåë Nn ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Nn = n!
n∑

l=1

(−1)l−1

l!

∑
⟨s1,...,sl⟩,sj∈N+ :

s1+...sl=n

l∏
j=1

2j(j−1)/2

sj!
. (15)

Ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà ëåãêî ïîäòâåðæäàåòñÿ âû÷èñëåíèåì çíà÷å-
íèé Nn ïðè n = 1, 2, 3, 4, è ñðàâíåíèåì èõ ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ï.1 ïåðåáî-
ðîì ãðàôîâ.
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îòîáðàæåíèå.

1. Îáëàñòü g ∈ C ïðèíàäëåæèò êëàññó (A), åñëè îíà îäíîñâÿçíà, è êîíôîðìíîå îòîá-

ðàæåíèå U conf−→ g êðóãà U íà íåå íåïðåðûâíî â U â ñìûñëå ìåòðèêè ðèìàíîâîé ñôåðû.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g ∈ (γ,Γ), åñëè g ∈ (A) è ∂g = γ ∪ Γ, ãäå Γ � êóñî÷íî�ãëàäêàÿ
äóãà áåç âíåøíèõ è âíóòðåííèõ çàîñòðåíèé, à äóãà γ â íåêîòîðûõ g�îêðåñòíîñòÿõ åå
êîíöåâûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêîé è ñîåäèíÿåòñÿ ñ Γ â ýòèõ òî÷êàõ òàêæå áåç çà-
îñòðåíèé. Åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü G ∈ (A), ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì g ÷åðåç Γ, òî

áóäåì ïèñàòü G
Γ
⊃ g. (Óòî÷íåíèå ýòèõ è èñïîëüçóåìûõ íèæå îïðåäåëåíèé ñì. â [1], [2]).

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) ãðàíèöû îáëàñòåé G0, GL ∈ (A) èìåþò îáùóþ äó-
ãó σ o

L, à G o
L � êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ G0 ∩ GL, ïðèìûêàþùàÿ ê σ o

L; 2) äëÿ îòîá-

ðàæåíèÿ F0 : G0
conf−→ H ââåäåì òî÷êè M è N ïî ôîðìóëàì M := F−1

0 (∞) ∈ σ o
L,

N0 := F−1
0 (0) /∈ intσ o

L; 3) L îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì L := supz∈F0(σL)
|z|, σL := ∂G o

L \ intσ o
L.

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî GL ïîëó÷åíà ïóòåì äåôîðìèðîâàíèÿ îáëàñòè G0 âáëèçè
òî÷êè N ñ ïàðàìåòðîì äåôîðìàöèè L, ñîîòâåòñòâóþùèì îòîáðàæåíèþ F0, è ïèñàòü
GL ∈ (G0,F0, L). Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè {GL}L0
L=0, L0 > 0, � ñåìåéñòâî îáëàñòåé GL ∈ (G0,F0, L), òî

ïðè L→ 0:

1) ñåìåéñòâà {GL} è {G o
L} ñõîäÿòñÿ ê G0 êàê ê ÿäðó (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè [3]);

2) ñåìåéñòâî äóã {σ o
L } ñõîäèòñÿ ê ∂G0 â ñìûñëå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

σ o
L \ F−1

0 (D+(L)) = ∂G0 \ F−1
0 (D+(L))

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ L, ãäå D+(L) := {z : |z| < L, Imz > 0}.

Òåîðåìà 1. Åñëè GL ∈ (G0,F0, L), òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ FL : GL
conf−→ H, ïîä÷èíåííîãî

óñëîâèþ
FL(w) ∼ F0(w), w →M, (1)

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

FL(w) = F0(w) +
∞∑

k=0

Bk L
k+1

[
F0(w)

]−k
, (2)
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ñõîäÿùååñÿ íà F−1
0

(
K+(L)

)
, ãäå K+ := {z : |z| > L, Imz ≥ 0}. Êîýôôèöèåíòû Bk = Bk(L)

âåùåñòâåííû, è ïðè k > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà |Bk (L)| ≤ 1/
√
k , à ïðè óñëîâèè NL :=

F−1
L (0) /∈ intσ o

L � ñëåäóþùàÿ îöåíêà: |B0 (L)| ≤ 2.

2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: îáëàñòè ñåìåéñòâ {gL} è {GL}, L ∈ (0, L0), ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó (A),

G0

Γ
⊃ g0 ∈ (γ0,Γ), GL

Γ
⊃ gL ∈ (γL,Γ),

è äëÿ êàæäîé èç GL îòîáðàæåíèå FL : GL
conf−→ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Â êàæäîé

èç îáëàñòåé ñåìåéñòâà {gL}, L ∈ (0, L0), ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå

∆ψL(w) = 0, w ∈ gL; ψL(w) = 0, w ∈ int γL; ψL(w) = h(w) ∈ L2(Γ), (3)

ðåøåíèå êîòîðîé â êëàññå òèïà Õàðäè e2(gL,Γ) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [2].

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

ψL(w) = ψ0(w) +
∞∑
k=2

Lk ψ(k)(w), L→ 0,

ðàâíîìåðíîå ïî w âíóòðè g \N0, ãäå ψ(k)(w) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé

Im
[
F0(w)

]−n
, n = 1, k − 1, ñ ÿâíî âûïèñûâàåìûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà è äëÿ àñèìïòîòèêè âåëè÷èíû
gradψL(NL) ïðè L→ 0.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òåîðåì áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòÿõ ñî ñêðóãëåííûìè óãëàìè è àñèìïòîòèêà
åãî ãðàäèåíòà íà çàêðóãëÿþùåé êðèâîé ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà çàêðóãëåíèÿ ê íóëþ [2],
à òàêæå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ óçêîé ùåëüþ, èìåþùåé
äíî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, è àñèìïòîòèêà åãî ãðàäèåíòà íà äíå ùåëè ïðè ñòðåìëåíèè
øèðèíû ùåëè ê íóëþ [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �13-01-00923),
Ïðîãðàììû ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè¿, ïðîåêò
¾Îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ è Ïðîãðàììû �3
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ.
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óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà.

Äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

Lu ≡ sgn x · uxx + sgn y · uyy = 0 (1)

â îáëàñòè D = {(x, y)| − 1 < x < 1, −α < y < β}, α, β ∈ R, α, β > 0, ïîñòàâèì ïåðâóþ
ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) ñ óñëîâèÿìè:

u(x, y) ∈ C(D ) ∩ C1(D) ∩ C2(
4∪

i=1

Di), Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈
4∪

i=1

Di,

u(x, y)
∣∣
x=1

= u(x, y)
∣∣
x=−1

= 0, y ∈ [−α, β],

u(x, y)
∣∣
y=β

= φ(x), x ∈ [−1, 1], u(x, y)
∣∣
y=−α

= ψ(x), x ∈ [−1, 1],

ãäå D1,2 = D ∩ {x > 0,±y > 0}, D3,4 = D ∩ {x < 0,±y < 0}, φ è ψ � çàäàííûå ôóíêöèè.

Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ñìåøàííîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ëèíèåé èçìåíåíèÿ òèïà â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé îáëàñòè èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ äâóìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ëèíèÿìè
èçìåíåíèÿ òèïà èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè è ñïåêòðàëüíûì
ìåòîäîì [3] äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå u(x, y) = X(x)Y (y), îòíîñèòåëüíî x ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ
çàäà÷ó:

sgn x · X ′′ + dX = 0, X(0+) = X(0−), X ′(0+) = X ′(0−), X(1) = X(−1) = 0,
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîé èìåþò âèä:

X
(1)
k (x) =


sin[µk(x− 1)]

cosµk

, x > 0,

sh[µk(x+ 1)]

chµk

, x < 0;
X

(2)
k (x) =


sh[µk(x− 1)]

chµk

, x > 0,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk

, x < 0,

ãäå d = ±µ2
k � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, µk ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ tg µ = − thµ,

äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà: µk = −π
4
+ πk +O(e−2πk).
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Ñèñòåìà {X(1)
k (x), X

(2)
k (x)} íå îðòîãîíàëüíà íà [−1, 1]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèîðòîãî-

íàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

Z
(1)
k (x) =


−sin[µk(x− 1)]

cosµk

, x > 0,

sh[µk(x+ 1)]

chµk

, x < 0;
Z

(2)
k (x) =


−sh[µk(x− 1)]

chµk

, x > 0,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk

, x < 0.

Ïîëíîòà ñèñòåìû {Z(1)
k (x), Z

(2)
k (x)} â L2[−1, 1] äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [4].

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå, òî îíî åäèíñòâåííî òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ k ∈ N

∆
(1)
k (α, β) = cos(µkα) sh(µkβ) + sin(µkα) ch(µkβ) ̸= 0, (2)

∆
(2)
k (α, β) = ch(µkα) sin(µkβ) + sh(µkα) cos(µkβ) ̸= 0. (3)

Ëåììà. Ïóñòü α ∈ N íå ðàâíîå ÷èñëàì 4p − 3, p ∈ N, èëè α = p/q ∈ Q, p, q ∈ N,
ÍÎÄ(p, q) = 1, ÷èñëî q − p íå êðàòíî 4. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C0 > 0 è k0 ∈ N
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k > k0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆(1)
k (α, β)| ≥ C0e

πkβ.

Ïðè àíàëîãè÷íûõ α è óñëîâèÿõ íà β ñïðàâåäëèâà îöåíêà |∆(2)
k (α, β)| ≥ C̃0e

πkα.

Åñëè âûïîëíåíû îöåíêè ëåììû è ïðè k ≤ k0 óñëîâèÿ (2), (3), òî ðåøåíèå çàäà÷è
Äèðèõëå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà

u(x, y) =
∞∑
k=1

u
(1)
k (y) ·X(1)

k (x) + u
(2)
k (y) ·X(2)

k (x), u
(j)
k (y) =

∫ 1

−1

u(x, y)Z
(j)
k (x)dx. (4)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ(x), ψ(x) ∈ C1[−1, 1] ∩ C4[−1, 0] ∩ C4[0, 1], φ(−1) = φ(1) =
φ′′(−1) = φ′′(1) = 0, ψ(−1) = ψ(1) = ψ′′(−1) = ψ′′(1) = 0, φ′′(0 + 0) = −φ′′(0 − 0),
φ′′′(0+0) = −φ′′′(0−0), è âûïîëíåíû îöåíêè ëåììû. Òîãäà åñëè ïðè óêàçàííûõ â ëåììå
α è β ïðè âñåõ k = 1, k0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (4).
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû èçîòåðìè÷åñêîé àêóñòèêè â êîìïîçèòíîé ñðåäå ñ
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè: æèäêàÿ îáëàñòü è óïðóãîå òåëî, ïðîíèçàííîå ñèñòåìîé ïîð,
çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ. Èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è âûâîäÿòñÿ
óñðåäíåííûå ìîäåëè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèòíûå ñðåäû, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, óðàâíåíèÿ Ñòîêñà,

óðàâíåíèÿ Ëàìå, óðàâíåíèÿ àêóñòèêè, ïîðîóïðóãîñòü, óñðåäíåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð,

äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
àêóñòèêè â ãåòåðîãåííîé ñðåäå ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè, ðàçäåëåííûìè îáùåé ãðàíèöåé.
Îäíà èç êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé æèäêîé îáëàñòüþ Ω(f), äðóãàÿ � ïîðîóïðóãîé
ñðåäîé Ω. Ïîðîóïðóãàÿ ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òâåðäûé ñêåëåò è ïîðîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî, çàïîëíåííîå òîé æå æèäêîñòüþ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè, îïèñû-
âàþùèå äâèæåíèå æèäêîñòè â îáëàñòè Ω(f) è ñîâìåñòíîå äâèæåíèå òâåðäîãî ñêåëåòà
è æèäêîñòè â ïîðàõ, áàçèðóþòñÿ íà êëàññè÷åñêèõ çàêîíàõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.
Ïðè âûâîäå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè
Ã. Íãóåòñåíãà [1] è ðåçóëüòàòû À.Ì. Ìåéðìàíîâà [2]- [6].

Ðàññìàòðèâàåìàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Q ∈ R3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé êóá:
Q = (0, 1) × (0, 1) × (0, 1), â êîòîðîì ïîðîóïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü Ω = (0, 1) ×
(0, 1)× (0, a), 0 < a < 1, à îáëàñòü Ω(f), çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ, åñòü îòêðûòîå äîïîëíåíèå
îáëàñòè Ω:

Q = Ω ∪ Ω(f) ∪ S(0), S(0) = ∂Ω ∩ ∂Ω(f) .

Äâèæåíèå æèäêîñòè â ïîðîóïðóãîé îáëàñòè Ω îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

)
p+∇ ·w = 0 , (1)

(
ϱfχ

ε + (1− χε)ϱs
)∂2w
∂t2

= ∇ · P+ ϱεF , (2)

P = χεᾱµD
(
x,
∂w

∂t

)
+ (1− χε)ᾱλD(x,w)− p I , (3)

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �14-17-00556 ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôëþèäîïîòîêîâ â íåôòÿíûõ ðåçåðâóàðàõ ñ ó÷¼òîì ðàçíîìàñøòàáíûõ
ñâîéñòâ ïëàñòà-êîëëåêòîðà¿.
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ãäå χε(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ωε
f ∈ Ω, c̄s è c̄f �

ñêîðîñòü çâóêà â òâåðäîé è æèäêîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, F �
çàäàííûé âåêòîð ðàñïðåäåëåííûõ ìàññîâûõ ñèë.

Ïóñòü ∫
QT

(
|F(x, t)|2 +

∣∣∣∂F
∂t

(x, t)
∣∣∣2)dxdt = F 2 <∞ ,

è âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ î ïåðèîäè÷íîñòè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà è î ñóùåñòâîâà-
íèè ïðåäåëîâ ïðè ε→ 0 êîýôôèöèåíòîâ αµ, αλ,..., îïèñàííûå â ðàáîòå [7].

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ î ïåðèîäè÷íîñòè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà

χ0(x) = χε(x) = ζ(x)χ
(x
ε

)
,

ãäå ζ(x) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ω.
Äâèæåíèå æèäêîñòè â îáëàñòè Ω(f) ïðè t > 0 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ñòîê-

ñà
1

c̄ 2f
p+∇ ·w = 0 , (4)

ϱf
∂2w

∂t2
= ∇ · P(f) + ϱfF , (5)

P(f) = ᾱµD
(
x,
∂w

∂t

)
− p I . (6)

Íà îáùåé ãðàíèöå S(0) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïåðåìåùåíèé:

lim
x → x0

x ∈ Ω(s)

w(x, t) = lim
x → x0

x ∈ Ω

w(x, t) , (7)

è äëÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ìîìåíòîâ

lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

P(f)(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

P(x, t) · n(x0) . (8)

Çàâåðøàþò çàäà÷ó îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST = S × (0, T ) , (9)

íà ãðàíèöå S = ∂Q, è îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0 , x ∈ Q . (10)

Ïóñòü

ϱε(f) = (1− ζ)ϱf + ζ
(
ϱfχ

ε + (1− χε)ϱs
)
.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé {wε, p ε} òàêèõ, ÷òî

wε ∈
◦
W

1,1

2 (QT ) , p
ε ∈ L2(QT ) ,

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), (9), (10), åñëè ýòè
ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè(

(1− ζ)
1

c̄ 2f
+ ζ

(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

))
p ε +∇ ·w ε = 0 , (11)

ïî÷òè âñþäó â QT , è èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
QT

ϱε(f)
(∂wε

∂t
· ∂φ
∂t

+ F · φ
)
dxdt =

∫
QT

(
ζP + (1 − ζ)P(f)

)
: D(x,φ)dxdt (12)

äëÿ âñåõ ôóíêöèé φ òàêèõ, ÷òî φ ∈
◦
W

1,0

2 (QT ),
∂φ

∂t
∈ L2(ΩT ) è φ(x, T ) = 0 äëÿ x ∈ Q.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ ε > 0 íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ] ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå {wε, p ε} çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8), (9), (10) è
äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
0<t<T

∫
Ω

(
|p ε(x, t)|2 +

∣∣∣∂wε

∂t
(x, t)

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱλ|D(x,wε)|2
)
dx+

+ max
0<t<T

∫
Ω(f)

(
|p ε(x, t)|2 +

∣∣∣∂wε

∂t
(x, t)

∣∣∣2)dx+ ∫ T

0

∫
Ω(f)

χεᾱµ

∣∣∣D(x, ∂wε

∂t
)
∣∣∣2dxdt+

+ max
0<t<T

∫
Ω

(∣∣∣∂p ε

∂t
(x, t)

∣∣∣2 + ∣∣∣∂2wε

∂t2
(x, t)

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱλ

∣∣∣D(x, ∂wε

∂t

)∣∣∣2)dx+
+ max

0<t<T

∫
Ω(f)

(∣∣∣∂p ε

∂t
(x, t)

∣∣∣2 + ∣∣∣∂2wε

∂t2
(x, t)

∣∣∣2)dx+ ∫ T

0

∫
Ω(f)

χεᾱµ

∣∣∣D(x, ∂2wε

∂t2

)∣∣∣2dxdt+
+

∫
ΩT

χεᾱµ

(∣∣∣D(x, ∂wε

∂t

)∣∣∣2 + ∣∣∣D(x, ∂2wε

∂t2

)∣∣∣2)dxdt 6 C0F
2 , (13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C0 íå çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε è êîýôôèöèåíòîâ ᾱλ, ᾱ
(0)
λ , ᾱµ.

� Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâàõ

1

2

d

dt

∫
Ω

(
ϱε
∣∣∣∂wε

∂t

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱλD(x,wε) : D(x,wε) +
1

ᾱε
p

|pε|2
)
dx+

+
1

2

d

dt

∫
Ω(s)

(
ϱs

∣∣∣∂wε

∂t

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱ
(0)
λ D(x,wε) : D(x,wε) +

1(
c̄
(0)
s

)2 |pε|2)dx+
+

∫
Ω

χε
(
ᾱµD

(
x,
∂wε

∂t

)
: D
(
x,
∂wε

∂t

))
dx =

∫
Q

ϱ̃ εF · ∂w
ε

∂t
dx ,
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1

2

d

dt

∫
Ω

(
ϱε
∣∣∣∂2wε

∂t2

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱλD
(
x,
∂wε

∂t

)
: D
(
x,
∂wε

∂t

)
+

1

ᾱε
p

∣∣∣∂pε
∂t

∣∣∣2)dx+
+

1

2

d

dt

∫
Ω(s)

(
ϱs

∣∣∣∂2wε

∂t2

∣∣∣2 + (1− χε)ᾱ
(0)
λ D

(
x,
∂wε

∂t

)
: D
(
x,
∂wε

∂t

)
+

1(
c̄
(0)
s

)2 ∣∣∣∂pε∂t ∣∣∣2)dx+
+

∫
Ω

χε
(
ᾱµD

(
x,
∂2wε

∂t2

)
: D
(
x,
∂2wε

∂t2

))
dx =

∫
Q

ϱ̃ ε∂F

∂t
· ∂

2wε

∂t2
dx .

Ýòè òîæäåñòâà ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (2) ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ òåí-

çîðà P èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3), óìíîæåíèåì (2) íà
∂wε(x, t)

∂t
è èíòåãðèðîâàíèåì ïî

÷àñòÿì ïî îáëàñòè Q.
Äëÿ âûâîäà àïðèîðíûõ îöåíîê ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî Êîðíà äëÿ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Ïóñòü w ∈ W1

2(Ω). Òîãäà∫
Ωε

f

|∇w|2dx 6 C

∫
Ωε

f

|D(x, (w)|2dx (14)

äëÿ ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà Ωε
f , è∫
Ωε

s

|∇w|2dx 6 C

∫
Ωε

s

|D(x, (w)|2dx , (15)

äëÿ ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà Ωε
s. Êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, à òàêæå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ôðèäðèõñà-Ïóàíêàðå,
ïîëó÷àåì òðåáóåìûå àïðèîðíûå îöåíêè. Äàëåå ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.

2. Óñðåäíåííûå ìîäåëè.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),

(9), (10) è
µ1 = λ1 = ∞ .

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè) è p (äàâëåíèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {∂w

ε

∂t
}

and {p ε} óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè

ϱf
∂v

∂t
+∇ p = ϱfF , (16)

1

c̄ 2f

∂ p

∂t
+∇ · v = 0 (17)

â îáëàñòè Ω(f) ïðè t > 0, è ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè â îáëàñòè Ω ïðè t > 0:

ϱ̂
∂v

∂t
+∇ p = ϱ̂F , (18)
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(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ · v = 0 , (19)

ãäå

m =

∫
Y

χ(y)dy .

Ñîîòíîøåíèÿ (16)-(19) çàìûêàþòñÿ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

v(x, t) · n(x) = 0 , (20)

íà ãðàíèöå ST , îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

p(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0 , x ∈ Q , (21)

è óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè

lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

v(x, t) · n(x0) , (22)

lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

p(x, t) = lim
x → x0

x ∈ Ω

p(x, t) (23)

íà îáùåé ãðàíèöå S
(0)
T .

Çäåñü
ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs ,

n(x) åñòü íîðìàëüíûé âåêòîð ê S â òî÷êå x ∈ S, è n(x0) � íîðìàëüíûé âåêòîð ê S(0) â
òî÷êå x0 ∈ S(0).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),
(9), (10) è

0 6 µ1 , λ1 <∞ .

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè) è p (äàâëåíèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {∂w

ε

∂t
}

è {p ε} óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè Ω
(f)
T ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17), è ñèñòåìå

óðàâíåíèé àêóñòèêè â îáëàñòè ΩT , ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ â ôîðìå

v(x, t) =

∫ t

0

B(a)(µ1, λ1; t− τ) · ∇ p (x, τ)dτ + f(x, t) , (24)

è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (19).
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàìûêàþòñÿ ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè

(20), (21), è óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè (22), (23).
Ìàòðèöà B(a)(µ1, λ1; t) è ôóíêöèÿ f(x, t) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (61), (62).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),
(9), (10),

µ1 = ∞ , 0 6 λ1 <∞ ,
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è wε
f = EΩε

f

(
wε
)
� ïðîäîëæåíèå èç Ωε

f â Ω.

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè) è p (äàâëåíèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{∂w
ε

∂t
} è {p ε}, ãäå

v = (1− ζ)v + ζ m
∂wf

∂t
+ ζ

∂w(s)

∂t
= (1− ζ)v + ζ mvf + ζ v(s) , (25)

è w(s) è wf � ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {(1 − χε)wε} è {wε
f}, óäîâëåòâîðÿþò â

îáëàñòè Ω
(f)
T ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17), è ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè â

îáëàñòè ΩT , ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ

mϱf vf + ϱs v
(s) +

∫ t

0

(
− ϱ̂F+∇ p

)
(x, τ)dτ = 0 , (26)

äëÿ æèäêîé êîìïîíåíòû, óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ

v(s) − (1−m)vf = −
∫ t

0

B(s)(∞, λ1; t− τ) ·
(
∇ p+ ϱs

(∂vf

∂τ
− F

))
(x, τ)dτ (27)

äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû, è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè(m
c̄ 2f

+
(1−m)

c̄ 2s

)∂p
∂t

+∇ ·
(
mvf + v(s)

)
= 0 . (28)

Çàäà÷à çàìûêàåòñÿ ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (20), (21), è óñëîâèÿìè
íåïðåðûâíîñòè (22), (23).

Â (26)-(27)

ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs ,

è ìàòðèöà B(s)(∞, λ1; t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (72).

Â òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå:

wε
f = EΩε

f

(
wε
)
,

ãäå

EΩε
f
: W1

2(Ω
ε
f ) → W1

2(Ω)

� îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç Ωε
f â Ω, òàêîé, ÷òî wε

f = wε â Ωε
f × (0, T ), è∫

Ω

|wε
f |2dx 6 C0

∫
Ωε

f

|wε|2dx ,
∫
Ω

|D(x,wε
f )|2dx 6 C0

∫
Qε

f

|D(x,wε)|2dx . (29)

Êîððåêòíîñòü òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ îáîñíîâàíà â ðàáîòå C.Conca [8].
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),
(9), (10),

λ1 = ∞ , 0 6 µ1 <∞ ,

è wε
s = EΩε

s

(
wε
)
� ïðîäîëæåíèå èç Ωε

s â Ω.

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè) è p (äàâëåíèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{∂w
ε

∂t
} è {p ε}, ãäå

v = (1− ζ)v + ζ
∂w(f)

∂t
+ ζ (1−m)

∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ v(f) + ζ vs , (30)

è w(f) è ws ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {χεwε} è {wε
s}, óäîâëåòâîðÿþò

â îáëàñòè Ω
(f)
T ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17), è ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè â

îáëàñòè ΩT , ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

(m
c̄ 2f

+
(1−m)

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ ·
(
v(f) + vs

)
= 0 , (31)

óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ

ϱf v
(f) + (1−m)ϱs vs =

∫ t

0

(
ϱ̂F−∇ p

)
(x, τ)dτ , (32)

äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû è è óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ

v(f) −mvs = −
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ p+ ϱf

(∂vs

∂τ
− F

))
(x, τ)dτ (33)

äëÿ æèäêîé êîìïîíåíòû.
Çàäà÷à çàìûêàåòñÿ ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (20), (21), è óñëîâèÿìè

íåïðåðûâíîñòè (22), (23).
Â (32)-(33)

ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs ,

è ìàòðèöà B(f)(µ1,∞; t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (81).

Çäåñü êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå wε
s = EΩε

s

(
wε
)
, ãäå

EΩε
s
: W1

2(Ω
ε
s) → W1

2(Ω)

� îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç Ωε
s â Ω, òàêîé ÷òî wε

s = wε â Ωε
s × (0, T ), è∫

Ω

|wε
s|2dx 6 C0

∫
Ωε

s

|wε|2dx ,
∫
Ω

|D(x,wε
s)|2dx 6 C0

∫
Ωε

s

|D(x,wε)|2dx . (34)
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), (4)-(6), (7), (8),
(9), (10),

µ1 = ∞ , 0 < λ0 <∞ ,

è wε
s = EΩε

s

(
wε
)
.

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè), p (äàâëåíèå), è ws (ïåðåìåùåíèå òâåð-

äîé ÷àñòè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {∂w
ε

∂t
}, {p ε}, è {wε

s}, ãäå

v = (1− ζ)v + ζ
∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ vs , (35)

óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè Ω
(f)
T ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17), è óðàâíåíèþ Ëàìå

ϱ̂
∂2ws

∂t2
= ∇ ·

(
λ0N

s
3 : D(x,ws)

)
+ ρ̂F (36)

â îáëàñòè ΩT , c îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

v(x, t) · n(x) = 0 , (37)

íà ãðàíèöå ∂Ω(f)\S(0) ïðè t > 0, ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

p(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0 (38)

äëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â îáëàñòè Ω(f), ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

ws(x, t) = 0 , (39)

íà ãðàíèöå ∂Ω\S(0) ïðè t > 0, è îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ws(x, 0) =
∂ws

∂t
(x, 0) = 0 (40)

äëÿ ïåðåìåùåíèÿ òâåðäîé ÷àñòè â Ω.
Íà îáùåé ãðàíèöå S

(0)
T âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

∂ws

∂t
(x, t) · n(x0) (41)

è
− lim

x → x0

x ∈ Ω(f)

p (x, t)n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
λ0N

s
3 : D

(
x,ws(x, t)

))
· n(x0) . (42)

Çäåñü n(x0) � íîðìàëü ê S(0) â òî÷êå x0 ∈ S(0).
Â (36)

ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs ,
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è ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ïîñòîÿííûé òåíçîð 4 ðàíãà Ns
3 çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé (98).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü {wε, p ε} � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3), (4)-(6), (7), (8),
(9), (10),

0 < µ1 <∞ , 0 < λ0 <∞ ,

è wε
s = EΩε

s

(
wε
)
.

Òîãäà ïðåäåëû v =
∂w

∂t
(ñêîðîñòü æèäêîñòè) è p (äàâëåíèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{∂w
ε

∂t
} è {p ε}, ãäå

v = (1− ζ)v + ζ
∂w(f)

∂t
+ ζ (1−m)

∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ v(f) + ζ vs , (43)

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17) â îáëàñòè Ω
(f)
T , ãðàíè÷íîìó è

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì(37)-(38).
Â îáëàñòè ΩT ïðåäåëüíûå ôóíêöèè pf (äàâëåíèå æèäêîñòè), w

f (ïåðåìåùåíèå æèä-
êîñòè), è ws (ïåðåìåùåíèå òâåðäîé ÷àñòè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ζ χε p ε}, {ζ χεwε}, è
{ζwε

s} óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ íåðàç-
ðûâíîñòè

1

c2f
pf +∇ · w(f) = Cs

0 : D(x,ws) +
cs0
λ0
pf , (44)

óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ

ϱf
∂2w(f)

∂t2
+ ϱs

∂2ws

∂t2
= ∇ ·

(
λ0N

s
2 : D(x,ws)− pf Cs

1

)
+ ϱ̂F , (45)

äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû, è óðàâíåíèþ áàëàíñà ìîìåíòîâ

−
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ pf + ϱf (

∂2ws

∂τ 2
− F)

)
(x, τ)dτ =

∂w(f)

∂t
−m

∂ws

∂t
(46)

äëÿ æèäêîé êîìïîíåíòû.
Ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàìûêàþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè

lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
v(f)(x, t) + (1−m)

∂ws

∂t
(x, t)

)
· n(x0) , (47)

è
− lim

x → x0

x ∈ Ω(f)

p (x, t)n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
λ0 N

s
2 : D

(
x,ws(x, t)− pf Cs

1

))
· n(x0) (48)

íà îáùåé ãðàíèöå S
(0)
T , îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (39) è (40)

äëÿ ïåðåìåùåíèÿ òâåðäîé ÷àñòè, è îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

w(f)(x, t) · n(x) = 0 , x ∈ ∂Ω\S(0) , t ∈ (0, T ) , (49)
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w(f)(x, 0) = 0 , x ∈ Ω (50)

äëÿ ïåðåìåùåíèÿ æèäêîñòè.
Â (44)-(49) n(x0) � íîðìàëüíûé âåêòîð ê S(0) â òî÷êå x0 ∈ S(0), n(x) � íîðìàëüíûé

âåêòîð ê ∂Ω â òî÷êå x ∈ ∂Ω,

ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs ,

ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ïîñòîÿííûé òåíçîð 4 ðàíãà Ns
2, ìàòðèöû

Cs
0 è Cs

1, ïîñòîÿííàÿ cs0 çàäàíû ôîðìóëàìè (90), (91) è (92), à ìàòðèöà B(f)(µ1,∞; t)
îïèñàíà ôîðìóëîé (81).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2-5. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåîðåì
ñîñòîèò â óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè íà îáùåé ãðàíèöå S(0) ìåæäó îáëàñòÿìè Ω(f) è Ω.
Ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþò èç ïðåäåëüíîãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫
QT

p (∇ · φ) dxdt =

∫
QT

∫
Y

ϱ(f)(x,y)
(
F − ∂2W

∂t2
(x, t,y)

)
· φ(x, t)dy dx dt , (51)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè φ ∈
◦
W

1,0

2 (QT ), è èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà∫
QT

((
(1− ζ)

1

c̄ 2f
+ ζ
(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

))∂ p
∂t

ψ −∇ψ · ∂w
∂t

)
dxdt = 0 (52)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ψ ∈ W 1,0
2 (QT ).

Çäåñü W(x, t,y) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wε}, è

ϱ(f)(x,y) =
(
1− ζ(x)

)
ϱf + ζ(x)

(
ϱf χ(y) +

(
1− χ(y)

)
ϱs)
)
.

Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ (51) è (52) âëåêóò ñèñòåìó óðàâíåíèé àêóñòèêè (16) è (17) â îáëàñòè

Ω
(f)
T , óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (22) è (23) íà îáùåé ãðàíèöå S(0), è óðàâíåíèå íåðàçðûâ-

íîñòè (m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ · ∂w
∂t

= 0 (53)

â îáëàñòè ΩT .
Âñå ðàçëè÷èÿ ñêîíöåíòðèðîâàíû â óðàâíåíèè äèíàìèêè â îáëàñòè ΩT è â ïðåäñòàâ-

ëåíèè ñêîðîñòè ñìåñè
∂w

∂t
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ W(x, t,y) = w(x, t) è èíòåãðàëüíîå
òîæäåñòâî (51) âëå÷åò óðàâíåíèå äèíàìèêè

ϱ̂
∂2w

∂t2
= −∇ p+ ϱ̂F (54)

â îáëàñòè ΩT .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

( 1
c̄ 2f

+
1

c̄ 2s

)∂p
∂t

+∇ · ∂w
∂t

= 0 , x ∈ Ω, t > 0 ,

Èñïîëüçóÿ âëîæåíèå ∇ p ∈ L2(ΩT × Y ), òî åñòü ∇ p ∈ L2(ΩT ), ∇ (
∂p

∂t
) ∈ L2(ΩT ),

âûâîäèì ìèêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîìåíòîâ áàëàíñà:

ϱ(y)
∂2W

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)D

(
y,
∂W

∂t

)
+ λ1

(
1− χ(y)

)
D(y,W)− Π I

)
−

−∇ p+ ϱ(y)F , y ∈ Y , t > 0 , (55)

ãäå

ϱ(y) = ϱf χ(y) + ϱs
(
1− χ(y)

)
,

è ìèêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∇y · W = 0 , y ∈ Y . (56)

Ýòè óðàâíåíèÿ çàìûêàþòñÿ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

W(x,y, 0) =
∂W

∂t
(x,y, 0) = 0 , y ∈ Y .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è êàê ñóììó

W(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

W(i)(y, t− τ)
∂p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
F (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ ,

Π(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π(i)(y, t− τ)
∂p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

Π
(i)
F (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ ,

ãäå

F(x, t) =
(
F1(x, t)F2(x, t), F3(x, t)

)
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïàðû {W(i), Π(i)}, è {W(i)
F , Π

(i)
F } äëÿ i = 1, 2, 3 åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòè Y äëÿ t > 0

ϱ(y)
∂2W(i)

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)∇y

(∂W(i)

∂t

)
+

+ λ1
(
1− χ(y)

)
∇yW

(i) − Π(i) I
)
, ∇y · W(i) = 0 , (57)

W(i)(y, 0) = 0 , ϱ(y)
∂W(i)

∂t
(y, 0) = −ei, y ∈ Y , (58)
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è

ϱ(y)
∂2W

(i)
F

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)∇y

(∂W(i)
F

∂t

)
+

+ λ1
(
1− χ(y)

)
∇yW

(i)
F − Π

(i)
F I
)
, ∇y · W(i)

F = 0 , (59)

W
(i)
F (y, 0) = 0 ,

∂W
(i)
F

∂t
(y, 0) = ei, y ∈ Y (60)

ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì,

∂W

∂t
=

3∑
i=1

∫ t

0

∂W(i)

∂t
(y, t− τ)

∂ p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

∂W
(i)
F

∂t
(y, t− τ)Fi(x, τ)dτ ,

è

∂w

∂t
=

3∑
i=1

∫ t

0

⟨∂W(i)

∂t

⟩
Y
(t− τ)

∂ p

∂xi
(x, τ)dτ+

+
3∑

i=1

∫ t

0

⟨∂W(i)
F

∂t

⟩
Y
(y, t− τ)Fi(x, τ)dτ =

=

∫ t

0

B(a)(µ1, λ1; t− τ) · ∇ p (x, τ)dτ + f(x, t) ,

ãäå

B(a)(µ1, λ1; t) =
3∑

i=1

⟨∂W(i)

∂t

⟩
Y
(t)⊗ ei , (61)

f(x, t) =
3∑

i=1

∫ t

0

⟨∂W(i)
F

∂t

⟩
Y
(y, t− τ)Fi(x, τ)dτ . (62)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äàþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñìåñè:

∂w

∂t
(x, t) =

∫ t

0

B(a)(µ1, λ1; t− τ) · ∇ p (x, τ)dτ + f(x, t) (63)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñêîðîñòü ñìåñè çàäàíà ôîðìóëîé:

∂W

∂t
(x, t,y) = χ(y)

∂wf

∂t
(x, t) +

(
1− χ(y)

)∂W
∂t

(x, t,y) ,

∂w

∂t
= m

∂wf

∂t
+
∂w(s)

∂t
, w(s)(x, t) =

∫
Y

(
1− χ(y)

)
W(x, t,y)dy .
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Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (51) âëå÷åò óðàâíåíèå äèíàìèêè (26) äëÿ æèäêîé êîìïî-
íåíòû.

Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå (27).
Åñëè W(s) =

(
1 − χ(y)

)
W, òî ïàðà {W(s), Π(s)} óäîâëåòâîðÿåò ìèêðîñêîïè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ äèíàìèêè äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû

ϱs
∂2W(s)

∂t2
=
λ1
2
∆yW

(s) −∇yΠ
(s) −∇ p , (64)

ìèêðîñêîïè÷åñêîìó óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

∇ ·W(s) = 0

â îáëàñòè Ys, è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

W(s)(x, 0,y) =
∂W(s)

∂t
(x, 0,y) = 0 , y ∈ Ys . (65)

Â ñèëó òåîðåìû Íãóåòñåíãà W(s), ∂2W(s)/∂t2∇yW
(s) ∈ L2(QT × Ys). Ýòè óñëîâèÿ

âìåñòå ñ ôîðìóëîé (58) îáåñïå÷èâàþò ãðàíè÷íîå óñëîâèå

W(s)(x, t,y) = wf (x, t) , (y, t) ∈ S(0) × (0, T ) (66)

Ðåøåíèÿ {W(s), Π(s)} ïåðèîäè÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (64)-(66) èìåþò âèä

W(s) = wf (x, t) +
3∑

i=1

∫ t

0

W
(s)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱs
∂2wf

∂t2
(x, τ)

)
dτ ,

Π(s)(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π
(s)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱs
∂2wf

∂t2
(x, τ)

)
dτ ,

ãäå {W(s)
i , Π

(s)
i } , i = 1, 2, 3, â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïåðèîäè÷åñêèõ

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

ϱs
∂2W

(s)
i

∂t2
=
λ1
2
△yW

(s)
i −∇yΠ

(s)
i , (y, t) ∈ Ys × (0, T ) , (67)

∇y ·W(s)
i (y, t) = 0 , (y, t) ∈ Ys × (0, T ) , (68)

W
(s)
i (y, 0) = 0 , ϱs

∂W
(s)
i

∂t
(y, 0) = ei, y ∈ Ys , (69)

W
(s)
i (y, t) = 0 , (y, t) ∈ S(0) × (0, T ) , (70)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ (67)-(70) ñëåäóåò èç ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà∫
Ys

(
ϱs

∣∣∣∂W(s)
i

∂t
(y, t)

∣∣∣2 + λ1
2

∣∣∣∇W
(s)
i (y, t)

∣∣∣2)dy =
(1−m)

ϱs
.
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Çàäà÷à (67)-(70) äëÿ ñîëåíîèäàëüíûõ ôóíêöèé W
(i)
s , ðàâíûõ íóëþ íà S(0) è ïðè t = 0,

ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫ T

0

∫
Ys

(
ϱs
∂W

(s)
i

∂t
· ∂φ
∂t

− λ1∇W
(s)
i : ∇φ

)
dydt =

∫
Ys

ei ·φ(y, 0)dy

äëÿ ëþáîé ñîëåíîèäàëüíîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ãëàäêîé ôóíêöèè φ, ðàâíîé íóëþ íà S(0)

è ïðè t = T . Ïî îïðåäåëåíèþ

∂w(s)

∂t
(x, t) =

∫
Ys

∂W(s)

∂t
(x, t,y)dy =

= (1−m)
∂wf

∂t
−
∫ t

0

( 3∑
i=1

(∫
Ys

∂W
(s)
i

∂t
(y, t− τ)dy

)
⊗ ei

)
·
(
∇ p (x, τ)+

+ ϱs
∂2wf

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ = (1−m)

∂wf

∂t
−

−
∫ t

0

B(s)(∞, λ1; t− τ) ·
(
∇ p (x, τ) + ϱs

∂2wf

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ , (71)

ãäå

B(s)(∞, λ1; t) =
3∑

i=1

(∫
Ys

∂W
(s)
i

∂t
(y, t)dy

)
⊗ ei . (72)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Çäåñü ñêîðîñòü ñìåñè çàäàíà ôîðìóëîé

∂W

∂t
(x, t,y) = χ(y)

∂W

∂t
(x, t,y) +

(
1− χ(y)

)∂ws

∂t
(x, t) ,

∂w

∂t
=
∂w(f)

∂t
+ (1−m)

∂ws

∂t
, w(f)(x, t) =

∫
Y

χ(y)W(x, t,y)dy .

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (51) âëå÷åò óðàâíåíèå äèíàìèêè (32) äëÿ òâåðäîé êîìïîíåíòû.
Äîêàæåì ïðåäñòàâëåíèå (33)

Åñëè ìû ïîëîæèì W(f) = χ(y)W, òî ïðåäåëüíîå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ïàðû
{W(f), Π(f)} ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ϱf
∂2W(f)

∂t2
=
µ1

2
∆y

(∂W(f)

∂t

)
−∇yΠ

(f) −∇ p (73)

â îáëàñòè Yf × (0, T ), íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

W(f)(x, 0,y) =
∂W(f)

∂t
(x, 0,y) = 0 , y ∈ Yf (74)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

W(f)(x, t,y) = ws(x, t) , (y, t) ∈ S(0) × (0, T ) . (75)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40 55

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå {W(f), Π(f)} ïåðèîäè÷åñêîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (73)-
(75) èìååò âèä

W(f) = ws(x, t) +
3∑

i=1

∫ t

0

W
(f)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱf
∂2ws

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ ,

Π(f)(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π
(f)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱf
∂2ws

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ ,

ãäå {W(f)
i , Π

(f)
i } , i = 1, 2, 3, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷:

ϱf
∂2W

(f)
i

∂t2
=
µ1

2
△y(

∂W
(f)
i

∂t
)−∇yΠ

(f)
i , (y, t) ∈ Yf × (0, T ) , (76)

∇y ·W(f)
i (y, t) = 0 , (y, t) ∈ Yf × (0, T ) , (77)

W
(f)
i (y, 0) = 0 , ϱf

∂W
(f)
i

∂t
(y, 0) = ei , y ∈ Yf , (78)

W
(f)
i (y, t) = 0 , (y, t) ∈ S(0) × (0, T ) . (79)

Ïî îïðåäåëåíèþ

∂w(f)

∂t
(x, t) =

∫
Yf

∂W(f)

∂t
(x, t,y)dy =

= m
∂ws

∂t
−
∫ t

0

( 3∑
i=1

(∫
Yf

∂W
(f)
i

∂t
(y, t− τ)dy

)
⊗ ei

)
·
(
∇ p (x, τ) + ϱf

∂2ws

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ =

= m
∂ws

∂t
−
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ p (x, τ) + ϱf

∂2ws

∂τ 2
(x, τ)

)
dτ , (80)

ãäå

B(f)(µ1,∞; t) =
3∑

i=1

(∫
Yf

∂W
(f)
i

∂t
(y, t)dy

)
⊗ ei. (81)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 6 è 7. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë
P (x, t,y) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pε} çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(1− ζ) p+
ζ

m
χ(y) pf (x, t) + ζ

(
1− χ(y)

)
Ps(x, t,y) .

Äëÿ µ1 = ∞ äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë W ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wε} åñòü

W(x, t,y) = ws(x, t) ,
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è äëÿ µ1 <∞
W(x, t,y) = χ(y)W(x, t,y) +

(
1− χ(y)

)
ws(x, t) .

Äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë {wε
s} ðàâåí {ws(x, t)}, è äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {D(x,wε
s)} åñòü

D
(
x,ws(x, t)

)
+ D

(
y,U(x, t,y)

)
.

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (51) çàìåíÿåòñÿ íà∫
QT

(
ζ λ0

(
mD(x,w) + ⟨D(y,U)⟩Ys

)
− p I

)
: D(x,φ)dxdt =∫

QT

∫
Y

ϱ(f)(x,y)
(
F− ∂2W

∂t2
(x, t,y)

)
·φ(x, t)dy dx dt (82)

ñ ëþáûìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè φ, ðàâíûìè íóëþ íà ãðàíèöå ∂Q, à èíòåãðàëüíîå òîæ-
äåñòâî (52) çàìåíÿåòñÿ íà∫

QT

(
η

∫
Y

(1− ζ

c̄ 2f
+
( χ
c̄ 2f

+
1− χ

c̄ 2s

)
ζ
)∂P
∂t
dy −∇η · ∂w

∂t

)
dxdt = 0 (83)

ñ ëþáûìè ãëàäêèìè η.
Â (82)

ϱ(f)(x,y) =
(
1− ζ(x)

)
ϱf + ζ(x)

(
ϱfχ(y) +

(
1− χ(y)

)
ϱs
)
.

Äëÿ µ1 = ∞
W(x, t,y) = ws(x, t) ,

è äëÿ µ1 <∞
W(x, t,y) = χ(y)W(x, t,y) +

(
1− χ(y)

)
ws(x, t) .

Ñîîòíîøåíèÿ (82) è (83) äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé àêóñòèêè (16), (17) â Ω
(f)
T , óñðåäíåííûå

óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ (36) è (44), óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (45) â ΩT , óñëîâèÿ

íåïðåðûâíîñòè (41), (42), (47), è (48) íà îáùåé ãðàíèöå S
(0)
T , è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (37)

è (49).
Ïðåäåëüíûå ôóíêöèèws è pf óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè ΩT ìàêðîñêîïè÷åñêîìó óðàâ-

íåíèþ íåðàçðûâíîñòè äëÿ æèäêîé êîìïîíåíòû

m

c2f
pf +m∇ ·ws = ⟨∇y ·U⟩Ys . (84)

Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â âèäå∫
ΩT

( 1
c2f
χεp εξ(x, t)−wε · ∇ξ(x, t)

)
dxdt =

∫
ΩT

(1− χε)ξ(x, t)∇ ·wε
sdxdt .

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 äàåò∫
ΩT

( 1

c2f
χεp εξ(x, t)−wε·∇ξ(x, t)

)
dxdt→

∫
ΩT

(
ξ
m

c2f
pf−ws·∇ξ

)
dxdt =
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=

∫
ΩT

ξ
(m
c2f
pf +∇ ·ws

)
dxdt ,∫

ΩT

(1− χε)∇ ·wε
sξ(x, t)dxdt→

∫
ΩT

ξ
(
(1−m)∇ ·ws + ⟨∇y ·U⟩Ys

)
dxdt .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Íãóåòñåíãà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óðàâíåíèå (84).
Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â îáëàñòè Ωε

s â ñëåäóþùåé ôîðìå

(1− χε)p ε = −c2s(1− χε)∇ ·wε
s ,

è èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî â ñëåäóþùåé ôîðìå

Iεf + Iεs =

∫
ΩT

ϱεF · φdxdt , (85)

ãäå

Iεf =

∫
ΩT

χεαµD(x,vε) : D(x, φ)dxdt+
∫
ΩT

χε pε∇ · φdxdt ,

Iεs =

∫
ΩT

(1− χε)
(
λ0D(x,wε

s) : D(x, φ) + c2s(∇ ·wε
s)(∇ · φ)

)
dxdt =

= λ0

∫
ΩT

(1− χε)
(
N(0) : D(x,wε

s)
)
: D(x, φ)dxdt ,

è

N(0) =
3∑

i,j=1

Jij ⊗ Jij +
c2s
λ0

I⊗ I .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå:

Jij =
1

2
(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) ,

òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà A⊗B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(A⊗B) : C = A(B : C)

äëÿ ëþáîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà C.
Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (85) ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

òèïàìè ïðîáíûõ ôóíêöèé. Âíà÷àëå èñïîëüçóåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ φ = φ(x, t), à çàòåì

ïðîáíóþ ôóíêöèþ φ = εh(x, t)φ0(
x

ε
). Ïîëó÷èì ìàêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå áàëàíñà

ìîìåíòîâ

∇ ·
(
λ0 N

(0) :
(
(1−m)D(x,ws) + ⟨D(y,U)⟩Ys

))
−m∇p+ ϱ̂F = 0 , (86)

è ìèêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå áàëàíñà ìîìåíòîâ

∇y ·
(
(1− χ)

(
N(0) :

(
D(x,ws) + D(y,U)

)
+

1

λ0
p I
))

= 0 . (87)
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×òîáû âû÷èñëèòü Ns
2 è Cs

1 ìû äîëæíû ðåøèòü (87) è íàéòè ⟨D(y,U)⟩Ys êàê îïåðàòîð
îò D(x,ws) è p.

Ïóñòü U
(ij)
2 (y) è U

(0)
2 (y) åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

∇y ·
(
(1− χ)

(
N(0) :

(
J(ij) + D(y,U(ij)

2 )
)))

= 0 , (88)

è
∇y ·

(
(1− χ)

(
N(0) : D(y,U(0)

2 ) + I
))

= 0 (89)

â Y .
Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ (88) è (89) ñëåäóåò èç ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâ∫
Ys

(
N(0) : D(y,U(ij)

2 )
)
: D(y,U(ij)

2 )dy = −
∫
Ys

(
N(0) : J(ij)

)
: D(y,U(ij)

2 )dy,∫
Ys

(
N(0) : D(y,U(0)

2 )
)
: D(y,U(0)

2 )dy = −
∫
Ys

I : D(y,U(0)
2 )dy(= −⟨∇ ·U(0)

2 ⟩Ys) ,

è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê.
Òàêèì îáðàçîì,ðåøåíèå U çàäà÷è (87) èìååò âèä

U(x, t,y) =
3∑

i,j=1

U
(ij)
2 (y)Dij(x, t) +

1

λ0
p(x, t)U

(0)
2 (y) .

Ïîýòîìó

⟨D(y,U)⟩Ys =
3∑

i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩YsDij +

1

λ0
p ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys =

=
( 3∑

i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩Ys ⊗ J(ij)

)
: D(x,ws) +

1

λ0
p ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys ,

è

Ns
2 = N(0) :

(
(1−m)

3∑
i,j=1

Jij ⊗ Jij +
3∑

i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩Ys ⊗ J(ij)

)
(90)

Cs
1 = m I− ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys . (91)

Âûðàçèì ïðàâóþ ÷àñòü (84) èñïîëüçóÿ (90):

⟨∇y ·U⟩Ys =
3∑

i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsDij +

1

λ0
q⟨∇y ·U(0)

2 ⟩Ys =

=
( 3∑
i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsJij

)
: D(x,ws) +

( 1
λ0

⟨∇y ·U(0)
2 ⟩Ys

)
p .
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Òàêèì îáðàçîì,

Cs
0 =

3∑
i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsJij , cs0 = ⟨∇y ·U(0)

2 ⟩Ys . (92)

Î÷åâèäíî, cs0 < 0.
Åñëè µ1 = ∞, òî ws = w, è

pf =
1

β

(
I+ Cs

0

)
: D(x,ws) = C̃ : D(x,ws) ,

∇ ·
(
λ0N

s
2 : D(x,ws)− pf Cs

1

)
+ ϱ̂F = 0 ,

ãäå

β =
m

c2f
− cs0
λ0

> 0 .

Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

∇ ·
((
λ0N

s
2 + Cs

1 ⊗ C̃
)
: D(x,ws)

)
+ ϱ̂F = 0 . (93)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð Ns
3 çàïèñàííûé â ôîðìå

Ns
3 = λ0N

s
2 + Cs

1 ⊗ C̃

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.
Èñïîëüçóÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (84) äëÿ æèäêîé êîìïîíåí-

òû, ïåðåïèøåì ìèêðî- è ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ (86) è (87)
êàê

∇y ·
(
(1− χ)

(
D(y,U) +

c2s
λ0

(∇y ·U)I+
c2f
λ0

⟨∇y ·U⟩YsI+

+ D(x,ws) +
(c2s − c2f

λ0

)
(∇ · ws) I

))
= 0 . (94)

∇ ·
((

(1−m)D(x,ws) + ⟨D(y,U⟩Ys)
)
+
(c2s − c2f

λ0

)
⟨∇y ·U⟩YsI+

+
(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

))
(∇ · ws) I

)
+

1

λ0
ρ̂F = 0 . (95)

Ïîäñòàâëÿÿ â (94)

U =
3∑

i,j=1

U
(ij)
3 (y)Dij +U

(0)
3 (y)(∇ ·ws) ,
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ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì çàäà÷àì â Ys:

∇y ·
(
(1 − χ)

(
D(y,U(ij)

3 ) + Jij +
c2s
λ0

∇y · U(ij)
3 I +

c2f
λ0

⟨∇y · U(ij)
3 ⟩YsI

))
= 0 , (96)

∇y ·
(
(1 − χ)

(
D(y,U(0)

3 ) +
(c2s − c2f

λ0

)
I +

c2s
λ0

∇y · U(0)
3 I +

c2f
λ0

⟨∇y · U(0)
3 ⟩YsI

))
= 0 . (97)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ çàäà÷ ïðè óñëîâèÿõ

⟨U(ij)
3 ⟩Ys = ⟨U(0)

3 ⟩Ys = 0

ñëåäóåò èç ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâ∫
Ys

((
D(y,U(ij)

3 ) + Jij
)
: D(y,U(ij)

3 ) +
c2s
λ0

(∇y ·U(ij)
3 )2

)
dy +

c2f
λ0

(∫
Ys

∇y ·U(ij)
3 dy

)2
= 0 ,

∫
Ys

(
D(y,U(0)

3 ) : D(y,U(ij)
3 ) +

c2s
λ0

(∇y ·U(0)
3 )2

)
dy+

c2f
λ0

(∫
Ys

∇y ·U(0)
3 dy

)2
+
(c2s − c2f

λ0

)∫
Ys

∇y · Ũ0dy = 0 .

Òàêèì îáðàçîì,

Ns
3 = (1−m)

3∑
i,j=1

Jij ⊗ Jij +
(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

)
I⊗ I+

3∑
i,j=1

⟨D(y,U(ij)
3 )⟩Ys ⊗ Jij +

(c2s − c2f
λ0

) 3∑
i,j=1

⟨∇ · U(ij)
3 ⟩YsI⊗ Jij+

⟨D(y,U(0)
3 )⟩Ys ⊗ I+

(c2s − c2f
λ0

)
⟨∇ · U(0)

3 ⟩YsI⊗ I . (98)

Ïóñòü ζ = (ζij) è η = (ηij) � ïðîèçâîëüíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

Y ζ =
3∑

i,j=1

U
(ij)
3 ζij , Y η =

3∑
i,j=1

U
(ij)
3 ηij , Y 0

ζ = U
(0)
3 tr ζ , Y 0

η = U
(0)
3 tr η .

Òîãäà(
Ns

3 : ζ
)
: η = (1−m)ζ : η +

(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

)
tr ζ tr η+

+
(c2s − c2f

λ0

)
⟨∇ · Y ζ⟩Ys tr η + ⟨D(y,Y ζ)⟩Ys : η+

+ ⟨D(y,Y 0
ζ)⟩Ys : η +

(c2s − c2f
λ0

)
⟨∇ · Y 0

η⟩Ys tr ζ . (99)
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Ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà Ns
3 â ôîðìå(
Ns

3 : ζ
)
: η =

(
Ns

3 : η
)
: ζ

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ(
⟨D(y,U(ij)

3 ) : D(y,U(kl)
3 )⟩Ys + ⟨D(y,U(kl)

3 )⟩Ys : Jij
)
+

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys+

c2f
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys = 0 , (100)

⟨D(y,U(0)
3 ) : D(y,U(0)

3 )⟩Ys +
c2s
λ0

⟨(∇y ·U(0)
3 )2⟩Ys+(c2s − c2f

λ0

)
⟨∇y ·U(0)

3 ⟩Ys +
c2f
λ0

(
⟨∇y ·U(0)

3 ⟩Ys

)2
= 0 , (101)

(
⟨D(y,U(ij)

3 ) : D(y,U(0)
3 )⟩Ys + ⟨D(y,U(0)

3 )⟩Ys : Jij
)
+

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ∇y ·U(0)

3 ⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(0)

3 ⟩Ys = 0 , (102)

⟨D(y,U(0)
3 ) : D(y,U(kl)

3 )⟩Ys +
(c2s − c2f

λ0

)
⟨∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys+

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(0)
3 ∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y ·U(0)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys , (103)

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì (96) è (97) íà U
(kl)
3 è U(0), è èíòåãðèðîâàíèåì ïî

÷àñòÿì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìå

⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y η)⟩Ys + ⟨D(y,Y η)⟩Ys : ζ+

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y ζ ∇y · Y η⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys = 0 , (104)

⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y 0

η)⟩Ys +
c2s
λ0

⟨∇y · Y 0
η ∇y · Y 0

ζ⟩Ys+

+
(c2s − c2f

λ0

)
⟨∇y · Y 0

ζ⟩Ys tr η +
c2f
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0

η⟩Ys = 0 , (105)



62 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40

⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y 0
η)⟩Ys + ⟨⟨D(y,Y 0

η)⟩Ys : ζ+

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y ζ ∇y · Y 0
η⟩Ys +

c2f
λ0

⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0
η⟩Ys = 0 , (106)

⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y η)⟩Ys +

(c2s − c2f
λ0

)
⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ+

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ ∇y · Y η⟩Ys +

c2f
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys , (107)

è ïðîñóììèðóåì ðàâåíñòâà (99) è (104)-(107):(
Ns

3 : ζ
)
: η = (1−m)ζ : η + ⟨D(y,Y ζ)⟩Ys : η + ⟨D(y,Y η)⟩Ys : ζ+

+ ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y η)⟩Ys + ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y

0
η)⟩Ys + ⟨D(y,Y 0

η)⟩Ys : ζ+

+ D(y,Y 0
ζ)⟩Ys : η + ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y 0

η)⟩Ys + ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y η)⟩Ys+

+
c2s
λ0

(
(1−m)tr ζ tr η + ⟨∇ · Y ζ⟩Ys tr η + ⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ+

+ ⟨∇y · Y ζ ∇y · Y η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
η ∇y · Y 0

ζ⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys tr η+

+ ⟨∇ · Y 0
η⟩Ys tr ζ + ⟨∇y · Y ζ ∇y · Y 0

η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ ∇y · Y η⟩Ys

)
+

+
c2f
λ0

(
m2 tr ζ tr η −m ⟨∇y · Y ζ⟩Ys tr η −m ⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ+

⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0

η⟩Ys −m ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys tr η−

−m ⟨∇y · Y 0
η⟩Ys tr ζ + ⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0

η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys

)
.

Òàêèì îáðàçîì,(
Ns

3 : ζ
)
: η = ⟨

(
D(y,Zζ) + ζ

)
: D(y,Zη) + η

)
⟩Ys+

+
c2s
λ0

⟨(∇y ·Zζ + tr ζ)(∇y ·Zη + tr η)⟩Ys+

+
c2f
λ0

(
⟨∇y ·Zζ⟩Ys −m tr ζ

)(
⟨∇y ·Zη⟩Ys −m tr η

)
, (108)

ãäå Zζ = Y ζ + Y 0
ζ .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà Ns
3 è ïîëîæèòåëüíóþ

îïðåäåëåííîñòü. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ζ = η

(Ns
3 : ζ) : ζ = ⟨

(
D(y,Zζ) + ζ

)
: D(y,Zζ) + ζ

)
⟩Ys+

+
c2s
λ0

⟨(∇y ·Zζ + tr ζ)2⟩Ys +
c2f
λ0

(
⟨∇y ·Zζ⟩Ys −m tr ζ

)2
. (109)
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Ïîýòîìó,

(Ns
3 : D(x,ws)

)
: D(x,ws) > a0D(x,ws) : D(x,ws), a0 = const > 0 .
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Abstract. Processes of isothermal acoustics in composite medium with two di�erent
components are under consideration. Composite medium consists of liquid and poroelastic medium.
Poroelastic medium is �lled with a �uid. Solvability of initial-boundary problem in generalized form
is investigated. Homogenized models are derived in various cases.

Key words: composite medium, periodic structure, Stokes' equations, Lame's equations,
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: L-ôóíêöèè, ìíèìûå êâàäðàòè÷íûå ïîëÿ, êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, ëèíåé-

íûå êîìáèíàöèè, ÷èñëî íóëåé.

Ïîëó÷åíà íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íóëåé íà êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ äëÿ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé L�ôóíêöèÿì Ãåêêå ìíèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé.

Ïóñòü N0(T ) � ÷èñëî íóëåé ζ(1
2
+ it) íà ïðîìåæóòêå (0, T ].

Â 1921 ãîäó Õàðäè è Ëèòòëâóä [1] äîêàçàëè, ÷òî

N0(T ) ≥ c1 T, c1 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â 1942 ãîäó À. Ñåëüáåðã [2] ïîëó÷èë ïðàâèëüíóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó N0(T ):

N0(T ) ≥ c2 T log T , c2 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ðÿäîâ Äèðèõëå, óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ
ðèìàíîâà òèïà, íî íå èìåþùèõ ýéëåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ, ïðàâèëüíûõ ïî ïîðÿäêó íèæíèõ
îöåíîê äëÿ ÷èñëà èõ íóëåé íà îòðåçêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé ℜs = 1

2
ïîêà íå ïîëó÷åíî.

Â 1980 ãîäó Ñ.Ì. Âîðîíèí [3] äîêàçàë, ÷òî

N0(T, f) > c3T exp

{√
log log log log T

20

}
,

ãäå N0(T, f) � ÷èñëî íóëåé ρ ôóíêöèè Äýâåíïîðòà�Õåéëüáðîííà f(s) òàêèõ, ÷òî ℜρ = 1
2
,

0 < ℑρ ≤ T , c3 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â 1989 ãîäó À.À. Êàðàöóáà [4] ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà îöåíîê ñíèçó ÷èñëà íóëåé

íåêîòîðûõ ðÿäîâ Äèðèõëå íà îòðåçêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé ïîêàçàë, ÷òî

N0(T, f) ≥ T
√
log T (log T )−ε,

ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, T > T0(ε) > 1.
Â 1991 ãîäó À.À. Êàðàöóáà [5] ïîñòàâèë è ðåøèë ñâîèì ìåòîäîì 1989 ãîäà çàäà÷ó

î íèæíåé îöåíêå ÷èñëà íóëåé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé L�ôóíêöèé Äèðèõëå íà îòðåçêå
êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé.
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Â 1996 ãîäó Ñ.À. Ãðèöåíêî ðàññìîòðåë âîïðîñ î ÷èñëå N0(T, f) íóëåé íà îòðåçêå
[0, T ] ôóíêöèè

f(t) =
N∑
j=1

ajZ(t, Fj), (1)

ãäå aj � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à Z(t, Fj) � àíàëîãè ôóíêöèè Õàðäè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì Fj(s) èç êëàññà Ñåëüáåðãà ñòåïåíè 2 (j = 1, . . . , N).

Â [6] äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè íåêîòîðûõ ãèïîòåç, ÿâëÿþùèõñÿ
ãèïîòåçàìè Ñåëüáåðãà è èõ ñëåãêà óñèëåííûìè âàðèàíòàìè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

N0(T, f) ≫ T exp{
√

log log log T}. (2)

Â 1997 ãîäó Ñ.À. Ãðèöåíêî [7] äîêàçàë íåðàâåíñòâî (4) áåçóñëîâíî â ñëó÷àå, êîãäà
F1(s), . . . , FN(s) � L�ôóíêöèè Ãåêêå, îòâå÷àþùèå êîìïëåêñíûì õàðàêòåðàì Ãåêêå îä-
íîãî è òîãî æå ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ.

Â 2010 ãîäó È.Ñ. Ðåçâÿêîâà [8] ïðèìåíèëà ê ïîñëåäíåé çàäà÷å ìåòîä À.À. Êàðàöóáû
[3] è ïîëó÷èëà îöåíêó

N0(T, f) ≫ T (log T )2/h(−D) exp{−c
√

log log T},

ãäå h(−D) � ïîðÿäîê ãðóïïû êëàññîâ èäåàëîâ, c > 0.
Ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó î íóëÿõ ôóíêöèè f(t), îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (3), ëåæà-

ùèõ íà êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò èçëîæåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî, T 15/16+5ε ≤ H ≤ T . Ïóñòü
F1(s), . . . , FN(s) � L�ôóíêöèè Ãåêêå, îòâå÷àþùèå êîìïëåêñíûì õàðàêòåðàì Ãåêêå îä-
íîãî è òîãî æå ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ âèäà Q(

√
−p0 ), ãäå p0 � ïðîñòîå ÷èñ-

ëî, ñðàâíèìîå ñ 3 ïî ìîäóëþ 4, à ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3), â êîòîðîì
a1, a2, . . . , aN � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïóñòü N0(T, f) � ÷èñëî íóëåé ôóíê-
öèè f(t) íà îòðåçêå [0, T ].

Òîãäà ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî

N0(T +H, f)−N0(T, f) ≫ H(log T )2/h(p0) exp{−c
√
log log T},

ãäå h(p0) � ÷èñëî êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ Q(
√
−p0 ).
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îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû.

Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð L ∈ L(X;Y) (ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
íåïðåðûâíûì), îïåðàòîð M ∈ Cl(X;Y) (ëèíååí, çàìêíóò è ïëîòíî îïðåäåëåí â ïðî-
ñòðàíñòâå X). Ñíàáäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DM îïåðàòîðà M íîðìîé åãî ãðàôèêà
∥ · ∥DM

.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé x : [0, T ] → X è u : [0, T ] → U èç ñîîòíî-

øåíèé
Lẋ(t) =Mx(t) +B(t)u(t) + y(t), t ∈ [0, T ] , (1)

x(0) = x0 , (2)

Φx(t) = Ψ(t) , t ∈ [0, T ] . (3)

Ïðè óñëîâèè ñèëüíîé (L, p)-ðàäèàëüíîñòè îïåðàòîðàM [1] èìååì ïðåäñòàâëåíèå ïðî-
ñòðàíñòâ â âèäå ïðÿìûõ ñóìì X = X0⊕X1, Y = Y0⊕Y1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q ïðîåêòî-
ðû, äåéñòâóþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, âäîëü X0 íà X1 è âäîëü Y0 íà Y1. Ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ
L èM íà ïîäïðîñòðàíñòâà Xk îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk ∈ L(Xk;Yk), Mk ∈ Cl(Xk;Yk), k = 0, 1.
Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îáðàòíûå îïåðàòîðû M−1

0 ∈ L(Y0;X0) è L−1
1 ∈ L(Y1;X1), à òàê-

æå ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ {X(t) ∈ L(X) : t ≥ 0}, ðàçðåøàþùàÿ
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîðM ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, Φ ∈ L(X;U), X1 ⊂ kerΦ, B ∈
C1([0, T ];L(U;Y)), y ∈ C1([0, T ];Y), Ψ ∈ C1([0, T ];U), ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð
(ΦM−1

0 (I −Q)B(t))−1 è ïðè ýòîì (ΦM−1
0 (I −Q)B)−1 ∈ C1([0, T ];L(U)), ΦHB(t) = 0 ïðè

âñåõ t ∈ [0, T ], x0 ∈ DM ,

(I − P )x0 =M−1
0 (I −Q)(B(0)(ΦM−1

0 (I −Q)B(0))−1×

×

(
Ψ(0) +

p∑
k=0

HkM−1
0 (I −Q)y(k)(0)

)
+ y(0)).

Òîãäà ðåøåíèå x ∈ C1([0, T ];X) ∩ C([0, T ];DM), u ∈ C1([0, T ];U) çàäà÷è (1)�(3) ñóùå-
ñòâóåò, åäèíñòâåííî, èìååò âèä

x(t) = X(t)x0 +

t∫
0

X(t− s)L−1
1 Q(B(s)u(s) + y(s))ds−
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−
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)(B(t)u(t) + y(t)))(k) ,

u(t) = −(ΦM−1
0 (I −Q)B(t))−1

(
Ψ(t) +

p∑
k=0

HkM−1
0 (I −Q)y(k)(t)

)
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∥x∥C1([0,T ];X) ≤ c
(
∥Px0∥DM

+ ∥Ψ∥C1([0,T ];U) + ∥y∥C1([0,T ];Y)

)
,

∥u∥C1([0,T ];U) ≤ c
(
∥Ψ∥C1([0,T ];U) + ∥y∥C1([0,T ];Y)

)
,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò x0, y, Ψ.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå ΦHB(t) = 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî â ñëåäóþùèõ
ñëó÷àÿõ:

� îïåðàòîð M ñèëüíî (L, 0)-ðàäèàëåí, òîãäà H = 0;

� imB(t) ⊂M [kerL], òîãäà HB(t) ≡ 0;

� imL0 ⊂M [kerΦ], òîãäà ΦH = 0.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞, T > 0, β, δ ∈ R. Îáðàòíàÿ çàäà÷à

(β +∆)(v(x, 0)− v0(x)) = 0, x ∈ Ω, (4)

(1− δ)v + δ
∂v

∂n
(x, t) = (1− δ)w + δ

∂w

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (5)

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

vt(x, t) = ∆v(x, t)−∆w(x, t) + b1(x, t)u(t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (6)

0 = v + (β +∆)w + b2(x, t)u(t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (7)

ñ óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå âûðîæäåíèÿ∫
Ω

K(y)w(y, t)dy = ψ(t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (8)

ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà â ðàìêàõ çàäà÷è (1)�(3). Èñêîìûìè ôóíêöèÿìè çäåñü ÿâëÿ-
þòñÿ v(x, t), w(x, t), u(t) = (u1(t), u2(t)). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6), (7) ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-
íåéíîé çàìåíû ôóíêöèé v(x, t), w(x, t) ñîâïàäàåò ñ ëèíåàðèçàöèåé êâàçèñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ôàçîâîãî ïîëÿ [2], îïèñûâàþùåé â ðàìêàõ ìåçîñêîïè÷åñêîé òåîðèè
ôàçîâûå ïåðåõîäû ïåðâîãî ðîäà.
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Â ïðîñòðàíñòâå C(D) íåïðåðûâíûõ íà D = [a, b] × [c, d] ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

x(t, s) =

∫ t

a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ s

c

m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+

∫ t

a

∫ d

c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ+f(t, s),

ãäå (t, s) ∈ D, l, m, n, f � çàäàííûå íåïðåðûâíûå íà D × T, D × S, D × T × [c, d], D
ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè, T = {τ : a ≤ τ ≤ t ≤ b}, S = {σ : c ≤ σ ≤ s ≤ d}.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð V, îïðåäåëÿåìûé ñóììîé ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â C(D), åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÿäåð l(t, s, τ)
èëè m(t, s, σ) ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ [1].

Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ óäàåòñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó âàæ-
íîå çíà÷åíèå èìåþò ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ åãî ðåøåíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçî-
âàíèå õîðîøî èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ðîäà (îáîñíîâàíèå êîòîðûõ îáû÷íî èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ [2,3]) äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè òðåáóåò
îñòîðîæíîñòè è îáîñíîâàíèÿ; â ÷àñòíîñòè, èç-çà îòñóòñòâèÿ êîìïàêòíîñòè ó îïåðàòîðà
V òðåáóåòñÿ îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòóðíûõ è êóáàòóðíîé ôîðìóë,
èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ.

Îòðåçêè [a, b] è [c, d] ðàçîáúåì íà ÷àñòè òî÷êàìè

tp = a+ ph (p = 0, 1, . . . , P, a+ Ph ≤ b < (P + 1)h),

sq = c+ qg (q = 0, 1, . . . , Q, c+Qg ≤ d < (Q+ 1)g)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëàãàÿ t = tp, s = sq è ïðèìåíÿÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû∫ tp

a

l(tp, sq, τ)x(τ, sq)dτ = h

p∑
i=0

αpilpqix(ti, sq) + rlpq,

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò � 1.4407.2011)
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∫ sq

c

m(tp, sq, σ)x(tp, σ)dσ = g

q∑
j=0

βjqmpqjx(tp, sj) + rmpq

è êóáàòóðíóþ ôîðìóëó∫ tp

a

∫ b

c

n(tp, sq, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ = hg

p∑
i=0

Q∑
j=0

γpqijnpqijx(ti, sj) + rnpq,

ãäå lpqi = l(tp, sq, ti), mpqj = m(tp, sq, sj), npqij = n(tp, sq, ti, sj), à r
l
pq, r

m
pq è r

n
pq � îñòàòêè

êâàäðàòóðíûõ è êóáàòóðíîé ôîðìóë, ïîëó÷èì ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îñòàòêîâ ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé xp0, x0q, xpq ôóíêöèè x â òî÷êàõ (tp, s0), (t0, sq),
(tp, sq) (p = 1, . . . , P ; q = 1, . . . , Q).

Ïóñòü δp0, δ0q, δpq � ïîãðåøíîñòè â óðàâíåíèÿõ ñ xp0, x0q, xpq. Òîãäà

x00 = f(a, c), xp0 = h

p∑
i=0

αpilp0ixi0 + fp0 + δp0, x0q = g

q∑
j=0

βjqm0qjx0j + f0q + δ0q,

xpq = h

p∑
i=0

αpilpqixiq + g

q∑
j=0

βjqmpqjxpj + hg

p∑
i=0

Q∑
j=0

γpqijnpqijxij + fpq + δpq

(p = 1, . . . , P ; q = 1, . . . , Q), ãäå fp0 = f(tp, s0), f0q = f(t0, sq), fpq = f(tp, sq).

Òåîðåìà. Åñëè rlpq, r
m
pq è rnpq ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p, q ïðè

h, g → 0; ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà A,B,C, ÷òî |αpi| ≤ A < ∞, |βjq| ≤ B < ∞, |γpqij| ≤
C < ∞; ïîãðåøíîñòè δp0, δ0q, δpq ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p, q ïðè
h, g → 0, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h è g ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xpq ìîæåò áûòü
íàéäåíî èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ϵ > 0 íàéäóòñÿ òàêèå h0
è g0, ÷òî ïðè h < h0 è g < g0 áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

|xpq − x(tp, sq)| < ϵ (p = 0, 1, . . . , P ; q = 0, 1, . . . , Q),

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

xpq(t, s) = h

p∑
i=0

αpil(t, s, ti)xiq+g

q∑
j=0

βjqm(t, s, sj)xpj+hg

p∑
i=0

Q∑
j=0

γpqijn(t, s, ti, sj)xij+f(t, s)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà D ê ðåøåíèþ x(t, s) ïðè h→ 0, g → 0.
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Îöåíêà ïðîèçâåäåíèé íåñêîëüêèõ âåëè÷èí â òåðìèíàõ ñóììû íåêîòîðûõ äðóãèõ
âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé. Ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà èãðàþò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñàìîé ìàòåìàòèêå è ìíîãèõ å¼ ïðèëîæåíèÿõ: ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêå, âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèÿõ, òåîðèè ñèãíàëîâ, îöåíèâàíèè ñëîæíîñòè ïðèêëàäíûõ àëãîðèòìîâ
è ò.ä. Ïðèìåðîì òàêèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì
è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì. Äðóãèì êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííîå â
1912 ã. àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Âèëüÿìîì ßíãîì çíàìåíèòîå íåðàâåíñòâî, íàçâàííîå
âïîñëåäñòâèè åãî èìåíåì. Äëÿ äâóõ ÷èñåë â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî ßíãà çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

xy ≤ xp

p
+
yq

q
(1)

ïðè óñëîâèÿõ 1
p
+ 1

q
= 1, p, q > 1, x, y > 0.

Ñ.Ì. Ñèòíèêîì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå íåðàâåíñòâî ßíãà â òðàäèöèîííîé
ôîðìóëèðîâêå � ýòî íå îäíî, à ïàðà íåðàâåíñòâ. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1)
ñèììåòðè÷íà, òî íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå âòîðîå íåðàâåíñòâî

xy ≤ xq

q
+
yp

p
, (2)

è ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à î ñðàâíåíèè íåðàâåíñòâ (1) è (2).
Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

y ≥ x, p ≥ 2 ≥ q > 1. (3)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), òîãäà
1. Åñëè y ≥ x ≥ 1, òî îöåíêà (1) ëó÷øå, ÷åì (2).
2. Åñëè 1 ≥ y ≥ x ≥ 0, òî îöåíêà (2) ëó÷øå, ÷åì (1).
3. Åñëè y ≥ 1 ≥ x ≥ 0, òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ïðè ñîîòíîøåíèè

y > y0 =

(
p

q

) 1
p−q
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òî÷íåå íåðàâåíñòâî (1). Ïðè ñîîòíîøåíèè

1 < y < y0 =

(
p

q

) 1
p−q

ïðè äàííîì y ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå x = x, 0 < x < 1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

xp

p
− xq

q
=
yp

p
− yq

q
. (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè x ∈ (0, x) îöåíêà (2) ëó÷øå, ÷åì (1), à ïðè x ∈ (x, 1) îöåíêà (1)
ëó÷øå, ÷åì (2).

Íà âñå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ìîæíî ïðèâåñòè ÷èñëåííûå ïðèìåðû [2-4].
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ n ÷èñåë, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

âñå ÷èñëà ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò åäèíèöû. Êîãäà ÷èñëà ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû ñ
ðàçíûõ ñòîðîí îò åäèíèöû, òî ðåçóëüòàòû íåèçâåñòíû äàæå äëÿ òð¼õ ÷èñåë. Ïîëó÷åíû
òîëüêî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íà îñíîâå êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Âñåãî â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì n! âàðèàíòîâ îáîáùåíèé íåðàâåíñòâà ßíãà.

Òåîðåìà 2. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ . . . ,
íàèëó÷øèì (â ñìûñëå ñ íàèìåíüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) èç íåðàâåíñòâ ßíãà áóäåò òî, â
êîòîðîì ïàðàìåòðû p, q, r óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ p ≤ q ≤ r . . . , à íàèõóäøèì (â
ñìûñëå ñ íàèáîëüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) � ïî óáûâàíèþ.

Òåîðåìà 3. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 1 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ . . . , íàèëó÷-
øèì (â ñìûñëå ñ íàèìåíüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) èç íåðàâåíñòâ ßíãà áóäåò òî, â êîòîðîì
ïàðàìåòðû p, q, r óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ p ≥ q ≥ r . . . , à íàèõóäøèì (â ñìûñëå ñ
íàèáîëüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) � ïî âîçðàñòàíèþ.

Ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé íåðàâåíñòâ ßíãà (òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî èõ äâà!) ñ ïàðîé
ïðîèçâîëüíûõ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé ßíãà. Ïî îáû÷íîé ñõåìå [1] ìîæíî èç
ïîëó÷åííîãî óòî÷í¼ííîãî íåðàâåíñòâà ßíãà âûâåñòè óòî÷í¼ííîå íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà
(èëè èñòîðè÷åñêè áîëåå òî÷íî: Ðîäæåðñà-Ã¼ëüäåðà-Ðèññà). Ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ êàê
äëÿ äèñêðåòíîãî, òàê è äëÿ èíòåãðàëüíîãî ñëó÷àåâ.
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íàÿ çàäà÷à.

Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n ≥ 2.
Â öèëèíäðå D = {t > 0} × Ω äëÿ àíèçîòðîïíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ äâîéíîé íåëèíåéíîñòüþ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

(|u|k−2u)t =
n∑

α=1

(aα(u
2
xα
)uxα)xα , k > 1, (t,x) ∈ D; (1)

u(t,x)
∣∣
S
= 0, S = {t > 0} × ∂Ω; (2)

u(0,x) = φ(x), φ(x) ∈ Lk(Ω), φxα(x) ∈ Lpα(Ω), α = 1, n . (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè aα(s), s ≥ 0, α = 1, n, ïîä÷èíÿþòñÿ
óñëîâèÿì: a(0) = 0, a(s) ∈ C1(0,∞),

as(pα−2)/2 ≤ aα(s) ≤ âs(pα−2)/2, p1aα(s)/2 ≤ aα(s) + a′α(s)s ≤ b̂aα(s), α = 1, n ,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè â ≥ a, 2b̂ ≥ p1 > k (p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn). Íàïðèìåð,

aα(s) = s(pα−2)/2, α = 1, n, b̂ = pn.
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè ïðè t → ∞

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) ñ ôèíèòíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé φ(x) îò ïîêàçàòåëåé íåëèíåé-
íîñòè.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà
◦
W 1

k,p(Ω),
◦
W

0,1
k,p(D

T ),
◦
W

1,1
k,p(D

T ) îïðåäåëèì êàê ïî-

ïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ C∞
0 (Ω), C∞

0 (DT+1
−1 ), ñîîòâåòñòâåííî, ïî íîðìàì ∥u∥W 1

k,p(Ω) =∑n
α=1 ∥uxα∥Lpα (Ω) + ∥u∥Lk(Ω), ∥u∥W 0,1

k,p(D
T ) = ∥u∥Lk(DT ) +

∑n
α=1 ∥uxα∥Lpα (DT ), ∥u∥W 1,1

k,p(D
T ) =

∥u∥W 0,1
k,p(D

T ) + ∥ut∥Lk(DT ).

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) ñ ôóíêöèåé φ(x) ∈
◦
W 1

k,p(Ω)

íàçîâåì ôóíêöèþ u(t,x) òàêóþ, ÷òî ïðè âñåõ T > 0 u(t,x) ∈
◦
W

0,1
k,p(D

T ) è óäîâëåòâîðÿåò
èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫

DT

(
−|u|k−2uvt +

n∑
α=1

aα(u
2
xα
)uxαvxα

)
dxdt =

∫
Ω

|φ(x)|k−2φ(x)v(0,x)dx,
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äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(t,x) ∈
◦
W

1,1
k,p(D

T ), v(T,x) = 0.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ãàëåðêèíñêèõ ïðè-
áëèæåíèé, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Ô.Õ. Ìóêìèíîâûì äëÿ ìîäåëüíîãî èçîòðîïíîãî
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äâîéíîé íåëèíåéíîñòüþ è îáîáùåí àâòîðàìè ñòàòüè íà
óðàâíåíèÿ âèäà (1) (ñì. [1], [2]).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè
n∑

α=1

1/pα < 1 + n/pn, òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u(t,x) çàäà÷è

(1)-(3) ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé φ(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò îá óáûâàíèè äëÿ îáëàñòåé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü âûäåëåííîé
îñè Oxs, s ∈ 1, n (îáëàñòü Ω ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå xs > 0, ñå÷åíèå γr = {x ∈
Ω | xs = r} íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî ïðè ëþáîì r > 0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

supp φ ⊂ ΩR0 , R0 > 0.

Òåîðåìà 1. Cóùåñòâóþò C(φ, k, p1, â, b̂) > 0 è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(t,x) çàäà÷è
(1)�(3) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥u(t)∥Lk(Ω) ≥ ∥φ∥Lk(Ω) (C(φ)t+ 1)−1/(p1−k) .

Äëÿ r > 0 ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ν(r) = inf
{
∥gx1∥Lp1 (γr)

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ∥g∥Lp1 (γr)

= 1
}
,

µ1(r) = inf
{
∥gx1∥Lp1 (Ω

r)

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ∥g∥Lk(Ωr) = 1

}
, Ωr = {x ∈ Ω |xs < r}.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå: lim
r→∞

µ1(r) = 0. Èíà÷å äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(t)∥Lk(Ω) ≤Mt−1/(p1−k) , t > 0 .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü s ∈ 2, n. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

µ1(r) ≥ Cr−a, r > 1 , a, C > 0 , lim
r→∞

1

ln r

r∫
1

νp1/ps(ρ)dρ = ∞ ,

òî ñóùåñòâóþò M(ps, p1, ∥φ∥Lk(Ω)) > 0 è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è (1)�(3)
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(t)∥Lk(Ω) ≤Mt−(1−ε)/(p1−k), t > 0.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ãðàíò � 13-01-0081-à).
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè, ãðàíè÷íûå çàäà÷è,

àíèçîòðîïíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåêîòîðîìó êëàññó àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîå óðàâíåíèå âèäà

n∑
α=1

(
|uxα|pα−2uxα

)
xα

− |u|k−2u = Φ(x), (1)

pn ≥ ... ≥ p2 ≥ p1 > 1, k > 1.

Äëÿ íåãî â ïðîèçâîëüíîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊆ Rn = {x = (x1, x2, ..., xn)},
n ≥ 2, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

u
∣∣
∂Ω

= 0. (2)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) îò ãåîìåòðèè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è ïîêàçàòåëåé íåëè-
íåéíîñòè.

Ïîëîæèì: ∥ · ∥p � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(Ω), p = (p1, p2, ..., pn). Îïðåäåëèì ïðî-

ñòðàíñòâî
◦
W 1

k,p(Ω) êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C
∞
0 (Ω) ïî íîðìå

∥v∥ ◦
W1

k,p(Ω)
=

n∑
α=1

∥vxα∥pα + ∥v∥k.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ñ Φ(x) ∈ Lk/(k−1)(Ω), íàçîâåì

ôóíêöèþ u(x) ∈
◦
W 1

k,p(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Ω

{
n∑

α=1

|uxα |pα−2uxαvxα + (|u|k−2u+ Φ(x))v

}
dx = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x) ∈
◦
W 1

k,p(Ω).
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È.Ì. Êîëîäèé [1] óñòàíîâèë îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé íåêîòîðîãî êëàññà àíèçîòðîï-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Çäåñü ïðèâåäåí ðåçóëüòàò îá
îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ Ω.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1 <
n∑

α=1

1/pα < 1 + n/k2, k2 − nk + n ≥ 0.

Òîãäà
vraimax

Ω
|u(x)| ≤ C,

ãäå C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò pα, k, n, ∥Φ∥k/(k−1).

Äâóñòîðîííèå îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå óáûâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
àíèçîòðîïíûõ óðàâíåíèé áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷åíû â ðàáîòå [2]. Çäåñü ïðèâåäåì
îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè ðàñïîëîæåííûå âäîëü âûäåëåííîé
îñè Oxs, s ∈ 2, n (îáëàñòü Ω ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå xs > 0 è ñå÷åíèå γr = {x ∈
Ω | xs = r} íå ïóñòî ïðè ëþáîì r > 0). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ωb

a = {x ∈ Ω
∣∣∣ a < xs < b},

çíà÷åíèÿ a = 0, b = ∞ îïóñêàþòñÿ.
Îïðåäåëèì ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω :

ν(r) = inf
{
∥gx1∥p1,γr

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ∥g∥p1,γr = 1

}
, r > 0.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∞∫
1

νp1/ps(ρ)dρ = ∞,

supp Φ(x) ⊂ ΩR0 , R0 > 0.

Òåîðåìà 2. Cóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà κ, M òàêèå, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x) çàäà÷è (1), (2) ïðè r > 2R0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n∑
α=1

∥uxα∥
pα
pα,Ωr

+ ∥u∥rr,Ωr
≤ M exp

−κ
r∫

1

νp1/ps(ρ)dρ

 .
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óðàâíåíèÿ, àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ãåëüäåðà.

Â ñëîå D = Rn × (0, T ), 0 < T < ∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà

Lu ≡ ut − aij(x, t)uij − bi(x, t)ui − c(x, t)u = 0, (1)

âåùåñòâåííîçíà÷íûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ïà-
ðàáîëè÷íîñòè

(∃ δ0 > 0) (∀P ∈ D̄, ∀ξ ∈ Rn) aij(P )ξiξj ≥ δ0|ξ|2 (2)

è ïðèíàäëåæàò àíèçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâàì Ãåëüäåðà:

aij, bi, c ∈ C0,α(D̄), α ∈ (0, 1). (3)

Äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ D ñ êîìïàêòíîé ¾áîêîâîé¿ ãðàíèöåé Σ ∈ C1,α è ôóíêöèè ψ ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

Ûφ(P ) =

∫ t

0

∫
Στ

Γ(x, t, y, τ)ψ(y, τ)φ(y, τ) dsdτ, Στ = Σ ∩ {t = τ}, (4)

ãäå Γ(x, t, y, τ) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Ïðè ψ ≡ 1 ïîëó÷àåòñÿ ïî-
òåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ Uφ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C
◦
k,α(Ω̄) ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

|f ; Ω|(k,α) = ||f ; Ω||(k,α) + sup
(x,t)∈Ω

t−(k+α)/2|f(x, t)|,

ãäå ||f ; Ω||(k,α) � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Ck,α(Ω̄).
Åñëè φ ∈ C

◦
0,α(Ω̄) è Σ ∈ C1,α, òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ Uφ ∈ C

◦
1,α(Ω̄) [1]. Ïðè ýòîì

Uφ íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèíàäëåæàòü C2,α(Ω̄).
Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ïîòåíöèàëà (4) àíèçîòðîïíîìó ïðîñòðàíñòâó

Ãåëüäåðà C
◦
2,α(Ω̄) ïðè óñëîâèè, ÷òî ¾áîêîâàÿ¿ ãðàíèöà îáëàñòè ïðèíàäëåæèò ëèøü êëàñ-

ñó C1,α.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2) è (3),
Σ ∈ C1,α êîìïàêòíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

ψ ∈ C0,α(Σ), (∃ δ > 0) ψ(P ) ≥ δ > 0 ∀P ∈ Σ,

òàêàÿ, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïå-
ðàòîðîì èç C

◦
1,α(Σ) â C

◦
2,α(Ω̄), ò.å.

Ûφ(P ) ∈ C2,α(Ω̄) ∀φ ∈ C
◦
1,α(Σ),

ïðè÷åì
(∃ C > 0) ∀φ ∈ C

◦
1,α(Σ) |Ûφ,Ω|(2,α) ≤ C|φ; Σ|(1,α).

Ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ � íå îáðàùà-
þùåéñÿ â íóëü ôóíêöèè èç êëàññà C1,α(Σ)). Åñëè ¾áîêîâàÿ¿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω áîëåå
ãëàäêàÿ, òî îäíó èç òàêèõ ôóíêöèé ψ ìîæíî óêàçàòü ÿâíî:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2) è (3),
îáëàñòü Ω � öèëèíäðè÷åñêàÿ, Σ ∈ C2,α êîìïàêòíà. Òîãäà äëÿ ψ =

∑n
i,j=1 aijνiνj, ãäå

ν̄ = (ν1, . . . , νn) � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñå÷åíèþ Σt,

Ûφ ∈ C
◦
2,α(Ω̄) ⇔ φ ∈ C

◦
1,α(Σ),

(∃ C1, C2 > 0) ∀φ ∈ C
◦
1,α(Σ) C1|φ; Σ|(1,α) ≤ |Ûφ,Ω|(2,α) ≤ C2|φ; Σ|(1,α).

Åñëè ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà L ïðèíàäëåæàò C1,α(D̄),
òî a[ν] ∈ C1,α(Σ) è äëÿ ñàìîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è aij|Σ ∈ C1,α(Σ), i, j = 1, . . . , n.
Òîãäà ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

Uφ ∈ C
◦
2,α(Ω̄) ⇔ φ ∈ C

◦
1,α(Σ),

(∃ C1, C2 > 0) ∀φ ∈ C
◦
1,α(Σ) C1|φ,Σ|(1,α) ≤ |Uφ,Ω|(2,α) ≤ C2|φ,Σ|(1,α).

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïîìîùüþ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ [2], ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå [3] äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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ôåðåíöèðóåìîñòü.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïðè ýòîì îñëàáëî âíèìàíèå ê àíàëèòè÷åñêèì
èññëåäîâàíèÿì ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. ×èñëåííûå ìåòîäû ÷àùå âñåãî áàçèðóþòñÿ íà ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷, îäíàêî ïðè îäíèõ è òåõ
æå âûáðàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ áåç ïðàâèëüíîãî âûáîðà ôóíêöèé â ýòèõ óñëîâè-
ÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàê íàçûâàåìûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ, íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è: ðåøåíèå íå áóäåò èìåòü òó ãëàäêîñòü
âî âñåé îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðóþ ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíÿåìûé â äàííîì ñëó-
÷àå ÷èñëåííûé ìåòîä. Ïîêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå êðîìå ïðàâèëüíîãî âûáîðà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè óñëîâèé ñîãëà-
ñîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå çàäàþòñÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â ÷àñòíîñòè, íà ïðèìåðå ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ, çàäàííîãî â ïîëóïîëîñå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå èëè åãî ïðîèçâîäíûå òåðïÿò
ðàçðûâ íà îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå âíóòðè îáëàñòè çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ, åñëè îòñóòñòâó-
þò ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà çàäàííûå ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

Â îáëàñòè Q = (0,∞)× (0, l) äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ Q ⊂ R2 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå

(∂tt − a2∂xx)u(y, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)

ãäå a2 � ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ∂tt =
∂2

∂t2
, ∂xx = ∂2

∂x2 � ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî t è x âòîðîãî ïîðÿäêà. Ê óðàâíåíèþ (1) íà ãðàíèöå ∂Q îáëàñòèQ ïðèñîåäèíÿþòñÿ
íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0, x) = φ(x), ∂tu(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

u(t, 0) = µ(1)(t), u(t, l) = µ(2)(t), t ∈ [0,∞), (3)
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Ôóíêöèè φ, ψ, µ(i), i = 1, 2, f óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

φ(0)− µ(1)(0) = δ(1), ψ(0)− µ(1)′(0) = δ(2), µ(1)′′(0)− a2φ′′(0)− f(0, 0) = δ(3), (4)

φ(l)− µ(2)(0) = σ(1), ψ(l)− µ(2)′(0) = σ(2), µ(2)′′(0)− a2φ′′(l)− f(0, l) = σ(3), (5)

ãäå µ(i)′ è µ(i)′′ � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé µ(i) ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, i = 1, 2, φ′′ �
ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè φ.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ïîëó÷åíî â ñòàòüÿõ [1,2] ïðè
íåêîòîðûõ áîëåå æåñòêèõ óñëîâèÿõ ñîãëàñîâàíèÿ. Êðîìå äîêàçàòåëüñòâà íàðóøåíèÿ
ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) ïðè íåâûïîëíåíèè ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ óñëîâèé
ñîãëàñîâàíèÿ (4), (5) ïîñòðîåíî ïî íåñêîëüêî äðóãîé ñõåìå â îòëè÷èå îò [1, 2] êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(5).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (??), ò.å. óðàâíåíèå

(∂tt − a2∂xx)u(y, x) = 0, (t, x) ∈ Q, (6)

Ñîãëàñíî [3, 4] îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â êëàññå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

u(t, x) = g(1)(x− at) + g(2)(x+ at) (7)

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g(i) : D
(
g(i)
)
∋ z → g(i)(z) ∈ R èç êëàññà C2, ãäå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ D
(
g(1)
)
= (−∞, l], D

(
g(2)
)
= [0,∞) è çíà÷åíèÿ g(i) (x+ (−1)it) îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ

ëþáûõ (t, x) ∈ Q, Q � çàìûêàíèå îáëàñòè Q. Çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì ÷èñëî
a > 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6),(??), (??) çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé g(i) (i = 1, 2)
÷åðåç çàäàííûå ôóíêöèè. Ýòî äåëàåòñÿ ïîýòàïíî. Â ðàáîòå òàêæå ïîñòðîåíî êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè
ïî âðåìåíè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà, èìåþùèì îïðåäåëåííûé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, ïðåäïîëàãàþùåãî
ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè è ðåøåíèå ñâîåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â êàæäîé
èç ïîäîáëàñòåé.

Â îáëàñòè Ω = {0 < t < ∞, 0 < x < l} òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u(x, t) ∈
C2
(
Ω
)
, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∂2u(x, t)

∂t2
− a2

∂2u(x, t)

∂x2
= 0 â Ω, (6)

u(x, t)|t=0 = φ(x),
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (7)

u(x, t)|x=0 = c1

t∫
0

∂u(x, τ)

∂x

∣∣∣∣
x=0

dτ√
t− τ

+ g1(t), t ≥ 0, (8)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40 87

u(x, t)|x=l = c2

t∫
0

∂u(x, τ)

∂x

∣∣∣∣
x=l

dτ√
t− τ

+ g2(t), t ≥ 0, (9)

ãäå φ(x) ∈ C2(0 ≤ x ≤ l), ψ(x) ∈ C1(0 ≤ x ≤ l), g1(t) ∈ C2(0 ≤ t < ∞),
g2(t) ∈ C2(0 ≤ t <∞), a = const, a > 0, c1 = const, c1 > 0, c2 = const, c2 > 0.
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ïðîèçâîäíûìè â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ. Èçó÷àåòñÿ áëèçîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ ê ïðèáëèæ¼ííîìó â
âàðèàíòå ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé ñ ïðîäîëæåíèåì ïî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíûå èíòåãðàëû, ìåòîä ôèêòèâíûõ îáëàñòåé, çàäà÷à Äèðèõëå.

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå äëÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â âàðèàíòå ñ ïðîäîëæåíèåì
ïî ñòàðøèì è ìëàäøèì êîýôôèöèåíòàì ðàññìîòðåíî â ðàáîòå À.Í. Áóãðîâà [1], ãäå
ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå ïî ïîðÿäêó ε îöåíêè äëÿ u(x)−uε(x). Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû:
[2], Â.ß. Ðèâêèíäà [3,4], Â.Ä. Êîï÷åíîâà [5], À.Í. Êîíîâàëîâà [6], Ñ.À. Âîéöåõîâñêîãî
[7]. Âòîðàÿ è òðåòüÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ðà-
áîòàõ Ë.À. Ðóõîâöà [8], Â.Ä. Êîï÷åíîâà [9], À.Í. Áóãðîâà [1], Ã.Ï. Àñòðàõàíöåâà [10]. Â
ðàáîòàõ Ë.À. Ðóõîâöà [11], À.Ä. Ëÿøêî, Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî, Í.Í. Ñàðèìîâà [12] äàåòñÿ
îáîñíîâàíèå ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé äëÿ âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è Äèðèõëå [13] äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè. Íåêîòîðûå êâàçèëèíåéíûå ýëëèïòè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ñ.À. Âîéöåõîâñêîãî [14,15], Â.Í. Íîâè÷åíêîãî
[16].

Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé ñ
ïðîäîëæåíèåì ïî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòàì äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ äëÿ îáëàñòè çâåçäíîãî òèïà. Ðàç-
ðåøàåòñÿ âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè çâåçäíîãî òèïà ïðè óñëîâèè,
êîãäà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû äîïóñêàþò ðàñøèðåíèÿ èç íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé.

Åñëè ýòî íå îãîâîðåíî äîïîëíèòåëüíî, âåçäå áóäåì ïîëaãàòü: i, j = 1, 2, ..., n., αi ∈
(0, 1). Èíòåãðèðîâàíèå áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå Ëåáåãà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-
íèÿ

Ω = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ En , a < xi < b , i = 1, 2, ..., n} ,

⟨f, g⟩0 ≡ ⟨f, g⟩L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, ∥ · ∥0 = ∥ · ∥L2(Ω) ,

Iαb−(L1) = {f(x) : f(x) = D−α
bx φ(t), φ(x) ∈ L1(a, b)} .
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Ïóñòü G ⊆ Ω îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü çâåçäíîãî òèïà, ñ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé ãðàíèöåé ∂G, â Ḡ îïðåäåëåí äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîá-
íîé ïðîèçâîäíîé â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà W l

2(G), l ≥ [n
2
] + 2

Lu ≡
n∑

i,j=1

Dxi
[aij(x)Dxj

u(x)]−
n∑

i=1

ci(x)D
αi
axi
u, x ∈ Ḡ , (1)

r1

n∑
i=1

γ2i ≤
n∑

i,j=1

aij(x)γiγj ≤ r2

n∑
i=1

γ2i , 0 < r1 ≤ r2 , (2)

aji(x) ∈ W 1
2 (G) , (3)

êîýôôèöèåíòû ci(x)- ñóæåíèÿ íà Ḡ ôóíêöèé ωi(x) èç Ω̄, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ωi(x) ≡ ωi(xi) ∈ Iαb−(L1), φi(xi) ≥ 0 .

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu = f(x) ∈ L2(G) , (4)

u(x) ∈ W l
2(G), u(∂G) = 0 . (5)

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé äëÿ çàäà÷è (4),(5) ñ ïðîäîëæåíèåì
ïî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòàì. Ôèêòèâíîé îáëàñòüþ áóäåì ïîëàãàòü: G0 = Ω̄ \ Ḡ. Ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå uε(x) íàéäåì èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Lεuε ≡
n∑

i,j=1

Dxi
[aεij(x)Dxj

uε(x)]−
n∑

i=1

ωi(x)D
αi
axi
uε = f ε(x), x ∈ Ω̄ , (6)

uε(x) ∈ W l
2(Ω), uε(∂Ω) = 0 (7)

íà îáùåé ãðàíèöå Γ îáëàñòåé G è G0 (Γ = ∂G
∩
∂G0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

[uε(x)] = 0,

[ n∑
i,j=1

aεij(x) cos(ν, xi)Dxj
uε(x)

]
= 0, (8)

ãäå ν âíåøíÿÿ îòíîñèòåëüíî G íîðìàëü ê Γ, à [·] îáîçíà÷àåò ñêà÷îê ïðè ïåðåõîäå ãðà-
íèöû Γ

aεij(x) =

{
aij(x) , x ∈ Ḡ ,

δijε
−2 , x ∈ G0 .

(9)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) áåðåòñÿ â âèäå

f ε(x) =

{
f(x) , x ∈ Ḡ ,

0 , x ∈ G0 .
(11)
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Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè áëèçîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (6)-(8) ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è
(4)-(5), ïðîäîëæèì u(x) â G0, ïîëîæèâ u(x) = 0, x ∈ G0. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

σ(x) = u(x)− uε(x) . (12)

Ñîãëàñíî (4)�(7) èìååì

Lεσ = 0, x ∈ Ω̄ , (13)

σ(x) = 0, x ∈ ∂Ω . (14)

Ïî óñëîâèÿì (8) ñ ó÷åòîì âûáðàííîãî ïðîäîëæåíèÿ u(x) â G0 íà Γ äëÿ σ(x) èìååì

[σ(x)] = 0,

[ n∑
i,j=1

aεij(x) cos(ν, xi)Dxj
σ(x)

]
= θ(x) , (15)

ãäå

θ(x) =
n∑

i,j=1

aij(x) cos(ν, xi)Dxj
u(x), x ∈ Γ .

Óðàâíåíèå (13) óìíîæèì íà σ(x), è ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî Ω. Òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèé
ñîïðÿæåíèÿ (15) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14) áóäåì èìåòü∫

Ω

Lεσ(x)dx =

∫
G

Lεσ(x)dx+

∫
G0

Lεσ(x)dx = −
∫
G

n∑
i,j=1

aεij(x)Dxi
σ(x)Dxj

σ(x)dx−

−ε−2

∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx+

∫
Γ

σ(x)
n∑

i,j=1

aεij(x) cos(ν, xi)Dxj
σ(x)dx+

+

∫
Γ

σ(x)
n∑

i,j=1

aεij(x) cos(−ν, xi)Dxj
σ(x)dx−

∫
Ω

σ(x)
n∑

i=1

ωi(x)D
αi
axi
σdx .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫
Γ

σ(x)
n∑

i,j=1

aεij(x) cos(ν, xi)Dxj
σ(x)dx+

∫
Γ

σ(x)
n∑

i,j=1

aεij(x) cos(−ν, xi)Dxj
σ(x)dx =

=

∫
Γ

σ(x)
n∑

i,j=1

aij(x) cos(ν, xi)Dxj
u(x)dx =

∫
Γ

σ(x)θ(x)dx ,

áóäåì èìåòü ∫
Ω

σ(x)
n∑

i=1

ωi(x)D
αi
axi
σdx+ ε−2

∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx+
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+

∫
G

n∑
i,j=1

aεij(x)Dxi
σ(x)Dxj

σ(x)dx =

∫
Γ

σ(x)θ(x)dx . (16)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíî
σ(x), ωi(x), i = 1, 2, ..., n., x ∈ Ω̄, èç [17, ñòð.46] è èç ðàññóæäåíèé â õîäå äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 [18], ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (16)
íåîòðèöàòåëüíî. Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (16). Ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ
ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè è ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ê ïðàâîé ÷àñòè
(16), áóäåì èìåòü

ε−2

∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx ≤

(∫
Γ

|σ(x)|2dx
)1/2(∫

Γ

|θ(x)|2dx
)1/2

. (17)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî Ýðëèíãà [19,20], ïîëó÷èì

∫
Γ

|σ(x)|2dx ≤ C1

∫
G0

|σ(x)|2dx+
∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx

 . (18)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè G0, èìååò ìåñòî
÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà [21]∫

G0

|σ(x)|2dx ≤ C2

∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx . (19)

Òîãäà, ñîãëàñíî (18) è (19), áóäåì èìåòü∫
Γ

|σ(x)|2dx ≤ C3

∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx . (20)

Îáúåäèíÿÿ (17) è (20), ïîëó÷èì∫
G0

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx ≤ ε4C3

∫
Γ

|θ(x)|2dx = ε4C4 . (21)

Èç (19) è (21) ñëåäóåò ∫
G0

|σ(x)|2dx ≤ ε4C5 . (22)

Äëÿ îöåíêè σ(x) â G èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (16) è óñëîâèå (2), òîãäà àíàëîãè÷íî (17)
ïîëó÷èì

r1

∫
G

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx ≤

(∫
Γ

|σ(x)|2dx
)1/2(∫

Γ

|θ(x)|2dx
)1/2

. (23)
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Èç (20),(21),(23) ñëåäóåò ∫
G

n∑
i=1

|Dxi
σ(x)|2dx ≤ ε2C6 . (24)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ(x) = 0, x ∈ ∂G \ Γ, èç (19), (24) ñëåäóåò∫
G

|σ(x)|2dx ≤ ε2C7 , (25)

è òåïåðü èç (24),(25) ñëåäóåò îöåíêà

∥u− uε∥W 1
2 (G) ≤ εC8 . (26)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà áëèçîñòü uε(x) è u(x) â ñìûñëå ìåòðèêè, ïîðîæäàåìîé
íîðìîé ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (G).
Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 2 [18], èìååò ìåñòî ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

∥Lεuε∥L2(Ω) ≥ C∥uε∥L2(Ω) , (27)

êîòîðîå äàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ îò ïðàâîé ÷àñòè (6). Ó÷èòû-
âàÿ â ñëåäñòâèè (27) åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (6),(7), èç (26) â ñèëó íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)-(5).
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FICTITIOUS DOMAINS METHOD WITH CONTINUATION WITH RESPECT
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Abstract. A variant of �ctitious domains method is under consideration with continuation with
respect to leading coe�cients. It is applied for numerical solution of boundary-value problem for the
second order di�erential equation with fractional derivatives in lower terms. The result is proved on
proximity of exact and numerical solutions.

Key words: fractional integrals, �ctitious domain method, Dirichlet's problem.



94 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40

MSC 11P99

ÁÈÍÀÐÍÛÅ ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
Ñ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÌÈ ÔÎÐÌÀÌÈ

Ë.Í. Êóðòîâà

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, Ðîññèÿ, e-mail: kurtova@bsu.edu.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíûå àääèòèâíûå çàäà÷è, êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ìíèìîå êâàäðà-
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ðîäñòâåííàÿ ïðîáëåìå äåëèòåëåé Èíãàìà.

Ïóñòü d � îòðèöàòåëüíîå áåñêâàäðàòíîå ÷èñëî, F = Q(
√
d) � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå

ïîëå, δF � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ F , Q1(m) è Q2(k) � áèíàðíûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íûå ïðèìèòèâíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ñ ìàòðèöàìè A1 è A2, detA1 = detA2 = −δF .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, δF � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ
F , n, h ∈ N , h ≤ nε. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

∑
Q1(m)−Q2(k)=h

e−
Q1(m)+Q2(k)

n =
2π2n

|δF |

∞∑
q=1

q−4

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πihl/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) +O(n3/4+ε).

Gi(q, l, 0) =
∑

m (mod q)

exp(2πilQi(m)/q) (i = 1, 2) � äâîéíûå ñóììû Ãàóññà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ êðóãîâûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè À. Âåéëÿ
[1] äëÿ ñóììû Êëîîñòåðìàíà.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû â òåîðåìå 1 ìîæíî óëó÷øèòü, èñïîëü-
çóÿ îöåíêó Õ.Èâàíöà [2] äëÿ ñóììû ñóìì Êëîîñòåðìàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, δF � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ
F , 2 - δF , h � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî δF | h, h ≤ nε. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

∑
Q1(m)−Q2(k)=h

e−
Q1(m)+Q2(k)

n =
2π2n

|δF |

∞∑
q=1

q−4

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πihl/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) +O(n7/12+ε).

Â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q1(m), Q2(k) ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó,
óñëîâèå 2 - δF â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 ìîæíî ñíÿòü. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, n ∈ N , h � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, òàêîå, ÷òî 4 | h, h≪ nε. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà∑
m2

1+m2
2−k21−k22=h

e−
m2

1+m2
2+k21+k22
n =

π2n

2

∞∑
q=1

q−4

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πihl/qS2(q, l, 0)S2(q,−l, 0) +O(n7/12+ε),

ãäå S(q, l, 0) =
q∑

s=1

exp(2πils2/q) � ñóììa Ãàóññà.

Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äðîáíûõ ìî-
ìåíòîâ íåêîòîðûõ ðÿäîâ Äèðèõëå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Φ(T ) � ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ñòðå-

ìÿùàÿñÿ ê +∞ ïðè T → +∞ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïðè 1
2
+ Φ(T )

lnT
≤ σ < 1 ñïðàâåäëèâà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

2T∫
T

|ζ(σ + it)|2/mdt = T
∞∑
n=1

d 2
1/m(n)

n2σ
+O

(
T (σ − 1/2)−1/m2

e−0,1Φ(T )
)
,

ãäå dk(n) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ζk(s) â ñòåïåííîé ðÿä.

Íàøà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè âåñüìà áëèçêèõ ê 1/2 çíà÷åíèÿõ σ è â ýòîì ñìûñëå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà È.Ø. Äæàááàðîâà [3].

Â 1989 ãîäó À. Ñåëüáåðã [4] îïðåäåëèë êëàññ ðÿäîâ Äèðèõëå L(s) =
∞∑
n=1

a(n)
ns , (ℜs > 1)

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì è âûñêàçàë ðÿä ãèïîòåç.
Ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèé Ñåëüáåðãà ïðåäñòàâëÿ-

åò òðóäíîñòü ïîòîìó, ÷òî â îòëè÷èå îò ζ(s) òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äðîáíûõ ìîìåíòîâ
äëÿ òàêèõ ôóíêöèé íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé íå èçâåñòíà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü
∑
n≤x

|a(n)|2n−1 = log x + O(1), ãäå a(n) � êîýôôèöèåíòû Äèðèõëå

ôóíêöèè L(s) ñòåïåíè 2. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Φ(T ) � ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî

ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ ïðè T → +∞ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïðè 1
2
+ Φ(T )√

lnT
≤ σ < 1 ñïðàâåäëèâà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

2T∫
T

|L(σ + it)|2/mdt = T
∞∑
n=1

|d1/m(n)a(n)|2

n2σ
+O

(
Te−

1
2

√
lnT
)
.
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Â ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû Ëàïëàñà íà ãðàôàõ ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷¼ò-
íûì ÷èñëîì ð¼áåð. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [2], â êîòîðûõ èçó÷àë-
ñÿ ãðàô ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ðåáåð. Äà¼òñÿ îïèñàíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, èçíà÷àëüíî çàäàííîãî íà ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ,
íîñèòåëü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò òî÷åê âåòâëåíèÿ.

Ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé. Ãðàô Γ ìû îïðåäåëÿåì êàê îáúåäèíåíèå n ýêçåìïëÿðîâ
ïîëóïðÿìûõ Γj = [0,+∞), j = 0, . . . , n c îáùèì íà÷àëîì Q, íàçûâàåìûì âåðøèíîé
ãðàôà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà Γ çàäàíà Áîðåëåâñêàÿ ìåðà, îïðåäåëÿåìàÿ òðåáîâàíèåì,
÷òîáû å¼ ñóæåíèå íà êàæäóþ ïîëóïðÿìóþ Γj ñîâïàäàëî ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ëåáåãà,
òîãäà L2(Γ) = ⊕L2(Γj). Ïóñòü C∞

0 (Γ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà Γ ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, íå ñîäåð-
æàùèìè òî÷êè Q, è L0 = ⊕Lj

0 � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé íà C∞
0 (Γ), ñîîò-

íîøåíèåì L0u = {Lj
0uj}, L

j
0uj =

1

mj

∆juj + iBj(x)
∂uj
∂x

+ i
∂(Bj(x)uj)

∂x
+ Cj(x)uj. Çäåñü

{uj, j = 1, . . . , n} -� ñóæåíèÿ ôóíêöèè u íà ïîëóïðÿìûå Γj. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè
âñåõ j ÷èñëà mj > 0 è ôóíêöèè Bj(x), Cj(x) âåùåñòâåííîçíà÷íû, îãðàíè÷åíû è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà ïîëóïðÿìîé Γj. ×åðåç bj îáîçíà÷èì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè Bj(0) â òî÷êå Q. Îïåðàòîð L0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L0) = C∞

0,0(Γ) ⊂
L2(Γ), ïëîòíî îïðåäåëåí è ñèììåòðè÷åí. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L∗

0) ñîïðÿæ¼ííîãî
îïåðàòîðà L∗

0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(L∗
0) = ⊕n

j=1W
2
2 (Pj) := W 2

2 (Γ) ⊂ H.
Ñóæåíèÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ W 2

2 (Γ) íà ïîëóïðÿìûå Pj, j = 1, . . . , n îáëàäàþò ãðàíè÷-
íûìè çíà÷åíèÿìè â âåðøèíå, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(0), ãäå ñèìâîë u(0) îçíà÷àåò

u(0) = (u1(0)u2(0) . . . un(0))
T ∈ Cn. Ýòî òî æå âåðíî äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ

ñóæåíèé, äëÿ íèõ èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ.
Òåîðåìà ôîí Íåéìàíà (ñì. [1]) ïðåäîñòàâëÿåò îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ

ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Íàìè ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñà-
ìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà L0 â òåðìèíàõ óñëîâèé íà ëèíåéíûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé G =
D(L∗

0)

D(L0)
= {(u(0), u′(0))} = C2n.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m = 1, B(x) = 0 è C(x) = 0. Îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(L) = {u ∈ W 2

2 (Γ) : u
′(0) = Au(0)} ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ìàòðèöà

A óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó A = A∗.
� Åñëè u ∈ D(L0) è v ∈ D(L∗

0), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(L0u, v)H − (u, L∗
0v)H =

(
(u(0))T , v′(0)

)
Cn

−
(
(u′(0))T , v(0)

)
Cn

= 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî (L0u, v)H − (u, L∗
0v)H =

[
v′(0)− ATv(0)

]
(u(0))T = 0.

Ñëåäû (u(0))T ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ðàâåíñòâî v′(0) = A∗v(0)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âêëþ÷åíèÿ v ∈ D(L∗

0), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 1. �
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè M = diag 1

mk
, k = 1, . . . , n, C = (ci,j), ãäå ci,j ∈ L∞(Γ) è B =

diagbk, òî îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) = {u ∈ W 2
2 (Γ) : u′(0) = Au(0)},

ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ìàòðèöà A, M è B óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
A =M−1A∗M − 2iM−1B.

Ãðàô ñ íåñêîëüêèì âåðøèíàìè. Ïóñòü ãðàô Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç n
âåðøèí Q1, . . . , Qn, èç êàæäîé èç êîòîðûõ èñõîäèò rj, rj ∈ N ðåáåð Γi

j, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñîáîé ëèáî áåñêîíå÷íûå ïîëóïðÿìûå, ëèáî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó Qj ñ
äðóãèìè âåðøèíàìè. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ââåäåì îïåðàòîðû
L0, L

∗
0 è ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé èç D(L∗

0) è èõ ïðîèçâîäíûõ, ëè-
íåéíî èçîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó C2m, ãäå m = r1 + . . . + rn. ×åðåç u(Qj) îáîçíà÷èì
ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî ðåáðàì, âõîäÿùèì â òî÷êó Qj, à ÷åðåç

u(0) îáîçíà÷èì m�ìåðíûé âåêòîð (u(Q1) . . . u(Qn)
T , äëÿ âåêòîðà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé

ïðîèçâîäíîé u′(0) èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m = 1, B(x) = 0 è C(x) = 0. Îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-

íèÿ D(L) =

u ∈ W 2
2 (Γ) :

 u′(Q1)
...

u′(Qn)

 = A

 u(Q1)
...

u(Qn)


, ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè

2m×2m, ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
A = A∗.

Ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé è ñî ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì ëó÷åé. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç µ � ñ÷¼òíî àääèòèâíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà N òàêóþ, ÷òî µ(k) = µk > 0, è
L2(N, 2

N , µ,C) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ñ íîðìîé ∥{un}∥2 =∫
N
|un|2dµ(n) =

∑∞
k=1 |un|2µ(k). Ñóæåíèÿ âñÿêîé ôóíêöèè íà ïîëóïðÿìóþ îáëàäàþò

ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè â âåðøèíå: u(0) = (u1(0) . . . un(0) . . .)
T ∈ L2,µ. Ýòî òî æå âåðíî

äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ñóæåíèé u′(0).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü µk = 1, m = 1, B(x) = 0 è C(x) = 0. Îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D(L) = {u ∈ W 2

2 (Γ) : u
′(0) = Au(0)}, ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà

êîãäà îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí â ïðîñòðàíñòâå L2.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè µk ∈ L1, bk ∈ L∞, E,B � îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå
L2(N, 2

N , µ,C), çàäàííûå äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ ÷èñëàìè µk, bk íà äèàãîíà-
ëè, C = (cij),ãäå cij ∈ L∞(Γ). Òîãäà îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) =
{u ∈ W 2

2 (Γ) : u
′(0) = Au(0)}, ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

A = E−1A∗E − 2iB.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(EDα
0t −GDβ

0t)(ẋ− Ax− f) = g(t), (1)

ãäå G, A � ïîñòîÿííûå äåéñòâèòåëüíûå. à E � åäèíè÷íàÿ [n × n]-ìàòðèöû (n ∈ N);
x = x(t) � [n × 1]-âåêòîð èñêîìûõ, à f = f(t) è g = g(t) � [n × 1]-âåêòîðû çàäàííûõ
ôóíêöèé, ẋ = dx

dt
, t ∈ [0, T ] (T > 0); Dα

0tu = (Dα
0tu)(t) è D

β
0tu = (Dβ

0tu)(t) � ëåâîñòîðîííèå
äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ âåêòîð-ôóíêöèè u = u(t) ïîðÿäêîâ α > β ≥ 0
ñîîòâåòñòâåííî [1],[2]. Ïîâîäîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ïîäîáíîãî òèïà ïîñëó-
æèëè àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèå â
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ, êîíñòðóêòèâíîé îñíî-
âîé êîòîðûõ â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèé ÿâëÿëàñü ãèïîòåçà î íàëè÷èè
â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íåèäåàëüíîé âÿçêî-óïðóãîé ñâÿçè, îïèñûâàåìîé äðîáíûì àíà-
ëîãîì íåêîòîðûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé òèïà Êåëüâèíà, Çåíåðà è äð. [3].

Ïóñòü α > β ≥ 0 : α ∈ (n − 1, n], β ∈ (m − 1,m], ãäå m ≤ n (n,m ∈ N). Ââîäèòñÿ
êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé

Lα,β
G (0, T ) = {u(t) : u(t) ∈ L(0, T ), In−α

0t u ∈ ACn−m[0, T ],

(Dα−m
0t −GIm−β

0t )u ∈ ACm[0, T ]}.

Äàëåå ââîäèòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t) = ẋ(t) − Ax(t) − f(t), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
îáîñíîâûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè ïðåäâàðèòåëüíîé çàäà÷è òèïà Êîøè â êëàññå
âåêòîð-ôóíêöèé Lα,β

G (0, T ) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñ óñëîâèÿìè

lim
t→0+

(Dα−k
0t −GDβ−k

0t )u = ak, k = 1, 2, . . . ,m; (2)

lim
t→0+

Dα−m−j
0t u = am+j, j = 1, 2, . . . , n−m, (3)

ãäå ak (k = 1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . , n−m) � çàäàííûå [n× 1]-âåêòîðû.
Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ β < α : α − s ≤ β < α − s + 1 (s = 1, 2, . . . , n) íà÷àëüíîå

óñëîâèå (3) ìîæíî çàìåíèòü ëîêàëüíûì âåñîâûì óñëîâèåì lim
t→0+

[tn−αu(t)](k) = bn−k, k =
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0, 1, . . . , s−1. Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2), (3) óäàåòñÿ íàéòè â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ
îáîáù¼ííîé äðîáíîé ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè è èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
ñ óêàçàííîé ìàòðèöåé â ÿäðå:

Exp(α, µ;G; t) = tµ−1Eα(Gt
α;µ) = tµ−1

∞∑
k=0

(Gtα)k

Γ(kα + µ)
,

Eµ,α
0t;Gu =

t∫
0

Exp(α, µ;G; t− τ)u(τ)dτ,

ãäå Eα(z;µ)�ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà, Γ(z)� ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà [1]. Îíî
èìååò âèä

u(t) =
n∑

k=1

Exp(α− β, α− k + 1;G; t)ak + (Eα,α−β
0t;G g)(t).

Îêîí÷àòåëüíî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ax+ f + u, x(0) = x0,

ñòðóêòóðà êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíà.
Ïðèâåäåì ïðèìåð äðîáíî-îñöèëëÿöèîííîãî óðàâíåíèÿ

(Dα
0t + λI)(ẍ+ 2rẋ+ ω2x− f) = 0, (4)

â êîòîðîì α ∈ (0, 1); r, ω�èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, x = x(t) êîîðäèíàòà ÷àñòè-
öû, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Îíî âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà âÿçêî-óïðóãàÿ ñâÿçü
ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

βσ +Dα
0tσ = E(βε+Dα

0tε) + η(βε̇+Dα
0tε̇), (5)

ãäå σ = σ(t) è ε = ε(t)�íàïðàâëåíèå è äåôîðìàöèÿ ñâÿçè; β, η, E, α ∈ (0, 1)�êîíñòàí-
òû ìîäåëè (5), îïðåäåëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Îáîñíîâàíà êîððåêòíîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè

lim
t→0+

I1−α
0t ẍ = u0, ẋ(0) = ẋ0, x(0) = x0, (6)

â êëàññå ôóíêöèé x(t) : ẍ(t) ∈ Lα,1(0, T ). Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå.
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Â ñëîå (t, x) ∈ ΠT = (0, T ) × Rn, T > 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíî-
ðîäíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ut + divxφ(u) = g(t, x, u), u(0, x) = u0(x), (1)

ãäå âåêòîð ïîòîêà φ = (φ1, . . . , φn) ∈ C1(Rn), à ôóíêöèÿ-èñòî÷íèê g(t, x, u) ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé Êàðàòåîäîðè, òàêîé ÷òî |g(t, x, k)| ∈ L1

loc(ΠT ) ∀k ∈ R è óäîâëåòâîðÿåò
îäíîñòîðîííåìó óñëîâèþ Ëèïøèöà: ∃L = L(g) ≥ 0: g(t, x, v) − g(t, x, u) ≤ L(v − u)
∀v, u ∈ R, v > u. Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü èçìåðèìîé. Â ñëó÷àå
u0(x) ∈ L∞(Rn), g ≡ 0 õîðîøî èçâåñòåí êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ñ.Í. Êðóæêîâà [1] î
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî îáîáùåííîãî ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1). Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîòåðå êîððåêòíîñòè çàäà÷è
Êîøè. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ u, g(t, x, u) ∈ L1

loc(ΠT ), φ(u) ∈ L1
loc(ΠT ,Rn)

ìîãóò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûìè. Îäíàêî, îòêàçàâøèñü îò ýòèõ òðåáîâàíèé,
ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ýíòðîïèéíûå óñëîâèÿ (è äàæå ñàìî óðàâíåíèå) â ðàìêàõ
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé u = u(t, x) (íàçû-
âàåìûõ ðåíîðìàëèçîâàííûìè) èñïîëüçóþòñÿ ýíòðîïèéíûå óñëîâèÿ äëÿ ñóïåðïîçèöèé
s(u), ãäå s - îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Ðåíîðìàëèçîâàííûå ýíòðîïèéíûå ðåøåíèÿ (ð.ý.ð.)
çàäà÷è (1) áûëè âïåðâûå ââåäåíû â ðàáîòå [2] â ñëó÷àå g ≡ 0 è u0 ∈ L1(Rn). Â [2] äîêàçà-
íû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ð.ý.ð. Â ñòàòüå [3] ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàñ-
ïðîñòðàíÿåì ðåçóëüòàòû [3] íà íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé. Ïóñòü sa,b(u) = max(min(u, b), a) -
ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ íà óðîâíÿõ a, b ∈ R, a < b, χ(a,b](u) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïðîìåæóòêà (a, b].

Îïðåäåëåíèå. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ u = u(t, x) íà ΠT íàçûâàåòñÿ ðåíîðìàëèçîâàí-
íûì ýíòðîïèéíûì ñóáðåøåíèåì (ð.ý.ñóáð.) çàäà÷è (1), åñëè ∀a, b ∈ R, a < b:

(sa,b(u))t + divxφ(sa,b(u))− χ(a,b](u)g(t, x, u) = µb − µa â D′(ΠT ), (2)
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ãäå µk, k ∈ R � ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ìåð íà ΠT è

lim
k→+∞

(
µk(ΠT ) +

∫
u>k

(g(t, x, k))−dtdx

)
= 0 , ess lim

t→0+
(sa,b(u(t, x))− sa,b(u0(x)))

+ = 0

â L1
loc(Rn) ∀a, b ∈ R, a < b. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ u = u(t, x) íà ΠT íàçûâàåòñÿ ðåíîðìà-

ëèçîâàííûì ýíòðîïèéíûì ñóïåððåøåíèåì (ð.ý.ñóïåðð.) çàäà÷è (1), åñëè âûïîëíåíî (2)
äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ìåð {µk}k∈R íà ΠT è

lim
k→−∞

(
µk(ΠT ) +

∫
u<k

(g(t, x, k))+dtdx

)
= 0 , ess lim

t→0+
(sa,b(u(t, x))− sa,b(u0(x)))

− = 0

â L1
loc(Rn) ∀a, b ∈ R, a < b. Íàêîíåö, ð.ý.ð. çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

u = u(t, x), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ð.ý.ñóáð. è ð.ý.ñóïåðð. ýòîé çàäà÷è.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàíòà ìåòîäà óäâîåíèÿ ïåðåìåííûõ óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èçìåðèìûå ôóíêöèè u = u(t, x), v = v(t, x) ÿâëÿþòñÿ, ñî-
îòâåòñòâåííî, ð.ý.ñóáð. è ð.ý.ñóïåðð. çàäà÷è (1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u0(x), v0(x)
è ôóíêöèÿìè-èñòî÷íèêàìè g(t, x, u), h(t, x, u). Ïóñòü L = min(L(g), L(h)) è q(t, x) =
sup
u∈R

(g(t, x, u)− h(t, x, u))+. Òîãäà, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )

∫
Rn

(u(t, x)− v(t, x))+dx ≤ eLt
(∫

Rn

(u0(x)− v0(x))
+dx+

∫
(0,t)×Rn

q(τ, x)dτdx

)
.

Èç Òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ:

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèè u = u(t, x), v = v(t, x) ÿâëÿþòñÿ ð.ý.ñóáð. è ð.ý.ñóïåðð.
çàäà÷è (1), ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u0(x), v0(x) è ôóíêöèÿìè-èñòî÷íèêàìè g(t, x, u),
h(t, x, u), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, åñëè u0(x) ≤ v0(x) ïî÷òè âñþäó íà Rn, g(t, x, u) ≤
h(t, x, u) ïî÷òè âñþäó íà ΠT × R, òî è u(t, x) ≤ v(t, x) ïî÷òè âñþäó íà ΠT .

Èç ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ð.ý.ð. Ñóùåñòâîâàíèå ð.ý.ð. â îáùåì
ñëó÷àå ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷à ut + (u2)x = x2, u(0, x) ≡ 0 íå èìååò
ð.ý.ð. Ïîýòîìó, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ð.ý.ð. íóæíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå
äàííûå çàäà÷è. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0(x) ∈ L∞(Rn) + L1(Rn), g(t, x, 0) ∈ L∞(ΠT ) +
L1(ΠT ). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ð.ý.ð. çàäà÷è (1).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 12-01-00230-a.
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Àííîòàöèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷è îáû÷íî ñâîäÿòñÿ ê êî-
íå÷íîìåðíûì, äëÿ êîòîðûõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâàíèÿ èõ êîððåêòíîñòè, è, â ÷àñò-
íîñòè, óñòàíîâëåíèþ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè êîýôôèöè-
åíòîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ââîäèòñÿ êëàññ âåùåñòâåííûõ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé è äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ íèõ. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïðèëîæåíèå òåõíèêè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé ê äîêàçàòåëüñòâó îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ìîäåëåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçëîæåíèè ñèãíàëîâ ïî öåëî÷èñ-
ëåííûì ñäâèãàì ãàóññèàíîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè, òåîðåìà Áîõíåðà, íåðàâåíñòâî

Ì.Ã. Êðåéíà, ãàóññèàí, öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè.

1. Âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè è íåðàâåíñòâà
äëÿ íèõ. Òåîðèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé (ï.î.ô.) âîçíèêëà â íà÷àëå
20 âåêà íà ñòûêå íåñêîëüêèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè: ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè ôóíê-
öèé, ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðÿäîâ Ôóðüå, èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òåîðèè ãðóïï. Èç ëèòåðàòóðû ïî ï.î.ô. îòìåòèì îäíó èç ïåðâûõ îðèãèíàëüíûõ ðàáîò
[1], ñîäåðæàùóþ ïî ñóùåñòâó âñå ñîâðåìåííûå îïðåäåëåíèÿ, îáçîðû [2-3], èç ìîíîãðà-
ôèé îñîáåííî âûäåëèì î÷åíü êà÷åñòâåííî íàïèñàííóþ êíèãó [4], à òàêæå [5-7]. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè
(â.ï.î.ô.), îïðåäåëåíèå äëÿ êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèåì òîëü-
êî âåùåñòâåííûõ, à íå êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé
äîêàçûâàþòñÿ âàðèàíòû èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ Ì.Ã. Êðåéíà è Å.À. Ãîðèíà. Â êà÷åñòâå
ïðèëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîìåð-
íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùåé â çàäà÷å î ðàçëîæåíèè ñèãíàëà ïî öåëî÷èñëåííûì
ñäâèãàì ãàóññèàíîâ [8].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àâòîðîâ èíèöèèðóþùåé ïîñëóæèëà ñòàòüÿ Å.À. Ãîðèíà [9].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà íà
âñåé îñè f (x) : R → R. Äàäèì äâà îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíê-
öèé: âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè (â.ï.î.ô.) è êëàññè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè (ï.î.ô.) è óñòàíîâèì èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé (â.ï.î.ô.), åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ f ÷¼òíàÿ, f (−x) = f (x) , x ∈ R ;
2) äëÿ ëþáîãî N , äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, . . . , xN ∈ R è ëþáîé âåùåñòâåííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè a1, . . . , aN ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

N∑
k,j=1

f (xk − xj) akaj ≥ 0 . (1)

Îïðåäåëåíèå 2 (êëàññè÷åñêîå). Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé (ï.î.ô.), åñëè äëÿ ëþáîãî N , ëþáûõ x1, . . . xN ∈ R è ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, . . . , zN ∈ C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

N∑
k,j=1

f (xk − xj) zkz̄j ≥ 0. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f (x) îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ðàâíîñèëüíû.
Óñòàíîâèì, ÷òî 1 =⇒ 2. Ïóñòü zk = ξk + iηk.Òîãäà ñóììà S â (2) â ñèëó ÷¼òíîñòè

ôóíêöèè ðàâíà

S =
N∑

k,j=1

f (xk − xj) (ξkξj + ηkηj)

è íóæíîå íåðàâåíñòâî S ≥ 0 ñëåäóåò èç (1).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 2 =⇒ 1. Íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî ÷¼òíîñòü f (x) Äëÿ ýòîãî

ïîëîæèì â (2) N = 2, x1 = 0, x2 = x > 0, zk = ξk + iηk. Òîãäà ñóììà S â (2) ðàâíà

S = f (0)
(
|z1|2 + |z2|2

)
+ f (−x) z1z̄2 + f(x)z2z̄1 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ξ1, ξ2 , η1, η2

ImS = (η1ξ2 − ξ1η2) [f (−x)− f (x)] = 0 ,

Ñëåäîâàòåëüíî, f (−x) = f (x).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííûå ñòðîãî ï.î.ô., äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1) âû-

ïîëíÿåòñÿ ñî çíàêîì ¾ñòðîãî áîëüøå¿, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . aN íåíóëåâàÿ è
òî÷êè x1, . . . , xN ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ
ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1 íàêëàäûâàåò íà ðîñò â.ï.î.ô. ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ââåä¼ì
ìàòðèöó A ñ ýëåìåíòàìè Akj = f (xk − xj) , 1 ≤ i, j ≤ N . Ýòà ìàòðèöà áóäåò ñèììåòðè÷-
íîé è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà âñå å¼ ãëàâíûå ìèíîðû
íåîòðèöàòåëüíû. Â ÷àñòíîñòè,

∆1 = f (x1 − x1) = f (0) ≥ 0 ,
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∆2 =

∣∣∣∣ f(0) f (x1 − x2)
f (x2 − x1) f(0)

∣∣∣∣ = f 2 (0)− f 2 (x1 − x2) ≥ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âàæíîå ñâîéñòâî

|f (x)| ≤ f (0) , x ∈ R (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè f(x) íàõîäèòñÿ â ïîëîñå −f (0) ≤ y ≤ f (0), à åñ-
ëè äîñòèãàåò âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèö, òî ôóíêöèÿ f(x) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé (ñì.
äàëåå).

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì äëÿ ñëó÷àÿ â.ï.î.ô., â ðàáîòàõ
Å.À. Ãîðèíà [9-10], à òàêæå â îáçîðå [3] íàçâàíî íåðàâåíñòâîì Ì.Ã. Êðåéíà:

[f (x)− f(y)]2 ≤ 2f (0) [f (0)− f (x− y)] ; x, y ∈ R . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â êíèãå [1].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f (T ) = f(0) ïðè íåêîòîðîì T > 0, òî ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ ñ ïåðèîäîì T .

Òåîðåìà 1. Äëÿ â.ï.î.ô. f(x) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

[f (x) + f(y)]2 ≤ 2f (0) [f (0) + f (x− y)] ; x, y ∈ R . (5)

� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f (0) = 1. Âûáåðåì â îïðåäåëåíèè 1 çíà÷åíèå N = 3 è òðè
òî÷êè 0,x, y. Òîãäà ìàòðèöà  1 f(x) f(y)

f(x) 1 f(x− y)
f(y) f(x− y) 1


íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü (Au, u) ≥ 0 äëÿ âñåõ u ∈ R3. Âîçüì¼ì u =
(a,−1,−1)T . Òîãäà ïîëó÷àåì

a2 + 2− 2af (x)− 2af (y) + 2f (x− y) ≥ 0 ,

2 + 2f (x− y) ≥ −a2 + 2a [f (x) + f (y)]

Îòñþäà ïðè a = f (x) + f(y) ïîëó÷èì (5). �
Ïðîäîëæàÿ ñëåäîâàòü òðàäèöèè â íàçâàíèÿõ, òåïåðü ëîãè÷íî íàçâàòü íåðàâåíñòâî

(4) ïåðâûì íåðàâåíñòâîì Ì.Ã. Êðåéíà, à íåðàâåíñòâî (5) � âòîðûì íåðàâåíñòâîì
Ì.Ã. Êðåéíà. Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ Ì.Ã. Êðåéíà [11-12] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà
ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (−R,R) , íà âñþ îñü;
ïðè ýòîì ïîïóòíî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî (4). Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêàõ
èìåþòñÿ íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè: â [11] ïðè îïðåäåëåíèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ
ôóíêöèé, à â [11-12] � ïðè çàïèñè ñàìîãî íåðàâåíñòâà (4).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ â.ï.î.ô., è äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
f (T ) = −f(0) äëÿ íåêîòîðîãî T > 0, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f (x+ T ) = −f (x) , f (x+ 2T ) = f (x) , x ∈ R .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè y = x+ T â (5) ïîëó÷àåì

[f (x) + f(x+ T )]2 ≤ 2f (0) [f (0) + f (T )] = 0 .

Ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ äâóõòî÷å÷íûìè, òåïåðü ðàññìîò-
ðèì èõ ìíîãîòî÷å÷íûå îáîáùåíèÿ.

Å.À. Ãîðèí äîêàçàë â [9, òåîðåìà 1] íåðàâåíñòâî, êîòîðîå äëÿ íåïðåðûâíîé â.ï.î.ô.
f (x) ïðèíèìàåò âèä:[

f

(
n∑

k=1

xk

)
− f

(
n∑

k=1

yk

)]2
≤ 2nf(0)

n∑
k=1

[f (0)− f(xk − yk)]

äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. Íåðàâåíñòâî Ì.Ã. Êðåéíà (4) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè n= 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå íåðàâåíñòâî Å.À. Ãîðèíà äîïóñêàåò ìîäèôèêàöèþ, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âòîðîãî íåðàâåíñòâà Ì.Ã. Êðåéíà (5).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn,
y1, . . . yn ∈ R äëÿ íåïðåðûâíîé â.ï.î.ô. f (x) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî[

f

(
n∑

k=1

xk

)
+ f

(
n∑

k=1

yk

)]2
≤ 2nf (0)

n∑
k=1

[f (0) + f (xk − yk)] . (6)

Çàìå÷àíèå. Ïðè ÷¼òíîì n íåðàâåíñòâî (6) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Äëÿ ïðèìåðà
âûáåðåì f (x) = cos x, x1 = x2 = 2π, y1 = y2 = π. Òîãäà íåðàâåíñòâî (6) ïðèíèìàåò âèä
4 ≤ 0, ÷òî íåâåðíî.

� Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Å.À. Ãîðèíà èç
[9]. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f (0) = 1. Ïî òåîðåìå Áîõíåðà [9]

f (x) =

∞∫
−∞

eitxm (dt) ,

ãäå m � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

ak = eitxk , bk = eityk , ck =
bk
ak

= eit(yk−xk) .

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü L íåðàâåíñòâà (6) ðàâíà

L =

 ∞∫
−∞

(
n∏

k=1

ak +
n∏

k=1

bk

)
m(dt)

2

=

 ∞∫
−∞

a1 · · · an (1 + c1 · · · cn)m (dt)

2

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

L ≤
∞∫

−∞

|1 + c1 · · · cn|2 m (dt) .
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Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

1 + c1 · · · cn = 1 + c1 − c1 (1 + c2) + c1c2 (1 + c3)− . . .+ c1 · · · cn−1 (1 + cn) .

Çíàêè ÷åðåäóþòñÿ, íî ïåðåä ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì çíàê + â ñèëó íå÷¼òíîñòè n.
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ êîíå÷íîé ñóììû

L ≤ n

∞∫
−∞

n∑
k=1

|1 + ck|2m (dt) .

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü R íåðàâåíñòâà (6):

R ≥ 2n

∞∫
−∞

n∑
k=1

Re (1 + ck)m (dt) .

Ïîñêîëüêó, ck = eip ãäå p = t (yk − xk), òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

|1 + ck|2 = 2 Re (1 + ck) .

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì L ≤ R, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
2. Ïðèëîæåíèå òåîðèè â.ï.î.ô. ê ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ

ïðèáëèæåíèé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è. Âåùåñòâåííûå ñòðîãî ï.î.ô. ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ê îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ � ðàçëîæåíèþ ïðîèç-
âîëüíîãî ñèãíàëà ïî öåëî÷èñëåííûì ñäâèãàì ãàóññèàíîâ.

Ïóñòü äàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå óçëû x1, . . . , xN ∈ R è íàáîð èçìåðåííûõ çíà÷åíèé
öèôðîâîãî ñèãíàëà y1, . . . , yN ∈ R â ýòèõ óçëàõ. Ïóñòü âûáðàíà âåùåñòâåííàÿ ñòðîãî
ï.î.ô. f (x). Áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü äàííûå ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âèäà

S (x) =
N∑
k=1

akf (x− xk) .

Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ âèäà a = (a1, . . . , aN) òàê, ÷òîáû îáðàáàòûâàå-
ìûé ñèãíàë áåç îøèáîê âîññòàíàâëèâàëñÿ íà çàäàííîé ñèñòåìå óçëîâ:

S (xm) =
N∑
k=1

akf (xm − xk) = ym , 1 ≤ m ≤ N . (7)

Ñèñòåìó (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Aa = y, ãäå A−ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Amk =
f (xm − xk). Â ñèëó òîãî, ÷òî f (x) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ñòðîãî ï.î.ô., ýòà ìàòðèöà
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü

(Aa, a)=
N∑

k,m=1

f (xm − xk) amak > 0 , a ∈ RN , a ̸= 0 .
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Ó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü det(A) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Ïî-
ýòîìó ñèñòåìà (7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî öèôðîâîãî ñèãíàëà ïî ñèñòåìå äèñêðåòíûõ îòñ÷¼òîâ
ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å îá èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè ïî íåêîòî-
ðîìó íàáîðó å¼ çíà÷åíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ:
ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè, îðòîãîíàëüíûìè ñèñòåìàìè, âñïëåñêàìè, ñïëàéíàìè, ôðåé-
ìàìè, ðàçëîæåíèÿìè ïî ñèíê�ôóíêöèÿì, àíàëèç Ãàáîðà (ðàçëîæåíèÿ ïî êîãåðåíòíûì
ñîñòîÿíèÿì) è äðóãèå ìåòîäû, ñì., íàïðèìåð, [13-16].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èíòåðïîëÿöèè ñèãíàëîâ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ
ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà

f (x) = e−ax2

, a > 0 . (8)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ íå ÿâëÿåòñÿ íè ôðåéìîì, íè ïîëíîé ñèñòå-
ìîé â L2(R), ñóùåñòâóåò ïëîäîòâîðíàÿ òåîðèÿ äëÿ ðàçëîæåíèé ýòîãî êëàññà, êîòîðûå
òàêæå íàõîäÿò âàæíûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ [16-19].

Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ýêñïîíåíòà èëè ôóíêöèÿ Ãàóññà (5) � ýòî îäèí
èç ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ ôóíêöèè èç êëàññà â.ï.î.ô. Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à ïî áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ
ôóíêöèè (5), â ñâÿçè ñ ÷åì ñòðîèòñÿ óçëîâàÿ ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâîì

d (x) =
∞∑

k=−∞

dke
−a(x−k)2 , d (m) = δ0m , m ∈ Z , (9)

ãäå δ0m � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ãðàôèê óçëîâîé ôóíêöèè íàïîìèíàåò ãðàôèê sinc-ôóíêöèè. Ïîýòîìó â [8] áûëà

ñôîðìóëèðîâàíà òàêàÿ

Ãèïîòåçà. Óçëîâàÿ ôóíêöèÿ (7) ïðèíàäëåæèò êëàññó âåùåñòâåííûõ ñòðîãî ï.î.ô.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà ãèïîòåçà îêàçàëàñü ñïðàâåäëèâîé è äîêàçàíà àâòîðàìè, ïðè ýòîì

èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîò [17-19], äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îïóáëèêîâàíî â äðóãîé
ñòàòüå.

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óçëîâîé ôóíêöèè dk ïîëó÷åíà â [16], îíè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç òåòà-ôóíêöèè ßêîáè. Îäíàêî ïîäîáíûå ôîðìóëû íåïðèìåíèìû ïðè
ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, ïîòîìó, ÷òî êàê ïîêàçàíî â [18-19], îíè ñâÿçàíû ñ äåëåíèåì
íà ÷ðåçâû÷àéíî ìàëûå çíàìåíàòåëè è ïðèâîäÿò ê íåïðèåìëåìûì îøèáêàì.

Â ñâÿçè ñ ïåðå÷èñëåííûìè òðóäíîñòÿìè â ðàáîòàõ [20-21] áûë ïðåäëîæåí äðóãîé
ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ ÷èñëåííûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óçëîâîé ôóíêöèè, ïðè êîòîðîì
ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
óñå÷¼ííàÿ ñèñòåìà

n∑
k=−n

ckq
(m−k)2 = δ0m , −n ≤ m ≤ n, (10)

ãäå îáîçíà÷åíî q = e−a < 1. Ñèñòåìó (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ac = δ ,
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ãäå
c = {ck}nk=−n , δ = {δm0}nm=−n ,

A � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Amk = q(m−k)2 , −n ≤ m, k ≤ n.
Íàïðèìåð, ïðè n = 2 ìàòðèöà A êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû èìååò ðàçìåð 5 × 5 è

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
1 q q4 q9 q16

q 1 q q4 q9

q4 q 1 q q4

q9 q4 q 1 q
q16 q9 q4 q 1

 .

Òåîðåìà 3. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì q ∈ [0, 1).

� Ïðè q = 0 ìàòðèöà ñâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé, òðåáóåìîå î÷åâèäíî, ïîýòîìó ïóñòü
q ∈ (0, 1).Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå q = e−a, a > 0. Òîãäà ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé
ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãàóññà

Amk = f (m− k) , f (x) = e−ax2

, a > 0 .

Â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè Ãàóññà êëàññó ñòðîãî ï.î.ô. ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà. �

Ñëåäñòâèå 3. Ñèñòåìà (10) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû, ïîëó÷àåì

det (A) > 0.
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (10) èìååò âèä ñâ¼ðòêè, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè

ÄÏÔ, àíàëîãè÷íî ìåòîäó, ïðèìåí¼ííîìó â [18-19].

Ñëåäñòâèå 4. Ðåøåíèå ñèñòåìû (10) ñèììåòðè÷íî, òî åñòü c−k = ck ïðè ôèêñèðî-
âàííîì n.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ðàñ-
ïðîñòðàíèòü ïî ñèììåòðèè çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñ ïîëîæèòåëüíûìè èíäåêñàìè íà êîì-
ïîíåíòû ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîå ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû.
Òîãäà, åñëè èñõîäíîå ðåøåíèå áûëî áû íåñèììåòðè÷íûì, òî ìû ïîëó÷èëè áû äâà ðàç-
ëè÷íûõ ðåøåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó äîêàçàííîé åäèíñòâåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå ðåøåíèÿ ñèììåòðè÷íû.

Íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 4 ìîæíî îñòàâèòü â ñèñòåìå òîëüêî ïîëîâèíó óðàâíåíèé,
ñîêðàòèâ ðàçìåðû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è âäâîå, ýòî äàñò ñóùåñòâåííîå óïðî-
ùåíèå ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîõîæàÿ ìàòðèöà B ñ ýëåìåíòàìè

Bmk = (−q)(m−k)2 , −n ≤ m, k ≤ n ,

ïðè 0 < q < 1 òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìå-
òèòü, ÷òî

Bmk = g (m− k) , g (x) = e−ax2

cos (πx) , a = − ln(q) ,
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è ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó ñòðîãî ï.î.ô.

3. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàññìàòðåí êëàññ âåùåñòâåííûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî êëàññà äîêàçûâàþòñÿ îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ íåðà-
âåíñòâ Ì.Ã. Êðåéíà è Å.À. Ãîðèíà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé ê óñòàíîâëåíèþ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â
ïðèêëàäíîé çàäà÷å î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ñèãíàëà ïî öåëî÷èñëåííûì ñäâèãàì ãàóññè-
àíîâ.
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Abstract. On studying mathematical models problems are usually reduced to �nite dimensional
ones and it is necessary to prove their correctness, specially, to establish uniqueness and existence
of solutions of linear systems with special matrices. In the paper to solve such problems, it is a class
of strictly positive de�nite functions and some important inequalities are proved for them. Some
applications of this functional class are proposed for proving correctness of models in the problem
of signal approximations by integer shifts of Gaussians.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Î.È. Ïîïîâà

Âîðîíåæñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,

Óíèâåðñèòåòñêàÿ ïë., 1, Âîðîíåæ, 394006, Ðîññèÿ, e-mail: olyaa.popova@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êóïðèÿíîâà, ôóíêöèè

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, äðîáíûå èíòåãðàëû.

Êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçî-
âàíèåì Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà Kγ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, êîãäà èíäåêñ γ � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Â [2] ïðèâåäåíà ôîðìóëà ñâÿçè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ñ
èíòåãðàëàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîçäàòü òàáëèöó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé è, â îáîáùàþùåì âèäå, òàáëèöó ïðåîáðàçî-
âàíèé Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (îäíîãî ïåðåìåííîãî).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà â R+
n {x : x1 > 0} ââåäåíî â [1] (äàëåå, ñîêðà-

ùàÿ, áóäåì ïèñàòü Kγ-ïðåîáðàçîâàíèå) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Kγ[f ](ξ; p) =

∫
R+
n

f(x)Πν
x1
δ(p− ⟨x, ξ⟩)xγ1 dx, ν =

γ − 1

2
, γ > 0, (1)

ãäå x = (x1, x
′) ∈ R+

n = (0,+∞) × Rn−1, ⟨x, ξ⟩ =
∑n

i=1 xi ξi � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå âåêòîðîâ â Rn, p = ⟨x, ξ⟩ � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé íà ðàññòîÿíèè |p| îò
íà÷àëà êîîðäèíàò, îðòîãîíàëüíî åäèíè÷íîìó âåêòîðó ξ, δ(P ) � δ-ôóíêöèÿ ñîñðåäîòî-
÷åííàÿ íà (n− 1)−ìåðíîé ïîâåðõíîñòè P (x) = 0 â Rn, ñèìâîë Πν

x1
îáîçíà÷àåò äåéñòâèå

îïåðàòîðà Ïóàññîíà ïîðÿäêà ν = γ−1
2

ïî ïåðåìåííîé x1:

Πν
x1
g(x1, x

′) =
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
γ
2

)
Γ
(
1
2

) π∫
0

g(x1 cosα, x
′) sinγ−1 α dα.

Ïîëàãàÿ â (1) n = 1, âûâîäèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ Kγ-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè
îäíîãî ïåðåìåííîãî

Kγ [f ](ξ; p) =

∫ +∞

0

f(x)Πν
xδ(p− x)xγ dx, ν =

γ − 1

2
, γ > 0.

Òåîðåìà 1. Kγ-ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî f ∈ L1 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëåâîñòîðîííåãî èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà γ

2
â

âèäå

Kγ[f ](
√
q) = f̂(

√
q) = I

γ
2
−f1(q) =

1

Γ(γ
2
)

∞∫
q

f1(τ)

(τ − q)1−
γ
2

dτ (2)
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îò ôóíêöèè

f1(τ) =
Γ(γ+1

2
)

2
√
π
f(
√
τ), f1 ∈ Lγ

1 .

Îòìåòèì, ÷òî êîãäà ôóíêöèÿ (÷åòíàÿ) èìååò íîñèòåëü (0, b) â R+
1 , òî ôóíêöèÿ f1

èìååò íîñèòåëü, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó (0, b2).

Ôîðìóëó (2) ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ Kγ-ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (2), ïðèìåíåííàÿ ê ïðîèçâîëüíîé ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ
íåîãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì òåðÿåò ñìûñë, ïîýòîìó, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåîïðåäåëåí-
íîñòè â ðåøåíèè, áóäåì óìíîæàòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ
Õåâèñàéäà Θ(x), ðàâíóþ íóëþ äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà è åäèíèöå �
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òîKγ-ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëåíî äëÿ ÷åòíûõ ôóíêöèé. Ó÷è-
òûâàÿ íàëè÷èå êâàäðàòíûõ êîðíåé â àðãóìåíòå ôóíêöèè f1, äàëåå ðàññìàòðèâàåì ôóíê-
öèè îò àðãóìåíòà x2, ÷òî äåëàåò ôóíêöèè è ÷åòíûìè è î÷åíü óäîáíûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû (2) îäíîâðåìåííî.

Kγ-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè îò x2.

1. φ(x) = Θ(b2 − x2)(b2 − x2)(β−1), β > 0 ,

Kγ[φ](p) =
Γ
(
γ+1
2

)
2
√
π

Γ(β)

Γ(γ
2
+ β)

Θ(b2 − x2)(b2 − p2)
γ
2
+β−1 .

2. φ(x) = (x2 − a)β−1(b2 − x2)(α−1)Θ(b2 − x2).

Kγ[φ](p) =
Γ(γ+1

2
)Γ(β)

2Γ(1/2)Γ(γ
2
+ β)

(b2 − a)β−1(b2 − p2)γ/2+β−1
2F1(1− β, α,

γ

2
+ α;

p2 − b2

b2 − a
).

3. φ(x) = (b2 − x2)β−1 ln(b2 − x2)Θ(b2 − x2),

Kγ[φ](p) =
Γ(γ+1

2
)Γ(β)

2
√
πΓ(γ

2
+ β)

(b2 − p2)β+γ/2−1Θ(b2 − p2)(ψ(β)− ψ(β + γ/2) + ln(b2 − p2)),

ãäå ψ(z) � ïñè-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

4. φ(x) = e−ax2
, Kγ[φ](p) =

Γ(γ+1
2
)

√
π

a−γ/2e−ap2 .

5. φ(x) = e−ax2
sin bx2 Kγ[φ](p) =

Γ(γ+1
2
)

√
π

e−ap2

(a2 + b2)α/2
sin(bp2 + αφ).

6. φ(x) = e−ax2
cos bx2, Kγ[φ](p) =

Γ(γ+1
2
)

√
π

e−ap2

(a2 + b2)α/2
cos(bp2 + αφ).

Ïîëó÷åííûå çäåñü ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðà-
äîíà ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé. Äîñòàòî÷íî â íàéäåííûõ ôîðìóëàõ ïîëîæèòü γ = 0.

Ëèòåðàòóðà

1. Êèïðèÿíîâ È.À., Ëÿõîâ Ë.Í. Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå, Ôóðüå-Áåññåëÿ è Ðàäîíà //
ÄÀÍ. � 1998. � 360. � �2. � C.157-160.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40 117

2. Ëÿõîâ Ë.Í. RKγ-ïðåîáðàçîâàíèå ñ γ ∈ (0; 2] âåñîâûõ ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ ôóíêöèé.
Ñîîòíîøåíèå Àñãåéðñîíà // ÄÀÍ. � 2011. � 439,� 5. � Ñ.589-592.

3. Ñàìêî Ñ.Ã., Êèëáàñ À.À., Ìàðè÷åâ È.Î. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà è

íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ / Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1987. � Ñ.688.

RADON-KIPRIYANOV'S TRANSFORMATION
OF SOME ELEMENTARY FUNCTIONS

O.I. Popova

Voronezh State University,

Universitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394006, Russia, e-mail: olyaa.popova@yandex.ru

Êey words: Radon's transformation, Radon-Kupriyanov;s transformation, real variable

function, fractional integrals.



118 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40

MSC 26A33

THE CAUCHY PROBLEM
FOR THE MULTI-TIME FRACTIONAL DIFFUSION EQUATION

A.V. Pskhu

Scienti�c Research Institute of Applied Mathematics and Automation, KBSC, RAS,

89A, Shortanov street, Nalchik, Russia, e-mail: pskhu@mail333.com

Key words: Cauchy;s problem, multi-time equations, di�usion equation.

Consider the equation

m∑
k=1

λk
∂σk

∂yσk
k

u(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y) . (1)

Here x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, y = (y1, · · · , ym) ∈ Rm and λ = (λ1, · · · , λm) ∈ Rm, λk > 0;
∆x is the Laplace operator, ∆x =

∑n
i=1 ∂

2/∂x2i ; ∂
σk/∂yσk

k is an operator of fractional partial
di�erentiation of order σk, σk ∈ (0, 1), with respect to yk and with origin at yk = 0. The
fractional di�erentiation is given by the Dzhrbashyan-Nersesyan operator associated with
the sequence {αk, βk}, αk, βk ∈ (0, 1], σk = αk + βk − 1, ∂σk/∂yσk

k = D
{αk,βk}
0yk

= Dβk−1
0yk

Dαk
0yk

(see [1]), where Dβk−1
0yk

and Dαk
0yk

are the Riemann-Liouville fractional integral and derivative.
For a survey on results relating the initial and boundary value problems for a fractional

di�usion equation and its generalizations, we refer to papers [2] and [3].
For any element z ∈ Rm, we denote by zk the k-th coordinate of z. Let z and ζ be

elements of Rm. The expressions zζ, zζ , z∗ and z∗,k denote the vectors (z1ζ1, ..., zmζm) and

(zζ11 , ..., z
ζm
m ), and the quantities

∏m
i=1 zi and

∏m
i=1, i ̸=k zi respectively.

Consider the function

fm,δ (z; σ;µ) =

∫ ∞

0

t−δe−
1
t

m∏
k=1

ϕ (−σk, µk;−zkt) dt , (2)

where m ∈ N, δ ∈ R, and z, σ, µ ∈ Rm, zk > 0, k = 1,m. Here, ϕ (ξ, η; t) =
∞∑
i=0

ti

i!Γ(ξi+ η)

is the Wright function (see [4]). In terms of function (2), we de�ne the function

Γσ
m,n(x, y) = Cn|x|2−ny−1

∗ fm,n/2

(
|x|2

4
λy−σ; σ; 0

)
, where Cn =

1

4
π−n/2.

We put T = {y : yk ∈ (0, Tk), k = 1,m} and Ω = {(x, y) : x ∈ Rn, y ∈ T}. By T(k) and
y(k) we denote the projections of T and y ∈ Rm onto Rm−1 along yk. Also we write

Iy = (0, y1)× · · · × (0, ym), I(k)y = (0, y1)× · · · × (0, yk−1)× (0, yk+1)× · · · × (0, ym).
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By Ωk we denote the interior points of the set Ωk = ∂Ω ∩ {yk = 0}, k = 1,m.
A function u(x, y) is called a regular solution of equation (1) if y1−ν

∗ u(x, y) ∈ C
(
Ω
)
for

some ν ∈ Rm with positive νk, D
αk−1
0yk

u ∈ C(Ω ∪ Ωk), D
{αk,βk}
0yk

u and uxjxj
belong to C(Ω),

k = 1,m, j = 1, n. This function satis�es equation (1) at all points (x, y) ∈ Ω.
In this work, we study the following problem: �nd a regular solution u = u(x, y) of

equation (1) in Ω such that

lim
yk→0

Dαk−1
0yk

u(x, y) = τ(x, y(k)), x ∈ Rm, y(k) ∈ T(k), k = 1,m. (3)

Formulate the main results of the work.

Theorem 1. Suppose that y1−µ
∗,k τk(x, y(k)) ∈ C

(
Rn × T (k)

)
and y1−µ

∗ f(x, y) ∈ C(Ω) for
some µ ∈ Rm with positive µk, and

lim
|x|→∞

y1−µ
∗,k τk(x, y(k)) exp

(
−ρk|x|

2
2−σk

)
= 0, lim

|x|→∞
y1−µ
∗ f(x, y) exp

(
−ρk|x|

2
2−σk

)
= 0,

where ρk <
(
1− σk

2

) (
σk

2Tk

) σk
2−σk and k = 1,m. Then a regular solution u(x, y) of problem (1),

(3) that satis�es the condition

lim
|x|→∞

y1−ν
∗ u(x, y) exp

(
−ρk|x|

2
2−σk

)
= 0, k = 1,m,

has the form

u(x, y) =

∫
Iy

∫
Rn

f(ξ, η)Γσ
m,n(x− ξ, y − η) dξdη+

+
m∑
k=1

λk

∫
I
(k)
y

∫
Rn

[
Dβk−1

ykηk
Γσ
m,n(x− ξ, y − η)

]
ηk=0

τk(ξ, η(k)) dξdη(k).

Theorem 2. There is at most one regular solution of problem (1), (3) in the class of
functions that satisfy the following condition for some positive constant ρ:

lim
|x|→∞

y1−ν
∗ u(x, y) exp

(
−ρ|x|

2
2−σ0

)
= 0,

where σ0 = min{σ1, σ2, ..., σm}.
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Ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì êâàäðàòå ñ äàííûìè íà ïàðàë-
ëåëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âîëíîâûì îïå-
ðàòîðîì è ñèíãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ìëàäøåé ïðîèçâîäíîé. Èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äàííûìè
íà ëèíèè ñèíãóëÿðíîñòè ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ
ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Êàðëåìàíà. Â ðàáîòå íàéäåíî â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå
óêàçàííîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn �ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Ïóñòü Λ(G)�
ñïåêòð ìàòðèöû G ∈Mn, λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû G (i = 1, 2, ..., n).

Â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x+ y < 1, 0 < x− y < 1} ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

uxx − uyy −
2G

y
uy = 0, (1)

ãäå u(x, y) =
(
u1(x, y), u2(x, y), . . . , un(x, y)

)⊤
� âåêòîð èñêîìûõ ôóíêöèé, Λ(G) ∈

(0, 1/2).
Ïóñòü D0 = D∩{y > 0} = {(x, y) : 0 < x+ y < 1, 0 < x− y < 1, y > 0}, D1 = D∩{y <

0} = {(x, y) : 0 < x+ y < 1, 0 < x− y < 1, y < 0}.
Îáîçíà÷èì θ0

(
x
2
; x
2

)
è θ1

(
1+x
2
; x−1

2

)
� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê x − y = 0 è

x− y = 1 ñ õàðàêòåðèñòèêîé äðóãîãî ñåìåéñòâà, âûõîäÿùåé èç òî÷êè (x, 0).

Çàäà÷à Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

1. u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D0 ∪D1),

2. u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1) â îáëàñòè D0 ∪D1,

3. u(θ0) = φ(x), x ∈ [0, 1],

4. u(θ1) = ψ(x), x ∈ [0, 1],

5. lim
y→0−

(−y)2G∂u
∂y

= lim
y→0+

y2G
∂u

∂y
,
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ãäå φ(x) = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)), ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)) - çàäàííûå âåêòîð-
ôóíêöèè.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Êàðëåìàíà.
Ïóñòü Ω = [a, b], ãäå − ∝< a < b < + ∝.
Îïðåäåëåíèå 1. ×åðåç Hλ = Hλ(Ω), ãäå Ω = [a, b], λ = (λ1, λ2, ..., λn), îáîçíà÷èì

êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Df = Ω,
êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ, óäîâëåòâîðÿåò íà Ω óñëîâèþ Ãåëüäåðà

|fk(x1)− fk(x2)| ≤ Ak|x1 − x2|λk (k = 1, 2, ..., n)

ñî ñâîèìè ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè Ak è λk.

Îïðåäåëåíèå 2. ×åðåç H∗ = H∗(a, b) îáîçíà÷èì êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé
f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå ìóëüòèèíäåêñû λ =
(λ1, λ2, ..., λn), ϵ = (ϵ1, ϵ2, ..., ϵn) è δ = (δ1, δ2, ..., δn), ÷òî

f(x) =
f ∗(x)

(x− a)1−ϵ(b− x)1−δ
,

ãäå f ∗(x) ∈ Hλ([a, b]) è êàæäîé êîìïîíåíòå âåêòîðà f(x) ñîîòâåòñòâóþò ñâîè ôèêñèðî-
âàííûå çíà÷åíèÿ ìóëüòèèíäåêñîâ λ, ϵ è δ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü α = (α1, α2, ..., αn)�ìóëüòèèíäåêñ. ×åðåç H∗
α îáîçíà÷èì

êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) òàêèõ, ÷òî

f(x) =
f ∗(x)

(x− a)1−α−ϵ(b− x)1−α−δ
,

ãäå 0 < ϵk < 1− αk, 0 < δk < 1− αk (k = 1, 2, ..., n), à êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà f ∗(x)
ïðèíàäëåæèò ñâîåìó êëàññó H̃αk

, êîòîðûé îïðåäåëåí â [1].

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà Ïóñòü G ∈Mn � ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñïåêòð Λ(G) ⊂ (0, 1/2). Ïóñòü, äàëåå,
ìàòðèöà T ∈ Mn ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ G ê æîðäàíîâîìó âèäó ΛG =
TGT−1. Ïóñòü âåêòîð Tg(x) ∈ H∗

α, ãäå α = (α1, α2, . . . , αn), αk = 1−2λk, λk ∈ Λ(G). Òîãäà
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Êàðëåìàíà â êëàññå âåêòîð-
ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî Tν(x) ∈ H∗ èìååò âèä

ν(x) =
(
LΓ(E − 2G)

)−1

DE−2G
a+

(
E − Z(x)D2G

a+I
2G
b−Z

−1(x)
)
g(x), (2)

ãäå ìàòðèöû Z(x) =

(√
b−x
x−a

)E−2G

, L = 4 cos2
(
π
2
(E − 2G)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå â ôîðìóëå (2) âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà ν(x) â ðåøåíèÿ çàäà÷
Êîøè â îáëàñòÿõ D0 è D1 íàéäåì îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå u(x, y) â îáëàñòè D = D0∪D1.
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ðî, áûñòðî-óáûâàþùèå ôóíêöèè.

Îñíîâíûå ôóíêöèè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ (ñì. [1]), îêà-
çàëèñü ïëîõî ïðèñïîñîáëåííûìè ïðè ðàáîòå ñ ïîëíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Áåññåëÿ
(ñì. [2]). Â ñâÿçè ñ ÷åì ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâûõ êëàññîâ îñíîâíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå ÷àñòè÷íî ðàññìîòðåíû â ýòîé ðàáîòå.

Ïóñòü R+
N = Rn ×RN−n, x = (x′, x′′), x′ ∈ Rn, x

′′ ∈ RN−n, jν(x) � îäíî èç ðåøåíèé
ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 1

tγ
d
dt
tγ d

dt
u = −u, îòâå÷àþùåå èíäåêñó γ = 2ν + 1 è

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì jν(0) = 1, j′ν(0) = 0.
ßäðà ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïîëíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Áåññåëÿ èìåþò âèä:

Λ±
γ (x

′, ξ′) =
n∏

i=1

(
jνi(xiξi)∓ i xiξi

γi+1
jνi+1(xiξi)

)
, γ = (γ1, . . . , γn), γi > 0, γi = 2νi+1.

Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïîëíûå ñìåøàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ (äàëåå, ñî-
êðàùàÿ, áóäåì ïèñàòü FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ) ôóíêöèè u çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:

FB[u](ξ)=
∫
Rn

Λ+
γ (x

′, ξ′) e−i(x′′,ξ′′) u(x) (x′)γ dx,

F−1
B [u](x) = Cγ,n,N

∫
Rn

Λ−
γ (x

′, ξ′) e−i(x′′,ξ′′) u(x) (x′)γ dx = Cγ,n,NFB[u](−x).

Çäåñü Cγ,n,N = (2π)1−n

22(ν+1) Γ2(ν+1)
, (x′)γ =

n∏
i=1

(x2i )
γi/2.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: α = (α′, α′′), α′ è α′′ öåëî÷èñëåííûå ìóëüòèèíäåêñû,
ðàçìåðíîñòè n, N − n ñîîòâåòñòâåííî,
Dα

B=
(
∂α

′
B

)
x′ ∂

α′′

x′′ ,
(
∂α

′
B

)
x′ =∂

α1
Bγ1

. . . ∂αn
Bγn

, ∂α
′′

x′′ =∂αn+1
xn+1

. . . ∂αN
xN
, ∂xi

= ∂
∂xi
, i = 1, 2, . . . , N,

∂αi
Bγi

=

{
B

αi/2
γi , αi = 2ki,

∂xi
B

(αi−1)/2
γi , αi = 2ki + 1

, ki = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n,

ãäå Bγi =
1

x
γi
i

d
dxi

xγii
x
dxi

� ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ, îòâå÷àþ-

ùèé èíäåêñó γi. Â êëàññå ÷åòíûõ, äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé îïåðà-
òîð Dα

B èìååò ñèìâîë (iξ)α : Dα
Bφ=F−1

B [(iξ)αFB φ] (òàêèå îïåðàòîðû ðàññìîòðåíû â [3]).
Ââåäåì ñèñòåìó íîðì

|⟨φ⟩|k = max

(
sup

|α|+|β|≤k, x∈Rn

∣∣∣xαDβ
Bγ
φ(x)

∣∣∣ , sup
|α|+|β|≤k, x∈Rn

∣∣∣Dβ
Bγ

(xαφ(x))
∣∣∣) , (1)
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ãäå âûïîëíåíî óñëîâèå

αi + βi = 2ki, i = 1, . . . , n, ki = 0, 1, 2, . . . (2).

×åðåç Sev(RN) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé ÷åòíûõ ïî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñ êîíå÷íûìè íîðìàìè (1) äëÿ êàæäîãî öåëîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî k. Ýòè íîðìû îïðåäåëÿþò òîïîëîãèþ â Sev(RN). Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôóíêöèé un èç Sev(RN) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè
ñõîäèòñÿ ê íåé ïî êàæäîé èç ýòèõ íîðì, êîãäà èíäåêñ k ïðîáåãàåò âñå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà.

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) FB-ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò íåïðå-
ðûâíûé (â îáå ñòîðîíû) èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà Sev, ò.å. äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëü-
íîãî öåëîãî ÷èñëà k, íàéäåòñÿ ÷èñëî k′, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|⟨FB[φ] ⟩|k ≤ |⟨φ⟩|k1 .

Ñðåäè îñíîâíûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì êëàññ îñíîâíûõ ôóíêöèé Ë.
Øâàðöà S(RN), èñ÷åçàþùèõ íà êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ xi = 0, i = 1, 2, . . . , n
(òèïà îñíîâíûõ ôóíêöèé Ï.È. Ëèçîðêèíà, ñì. òàêæå â [4]):

Ψγ(R
+
N)={ψ : ψ∈S, ∂βBi

ψ(0)=0, β∈Z+}, i = 1, . . . , n, Φγ(R
+
N)={φ : φ=FB[ψ], ψ∈Ψγ(R

+
N)}.

Â êëàññàõ Ψγ(R
+
N) è Φγ(R

+
N) ñèìâîë îïåðàòîðà D

α
B èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â Sev.

Òåîðåìà 2. Êëàññ Φγ(R
+
N) ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ôóíêöèé φ(x)∈S(R+

N), êî-
òîðûå îðòîãîíàëüíû (â ñìûñëå âåñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) âñåì ìíîãî÷ëåíàì:

φ(x)∈S(R+
N) ,

∫
R+

N

(x′)mφ(x) xγ dx=0, ⇐⇒ φ∈Φγ(R
+
N),

Äëÿ ÷åòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ (ñì. êíèãó [4]) ôóíêöèè φ ∈ Φ îðòî-
ãîíàëüíû (â ñìûñëå âåñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) âñåì ìíîãî÷ëåíàì, ÷åòíûì ïî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn :

φ(x)∈S(R+
N) ,

∫
R+

N

(x′)2mφ(x) xγ dx=0, ⇐⇒ φ∈Φγ(R
+
N),
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íåãëàäêèå êîýôôèöèåíòû, âåêòîð-

ôóíêöèè, ìàòðèö-ôóíêöèè.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) P (x) - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèö-ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè R+ := [0;+∞),
b) P−1(x) = (pij(x)) è Q(x) = (qij(x)) (i, j = 1, 2, . . . , n) - ýðìèòîâû ìàòðèö-ôóíêöèè
ïîðÿäêà n, n ∈ N, îïðåäåëåíû è èçìåðèìû íà R+,
c) R(x) = (rij(x)) (i, j = 1, 2, . . . , n) - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìàòðèö-ôóíêöèè ïîðÿäêà n,
n ∈ N, îïðåäåëåíà è èçìåðèìà íà R+,
d) ôóíêöèè qij(x), pij(x), rij(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà R+ (qij, pij, rij ∈ L1

loc(I)).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè y = (y1, y2, . . . , yn)
t è y[1] = (y

[1]
1 , y

[1]
2 , . . . , y

[1]
n )t :=

P (y′ − Ry) (t - ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ) óæå îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûìè íà R+, ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ñèììåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

−(y[1])′ −R∗y[1] +Qy = 0, x ∈ R+. (1)

Ïóñòü äàëåå ìàòðèöû P1 = (p
(1)
ij ), Q1 = (q

(1)
ij ) è R1 = (r

(1)
ij ) îáëàäàþò òåìè æå ñâîé-

ñòâàìè, ÷òî è ìàòðèöû P , Q è R, à âåêòîð-ôóíêöèè y, y[1] := P1(y
′ −R1y) îïðåäåëåíû

è y, y[1] ∈ ACloc(R+).
Ðàññìîòðèì âòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

−(y[1])′ − (R1)
∗y[1] +Q1y = 0, x ∈ R+ (2)

è ÷åðåç T îáîçíà÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ,
ñòîëáöû êîòîðîé èìåþ âèä (uj, u

[1]
j )t (j = 1, 2, . . . , 2n), ãäå uj - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

âåêòîðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) (êâàçèïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàò-
ðèö P1 è R1).

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
P , Q, R, P1, Q1, R1 è ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó T ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2),
îáåñïå÷èâàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ áëèçîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) è (2) ïðè x→ +∞.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöû P , Q, R, P1, Q1, R1 è T òàêîâû, ÷òî

+∞∫
0

∥∥∥∥T−1

(
R−R1 P−1 − P−1

1

Q−Q1 −R∗ +R∗
1

)
T

∥∥∥∥ < +∞. (3)

Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë α1, α2, . . . , α2n óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå ϕ(x),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

ϕ(x) =
2n∑
j=1

[αj + aj(x)]uj(x) è ϕ[1] =
2n∑
j=1

[αj + aj(x)](uj)
[1](x),

ãäå aj(x) → 0 ïðè x → +∞ (j=1,2,. . . ,2n), à ||.|| îçíà÷àåò ñóììó àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (ïåðâàÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè ϕ îïðåäåëÿåòñÿ
ïîñðåäñòâîì ìàòðèö P è R, à âåêòîð-ôóíêöèé uj - ïîñðåäñòâîì ìàòðèö P1 è R1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2.
Ïóñòü P1 = I, R1 = σ1(x), Q1 = −σ2

1(x), ãäå I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà,
à âåùåñòâåííàÿ, ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà σ1(x) èìååò âèä:

σ1(x) =

− xα+1

α + 1

xβ+1

β + 1
xβ+1

β + 1
− xα+1

α + 1

 .

(α > 2, 0 < β < α).
Ïóñòü äàëåå, P = I, R = σ(x), Q = −σ2(x), ãäå σ(x) = (sij)(x) - âåùåñòâåí-

íàÿ, ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, êâàäðàòû ýëåìåíòîâ êîòîðîé ëîêàëüíî
ñóììèðóåìû íà ïîëóîñè (s2ij ∈ L1

loc(R+)); xn (n = 0, 1, . . .) - âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî x0 = 0, lim

n→+∞
xn = +∞. Âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíóþ òî÷êó νk ∈ [xk;xk+1) è îïðåäåëèì ýëåìåíòû sij(x) ìàòðèöû σ(x), ïîëàãàÿ:

s11(x) = s22(x) = −να+1
k

α+1
, s12(x) = s21(x) =

νβ+1
k

β+1
ïðè x ∈ [xk, xk+1).

Òîãäà, åñëè ñõîäÿòñÿ ðÿäû

+∞∑
k=1

xαk+1(xk+1 − xk)
2 < +∞,

+∞∑
k=1

x2α+1
k+1

(xαk + xβk)
1/2

(xk+1 − xk)
2 < +∞,

òî ìàòðèöû σ(x) è σ1(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3) òåîðåìû 1 (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [1]
è [2]).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Ìèðçîåâó Ê.À. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåç-
íûå îáñóæäåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû � 11-01-00790-à è � 12-01-31491-
ìîë à, è Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ãðàíò � 1.5711.2011.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé ïðè ïîìîùè öåëî-
÷èñëåííûõ ñäâèãîâ êâàäðàòè÷íîé ýêñïîíåíòû � ôóíêöèè Ãàóññà. Ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå ïîäõî-
äû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ýòîãî êëàññà çàäà÷ ñòàëêèâàþòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ïðè ïîìîùè
ëèíåéíûõ ñèñòåì. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü âîçíèêàþùèõ ñèñòåì, èññëåäîâàíû
ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé, èõ ñâÿçü ñ òåòà-ôóíêöèÿìè ßêîáè. Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó-
÷àè ñèñòåì ñ ðàâíûì ÷èñëîì óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ, à òàêæå ïåðåîïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè, ãàóññèàí, ëèíåéíûå ñèñòåìû, òåòà-ôóíêöèè,

ïåðåîïðåäåë¼ííûå ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à. Â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè îñíîâ-
íûì èíñòðóìåíòîì ïðèáëèæåíèé áûëè ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòå-
ìàì. Îäíàêî, çà ïîñëåäíèå ãîäû â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíûõ îáëà-
ñòÿõ îôîðìèëñÿ âåñüìà øèðîêèé êðóã çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ
ðàçëîæåíèé ôóíêöèé ïî íåïîëíûì, ïåðåïîëíåííûì èëè íåîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì.
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðè÷åñêèõ èëè îïòè÷åñêèõ ñèã-
íàëîâ, òåîðèè ôèëüòðàöèè, ãîëîãðàôèè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â òîìîãðàôèè è
ìåäèöèíå. Ïðèìåðàìè ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ôðåéìû, à íåîðòîãîíàëüíûõ �
âñïëåñêè, ñèñòåìû Ãàáîðà (êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ), ôóíêöèè Ðâà÷¼âûõ è äðóãèå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè â âèäå ðÿäà
ïî ñèñòåìå öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà (êâàäðàòè÷íîé ýêñïîíåíòû ñ ïà-
ðàìåòðàìè). Èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåïîëíà â ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òåì íå
ìåíåå îíà ÷àñòî è ñ óñïåõîì èñïîëüçóåòñÿ. Èñòîðèþ âîïðîñà, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ñì. â [1]- [5].

Áîëåå òî÷íî, áóäåò èññëåäîâàíà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à: ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà
âñåé îñè x ∈ R, è íåêîòîðûé ïàðàìåòð σ > 0, êîòîðûé â âåðîÿòíîñòíûõ ïðèëîæåíèÿõ
èãðàåò ðîëü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ. Áóäåì èñêàòü èíòåðïîëèðóþùóþ ôóíê-
öèþ f̃(x), òàêæå îïðåäåë¼ííóþ íà âñåé îñè x ∈ R, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà
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ïî öåëî÷èñëåííûì ñäâèãàì ôóíêöèè Ãàóññà

f̃ (x) ∼
∞∑

k=−∞

fke
− (x−k)2

2σ2 (1)

è ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ

f (m) = f̃ (m) , m ∈ Z . (2)

Èçâåñòíû íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå
ðåøåíèå èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, à èìåííî òåòà�ôóíêöèé ßêîáè [1]-
[2]. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [3]- [4], íåñìîòðÿ íà òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü ýòîãî ïîäõîäà,
îí íå èìååò âû÷èñëèòåëüíûõ ïåðñïåêòèâ, òàê êàê ñâÿçàí ñ äåëåíèåì íà ÷ðåçâû÷àéíî
ìàëûå çíàìåíàòåëè. Äðóãîé ïîäõîä ðàçðàáàòûâàëñÿ â [3]- [4], îí îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ). Òàêîé ïîäõîä èìååò îïðåäåë¼ííóþ âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ öåííîñòü, íî îíà äîñòèãàåòñÿ öåíîé óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà, ïðè ýòîì âû÷èñ-
ëåíèÿ ýôôåêòèâíû â äîñòàòî÷íî óçêèõ äèàïàçîíàõ ïàðàìåòðîâ è ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì
ðàçðÿäîâ â ðåçóëüòàòàõ. ×òîáû ïðåîäîëåòü óêàçàííûå òðóäíîñòè, â ðàáîòàõ [6]- [9] áûë
ïðåäëîæåí ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, îñíîâàííûé íà
ñâåäåíèè å¼ ê ðåøåíèþ êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ñóùåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿëîñü îòñóòñòâèå ðå-
çóëüòàòîâ ïî äîêàçàòåëüñòâó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, óñòàíàâëèâàþùèå òðå-
áóåìóþ îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ òåî-
ðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì äëÿ ðàçðàáîòêè ïðàêòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, èçáàâ-
ëåííûõ îò íåîáõîäèìîñòè ðàáîòû ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè èëè ÄÏÔ. Ðàññìîòðåíû
òàêæå ñëó÷àè ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðåäåëüíûå ñâîé-
ñòâà ðåøåíèé êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåä¼ì óäîáíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ýêñïî-
íåíòû

e (σ, x, k) = e−
(x−k)2

2σ2 (3)

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåèçâåñò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ fk èç (1). Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷ èí-
òåðïîëÿöèè, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü óçëîâûå ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî óçëà èíòåðïîëÿöèè
x = m, m ∈ Z. Â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îäíó áàçèñíóþ óçëîâóþ ôóíêöèþ
äëÿ óçëà ïðè x = 0, êîòîðóþ ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

G (σ, x) =
∞∑

k=−∞

gk e(σ, x, k) . (4)

Âûâîä îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áàçèñíîé óçëîâîé ôóíêöèè èçâåñòåí, äëÿ ïîëíîòû èçëîæå-
íèÿ ìû êðàòêî ïîâòîðèì ýòè âûêëàäêè, ñëåäóÿ [3]- [4].
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Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ýòà áàçèñíàÿ óçëîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îñíîâíîìó
óñëîâèþ ïðè âñåõ m ∈ Z:

G (σ,m) =
∞∑

k=−∞

gk e(σ,m, k) = σm0 , (5)

ãäå σm0 åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà

σm0 =

{
1, m = 0
0, m ̸= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ G (σ, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5), óæå íàéäåíà.
Òîãäà íåòðóäíî âûïèñàòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî,
ôóíêöèÿ

Gl (σ, x) = G (σ, x− l)

ÿâëÿåòñÿ óçëîâîé ôóíêöèåé äëÿ óçëà ïðè x = l, òàê êàê ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ m

Gl (σ,m) = G (σ,m− l) = σml .

Òîãäà îäíèì èç ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è áóäåò, î÷åâèäíî, ôóíê-
öèÿ

f̃ (x) =
∞∑

l=−∞

f (l)Gl (σ, x) , (6)

òàê êàê ïðè x = m îò ñóììû (6) îñòà¼òñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå:

f (m)Gm (σ,m) = f (m) · 1 = f (m) .

×òîáû ïåðåéòè îò ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå (6) ê èñêîìîìó ïðåäñòàâëåíèþ â
âèäå (1), âûïîëíèì íåîáõîäèìóþ ïîäñòàíîâêó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñ ó÷¼òîì (4):

f̃ (x) =
∞∑

l=−∞

f (l)Gl (σ, x) =

=
∞∑

l=−∞

f (l)G (σ, x− l) =
∞∑

l=−∞

f (l)
∞∑

l=−∞

gk e (σ, x− l, k) .

Ââåä¼ì íîâûé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ j = l + k âìåñòî l = j − k è ôîðìàëüíî ïîìåíÿåì
ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì

f̃(x) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

f(j − k)gk e(σ, x− j, k) =

=
∞∑

l=−∞

{
∞∑

l=−∞
f (j − k) gk

}
e (σ, x− j, k) =

∞∑
j=−∞

fj e (σ, x, j) ,
(7)
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ãäå èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (ïîñëå çàìåíû èíäåêñîâ
j � k, ÷òîáû ñîãëàñîâàòü ðåçóëüòàò ñ (1)),

fk =
∞∑

j=−∞

f (k − j) gj , (8)

ãäå f(m) � çíà÷åíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè â öåëûõ òî÷êàõ, à gj � êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ áàçèñíîé óçëîâîé ôóíêöèè (4).

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∞∑
k=−∞

gke (σ,m, k) = σm0 , m ∈ Z .

Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ q = e−
1

2σ2 . Ïîëó÷èì

∞∑
k=−∞

gkq
(m−k)2 = σm0 , m ∈ Z . (9)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êîíå÷íîìåðíûå óñå÷åíèÿ ïîëó÷åííîé
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (9).

2. Ïåðåõîä ê êîíå÷íîìåðíûì àïïðîêñèìàöèÿì èíòåðïîëÿöèîííîé
çàäà÷è. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè êëþ÷åâûì ìîìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óçëîâîé ôóíêöèè. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ïåðâîíà÷àëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà îò áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû ê å¼ êîíå÷íîìåðíûì ¾óñå÷åíèÿì¿.
Ýòîò åñòåñòâåííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè ðåøåíèé èçó÷àåìîé èíòåðïî-
ëÿöèîííîé çàäà÷è ðåøåíèÿìè êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì, ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [6]- [9].
Ðàçóìååòñÿ, òàêîé ïîäõîä èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ, íî âìåñòå ñ òåì îí ïîçâîëÿåò îáîé-
òè íåêîòîðûå ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå äðóãèõ ïîäõîäàõ, è
ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è.

Èòàê, áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óçëîâîé ôóíêöèè (4) G (σ, x) â âèäå ïðèáëè-
æàþùåé å¼ ôóíêöèè H (σ, x) â âèäå êîíå÷íûõ ñóìì

H (n, x, σ) =
n∑

k=−n

dk · q(x−k)2 , q = exp

(
− 1

2σ2

)
, 0 < q < 1 , (10)

ïðè ýòîì áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (9) çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé, ïðè÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé ìîæåò
áûòü áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ

H(n,m, j, σ) = δ0j , j = −m, . . . , 0, . . .m , m ≥ n . (11)

Â ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèé (10)-(10), âñåãî
2m+ 1 óðàâíåíèé è 2n+ 1 íåèçâåñòíûõ dk, −n ≤ k ≤ n.
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Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, âûòåêàþùóþ èç (10)-(11) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

A · d = y, (12)

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

aij = q(i−j)2 , yj = δ0j , i = −n, . . . , 0, . . . , n , j = −m, . . . , 0, . . . ,m .

Äëÿ ïîëó÷åííûõ ïðèm = n êîýôôèöèåíòîâ dk ïðèáëèæ¼ííóþ óçëîâóþ ôóíêöèþ áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê H(n, x, σ), à ïðè m > n, � êàê H(n,m, x, σ).

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ðàçìåðà n îáîçíà÷èì
÷åðåç Wx1, . . . , xn, îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà áåç l�îé ñòðîêè è k�îãî ñòîëáöà �
Wl, kx1, . . . , xn. Äëÿ íàãëÿäíîñòè îáùèå âûêëàäêè äàëåå ñ îïðåäåëèòåëÿìè è ìàòðèöàìè
ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ áóäåì èëëþñòðèðîâàòü îáúåêòàìè ðàçìåðîì 5 × 5 è ïîëó÷àþ-
ùèìèñÿ èç íèõ, íàïðèìåð,

Wx1, x2, x3, x4, x5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 x31 x41
1 x2 x22 x32 x42
1 x3 x23 x33 x43
1 x4 x24 x34 x44
1 x5 x25 x35 x45

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

W3, 2x1, x2, x3, x4, x5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x21 x31 x41
1 x22 x32 x42
1 x24 x34 x44
1 x25 x35 x45

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Êàê èçâåñòíî [10, ñòð. 273],

Wl, kx1, . . . , xn =
∑

xα1xα2 . . . xαn−k
·

∏
n≥i>j≥1, i̸=l,j ̸=l

xi − xj , (13)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñî÷åòàíèÿì n− k ÷èñåë α1, α2, . . . , αn−k èç íàáîðà 1, 2, . . . , n.
Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ òðåòüÿ òåòà-ôóíêöèÿ ßêîáè [11]

ϑ3 (z, q) = 1 + 2
∞∑
k=1

qk
2

cos (2kz) ,

è ôîðìóëà òåòà-ïðåîáðàçîâàíèÿ ßêîáè-Ïóàññîíà [11]

+∞∑
k=−∞

e−a(t+πk)2 =
1√
πa

+∞∑
k=−∞

e−
k2

a ei2kt . (14)

3. Ñëó÷àé ðàâíîãî ÷èñëà óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ. Òåïåðü îñíîâíûì îáúåê-
òîì íàøåãî èçó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (12) ñ êâàäðàòíîé èëè
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ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöàìè. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåä¼ííûå â ñîîòíîøå-
íèÿõ (10)�(12).

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ñèñòåìû (12) â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ÷èñëà íåèçâåñòíûõ è óðàâ-
íåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñèñòåìà âñåãäà
èìååò, ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå.

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöà A ïðè m = n � íåâûðîæäåíà, à å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí

|A| = q
2n(n+1)(2n+1)

3 ·Wq−2n, . . . 1, . . . , q2n . (15)

�

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q q4 q9 q16

q 1 q q4 q9

q4 q 1 q q4

q9 q4 q 1 q
q16 q9 q4 q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ýëåìåíòû ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè

aij = q(i−j)2 = qi
2 · q−2ij · qj2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, èç i�òîé ñòðîêè ìîæíî âûíåñòè qi
2
, à èç j�îãî ñòîëáöà � qj

2
. Ïðîâåäåì

ýòó îïåðàöèþ ñî âñåìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè:

|A| = q4 · q · 1 · q · q4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−4 q−3 1 q5 q12

1 q−1 1 q3 q8

q4 q 1 q q4

q8 q3 1 q−1 1
q12 q5 1 q−3 q−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= q20 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−8 q−4 1 q4 q8

q−4 q−2 1 q2 q4

1 1 1 1 1
q4 q2 1 q−2 q−4

q8 q4 1 q−4 q−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåïåðü ýëåìåíòàìè ïðîìåæóòî÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ q−2ij, îñòàëîñü âûíåñòè èç
i-õ ñòðîê ìíîæèòåëè q2ni, i = −2n, . . . , 2n, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ â ñèëó ñèììåòðèè
ðàâíî 1:

q20 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−8 q−4 1 q4 q8

q−4 q−2 1 q2 q4

1 1 1 1 1
q4 q2 1 q−2 q−4

q8 q4 1 q−4 q−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= q20 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q4 q8 q12 q16

1 q2 q4 q6 q8

1 1 1 1 1
1 q−2 q−4 q−6 q−8

1 q−4 q−8 q−12 q−16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= q20 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q4 q4
2

q4
3

q4
4

1 q2 q2
2

q2
3

q2
4

1 1 1 1 1

1 q−2 q−22 q−23 q−24

1 q−4 q−42 q−43 q−44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Â îáùåì æå ñëó÷àå ðåçóëüòàò ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûãëÿäèò òàê:

detA =
n∏

i=−n

qi
2

2

·
n∏

j=−n

qj
2

2

·
n∏

i=−n

q2ni ·Wq−2n, . . . 1, . . . , q2n =

= q
2n(n+1)(2n+1)

3 ·Wq−2n, . . . 1, . . . , q2n = q
2n(n+1)(2n+1)

3 ·
n∏

i,j=−n , i ̸=j

q−2i − q−2j .

Îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà ãàðàíòèðóåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 < q < 1, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
âñå ñîìíîæèòåëè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ íåíóëåâûå. �

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à îá îáîñíîâàíèè êîððåêòíîñòè êîíå÷íîìåðíîé ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû (12) áûëà ïîñòàâëåíà Ë.À. Ìèíèíûì è Ñ.Ì. Ñèòíèêîì. Çàòåì ÷åðåç äîâîëüíî ïðî-
äîëæèòåëüíîå âðåìÿ íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ À.Ñ. Òèìàøîâûì áûëà óãàäàíà
ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ (15). Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (15) è âìåñòå ñ òåì
êîððåêòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû áûëî íàéäåíî Ñ.Í. Óøàêîâûì.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ ââåä¼ì ïîíÿòèå âåêòîðà-ïàëèíäðîìà,
êîòîðîå îòðàæàåò ñèììåòðè÷íîñòü êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíî åãî ¾ñåðåäèí¿.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâ¼ì n-ìåðíûé âåêòîð x ïàëèíäðîìîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà

xi = xn+1−i , i = 1, . . . , n .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

A · x = b , (16)

ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

ai,j = an+1−i,n+1−j ∀i, j = 1, . . . , n ,

è âåêòîð b � ïàëèíäðîì, Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû � âåêòîð x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðî-
ìîì.

Óñëîâèå òåîðåìû 2 ïî ñóòè îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà è ñòîëáåö êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû A ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïàëèíäðîìàìè.

� Òàê êàê ìàòðèöà A � íåâûðîæäåíà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x. Êàæ-
äóþ i-þ ñòðî÷êó ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n∑
j=1

ai,j · xj = bi .

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîð y = xn, xn−1 . . . , x1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (16), à ýòî â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è áóäåò îçíà÷àòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ i-é ñòðî÷êè

n∑
j=1

ai,j · yj =
n∑

j=1

an+1−i,n+1−j · yj =
n∑

j=1

an+1−i,j · xj = bn+1−i = bi . �

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âàæíîñòü ââåä¼ííîãî ïîíÿòèÿ ïàëèíäðîìà, êîòîðîå äà¼ò âîçìîæ-
íîñòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè äàííûõ çàäà÷è, ñóùåñòâåííî óìåíüøàòü îáú¼ì
âû÷èñëåíèé è, òàêèì îáðàçîì, ïîâûøàòü ýôôåêòèâíîñòü è ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÷èñëåí-
íûõ àëãîðèòìîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ñèñòåìû (12) ðåøåíèå ñèììåòðè÷íî, òî åñòü dk = d−k.

� Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (12) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2:

aij = q(i−j)2 = q(n+1−i−(n+1−j))2 = an+1−i,n+1−j .

Ñëåäîâàòåëüíî, dk = d−k. �
Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñëåäñòâèþ, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óìåíüøàåòñÿ êàê ÷èñëî óðàâ-

íåíèé (ïðàêòè÷åñêè âäâîå), òàê è ðàçðûâ â ïîðÿäêå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Ýòî
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è è ñîêðàùåíèþ òðåáóåìîãî
âðåìåíè êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ ïðè òîì æå çàòðà÷åííîì âðåìåíè.

Âàæíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû dk äëÿ ïðèáëèæåíèé óçëîâîé ôóíêöèè, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (10) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (11)-(12), ìîæíî íàéòè àíàëè-
òè÷åñêè â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ dk âåðíà ôîðìóëà:

dk = (−1)kq−k2Wk, n+1q
−2n, . . . , q0, . . . , q2n

Wq−2n, . . . , q0, . . . , q2n
. (17)

� Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà

dk =
∆k

|A|
.

Ïðîâåäÿ ñ ∆k ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå óæå ïðîâåä¼ííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 1 , ïîëó÷èì

∆k = (−1)n+1+k+1+nq−k2q
2n(n+1)(2n+1)

3 Wkq
−2n, . . . , q0, . . . , q2n ,

îòñþäà

dk = (−1)kq−k2Wkq
−2n, . . . , q0, . . . , q2n

Wq−2n, . . . , q0, . . . , q2n
.

Íàïðèìåð,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q q4 0 q16

q 1 q 0 q9

q4 q 1 1 q4

q9 q4 q 0 q
q16 q9 q4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= q20 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−8 q−4 1 0 q8

q−4 q−2 1 0 q4

1 1 1 q−1 1
q4 q2 1 0 q−4

q8 q4 1 0 q−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= q20 · q−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−8 q−4 1 0 q8

q−4 q−2 1 0 q4

1 1 1 1 1
q4 q2 1 0 q−4

q8 q4 1 0 q−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= q20 · q−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−8 q−4 1 0 q8

q−4 q−2 1 0 q4

1 1 1 1 1
q4 q2 1 0 q−4

q8 q4 1 0 q−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −q20 · q−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q4 q4

2
q4

4

1 q2 q2
2

q2
4

1 q−2 q−22 q−24

1 q−4 q−42 q−44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . �

Ñëåäñòâèå 2. Ñ ó÷¼òîì (13),

dk =
(−1)kq−k2

∑
qα1qα2 . . . qα2n+1−k ·

n∏
i̸=k,i=−n

|qk − qi|
, (18)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñî÷åòàíèÿì 2n + 1 − k ÷èñåë α1, α2, . . . , α2n+1−k èç íàáîðà
−n,−n+ 1, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 3. Êîíòðîëüíûå ñóììû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îòíîøåíèÿ îïðåäåëèòå-
ëåé:

H(n, j, σ) = qj
2Wq−2n . . . q−2, q−2j, q2, . . . q2n

Wq−2n . . . q0 . . . q2n
.

gσn(j) =
n∑

k=−n

dk q
(k−j)2 =

=
n∑

k=−n

q(k−j)2(−1)kq−k2Wk, n+1q
−2n, . . . , q0, . . . , q2n

Wq−2n, . . . , q0, . . . , q2n
=

= qj
2

n∑
k=−n

(−1)kq−2kjWk, n+1q
−2n, . . . , q0, . . . , q2n

Wq−2n, . . . , q0, . . . , q2n
.

Ñóììà
n∑

k=−n

(−1)kq−2kjWk, n+1q
−2n, . . . , q0, . . . , q2n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî n+1

ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ Wq−2n . . . q−2, q−2j, q2, . . . q2n .

Ñëåäñòâèå 4. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
σ→∞

|H(n, n+ 1, σ)| = Cn
2n+1 .

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ÿâíîé ôîðìóëû (18) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ dk, ïðèìåíÿòü å¼
ïðîáëåìàòè÷íî, ÷òî ñâÿçàíî êàê ñ äåëåíèåì íà ìàëûå âåëè÷èíû, òàê è ñ âû÷èñëåíèåì
ñóììû ñ áîëüøèì ÷èñëîì Cn+1

2n+1 ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (12)
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ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Äëÿ ïðîâåðêè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êîíòðîëüíûå ñóììû
H(n, j, σ).

Ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçíûå òðåáîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òî÷-
íîñòüþ çíà÷åíèé óçëîâîé ôóíêöèè â öåëûõ òî÷êàõ îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè, ñêîðîñòüþ
âîññòàíîâëåíèÿ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè, äèàïàçîíîì ïàðàìåòðà σ. Îòñþäà âîçìîæ-
íû íåñêîëüêî ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, óçëîâóþ ôóíêöèþ
ìîæíî ñòðîèòü âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè, ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñïåöèàëèçèðîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ (íàïðèìåð, ¾Mathematica¿) äà-
¼ò âûñîêóþ òî÷íîñòü äëÿ âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè. Äàííûé ïîäõîä èçó÷åí â ðà-
áîòàõ [6]- [9]. Âî-âòîðûõ, óçëîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñòðîèòü íà îòðåçêå, ñîñòîÿùåì èç
ìåíüøåãî ÷èñëà òî÷åê, ÷åì òðåáóåìûé îòðåçîê èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëü-
çóþòñÿ çíà÷åíèÿ óçëîâîé ôóíêöèè â öåëûõ òî÷êàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò
íóëÿ. Ýòî âëèÿåò íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ, íî çàòî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî îïåðà-
öèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèé. Êàê ïîêàçàíî â ñëåäñòâèè 4, ïðè ðîñòå σ çíà÷åíèÿ
H(n, j, σ) (j > n) ñòàíîâÿòñÿ íåäîïóñòèìî âåëèêè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ äàííîãî ýôôåêòà
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì: ïðè ïîñòðîåíèè óçëîâîé ôóíêöèè ÷èñëî
óðàâíåíèé áåð¼òñÿ áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ (m > n), ñì. äàëåå.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ïîäõîä. Â ýòîì ñëó÷àå m = n, ñèñòåìà (11) ïî òåîðåìå 1 ñîâìåñò-
íà. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà. Ãðàíèöû èñïîëüçî-
âàíèÿ σ, ïðè êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ èìåþò ñìûñë, åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò n.

Òàáëèöà 1

Êîíòðîëüíûå ñóììû ïðè n = 12.

σ 1.0 2.0 3.0 4.0

H(12, 0, σ) 1 1 0.99 52

H(12, 4, σ) −1.7 · 10−20 9.9 · 10−13 −7.2 · 10−5 38

H(12, 8, σ) −1.6 · 10−20 −8.3 · 10−14 3.6 · 10−7 13

H(12, 12, σ) −7.9 · 10−23 −3.8 · 10−14 10−6 1.8

H(12, 14, σ) 1.1 · 10−3 63.3 2.3 · 104 1.8 · 105
H(12, 16, σ) 3.2 · 10−6 67 2.9 · 105 6.4 · 106

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîìíèòåëüíû âû÷èñëåíèÿ óæå
ïðè σ > 3. Âíå îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè H(n, x, σ) ñèëüíî îñöèëëèðóåò. Êðîìå òîãî, ÷åì
áîëüøå n, òåì ìåíüøå ðàñòåò êîíòðîëüíàÿ ñóììà äëÿ H(n, j, σ) çà ïðåäåëàìè îòðåçêà
èíòåðïîëÿöèè. Ýòî èëëþñòðèðóåò óæå òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ çà ïðåäåëàìè îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè.

H(20, 21, 1.0) 5.5 · 10−5 H(20, 23, 2.0) 41.7 H(20, 26, 3.0) 2.9 · 107
H(40, 41, 1.0) 2.5 · 10−9 H(40, 43, 2.0) 3.57 H(40, 46, 3.0) 4.6 · 106
H(60, 61, 1.0) 1.1 · 10−13 H(60, 63, 2.0) 0.29 H(60, 66, 3.0) 1.6 · 106
H(80, 81, 1.0) 5.1 · 10−18 H(80, 83, 2.0) 0.02 H(80, 86, 3.0) 4.7 · 105
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4. Ñëó÷àé ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó (11) ñ ÷èñëîì
óðàâíåíèé, áîëüøèì, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Íà÷í¼ì ñ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ýòîé ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèå 5. Ðàíã ñèñòåìû (11) ðàâåí 2n+1.

� Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èçó÷àåìûé â òåîðåìå 1 îïðåäåëèòåëü ïðè m > n ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íåíóëåâûì ìèíîðîì ìàòðèöû A ðàçìåðà (2n+ 1)× (2m+ 1), òî å¼
ðàíã ðàâåí 2n+ 1. �

Ïðè m > n ñèñòåìà (11) ñòàíîâèòñÿ íåñîâìåñòíîé, êîýôôèöèåíòû dk âû÷èñëÿþò-
ñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (12) óìíîæàåòñÿ íà ìàòðè-
öó, ñîïðÿæåííóþ ê A. Êàê èçâåñòíî, A∗ = eĀT , ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû a∗ij = aji =
exp−(j − i)2/2σ2. Ïîëó÷àåì íîâóþ ñèñòåìó

C · x = z , (19)

â êîòîðîé

cij =
m∑

k=−m

exp−(i− k)2

2σ2
· exp−(k − j)2

2σ2
,

zj = exp− j2

2σ2
, i, j = −n . . . , 0, . . . n .

Ñèñòåìó (19) ðåøàåì, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 2. ßâëåíèå îñöèëëÿöèè çà ïðåäåëàìè îò-
ðåçêà èíòåðïîëÿöèè â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óìåíüøåíî, õîòÿ ïðè
ýòîì âîçíèêàåò ýôôåêò ðåãóëÿðèçàöèè, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè H(n,m, x, σ) â
íóëåâîé òî÷êå ¾ðàñòåêàåòñÿ¿ ïî ñîñåäíèì óçëàì. Óêàçàííûå ýôôåêòû ìîæíî óâèäåòü
â òàáë. 3.

Òàáëèöà 3

Êîíòðîëüíûå ñóììû ïðè n = 12, m = 13, è ïðè m = 24.

σ 1.0 2.0 3.0 5.0

H (12, 13, 0, σ) 0.99 0.97 0.82 0.62

H (12, 13, 6, σ) −6.7 · 10−5 −0.06 0.05 0.06

H (12, 13, 12, σ) −1.1 · 10−3 −6.7 · 10−3 0.03 1.8

H (12, 13, 14, σ) 5.1 · 10−4 1.6 7.9 −2.6

H (12, 13, 16, σ) 1.7 · 10−6 3.5 89 −39

H (12, 24, 0, σ) 1.00 0.94 0.78 0.48

H (12, 24, 6, σ) −7.2 · 10−5 −0.04 −0.04 −0.01

H (12, 24, 12, σ) −1.1 · 10−3 −0.01 −0.03 0.01

H (12, 24, 14, σ) 4.8 · 10−4 −0.01 0.03 0.08

H (12, 24, 16, σ) 1.6 · 10−6 0.01 −0.03 −0.09

Òåîðåìà 4. Ïðè m→ ∞ ýëåìåíòû ìàòðèöû C ïðèìóò âèä

cij =

{
q

i−j2

2 mσ, ïðè íå÷¼òíîì (i+ j),

q
i−j2

2 Mσ, ïðè ÷¼òíîì (i+ j),
(20)
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ãäå mσ = ϑ3
1
2
; qσ, Mσ = ϑ30; qσ, qσ = exp−πσ.

� Ïðåîáðàçîâàíèåì ßêîáè-Ïóàññîíà cij ïðåâðàùàþòñÿ â ïðåäåëå â òåòà-ôóíêöèþ

lim
m→∞

cij =
∞∑

k=−∞

exp−(i− k)2

2σ2
· exp−(k − j)2

2σ2
=

=
∞∑

k=−∞

exp−i
2 − 2ik + k2

2σ2
− j2 − 2jk + k2

2σ2
=

∞∑
k=−∞

exp−k
2 − (i+ j)k

σ2
− j2 + i2

2σ2
=

=
∞∑

k=−∞

exp−
(k − i+j

2
)2

σ2
− 2j2 + 2i2 − (i+ j)2

4σ2
.

èëè, ñ ó÷¼òîì (14),

lim
m→∞

cij = exp−(i− j)2

4σ2
·

∞∑
k=−∞

exp−
(k − i+j

2
)2

σ2
=

= exp−(i− j)2

4σ2
· ϑ3

π(i+ j)

2
; qσ,

ãäå qσ = exp−πσ. Â ñâÿçè c ïåðèîäè÷íîñòüþ è ÷åòíîñòüþ ôóíêöèÿ ϑ3(i+ j)/2π; qσ ïðè-
íèìàåò âñåãî ëèøü äâà çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ýòî èëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèåmσ = ϑ3π/2; qσ,
èëè ìàêñèìàëüíîå Mσ = ϑ30; qσ. �

5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá èíòåðïîëÿöèè ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè ïðè ïîìîùè öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ãàóññèàíîâ. Ýòà çàäà÷à èìååò ðÿä ïðèëî-
æåíèé, íàïðèìåð, â òåîðèè ñèãíàëîâ. Àíàëèçèðóþòñÿ íåäîñòàòêè è îãðàíè÷åíèÿ èçâåñò-
íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Äëÿ èõ ïðåîäîëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä êî-
íå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ óçëîâîé ôóíêöèè çàäà÷è, íà âû÷èñëåíèè
êîòîðîé îñíîâàí èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà àïïðîêñè-
ìèðóþùàÿ ñèñòåìà èìååò ðàâíîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ è óðàâíåíèé, à òàêæå ÷èñëî óðàâíå-
íèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ äîêàçàíà êîððåêòíîñòü êîíå÷íîìåð-
íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âûâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãëàâíîãî îïðåäåëèòåëÿ
ñèñòåìû, èçó÷åíû ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé è èõ ñâÿçü ñ òåòà-ôóíêöèÿìè ßêîáè.
Äëÿ ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ îáîñíîâû-
âàåòñÿ íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ èõ íåîáõîäèìîñòü è ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçî-
âàíèÿ, òàêæå äîêàçàíû ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé, ïðîàíàëèçèðîâàíû êîíòðîëüíûå
ñóììû.
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Abstract. Some interpolation problems by integer shifts of Gaussians are under consideration.
Known approaches for these problems are met with numerical di�cuilties. Due to it, another method
based on �nite dimensional approximations by linear systems is proposed. The correctness of systems
under consideration is proved, limit properties of solutions and their connections with Jacobi's theta-
functions are studied. Both cases of well-determined and overdetermined systems are investigated.
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äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè x = 0,
y = 1, x = 1, x − y = 1, x + y = 0 ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Lu = 0
ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ãäå

Lu ≡

{
L1u ≡ uxx − uy − λ2u, (x, y) ∈ D1 = D ∩ (y > 0) ,

L2u ≡ uxx − uyy − (2β/y )uy, (x, y) ∈ D2 = D ∩ (y < 0) ,

à β, λ ∈ R, ïðè÷åì 0 < β < (1/2) .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à H1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u (x, y) ∈ C

(
D
)
∩ C

(2,1)
x,y (D1) ∩ C2 (D2) óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Lu = 0 â îáëàñòè D1 ∪D2 è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (0, y) = µ1 (y) ,

1∫
0

u (x, y) dx =

1∫
0

u (1, t) dt+ µ2 (y) , 0 ≤ y ≤ 1; (1)

a (x)D1−β
0x u

(x
2
,−x

2

)
+ b (x)D1−β

x1 u

(
x+ 1

2
,
x− 1

2

)
+

+ c (x) lim
y→−0

(−y)2βuy (x, y) = e (x) , 0 < x < 1; (2)

lim
y→+0

uy (x, y) = lim
y→−0

(−y)2βuy (x, y) , 0 < x < 1, (3)

ãäå µ1 (y) , µ2 (y), a (x), b (x), c (x), e (x) - çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

D1−β
0x q (x) =

1

Γ (β)

d

dx

x∫
0

(x− t)β−1q (t) dt, D1−β
x1 q (x) =

−1

Γ (β)

d

dx

1∫
x

(t− x)β−1q (t) dt,

îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ[1], Γ (z)-ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ïðèâåäåì ñõåìó èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è H1. Ïóñòü u (x, y) - ðåøåíèå çà-

äà÷è H1. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3) è u (x, y) ∈ C
(
D̄
)
, ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ u (x,+0) =

u (x,−0) = τ (x) , 0 ≤ x ≤ 1; lim
y→+0

uy (x, y) = lim
y→−0

(−y)2βuy (x, y) = ν (x) , 0 < x < 1 è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ (x) ∈ C [0, 1]∩C(2,δ) (0, 1), ν (x) ∈ C2 (0, 1), [x (1− x)]2βν (x) ∈ C [0, 1],
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δ > 0. Òîãäà, ôóíêöèÿ u (x, y) â îáëàñòè D2, êàê ðåøåíèå âèäîèçìåí�åííîé çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ L2u = 0, ïðåäñòàâèìà â âèäå [1]

u (x, y) = γ1

1∫
0

τ (z)[t (1− t)]β−1dt− γ2(−y)1−2β

1∫
0

ν (z) [t (1− t)]−βdt, (4)

ãäå z = x+ y (1− 2t) , γ1 = Γ (2β) /Γ2 (β) , γ2 = Γ (1− 2β) /Γ2 (1− β) .
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4) è óñëîâèåì (2),êàê è â ðàáîòå [1], íàõîäèì

A (x) ν (x) = γa (x) (1− x)βD1−2β
0x τ (x) + γb (x) xβD1−2β

x1 τ (x)− g (x) , 0 < x < 1. (5)

Çäåñü

γ = 22βΓ (β + 1/2) Γ (−β + 1/2) , g (x) =
[
21−2βΓ (1− β) /Γ (1− 2β)

]
[x (1− x)]βe (x) ,

A (x) = (1− x)βa (x) + xβb (x)− 2
[
(1− 2β)2βΓ (β) Γ (−β + 1/2)

]−1

[x (1− x)]βc (x) .

Èç óðàâíåíèÿ L1u = 0 è êðàåâûõ óñëîâèé (1),(2) ïðè y → +0 ïîëó÷èì
τ ′′ (x)− λ2τ (x) = ν (x) , 0 < x < 1, (6)

τ (0) = µ1 (0) ,

1∫
0

τ (x) dx = µ2 (0) . (7)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè τ (x) è ν (x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (5),(6) è óñëîâèÿì
(7). Äîêàçàíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a2 (x) + b2 (x) ̸= 0, a (x) b (x) ≥ 0, a (x) c (x) ≤ 0, b (x) c (x) ≤ 0 x ∈ [0, 1] , (8)

a (x) , b (x) , c (x) ∈ C [0, 1] ∩ C2 (0, 1) , e (x) ∈ C2 (0, 1) , [x (1− x)]3βe (x) ∈ C [0, 1] . (9)

Òîãäà çàäà÷à {(5) , (6) , (7)} èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è {(5) , (6) , (7)} äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèí-
öèïà ýêñòðåìóìà äëÿ îïåðàòîðîâ D1−2β

0x è D1−2β
x1 [1], à ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ- ýêâèâà-

ëåíòíûì ñâåäåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ôóíêöèè τ (x) è ν (x) èç çàäà÷è {(5) , (6) , (7)}, ðåøåíèå çà-
äà÷è H1 â îáëàñòè D2 íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4), à â îáëàñòè D1îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ôóíêöèè u (x, y) ∈ C

(
D̄1

)
∩C2,1

x,y (D1), óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óðàâíåíèåL1u = 0 è óñëîâèÿ (1), (2), u (x, 0) = τ (x),0 ≤ x ≤ 1. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à
èññëåäóåòñÿ, êàê è â ðàáîòå [2].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü h1 (y) , h2 (y) ∈ C [0, 1] è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8),(9). Òîãäà ðåøå-
íèå çàäà÷è H1 ñóùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Ýòèì æå ìåòîäîì ìîæíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó H1 è â òîì ñëó÷àå, êîãäà

âòîðîå èç óñëîâèé (1) çàìåíåíî óñëîâèåì u (1, y) =
1∫
0

u (x, y) dx+ µ2 (y) , 0 ≤ y ≤ 1.
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Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè â ãèäðîäèíàìèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè ∇ · v = 0 è âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ,

ñîäåðæàùèå ñóììó (v · ∇)v =
n∑

i=1

vivxi
, ãäå v = (v1, v2, . . . , vn). Òàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

èíîãäà íàçûâàþò ñèñòåìàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Èññëåäóåì íà îäíîçíà÷íóþ ëî-
êàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîãî êëàññà ñèñòåì óðàâíåíèé,
âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

v
1
= (vx1 , vx2 , . . . , vxn) , v

2
= (vx1x1 , vx1x2 , . . . , vxnxn) .

×åðåç J îáîçíà÷èì íåêîòîðûé èíòåðâàë â R, ñîäåðæàùèé òî÷êó t0. Ðàññìîòðèì
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1− χ∇2)vt = ν∇2v + (q(t, x, v) · ∇)v +G(t, v, v
1
, v
2
)v+

+
n∑

i=1

Gi(t, v, v
1
, v
2
)vxi

+
n∑

i,j=1

Gij(t, v, v
1
, v
2
)vxixj

− r, (x, t) ∈ Ω× J, (1)

∇ · v = 0, (x, t) ∈ Ω× J, (2)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× J, (3)

v(x, t0) = v0(x), x ∈ Ω. (4)

Çäåñü Ω ⊂ Rn � îãpàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãpàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞, n ≤ 4. Ïàðà-
ìåòð χ ∈ R, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè, à ïàðàìåòð
ν ∈ R � å¼ âÿçêèå ñâîéñòâà. Âåêòîð-ôóíêöèè v = (v1, v2, . . . , vn) (âåêòîð ñêîðîñòè
æèäêîñòè), r = (r1, r2, . . . , rn) (ãðàäèåíò äàâëåíèÿ) íåèçâåñòíû. Çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ
q = (q1, . . . , qn) è ôóíêöèîíàëû G, Gi, Gij, i, j = 1, . . . , n, çàâèñÿùèå îò t, v è îò ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèé v1, . . . , vn ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, G,
Gi, Gij : R×Hσ × (L2(Ω))

n(n2+n3) → R. Íàïðèìåð, G, Gi, Gij ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè îò
èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè Ω èëè åå ïîäîáëàñòÿì îò ôóíêöèè v è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ôóíêöèåé îò çíà÷åíèé
v â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè è ò. ï.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè q(t, x, v) ≡ v ñèñòåìà (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîãî òèïà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ L2 = (L2(Ω))
n, H1 = (W 1

2 (Ω))
n, H2 = (W 2

2 (Ω))
n. ×åðåç Lm

2 áóäåì
îáîçíà÷àòü m-þ äåêàðòîâó ñòåïåíü ïðîñòðàíñòâà L2. Çàìûêàíèå ëèíåàëà L = {v ∈
(C∞

0 (Ω))n : ∇·v = 0} ïî íîpìå L2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ, à ïî íîðìå H1 � ÷åðåç H1
σ. Áóäåì

èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå H2
σ = H1

σ ∩ H2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hπ îpòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê Hσ â L2, ÷åpåç Σ : L2 → Hσ � ñîîòâåòñòâóþùèé îpòîïpîåêòîp.

Â ïðîñòðàíñòâå L ðàññìîòðèì îïåðàòîð A = Σ∇2. Êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð A, ïðî-
äîëæåííûé äî çàìêíóòîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Hσ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2

σ,
èìååò âåùåñòâåííûé, îòðèöàòåëüíûé, äèñêðåòíûé, êîíå÷íîêðàòíûé ñïåêòð, ñãóùàþ-
ùèéñÿ òîëüêî íà −∞ [1].

Ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèè èññëåäóåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ê çàäà÷å Øîóîëòåðà
äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, èñïîëüçóÿ
ìåòîäû òåîðèè âûðîæäåííûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ [2], ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Ïóñòü χ ̸= 0, χ−1 ̸∈ σ(A), ν ∈ R, n ≤ 4, q ∈ C1(J × Ω × Rn;Rn),

Gij ∈ C1(J × Hσ × Ln2+n3

2 ;R), v0 ∈ Hσ, t0 ∈ J . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ J , t1 > t0,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v ∈ C1([t0, t1];H2

σ), r ∈ C1([t0, t1];Hπ) çàäà÷è (1)�(4).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü χ ̸= 0, χ−1 ̸∈ σ(A), ν, ν1 ∈ R, n ≤ 4, q ∈ C1(J × Ω × Rn;Rn),
v0 ∈ Hσ, t0 ∈ J . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ J , t1 > t0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
v ∈ C1([t0, t1];H2

σ), r ∈ C1([t0, t1];Hπ) çàäà÷è (3), (4) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îáîáùåííîãî
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ñ íåëèíåéíîé âçÿêîñòüþ

(1−χ∇2)vt =

ν + ν1

∫
Ω

n∑
j,m=1

∣∣vjxm
(x)
∣∣2 dx

∇2v+(q(t, x, v) ·∇)v−r, (x, t) ∈ Ω×J, (5)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× J. (6)

Ïðè ν1 = 0 (5), (6) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ëèíåéíîé âÿçêîñòüþ, à ïðè
q(t, x, v) ≡ v � ñèñòåìîé óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, ìîäåëèðóþùåé òå÷åíèå âÿçêîóïpóãîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [3, 4].
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Let R+
n denote an Euclidean space of points x = (x1, ..., xn), x1 > 0, ..., xn > 0 and the

multiindex γ = (γ1, ..., γn) runs through �xed positive numbers. The space Sev(R+
n ) = Sev

is the subspace of the Schwartz function space that consists of functions φ(x) even in each
variable x1, ..., xn. The space of linear continuous functionals, whose regular representatives
are generated by the linear weighted form

(f, φ)γ =

∫
R+
n

f(x)φ(x)xγdx, xγ =
n∏

i=1

xγii ,

is called the distribution space over Sev and is denoted by S
′
ev(R+

n ) = S ′
ev.

The Fourier-Bessel transform is denoted by formula

FB[f ](ξ) = f̂(ξ) =

∫
R+
n

f(x)jγ(x, ξ)x
γ dx ,

where jγ(x, ξ)=
n∏

i=1

j γi−1

2
(xi ξi), jν(t)=Γ(ν + 1)

(
2
t

)ν
Jν(t), t∈R1, Jν(t) is Bessel functions of

the �rst kind. Spaces Sev and S
′
ev are invariant to Fourier-Bessel transform (see [1]).

For the generalized function f ∈ S ′
ev, vanishing outside a bounded surface Ω ⊂ R+

n the
Fourier-Bessel transform is functional

(f(x), jγ(x, ξ))γ =

∫
Ω

f(σ)jγ(x, ξ)x
γdx,

which acts as follows: function jγ(x, ξ) is replaced by a test function φ0(x, ξ) = jγ(x, ξ) for
x ∈ Ω and φ0(x, ξ) = 0 for x /∈ Ω, then functional f applies to φ0(x, ξ). The number obtained
is independent of choice of this function φ0(x, σ).

The Fourier-Bessel transform of any generalized function f ∈ S ′
ev vanishing outside a

bounded surface for any test function ψ(x) ∈ Sev is denoted by formula∫
(f(x), jγ(x, σ))γ ψ̂(σ)σ

γdσ =
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(

γj+1

2

)(f, ψ)γ.
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We shall introduce a singular generalized weighted function (compare with construction
in [2] page 247)

(δγ(r − a), φ)γ =

∫
S+
n (a)

φ(x)xσdS, φ(x) ∈ Sev.

The Fourier-Bessel transform of δγ(r −R) is calculated according to the formula:

FB[δγ(r −R)](ξ) =

∫
S+
n (R)

jγ(x, ξ)x
γ dSR = Rn+|γ|−1|S+

n (1)|γjn+|γ|−2
2

(R|ξ|). (1)

Following [3] we introduce the operator ∆γ:

∆γ =
n∑

i=1

Bγi ,

where Bγi is Bessel operator:

Bγi =
∂2

∂x2i
+
γi
xi

∂

∂xi
, i = 1, ..., n.

The formula (1) can be used for solving a problem

∂2u

∂t2
+
α

t

∂u

∂t
= △γu(x, t), (2)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = δγ(x). (3)

For 0 < n+ |γ| − α < 3, |γ| = γ1 + . . .+ γn the solution of (2)-(3) is

u(x, t) = Cα,γ(n)t
1−n−|γ|

2F1

(
n+ |γ| − α

2
,
n+ |γ| − 1

2
,
n+ |γ|

2
;
|x|2

t2

)
,

where

Cα,γ(n) = 2n+|γ|−α−2|S+
1 (n)|γ

Γ
(
1−α
2

)
Γ
(

n+|γ|−α
2

)
Γ
(

3−n−|γ|
2

) .
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Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè äèôðàêöèè è òåîðèè óïðóãîñòè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

1

π

∂

∂τ

∫ 1

−1

[
∂

∂t

(
a (τ) a (t) ln

1

|t− τ |

)]
u (t) dt+

∫ 1

−1

K (τ, t)u (t) dt = f (τ) , (1)

ãäå a (τ) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: 0 < a0 ≤ a (τ) ≤ b0 ïðè âñåõ τ ,
u (t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ÿäðî K (τ, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé èëè èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Â ðàáîòå [1] áûë èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ
(1),êîãäà ôóíêöèÿ a (τ) ïîñòîÿííà. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ
ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

(Au) (τ) =
1

π

∂

∂τ

∫ 1

−1

u (t)
∂

∂t
ln

1

|t− τ |
dt , −1 ≤ τ ≤ 1.

Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2 [−1, 1] è èìååò ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D (A) [1]. Ïîëî-
æèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
D (A) îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Au, u) ≥ γ2 (u, u) , γ > 0.

Ââåäåì ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî HA ñèììåòðè÷íîãî ïîëîæèòåëüíî- îïðåäåëåí-
íîãî îïåðàòîðà A, êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

[u, v] = (Au, v) ,

[u]2 = (Au, u) .

Èñïîëüçóÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà A íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî u èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D (A) îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

γ ∥u∥ ≤ [u] ≤ 1

γ
∥Au∥ .
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Ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé A−1. Â ñëåäó-
þùåé òåîðåìå ýòîò ðåçóëüòàò óñèëèâàåòñÿ.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîìó îïåðàòîðó A çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé(

A−1f
)
(τ) =

1

π

∫ 1

−1

f (t) ln

∣∣∣∣ τ − t

1− τt+
√
1− τ 2

√
1− t2

∣∣∣∣ dt.
è ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì â ïðîñòðàíñòâå L2 [−1, 1].

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì
ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì. Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïåðà-
òîðà A. Äàëåå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó ôóíêöèé

φn (τ) =

(
2

πn

)1/2

sin [n arccos (τ)] =

(
2

πn

)1/2 √
1− τ 2 Un (τ) , n = 1, 2, 3, . . . .

Çäåñü (·, ·) îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 [−1, 1], à U (τ) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà
âòîðîãî ðîäà: U1 (τ) = 1, U2 (τ) = 2τ, U3 (τ) = 4τ 2 − 1 è ò. ä. Èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé

φn (τ) =

√
2

πn
sin [n arccos (τ)] , n = 1, 2, 3, ...

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå HA è îðòîíîðìèðîâàííîé.

Êðîìå òîãî, ââåäåííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì óñëîâèÿì Ìåéêñíåðà íà
ðåáðå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1 è 2 ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå HA. Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ìåòîäîì Ãàëåðêèíà íà îñíîâå
áàçèñíûõ ôóíêöèé φn (τ), ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ïðîñòðàíñòâå HA.
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îáúåêòû.

Â ïðåäûäóùèõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîâ (ñì. [1-3]) áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáðàòèìûõ âî
âðåìåíè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è íà÷àòî èõ ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå. Íàïîìíèì,
÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ẋ = F(X) , F : Rd 7→ Rd (1)

íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè îòîáðàæåíèå F òàêîâî, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ
W ïðîñòðàíñòâà Rd (ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîìX ∈ Rd èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî W(W(X)) = X), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ∑

j

∂Wj(X)

∂Xk

Fk(X) = −Fj(W(X)) , j = 1÷ d , (2)

ãäå çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî âñå ñóììèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
íå óêàçàíû ïðåäåëû, ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî d.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, öåíòðàëüíóþ ðîëü â ïîíÿòèè îáðàòèìîé ñèñòåìû ÿâëÿ-
þòñÿ èíâîëþöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rd ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ïðèíöèïè-
àëüíîãî âîïðîñà òåîðèè îáðàòèìûõ ñèñòåì � ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè íàïåðåä
çàäàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáðàòèìîé èëè íåò, íóæíî èìåòü êàê ìîæíî áîëüøå
èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ èíâîëþöèé, áåç êîòîðîé íåâîçìîæíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.
Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû ðåøàåì âîïðîñ îá îïèñàíèè íåòîæäåñòâåííûõ èíâîëþöèé
W(x) ïðè d = 1, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ñâîåé åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Óêàçàíèå íà òî, ÷òî ýòèì êëàññîì èñ÷åðïûâà-
þòñÿ âñå îäíîìåðíûå èíâîëþöèè äàíî íàìè â [3] áåç ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Çäåñü
ïðèâîäèì ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêèå ýíäîìîðôèçìû W : R 7→ R. Åñëè îíè èíâîëþòèâíûìè,
òî åñòü èìååò ìåñòî W(W(x)) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ R è íå ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè,
òî êàæäûé èç íèõ èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ
âñåõ òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé W(x) = a− x, ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå àëãåáðó A(1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé w = ⟨wn;∈ N+⟩ ñ åñòå-
ñòâåííîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, â êîòîðîé îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé u = ⟨un;n ∈ N+⟩, v = ⟨vn;∈ N+⟩, îáîçíà÷àåìàÿ ïîñðåäñòâîì ∗, ââîäèòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: (
u ∗ v

)
n
=

n∑
m=0

(
n

m

)
umvn−m . (3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåäåííàÿ, òàêèì îáðàçîì, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗, äåéñòâèòåëüíî, óäî-
âëåòâîðÿåò âñåõ ñâîéñòâàì êîììóòàòèâíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ. Åäèíèöåé îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü e = ⟨1, 0, 0, ...⟩ òàê, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w ∈ A(1) èìååò ìåñòî e ∗ w = w ∗ e = w. Ìíîæåñòâî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé A

(1)
0 = {w;w0 = 0} ñîñòàâëÿþò èäåàë àëãåáðû A(1) òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé

u ∈ A(1) è äëÿ ëþáîé w ∈ A(1)
0 âûïîëíÿåòñÿ w ∗ u ∈ A(1)

0 . Ñ ïîäðîáíîñòÿìè èñïîëüçîâà-
íèÿ ýòîé è ïîäîáíûõ åé àëãåáð êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ìîæíî îçíàêîìèòñÿ â
îáçîðå [4].

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà w ∈ A(1) åãî n-ÿ ñòåïåíü wn
∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé(

wn
∗
)
m
=

∑
⟨j1,...,jn⟩:

j1+...+jn=m

m!

j1!...jn!
wj1 ...wjn . (4)

Îòñþäà ñðàçó çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè w ∈ A(1)
0 , òî(

wn
∗
)
m
= 0 ïðè m > n , (5)

òàê êàê â ñóììèðóåìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ wj1 ...wjn îáÿçàòåëüíî èìåþòñÿ íóëåâûå ìíîæè-
òåëè.

Êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àëãåáðû A(1) îïðåäåëÿåò ñòåïåííîé ðÿä

W(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
wm , x ∈ Z . (6)

Ðåçóëüòàòîì àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ðÿäàìè òàêîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ ðÿäû, ó êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èõ êîýôôèöèåíòîâ â ðàìêàõ àëãåáðû A(1). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ u = ⟨un;n ∈ N+⟩, v = ⟨vn;∈ N+⟩ èç A(1) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ðÿäîâ

U(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
um , V(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
vm

èìååò ìåñòî ôîðìóëà óìíîæåíèÿ

U(x)V(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

(
u ∗ v)n . (7)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà w ∈ A(1) è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ðÿäà
(6) âûïîëíÿåòñÿ

Wn(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

(
wn
∗
)
n
. (8)
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Ïóñòü òåïåðü ðÿä (6) îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ èíâîëþöèþ w(x) òàê, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ R èìååò ìåñòî W(W(x)) = x. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé,
òî åñòü îòëè÷íîé îò òîæäåñòâåííîé, W(x) = x, x ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà âñåé îñè R, è ïîýòîìó ó íåå
âñåãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0, òàê êàê îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåð-
âîé êîîðäèíàòîé åäèíñòâåííîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ⟨x0,W(x0)⟩ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè ñ
áèññåêòðèñîé 1-ãî è 3-ãî êâàäðàíòîâ íà ïëîñêîñòè ⟨x,W(x)⟩. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò w, îïðåäåëÿþùèé èíâîëþöèþ, ïðèíàäëåæèò èäåàëó A(1)

0

àëãåáðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ, òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè W(x), îñó-
ùåñòâëÿþùåé èíâîëþöèþ, ìîæíî ïîñòðîèòü ðÿä Òåéëîðà â ñîîòâåòñòâóþùåé åé òî÷êå
x0 è ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ⟨x,W(x)⟩ â òî÷êó ⟨x0,W(x0)⟩. Òàêèì
îáðàçîì, â ðÿäó (5) êîýôôèöèåíò w0 = 0.

Çàïèøåì óðàâíåíèå W(W(x)) = x â òåðìèíàõ ðÿäà (6)

x =
∞∑
n=1

wn

n!
Wn(x) =

∞∑
n=1

wn

n!

∞∑
m=1

xm

m!

(
wn
∗
)
m
=

∞∑
m=1

xm

m!

∞∑
n=1

wn

n!

(
wn
∗
)
m
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ (5),
ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ wm, m ∈ N,

m∑
n=1

wn

n!

(
wn
∗
)
m
= δm1 , m ∈ N . (9)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü ýòîé ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé â ðàìêàõ ñäåëàííûõ íàìè âûøå ïðåäïîëîæåíèé, à èìåííî, ïîëîæèòü
w1 = −1 è wn = 0 ïðè n > 1.

Çàìåòèì, ñíà÷àëà, ÷òî ïðè m = 1 â (9) èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ñ n = 1,
êîòîðîå, ââèäó

(
w∗
)
1
= w1, ñâîäèòñÿ ê w2

1 = 1, òî åñòü w1 = ±1. Ðàññìîòðèì, äàëåå,

çíà÷åíèå m = 2, äëÿ êîòîðîãî (9), ââèäó
(
w2
∗
)
2
= 2w2

1, ïðèíèìàåò âèä

w1w2 + w2w
2
1 = 0 .

Ïðè w1 = 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w2 = 0, à ïðè w1 = −1 ýòî ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m, ÷òî â ñëó÷àå w1 = 1 âñå ïîñëåäóþùèå êîìïîíåíòû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè w ðàâíû íóëþ. Ïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íàìè äîêàçàíî äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé âïëîòü äî íåêîòîðîãî m = l, òî åñòü m2 = ... = ml = 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(9) ïðè m = l + 1. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è ðàâåíñòâî w1 = 1, îíî â ýòîì
ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

w1wl+1 + wl+1w
l+1
1 = 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî wl+1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå w1 = 1 ïîëó÷àåì â êà÷å-
ñòâå ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨0, 1, 0, ...⟩, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîé èíâîëþöèè
w(x) = x, ïî äîãîâîðåííîñòè, èñêëþ÷åííîé íàìè èç ðàññìîòðåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà w1 = −1. Ïóñòü m = 3. Â ýòîì ñëó÷àå (9) ïðèíèìàåò âèä
w1w3 + 2w2

2w1 + w3w
3
1 = 0 èëè, ó÷èòûâàÿ w1 = −1, 2w3 + w2

2 = 0. Äàëåå ïðè m = 4
ðàâåíñòâî (9) ïðåâðàùàåòñÿ â w1w4 + 4w3w2w1 + 3w2

2 + 6w3w2w
2
1 + w4w

4
1 = 0 èëè, ïîñëå

ïîäñòàíîâêè w1 = −1, 2w3w2 + 3w3
2 = 0. Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ, ÷òî w3 = −w2

2/2, íàõîäèì,
÷òî w2 = 0, è ïîýòîìó w3 = 0.

Äàëåå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé m ≥ 4, êîòîðûå, ââèäó w2 = w3 = 0,
äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â ñëåäóþùåé ôîðìå:

w1wm +
m∑

n=4

wn

n!

(
wn
∗
)
m
= w1wm + wmw

m
1 +m!

m−1∑
n=4

wn

n!

∑
⟨j1,...,jn⟩:

j1+...+jn=m

n∏
k=1

wjk

jk!
= 0 , m = 4, 5, ... .

(10)
Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) äîïóñêàåò ðåøåíèå, ó êîòîðîãî wm ̸≡ 0 ïðè

m > 1 è ïóñòü s � ïåðâûé íîìåð èç íàáîðà {4, 5, ...} òàêîé, ÷òî ws ̸= 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
w1 = −1, åñëè m � ÷åòíîå, òî ïåðåìåííàÿ wm, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò òîëüêî â ïåðâûõ
äâóõ ñëàãàåìûõ, âûïàäàåò èç óðàâíåíèÿ, à ïðè íå÷åòíîì m óðàâíåíèå (10) ïðèíèìàåò
âèä

wm =
m!

2

m−1∑
n=s

wn

n!

∑
⟨j1,...,jn⟩:

j1+...+jn=m

n∏
k=1

wjk

jk!
, (11)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè wm îòñóòñòâóåò. Òîãäà èç (11) ñëåäóåò, ÷òî s ÷åòíîå ÷èñëî, òàê êàê ïðè
íå÷åòíîì s â óðàâíåíèè (11) ïðè m = s â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî, ó êîòîðîãî â ïðîèçâåäåíèè wj1wj2 ...wjn íàéäåòñÿ ìíîæèòåëü wjk ñ
jk ≥ 2 è âñå òàêèå ìíîæèòåëè èìåþò íîìåðà, ìåíüøèå s. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ íîìåðà
s, âñå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s.

Ïîëîæèì â (11) m = 2s − 1. Òîãäà â ñóììå ïî n èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå
ñ n = s, òàê êàê jk, k = 1, ..., n ðàâíû ëèáî 1, ëèáî äîëæíû áûòü íå ìåíüøå s. Åñëè
îíè âñå ðàâíû 1, òî j1 + ...+ jn = n < 2s− 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñóììèðîâàíèÿ
j1+...+jn = m = 2s−1. Åñëè, õîòÿ áû îäèí èç íîìåðîâ, íàïðèìåð, j1 ≥ s, òî j1+...+jn ≥
s+n−1. Òîãäà, ââèäó óñëîâèÿ ñóììèðîâàíèÿ, j1+ ...+ jn = m = 2s−1, ïîëó÷àåì s ≥ n,
òî åñòü èìååòñÿ îäíà âîçìîæíîñòü n = s. Òàêèì îáðàçîì, èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

w2s−1 = − (2s− 1)!

2s!(s− 1)!
w2

s . (12)

Ïîëîæèì, òåïåðü, â (11) m = 3s − 2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Òîãäà, êàê
óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, äëÿ ÷åòíîãî m èç (10) ñëåäóåò

3(s−1)∑
n=s

wn

n!

∑
⟨j1,...,jn⟩:

j1+...+jn=3s−2

n∏
k=1

wjk

jk!
= 0 . (13)

Â ýòîé ñóììå ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ c n = s è n = 2s− 1. Âî-
ïåðâûõ, ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â ñëó÷àå ñm = 2s−1, èìååì îäíî ñëàãàåìîå n = 2s−1



158 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40

è ïðè ýòîì òîëüêî îäíî èç âñåõ íîìåðîâ, íàïðèìåð, j1 = s, à îñòàëüíûå ðàâíû 1. Â ýòîì
ñëó÷àå, j1+ ...+jn = s+2(s−1). Âî-âòîðûõ, åñëè èìååòñÿ åùå îäíî çíà÷åíèå n ñ wn ̸= 0,
òî äëÿ íåãî äîëæíî áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà íîìåðà, íàïðèìåð, j1 è j2 íå ìåíüøèõ
s. Òîãäà j1+ ...+ jn ≥ 2s+n−2 è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, j1+ ...+ jn = 3s−2, òî åñòü n ≤ s è
ïîýòîìó n = s. Ïðè áîëüøåì ÷èñëå íîìåðîâ jk ≥ s íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ñóììèðîâàíèÿ.
Òîãäà, ïðèíèìàÿ â ðàñ÷åò ýòè äâà ñëàãàåìûõ, èç (13) ïîëó÷àåì

ws

s!
· s(s− 1)

2

w2
s

(s!)2
+

w2s−1

(2s− 1)!
· ws

(s− 1)!
= 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå çíà÷åíèå (12), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

− w3
s

2(s!)2(s− 1)!
= 0 ,

èç êîòîðîãî ñëó÷àå, ÷òî ws = 0, âîïðåêè ñäåëàííîìó íàìè ïðåäïîëîæåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà w1 = −1 ïîëó÷àåì, ÷òî âñå wm = 0 ïðè m > 1, òî

åñòü åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ⟨0,−1, 0, ...⟩. Îíà ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè W(x) = −x.

Èòàê, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Âñå íåòðèâèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå èíâîëþöèèW : R 7→ R,W(W(x)) = x
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé W(x) = a− x, a = const.
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ANALYTIC INVOLUTIONS IN R
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Abstract. The class of analytic involution images in R is described.
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ïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà.

Èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1),(1.2) îïè-
ñûâàþùèå äèíàìèêó ÷èñëåííîñòåé òð¼õ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé è ïðåäñòàâëÿ-
þùèå îñíîâíûå (íåïîëíûå) òðîôè÷åñêèå ñòðóêòóðû [1, ñòð. 170].

dx

dt
= x(a− by),

dy

dt
= y(−e+ hx− gz), (1.1)

dz

dt
= z(−c+ dy).



dx

dt
= x(a− bz),

dy

dt
= y(c− dz),

dz

dt
= z(−e+ hx− gz).

(1.2)

Ñèñòåìà (1.1) òèïà ¾ïðîäóöåíò, êîíñóìåíò, õèùíèê¿ â íåé x � ÷èñëåííîñòü ïðîäóöåí-
òà, y � ÷èñëåííîñòü êîíñóìåíòà, à z � ÷èñëåííîñòü õèùíèêà. Ñèñòåìà (1.2) òèïà ¾õèù-
íèê äâå æåðòâû¿ x è y � ÷èñëåííîñòè æåðòâ, à z � ÷èñëåííîñòü õèùíèêà; a,b,c,d,e,h,g �
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òàêèõ ñèñòåì, ïîíèìàåìàÿ, êàê
¾ýêîëîãè÷åñêàÿ ñòàáèëüíîñòü¿ [1, ñòð. 15].

Èç ìíîæåñòâà ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ äàííîé ïðîáëåìå, óïîìÿíåì ëèøü íåäàâíî âû-
øåäøóþ ìîíîãðàôèþ À.Ä. Áàçûêèíà [1]. Â ýòîé è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ ñàìûì òùà-
òåëüíûì îáðàçîì èññëåäîâàíà äèíàìèêà åäèíè÷íîé ïîïóëÿöèè è äèíàìèêà ñèñòåìû
äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé. ×òî æå êà÷àåòñÿ ñèñòåìû òð¼õ ïîïóëÿöèé, ñâÿ-
çàííûõ òðîôè÷åñêèìè îòíîøåíèÿìè, òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì âåñüìà
äàëåê îò îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåì (1.1), (1.2) â ïåðâîì îêòàíòå

ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò âåëè÷èíû îïðåäåëèòåëÿ ∆ =

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc. Ïðè ∆ ̸= 0 ëèáî

îäíà èç ïîïóëÿöèé â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (1.1),(1.2) èñ÷åçàåò ïðè t → 0 � ëèáî ÷èñëåí-
íîñòè âñåõ ïîïóëÿöèé íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò. Îáå ñèòóàöèè îçíà÷àþò ýêîëîãè÷åñêóþ
íåñòàáèëüíîñòü ñèñòåì (1.1),(1.2).
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Êàê èçâåñòíî, â ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âñå òðè ïîïóëÿöèè
ñóùåñòâóþò ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ, è íè îäíà èç íèõ íå èñ÷åçàåò è íå èìååò íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòóùåé ÷èñëåííîñòè [1]. Çíà÷èò ñèñòåìû (1.1),(1.2) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íå äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþò äèíàìèêó ðåàëüíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåì (1.1),(1.2) çàâèñÿùèìè
îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà: 1) âèä çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ óðàâíåíèé îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òîëüêî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî; 2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîáùåñòâ ýòà çàâèñèìîñòü áóäåò ðàçëè÷íîé, à çíà÷èò,
äèíàìèêó êàæäîãî òàêîãî ñîîáùåñòâà ïðèä¼òñÿ èññëåäîâàòü îòäåëüíî, ÷òî çíà÷èòåëüíî
çàòðóäíèò ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé.

Èçáåæàòü óêàçàííûõ îñëîæíåíèé ïîçâîëÿåò ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Çàìåíÿåì íåïðåðûâíûå ñèñòåìû (1.1),(1.2) ñè-
ñòåìàìè ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïåðâûé îêòàíò äåëèì íà äâå ÷àñòè G− è G+ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S, íà
êîòîðîé ñèñòåìà èìååò ðàçðûâ.

Ñèñòåìó (1.1) çàìåíÿåì ñèñòåìîé (2.1.1) â îáëàñòè G− è ñèñòåìîé (1.1.2) â îáëàñòè
G+. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿ (1.2) çàìåíÿåì ñèñòåìîé (2.2.1) â îáëàñòè G− è ñèñòåìîé
(2.2.2) â îáëàñòè G+.

dx

dt
= x(a− bky),

dy

dt
= y(−e+ hkx− gkz), (2.1.k)

dz

dt
= z(−c+ dky).



dx

dt
= x(a− bkz),

dy

dt
= y(c− dkz), (k = 1, 2)

dz

dt
= z(−e+ hkx− gkz).

(2.2.k)

Äâèæåíèÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì (2.i.j ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî À.Ô. Ôèëèïïîâó. Äëÿ ñèñòåìû
(2.1.k) ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà ñëóæèò ïîâåðõíîñòü z = z0, z0 = const, z0 > 0, à äëÿ
ñèñòåìû (2.2.k) ïëîñêîñòü y = x. Êîýôôèöèåíòû bi, di òàêîâû, ÷òî îïðåäåëèòåëè ∆1 =
ad1 − b1c è ∆2 = ad2 − b2c èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà
ñóùåñòâóþò îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, â êîòîðûõ âîçìîæíî ïîÿâëåíèå óñòîé÷èâûõ
îñîáûõ òî÷åê, ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ.

Èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ñèñòåì îñóùåñòâ-
ëÿëîñü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, ðàçðàáîòàííûõ àâòîðàìè [2]. Ðèñóíêè ñ
èçîáðàæåíèåì òðàåêòîðèé ñèñòåì (2.i.j ) îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [3].
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Ïðè ýêñïëóàòàöèè ñèñòåì âèäåîíàáëþäåíèÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ âîçíè-
êàåò çàäà÷à ñæàòèÿ ïîëó÷åííûõ äàííûõ, òàê êàê äàæå ïðè ñêðîìíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
âèäåîïîòîêîâ êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ïîäëåæàùåé õðàíåíèþ, ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Â
ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè îäíîé èç ìåòîäèê ñæà-
òèÿ âèäåîèíôîðìàöèè.

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò ñîõðàíåíèÿ âèäåîíàáëþäåíèé êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàññè-
âîâ äàííûõ, ïîäëåæàùèõ õðàíåíèþ. Íàïðèìåð, ìîãóò ñîõðàíÿòüñÿ êàäðû ñ êàìåð âè-
äåîíàáëþäåíèÿ. Ïðè ýòîì èíôîðìàöèÿ ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ íå ñî âñåãî êàäðà öåëèêîì, à
òîëüêî ñ çàðàíåå îïðåäåë¼ííîé îáëàñòè ýêðàíà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè
â îáúåìàõ õðàíèìûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íóæíîé ñîõðà-
íÿåìîé ÷àñòè äàííûõ, íàïðèìåð, ïîïèêñåëüíîå îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñîõðàíÿåìûõ
òî÷åê. Òàê âîçíèêàåò çàäà÷à î ëîêàëèçàöèè îáëàñòè. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïîäðîáíåå.
Äëÿ ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ, êàæäûé èç
íèõ èìååò êàê ñâîè äîñòîèíñòâà, òàê è íåäîñòàòêè. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ, îñíîâàííûé íà èíòåãðàëüíûõ ôîðìóëàõ Êîøè èç òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî.

Êàê óæå áûëî óêàçàíî, àëãîðèòì îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû è ôîðìóëû
Êîøè. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó

K =

∫
∆

dz

z − w
,

ãäå ∆ � êîíòóð äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà , w � äàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Òîãäà èç òåîðåìû
è ôîðìóëû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî ïðè K = 0 òî÷êà w ∈ M , òî åñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ
òî÷êà ïîïàäàåò âíóòðü çàäàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðè K = 2πi òî÷êà w /∈ M , òî åñòü
ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà ëåæèò ñíàðóæè îò ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíèêà. À ïðè
K = ∞ òî÷êà W ∈ ∆, òî åñòü îêàçûâàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà, íà ïðàêòèêå â
ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèåì âåëè÷èíû K îêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå áîëüøîå
÷èñëî.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó K ïðè äàííûõ êîîðäèíàòàõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà Ì è òî÷êè
ïëîñêîñòè w. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìíîãîóãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì îäíó åãî ñòîðîíó
è ïðîèçâåäåì âñå âû÷èñëåíèÿ äëÿ íåå. Èíòåãðàë äëÿ ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà ïîëó÷à-
åòñÿ ðàâåí ñóììå àðêòàíãåíñîâ è íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ. Íî åñëè âêëþ÷èòü ñòîðîíó
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â çàìêíóòûé êîíòóð ìíîãîóãîëüíèêà, ëîãàðèôìû ñîêðàùàþòñÿ. Âåëè÷èíà K äëÿ ìíî-
ãîóãîëüíèêà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ñóììå àðêòàíãåíñîâ.

Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

K = i
∑
k

(
arctg

(x0 − xk)(xk − xk+1) + (y0 − yk+1)(yk − yk+1)

y0(xk+1 − xk) + yk(x0 − xk+1) + yk+1(xk − x0)
−

− arctg
(x0 − xk)(xk − xk+1) + (y0 − yk)(yk − yk+1)

(y0 − yk)(xk+1 − xk) + x0(yk − yk+1)

)
,

ãäå (x0, y0) � òî÷êà, ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðîé ìíîãîóãîëüíèêó ìû èññëåäóåì, à ñóììè-
ðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó î ëîêàëèçàöèè òî÷êè òàêæå îòíî-
ñèòåëüíî êðèâîëèíåéíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé àíàëèòè÷åñêè ïðè ïî-ìîùè ÿâíûõ
âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, ê ÷èñëó äîñòîèíñòâ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè
òðè åãî îñîáåííîñòè:

� ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèö, ñîñòàâëåííûõ èç êóñêîâ ñïëàéíîâ,
êðèâûõ Áåçüå è ò.ä. ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MATHEMATICA
íåñêîëüêî óñëîæíÿþòñÿ, îäíàêî áåç ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé äîâîäÿòñÿ äî
ÿâíûõ ôîðìóë, êàê òîëüêî çàäàíû óðàâíåíèÿ ÷àñòåé ãðàíèöû;

� ìåòîä âûãîäíî ïðèìåíÿòü, êîãäà òî÷êà ëåæèò âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè. Êîíêóðè-
ðóþùèå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ñðàâíèâàòü ïðàêòè÷åñêè ðàâíûå ÷èñëà,
òîãäà êàê â äàííîì ìåòîäå ñðàâíèâàòü ïðèõîäèòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèåñÿ
ïî ìîäóëþ âåëè÷èíû: 0, 2π,∞;

� äàííûé ìåòîä íå òðåáóåò âûïóêëîñòè ìíîãîóãîëüíèêà â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà
äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëîêàëèçàöèè ÷àñòè ýêðàíà, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå âèäåîíàáëþ-
äåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

1. Êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê ýêðàíà ïîäñòàâëÿþòñÿ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó.
2. Ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ïîïàäàþò â çàäàííóþ îáëàñòü ëîêàëèçà-

öèè.
Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïòèìèçàöèè ñîõðàíåíèÿ äàí-

íûõ, ïîëó÷àåìûõ, íàïðèìåð, ïðè çàïèñè íà êîìïüþòåð ðåçóëüòàòîâ ñëåæåíèÿ âèäåîàï-
ïàðàòóðîé.

Ëèòåðàòóðà

1. Íåäîøèâèíà À.È., Ñèòíèê Ñ.Ì. Îá îäíîé çàäà÷å êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè, ïðèìåíÿåìîé
ïðè ñæàòèè ðåçóëüòàòîâ âèäåîíàáëþäåíèé // Òðóäû ìîëîäûõ ó÷åíûõ (ÐÀÍ, Âëàäèêàâêàçñêèé
íàó÷íûé öåíòð). � 2010. � �3. � Ñ.23-28.

2. Íåäîøèâèíà À.È. Î ëîêàëèçàöèè òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïëîñêèõ îáëàñòåé / Ìàòåðèàëû

8 ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè: ¾Ïåðñïåêòèâíûå ðàçðàáîòêè íàóêè è

òåõíèêè¿, Ïîëüøà. 2012. � Ñ.78-85.



164 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40

APPLICATION OF SPECIAL ALGORITHMS OF DOMAIN
LOCALIZATION AT VIDEO OBSERVATIONS

A.I. Nedoshivina

Voronezh Institute of the Russian Ministry of Internal A�airs,

Patriotov Av. 53, Voronezh, 394065, Russia, e-mail: vishechka87@mail.ru

Êey words: algorithm, domain localization, body data.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �17(214). Âûï. 40 165

MSC 82B20

ÎÖÅÍÊÀ ÁËÈÇÎÑÒÈ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÎÂ ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ
ÐÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌÈ

È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

À.Ñ. Êëþåâ, Þ.Ï. Âèð÷åíêî

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, 308007, ã. Áåëãîðîä, e-mail: virch@bsu.edu.ru

Àííîòàöèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ èçìåíåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãà-
ìèëüòîíèàíà âåêòîðíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè ïðè ââåäåíèè â ãàìèëüòîíèàí ïåðèîäè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Îòíîøåíèå ýòîãî èçìåíåíèÿ ê îáúåìó ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî
ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ ìîäåëü, ãàìèëüòîíèàí, ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå, ïåðèîäè÷å-

ñêèå óñëîâèÿ.

1. Ââåäåíèå. Â ïðåäøåñòâóþùåé ïóáëèêàöèè (ñì. [1]) íàìè áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à
îá îöåíêå áëèçîñòè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñâÿçàííîé ïàðû ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì: ò.í. íàçûâàåìîé âåêòîðíîé ìîäåëè ñî ñâîáîäíû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ìîäåëè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå
ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé, íà ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ íå íàêëàäûâàåòñÿ íè-
êàêèõ îãðàíè÷åíèé â âèäå èõ ïîâåäåíèÿ âíå çàäàííîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Λ ôèêñè-
ðîâàííîé ôîðìû, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ïðè êîòîðîé èñõîäíûé ãàìèëüòî-
íèàí H çàìåíÿåòñÿ íà ñâÿçàííûé ñ íèì ãàìèëüòîíèàí H̃ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (ñì. [2]). Àïïðîêñèìàöèÿ íà îñíîâå ââåäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé îñîáåííî ýôôåêòèâíà, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó óçëàìè ðåøåòêè îáëàäàåò êî-
íå÷íûì ðàäèóñîì. Ìåæäó òåì, åñëè ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü áëèçîñòü íå ñòàòèñòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, à, íàîáîðîò, îöåíèâàòü áëèçîñòü ôè-
çè÷åñêè ðîäñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ââåäåíèè (ñíÿòèè)
âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ (ñíÿòèÿ) ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, òî îöåíêè íà åå âåëè÷èíó ñòàíîâÿòñÿ óæå íå ñòîëü î÷åâèäíûìè. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè âû÷èñëåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû, êîãäà ñîâñåì
íå î÷åâèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà H ñèñòåìû, êîòîðûé ôèçè-
÷åñêè íå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, íåêîòîðûì ãàìèëüòîíèàíîì êîíå÷íî-
ãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ, äîëæíà ïðèâîäèòü ê áëèçîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé. Â òî
æå âðåìÿ, èìåííî ñòðóêòóðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå ïðè
îïðåäåëåíèè íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.
Â ñîîáùåíèè [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà íå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåé-
ñòâèÿ è áûëà äàíà îöåíêó áëèçîñòè ýíåðãèé óêàçàííûõ ñèñòåì. Çäåñü ìû ïîêàæåì â
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êàêîì ñìûñëå ãàìèëüòîíèàíû îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì áëèçêè. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî ðåøàåìàÿ çäåñü çàäà÷à, ðàíåå, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î áëèçîñòè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé. Áóäåì, äàëåå, ðàññìàò-
ðèâàòü ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé

S =
⊗
x∈Λ

{s(x) ∈ Rn; s2(x) = s2} ; n ∈ N ,

ãäå Λ ⊂ Z3 � ìíîæåñòâî óçëîâ ðåøåòêè, ÿâëÿþùååñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ êîíå÷íîãî
êðèñòàëëà †), |Λ| = N < ∞. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî Λ = {−(L −
1), ...− 1, 0, 1, ..., L− 1}d, L ∈ N.

Ãàìèëüòîíèàí âåêòîðíîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàë íà S ñëåäóþùåãî
âèäà

HΛ[s] =
1

2

∑
x,y∈Λ

I(x− y)
(
s(x), s(y)

)
, (1)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðè n = 1, 2, 3 ìîäåëÿì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðûå îïèñûâà-
þò ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ èîíîâ, îáëàäàþùèõ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì s, ñî ñôåðè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íûì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
îáìåííûì èíòåãðàëîì I(·). Â ôîðìóëå (1) ôóíêöèÿ I : Z3 7→ R îáëàäàåò ñâîéñòâîì

I(−x) = I(x) è ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé
∑
x∈Z3

|I(x)| < ∞ è, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I(0) = 0.
Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî Λ è íà åãî îñíîâå îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Z3

äåéñòâèå îïåðàòîðà PΛ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Òî÷êà z îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå z =
2L(n1e1 + n2e2 + n3e3) + y, y ∈ Λ, ej � îðòû â R3, (ej)i = δij. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì
PΛz = y.

Ãàìèëüòîíèàí H̃Λ[s], îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

H̃Λ[s] =
1

2

∑
x∈Λ,y∈Zd

I(x− y)
(
s(x), s(PΛy)

)
, (2)

íàçîâåì ãàìèëüòîíèàíîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèì
ãàìèëüòîíèàíó HΛ[s].

Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíîâ (1) è (2), òî åñòü ïîëåé s(x) è
s̃(x), x ∈ Λ, ðåàëèçóþùèõ ìèíèìóì êàæäîãî èç ôóíêöèîíàëîâ, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ôóíêöèîíàëîâ HΛ[·] è H̃Λ[·] ñ áîëü-
øîé ñîâîêóïíîñòüþ óñëîâèé s2(x) = s2, x ∈ Λ. Áîëüøîå ÷èñëî óñëîâèé, êîòîðûì íóæíî
óäîâëåòâîðèòü, ê òîìó æå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåå ïðè ðàñøèðåíèè Λ, òî åñòü ïðè
ïåðåõîäå ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó, äåëàåò ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ðå-
øåíèÿ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì êðàéíå çàòðóäíèòåëüíûì. Âûõîä èç ñîçäàâøåãîñÿ

†Èçó÷åíèå âàæíîãî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñëó÷àÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû, ñ òî÷êè
çðåíèÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè âîïðîñ, ïðîâîäèòñÿ òåìè æå ïîñòðîåíèÿìè.
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ïîëîæåíèÿ ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì ¾îñëàáëåííîé¿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñ òîëüêî
îäíèì óñëîâèåì, êîãäà ôèêñèðóåòñÿ íå äëèíà êàæäîãî îòäåëüíîãî âåêòîðà s(x), x ∈ Λ,
à ñóììà èõ êâàäðàòîâ, ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå àâòîìà-
òè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííîé âñåé áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé. Ñîâñåì íåîáÿçà-
òåëüíî, ÷òî òàêîé ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äîëæåí ïðèâåñòè ê ïîñòàâëåííîé öåëè, îäíàêî â
óæå èññëåäîâàííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [4]), îí îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì.

Èòàê, ðàññìîòðèì îñëàáëåííóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ
ôóíêöèîíàëîâ HΛ[·] è H̃Λ[·] c óñëîâèåì∑

x∈Λ

s2(x) = s2 . (3)

Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ðàñ-
øèðåííûõ ôóíêöèîíàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî,

HΛ[s]−
λ

2

∑
x∈Λ

s2(x) è H̃Λ[s]−
λ

2

∑
x∈Λ

s2(x)

c íåîïðåäåëåííûì ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà λ. Òàê êàê ôóíêöèîíàëû HΛ[·] è H̃Λ[·] � êâàä-
ðàòè÷íûå, òî ýêñòðåìàëüíûå ïîëÿ s(x) è s̃(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂HΛ[s]

∂s(x)
= λs(x) ,

∂H̃Λ[s̃]

∂s̃(x)
= λs̃(x)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,∑
y∈Λ

I(x− y)s(y) = λs(x) ,
∑
y∈Z3

I(x− y)s̃(PΛy) = λs̃(x) ,

òî åñòü îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ(

ĤΛs
)
(x) =

∑
y∈Λ

I(x− y)s(y) ,
( ˆ̃HΛs̃

)
(x) =

∑
y∈Λ

I(x− y)s̃(PΛy)

íà ïðîñòðàíñòâå L2

((
R3
)Λ)

. Òîãäà çàäà÷à îá îöåíêå áëèçîñòè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñâÿ-

çàíà ñ îöåíêîé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçíîñòè îïåðàòîðîâ V = ˆ̃HΛ − ĤΛ â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ãäå (

Vs
)
(x) =

∑
y∈Z3\Λ

I(x− y)s(PΛy) . (4)

3. Îöåíêà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà V. Ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïðåäëà-
ãàåì â ýòîì ñîîáùåíèè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà. Äëÿ îïåðàòîðà V c îáìåííîé ôóíêöèåé I(·), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì∑
x∈Z3

|I(x)| <∞ , (5)
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ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå Λ → Z3, èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíî-
øåíèå

lim
Λ→Z3

1

|Λ|1/2
∑
x∈Λ

|
(
Vs
)
(x)| = 0 , (6)

ãäå |Λ| = (2L− 1)3 � ÷èñëî óçëîâ â Λ.

� Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî (
Vs
)
(x) =

∑
y∈Z3\Λ

I(x− y)s(PΛy) .

Òîãäà ∑
x∈Λ

|
(
Vs
)
(x)| ≤

∑
x∈Λ

(∑
z ̸=0

∑
y∈Λ

|I(x+ 2Lz− y)| |s(y)|
)
≤

≤
∑
y∈Λ

|s(y)|
(∑

z ̸=0

∑
x∈Λ

|I(x+ 2Lz− y)|
)
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,[∑
x∈Λ

|
(
Vs
)
(x)|

]2
≤
[∑
y∈Λ

|s(y)|2
][∑

y∈Λ

(∑
z ̸=0

∑
x∈Λ

|I(x+ 2Lz− y)|
)2]

=

=
[∑
y∈Λ

|s(y)|2
][∑

y∈Λ

( ∑
x∈Z3\Λ

|I(x− y)|
)2]

≡ V 2
[∑
y∈Λ

|s(y)|2
]
,

ãäå

V 2 =
∑
y∈Λ

( ∑
z∈Z3\Λ−y

|I(z)|
)2
.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè L→ ∞ èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîò-
íîøåíèå |Λ|−1V 2 → 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ε è α < 1 è ðàçîáüåì âíåøíþþ ñóììó
â âûðàæåíèè äëÿ V 2 íà äâå ÷àñòè∑

y∈Λ

... =
∑

y∈Λ :max |yj |<αL

...+
∑

y∈Λ :max |yj |≥αL

... (7)

Äëÿ y ∈ Λ ñ êîìïîíåíòàìè yj, äëÿ êîòîðûõ max |yj| ≥ αL, âíóòðåííþþ ñóììó îöåíèì
ñâåðõó ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîé âåëè÷èíû (5),∑

z∈Z3\Λ−y

|I(z)| ≤
∑
z∈Z3

|I(z)| .

Òîãäà âòîðàÿ ñóììà â (7) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑
y∈Λ :max |yj |≥αL

∑
z∈Z3\Λ−y

|I(z)| ≤ (2L)3(1− α3)
[∑
z∈Z3

|I(z)|
]2
.
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Ââèäó íàëè÷èÿ ó ôóíêöèè I(·) ñâîéñòâà (5), èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
M→∞

∑
z :max |zj |≥M

|I(z)| = 0 .

Òîãäà, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè α, äëÿ ëþáîãî ε > 0, íàéäåòñÿ òàêîå M , äëÿ êîòî-
ðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∑

z :max |zj |≥(1−α)L

|I(z)| < ε

ïðè L > M/(1−α). Òàê êàê äëÿ âåêòîðîâ y ñ êîìïîíåíòàìè yj, ó êîòîðûõ max |yj| < αL
èìååò ìåñòî ∑

z∈Z3\Λ−y

|I(z)| <
∑

z∈Z3\(1−α)Λ

|I(z)| < ε .

Òîãäà ïåðâàÿ ñóììà â (7) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê∑
y∈Λ :max |yj |<αL

∑
z∈Z3\Λ−y

|I(z)| < (2αL)3ε2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåëè÷èíû V 2 èìååì îöåíêó ñâåðõó

V 2 < (2αL)3ε2 + (2L)3(1− α3)
[∑
z∈Z3

|I(z)|
]2
.

Òàê êàê |Λ| = (2L− 1)3, òî

lim
L→∞

V 2

|Λ|
≤ α3ε2 + (1− α3)

[∑
z∈Z3

|I(z)|
]2
.

Âûáðàâ ñíà÷àëà ÷èñëî α äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê 1, à çàòåì ÷èñëî ε äîñòàòî÷íî ìàëûì,
ìîæíî ñäåëàòü ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî (7). �
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CLOSENESS ESTIMATE OF HAMILTONIANS OF VECTOR LATTICE MODELS

WITH FREE AND PERIODIC BOUNDARY CONDITIONS

A.S. Klyuyev, Yu.P. Virchenko
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Studencheskaja St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: virch@bsu.edu.ru

Abstract. It is proved the upper estimate of hamiltonian matrix elements change of lattice
vector model when periodic conditions are introduced into hamiltonian. The ratio of the change
relative to system volume tends uniformly to zero at thermodynamic limit.

Key words: vector model, hamiltonian, pair interaction, periodical boundary conditions.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå, â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ðåøàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ

çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïîòîêà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ âíóòðè áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ

îïòè÷åñêè ïîëóïðîçðà÷íîãî äèýëåêòðèêà, âûçâàííîãî íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì â íåì

òåìïåðàòóðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, çàêîí Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà, îïòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü,

êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà.

1. Ââåäåíèå. Îáû÷íî, â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, ðàñ÷¼ò ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâ-
íîãî òåïëîîáìåíà â îïòè÷åñêè ïîëóïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ, îñóùåñòâÿëåòñÿ ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Îíè, ñîãëàñíî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå, åñòåñòâåííûì
îáðàçîì, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåêòîðà ïëîò-
íîñòè ïîòîêà P(r) ëó÷èñòîé ýíåðãèè â êàæäîé òî÷êå r, ïåðåíîñèìîé â åäèíèöó âðåìåíè
âíóòðè îïòè÷åñêè ïîëóïðîçðà÷íîãî îáðàçöà, ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè â í¼ì
òåìïåðàòóðû. Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ P(r) îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå êèíåòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ñ ó÷¼òîì
êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ëó÷åé íà ãðàíèöå îáðàçöà. Åñëè îáðàçåö îïòè÷åñêè îäíîðîäåí, òî
çàâèñèìîñòü îò r ïîëÿ P(r) âîçíèêàåò ïîñðåäñòâîì ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ïëîò-
íîñòè ïîòîêà ýíåðãèè îò íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r) â îáðàçöå,
òàê êàê ñàìî èçëó÷åíèå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå íàãðåòîñòè êàæäîãî ôèçè÷åñêè ìàëîãî
îáúåìà îáðàçöà ñðåäû, òî åñòü â îáðàçöå èìååòñÿ ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ,
èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷¼òîì óñëîâèé íà ãðàíèöå
îáðàçöà ïðèâîäèò ê ôóíêöèîíàëó P(r) = P(r;T ) îò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (r)
(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [3], [4]). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ P(r) íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåò-
ñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
ñ èñòî÷íèêîì â âèäå äèâåðãåíöèè −(∇·P(r)) ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ òåìïåðàòóðû
íà ãðàíèöå îáðàçöà. Êàê íà ïåðâîì, òàê è íà âòîðîì ýòàïå çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, íå ïîääà-
þòñÿ òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, çà èñêëþ÷åíèåì îáðàçöîâ, èìåþùèõ äîâîëüíî
ïðîñòóþ ôîðìó. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü âàæíûìè ïðèáëèæåííûå àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû ðåøåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
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ïàðàìåòðà, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ìàëîå îòêëîíåíèå ôîðìû îáðàçöà îò
òîé, ïðè êîòîðîé èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå. Èìåííî íåîðäèíàðíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷ ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà è ñëîæíîñòü èõ èññëåäîâàíèÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðèâîäÿò ê ïðåîáëàäàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, â ðàìêàõ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ÷èñëåííîé
ïðîöåäóðû ñîâìåñòíî ðåøàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè (ñì. [3], [4], [5]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèòè÷åñêè ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòè ïîòî-
êà P(r), òî åñòü, ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó âûøå îáñóæäåíèþ, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïåðâîãî
ýòàïà î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ. Îíà ðåøàåòñÿ äëÿ îáðàçöà â âèäå ñëîÿ îïòè÷åñêè ïîëóïðî-
çðà÷íîé ñðåäû, îãðàíè÷åííîãî ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Âîçìîæíî åå ðåøåíèÿ, êàê
ðàç, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî ðåäêîå èñêëþ÷åíèå, êîãäà óäàåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ P(r) â
âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ. Íèæå, â ðàçä. 2. ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå
àêàäåìè÷åñêîé îäíîìåðíîé çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, L], êîãäà ïëîò-
íîñòü ïîòîêà çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû x è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè
P (x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (x) íà íåì,
P (x) = P [T (x)] (ñì., ïî ýòîìó ïîâîäó [6]). Äàëåå, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ýòî ðåøåíèå
îáîáùàåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëîå ïîëóïðîçðà÷íîé ñðåäû.

2. Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïóñòü íà îòðåçêå [0, L] èìååòñÿ
ðàñïðåäåë¼ííûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ, èìåþùèé èíòåíñèâíîñòü P0(y) â êàæäîé òî÷êå
y ∈ [0, L], ãäå ôóíêöèÿ P0(y)/2 ôèçè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíåñ¼ííóþ ê åäèíè÷íîé
ïëîùàäêå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îòðåçêó, âåëè÷èíó ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè èçëó÷å-
íèÿ, êîòîðîå ïðîõîäèò â êàæäîì èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé (âïðàâî è âëåâî) â åäè-
íèöó âðåìåíè. Ìíîæèòåëü 1/2 ïîÿâëÿåòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî, â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå,
èñòî÷íèê èçëó÷àåò ðàâíîìåðíî âî âðåìåíè ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ â îáå ñòîðî-
íû. Ïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ íà åäèíèöå
äëèíû ðàâíà α, ò.å. ìåðà ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ íà îòðåçêå äëèíîé dy ðàâíà αdy.

Êàæäûé èç ëó÷åé äâèãàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà âíóòðè îòðåçêà è, äî-
ñòèãàÿ ãðàíèöû, èñïûòûâàåò îòðàæåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ (êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ)
r. Ïîñëå ýòîãî îí ïðîäîëæàåò äâèæåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Äâèæåíèå ëó÷à (òîé
åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ îñòà¼òñÿ âíóòðè îáðàçöà ïðè êàæäîì èç îòðàæåíèé) ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè îòðàæåíèÿìè îò ãðàíèö ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì Q±(s|y) ≤ 1, ñîîòâåòñòâåííî, äîëè âêëàäîâ îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîé èíòåíñèâíîñòè P0(y) â îáùèé ïîòîê ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ
âïðàâî è âëåâî, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ëó÷àìè ðàññòîÿíèÿ s, èñïóùåí-
íîãî èç òî÷êè y. À èìåííî, çíàêàìè + è − ìû ïîìåòèëè âêëàäû â ïîòîê ýíåðãèè îò
ëó÷åé, óøåäøåäøèõ âïðàâî è âëåâî îò èñòî÷íèêà â òî÷êå y.

Èçëó÷¼ííûå â òî÷êå y â íàïðàâëåíèÿõ ± ëó÷è è èìåþùèå, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ s, èíòåíñèâíîñòè Q±(s|y)P0(y), òåðÿþò, ïðè ïðîõîæäåíèè îòðåçêà äëèíû ds,
αQ±(s|y)ds ñâîåé âåëè÷èíû çà ñ÷¼ò ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ ñðåäîé. Ïðè ýòîì êîýô-
ôèöèåíò α ïîãëîùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì èçëó÷åíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò
ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ. Ñîâïàäåíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îáîñíîâûâàåòñÿ çàêîíîì
Êèðõãîôà, ñîãëàñíî êîòîðîìó, â êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, èíòåíñèâíîñòü ïîãëî-
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ùåíèÿ èçëó÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ åãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè
Q±(s|y) óäîâëåòâîðÿþò êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

dQ±

ds
= −αQ± .

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè Q±(0|y) = 1/2, ãäå âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ðàññòî-
ÿíèÿ, ïðîøåäøåãî ëó÷îì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, Q±(s|y) =
exp(−αs)/2, åñëè ëó÷ íå èñïûòàë îòðàæåíèé îò ãðàíèö îòðåçêà. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè
ó÷¼òå îòðàæåíèé îò ãðàíèö, òàê êàê, ïðè êàæäîì îòðàæåíèè, ëó÷ òåðÿåò ÷àñòü èíòåí-
ñèâíîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ r ≤ 1, èìååì

Q±(s|y) = rn±(s|y) exp(−αs)/2 ,

ãäå n±(s|y) � ÷èñëî îòðàæåíèé îò ãðàíèö îáðàçöà òîãî ëó÷à, êîòîðûé âûõîäèò èç òî÷êè
y â íàïðàâëåíèè + èëè − è ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå s.

Îáîçíà÷èì, äàëåå, P±(x) ïîòîê ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â òî÷êå x, èäóùèé,
ñîîòâåòñòâåííî, âïðàâî è âëåâî. Ïàðó ýòèõ ôóíêöèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõ-
êîìïîíåíòíûé âåêòîð ⟨P+(x), P−(x)⟩. Ïðè ýòîì ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè P (x) â òî÷êå x
ðàâåí ðàçíîñòè ââåä¼ííûõ ïîòîêîâ

P (x) = P+(x)− P−(x) . (1)

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, êàæäûé èç ïîòîêîâ P±(x) èçëó÷åíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ëó-
÷åé, èäóùèõ âïðàâî (+) è âëåâî (−) îò òî÷êè x, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âêëàäîâ
ïîòîêîâ Q±(s|y) îò âñåõ ëó÷åé, èçëó÷¼ííûõ îò âñåõ òî÷åê y â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ
è èñïûòàâøèõ ðàçëè÷íîå ÷èñëî îòðàæåíèé îò ãðàíèö îáðàçöà. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ýòèõ
ëó÷åé, ïðè ôèêñàöèè òî÷êè y, äîëæíû áûòü ñîáëþäåíû óñëîâèÿ: 1) ëó÷è ïðèõîäÿò â
òî÷êó x ñëåâà/ñïðàâà; 2) ïîëíàÿ äëèíà ïóòè ëó÷åé äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèé èõ
âûõîäà èç òî÷êè y è ïðèõîäà â òî÷êó x.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, îáîçíà÷èì, ïîñðåäñòâîì Qσρ(x, y) äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïà-
ðû òî÷åê ⟨x, y⟩ è ïàðû ⟨σ, ρ⟩ çíàêîâ, óêàçûâàþùèõ íàïðàâëåíèÿ σ, ρ = ±, äîëè ïîòîêà
ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè y â íàïðàâëåíèè
ρ è ïðèõîäÿùèìè â òî÷êó x, äâèãàÿñü ïî íàïðàâëåíèþ σ. Íàáîð ââåä¼ííûõ ôóíêöèé
ñîñòàâëÿåò 2 × 2-ìàòðèöó ïî èíäåêñàì σ, ρ. Ýòó ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé
ïåðåõîäà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé âåêòîðà ⟨P+(x), P−(x)⟩, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàò-
ðèöû Qσρ(x, y), åå ýëåìåíòû, êîòîðûå îïèñûâàþò äîëè ïîòîêîâ ýíåðãèè, íåîáõîäèìî
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì âêëàäàì â îáùèé ïîòîê îò âñåõ òî÷åê y ñ âåñîì P0(y)dy è
ïðîñóììèðîâàòü ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì èçëó÷åíèÿ ρ = ±. Òîãäà âåêòîð Pσ(x) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Pσ(x) =
1

2

∑
ρ=±

α

L∫
0

Qσρ(x, y)P0(y)dy . (2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè (1), ïîòîê èçëó÷åíèÿ P (x) â òî÷êå x âûðàæàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

P (x) =
1

2
α
∑
σ,ρ=±

σ

L∫
0

Qσρ(x, y)P0(y)dy . (3)

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ìàòðèöó Qσρ(x, y), ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåïîñðåä-
ñòâåííîãî ïåðåñ÷¼òà âêëàäîâ êàæäîãî èç ëó÷åé. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ
îäíîìåðíîé ãåîìåòðèè çàäà÷è. Ïðè ýòîì íå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü âî ââåäåíèè.

Ïóñòü Xσρ(s|y) � êîîðäèíàòà òåêóùåé òî÷êè, äîñòèãíóòîé ëó÷îì, êîòîðûé ïðîø¼ë
îáùåå ðàññòîÿíèå s, âûõîäÿ èç òî÷êè y â íàïðàâëåíèè ρ è ïðèäÿ â òåêóùóþ òî÷êó,
äâèãàÿñü â íàïðàâëåíèè σ. Ýòîò ëó÷ ïîïàäàåò â òî÷êó x ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé,
ðàâíûõ s

(m)
σρ , m = 0, 1, 2, ... è ñîâåðøåíèÿ m îòðàæåíèé îò ãðàíèöû. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ

êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Xσρ(s

(m)
σρ |y) = x , m = 1, 2, ... (4)

è, ïîýòîìó, ÿâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèÿìè îò x è y, îäíàêî, ìû äàëåå íå îòìå÷àåì ÿâíî
ýòîé çàâèñèìîñòè.

Òîãäà ôóíêöèè Qσ,ρ(x, y) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Qσ,ρ(x, y) =
∞∑

m=0

Qσ,ρ(s
(m)
σρ |y) . (5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Qσρ(x, y), íåîáõîäèìî íàéòè òðàåêòîðèè
Xσρ(s|y).

Âû÷èñëèì, ïðåæäå âñåãî, ÷èñëî nσ(s|y). Åñëè ëó÷ áûë âûïóùåí âïðàâî, òî, ïî ïðî-
øåñòâèè ðîâíî n+(s|y) îòðàæåíèé îò ãðàíèö, èìååì

(L− y) + n+(s|y)L < s < (L− y) + (n+(s|y) + 1)L .

Ïîýòîìó, áåðÿ öåëóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì

[(s+ y − L) /L] = n+(s|y) . (6)

Òî÷íî òàêæå, ïî ïðîøåñòâèè ðîâíî n−(s|y) îòðàæåíèé îò ãðàíèö, äëÿ ëó÷à âûïóùåííîãî
âëåâî, èìååì

y + (n−(s|y)− 1)L < s < y + n−(s|y)L .
Ïîýòîìó

[(s− y + L) /L] = n−(s|y) . (7)

Âû÷èñëèì, òåïåðü, äëèíû s
(m)
σρ , m = 1, 2, ... ïóòåé ëó÷à. Òðàåêòîðèè Xσρ(s|y) ïåðèî-

äè÷åñêèå ïî s ñ ïåðèîäîì 2L. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ôóíêöèè òðàåêòîðèÿ Xσρ(s|y) ñòðîÿòñÿ
cíà÷àëà ïðè s < 2L, à çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Çàìåòèì, ÷òî, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ âåëè÷èí s

(m)
σρ , íàì âàæíû íå ñàìè òðàåêòîðèè, à óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþùèå èõ ñ

äëèíîé ïóòè s.
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Ôóíêöèÿ X++(s|y) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì X++(s|y) = s+ y, åñëè s < L−y. Äàëåå,
ïðè 2L−y > s > L−y ôóíêöèÿ X++(s|y) íå èìååò ñìûñëà. Ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè X++(s|y) èç îáëàñòè s < L−y äëÿ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïðè 2nL−y <
s < (2n+ 1)L− y, n = 1, 2, ..., äà¼ò óðàâíåíèå

X++(s|y) + (2n− 1)L+ (L− y) = s . (8)

Äëÿ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2n + 1)L − y < s < 2(n + 1)L − y, n = 0, 1, 2, ..., ôóíêöèÿ
X++(s|y) íå îïðåäåëåíà.

Ôóíêöèÿ X−+(s|y) ïðè s < L − y íå ñóùåñòâóåò è, ïîýòîìó, îíà íå èìååò ñìûñëà
ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñäâèãàõ íà 2Ln, n = 1, 2, ... ýòîé îáëàñòè, ò.å. ïðè 2nL − y < s <
(2n+ 1)L− y. Íàîáîðîò, îíà èìååò ñìûñë ïðè 2L− y > s > L− y, è â ýòîì ñëó÷àå îíà
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

(L−X−+(s|y)) + (L− y) = s , X−+(s|y) = 2L− y .

Ïðè ýòîì, ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè, èìååì, ïðè L − y + (2n + 1)L > s > (2n + 1)L − y,
n = 0, 1, 2, ..., óðàâíåíèå

(L−X−+(s|y)) + (L− y) + 2nL = s . (9)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè X−−(s|y), X+−(s|y). Åñëè s < y, òî

X−−(s|y) = y − s ,

à ôóíêöèÿX+−(s|y) íå èìååò ñìûñëà. Ïðè ñäâèãå íà 2nL èìååì äëÿ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó y + (2n− 1)L < s < 2nL+ y, n = 1, 2, ..., óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè X−−(s|y),

(L−X−−(s|y)) + y + (2n− 1)L = s . (10)

Ôóíêöèÿ æå X+−(s|y), íàîáîðîò, èìååò ñìûñë ïðè óñëîâèè y+ 2nL < s < y+ (2n+ 1)L,
n = 0, 1, 2, ... è ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y + 2nL+X+−(s|y) = s . (11)

Îíà íå èìååò ñìûñëà ïðè y + (2n− 1)L < s < y + 2nL, n = 1, 2, ... .
Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (4) èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ. Äëÿ

ïðîñòîòû, ìû íå óêàçûâàåì ÿâíî àðãóìåíòû â ÷èñëàõ îòðàæåíèé nρ. Ïîëàãàÿ â (8)

X++(s|y) ðàâíûì x, èìååì äëÿ âåëè÷èí s
(m)
++ , m = 1, 2, ... ïðè x > y âûðàæåíèå

s
(2n)
++ = 2nL+ x− y , n+ = 2n, n = 0, 1, 2, ... , (12)

è ïðè x < y, ñîîòâåòñòâåííî, s
(n)
++ = 2nL+ x− y , n+ = 2n, n = 1, 2, ... . Àíàëîãè÷íî, èç

(9) ïîëó÷àåì

s
(2n+1)
−+ = 2(n+ 1)L− x− y , n− = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, ... (13)
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ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó x è y. Èç (10) íàõîäèì ïðè x < y

s
(2n)
−− = 2nL+ y − x , n− = 2n, n = 0, 1, 2, ... (14)

è ïðè x > y, ñîîòâåòñòâåííî, s
(n)
−− = 2nL + y − x , n− = 2n, n = 0, 1, 2, ... . Èç (11)

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè s
(n)
+− ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó x è y,

s
(2n+1)
+− = y + 2nL+ x , n+ = (2n+ 1) , n = 0, 1, 2, ... . (15)

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà Qσρ(x, y). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ (5), èìååì

Qσρ(x, y) =
∞∑

m=1

Qρ(s
(m)
σρ |y) =

∑
m

rn
(m)
σρ e−αs

(m)
σρ ,

ãäå n
(m)
σρ = nρ(s

(m)
σρ |y), m = 1, 2, ... äàþòñÿ ôîðìóëàìè (12)-(15). Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå âûðàæåíèÿ è ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

Q++(x, y) = θ(x− y)e−α(x−y) +
∞∑

m=1

r2me−α(2mL+x−y) =

= e−α(x−y)
[
θ(x− y) + r2e−2αL(1− r2e−2αL)−1

]
, (16)

Q−+(x, y) =
∞∑

m=0

r2m+1e−α(2(m+1)L−x−y) =

= re−α(2L−x−y)(1− r2e−2αL)−1 , (17)

Q−−(x, y) = θ(y − x)e−α(y−x) +
∞∑

m=1

r2me−α(2mL+y−x) =

= e−α(y−x)
[
θ(y − x) + r2e−2αL(1− r2e−2αL)−1

]
, (18)

Q+−(x, y) =
∞∑

m=0

r2m+1e−α(2mL+x+y) = re−α(x+y)(1− r2e−2αL)−1 , (19)

ãäå θ(·) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Íà îñíîâå âû÷èñëåííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîäñ÷èòàåì ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ

Q(x, y) =
1

2

∑
σ,ρ=±

σQσρ(x, y) =
1

2
(Q++ −Q−− +Q+− −Q−+) (x, y) =

=
1

2
sgn(x− y)e−α|x−y| +

re−αL

1− r2e−2αL

[
shα(L− x− y) + re−αLshα(x− y)

]
. (20)
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Ýòî ÿäðî îïðåäåëÿåò, ñîãëàñíî (3), âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîãî ïîòîêà ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â
êàæäîé òî÷êå x â çàâèñèìîñòè îò ðàñïðåäåëåíèÿ T (y), y ∈ [0, L] òåìïåðàòóðû â îáðàçöå,

P (x) = α

L∫
0

Q(x, y)P0(y)dy . (21)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà L îáðàçöà. Ïðè
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íóæíî ïîëîæèòü, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ P0(y) ïî îáðàçöó îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
òåìïåðàòóðû T (y) â íåì, òî åñòü èìååò ìåñòî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü P0(y) =
P0[T (y)]. Âèä ýòîãî ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè âåùåñòâà, èç
êîòîðîãî ñîñòîèò ðàññìàòðèâàåìûé îáðàçåö, à èìåííî, îí îïðåäåëÿåòñÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì èçëó÷àåìûõ ôîòîíîâ â
êàæäîì ôèçè÷åñêè ìàëîì îáúåìå âåùåñòâà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ëîêàëüíîé òåìïåðàòóðû
T (y). Òîãäà P0(y) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî ÷àñòîòàì îò ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïîäõîäÿùèì âåñîì.

Òàêèì îáðàçîì, ÿâíûé âèä ôóíêöèîíàëà P0[T (y)] ìîæåò áûòü äîâîëüíî ðàçíîîáðàç-
íûì. Îäíàêî, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ãðóáàÿ, íî óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îêàçûâàåò-
ñÿ äîâîëüíî õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìîå
ñåðîå ïðèáëèæåíèå, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî P0[T ] = σT 4, ãäå σ � ïîñòîÿííàÿ
Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà.

Íàêîíåö, óêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (21) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â áîëåå óäîáíîé
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìå

P (x) = − d

dx

L∫
0

S(x, y)P0[T (y, t)]dy , (22)

ãäå

S(x, y) =
1

2
e−α|x−y| +

re−αL

1− r2e−2αL

[
chα(L− x− y) + re−αLchα(x− y)

]
. (23)

Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè îäíîìåðíîé ìîäåëè äèâåðãåíöèÿ ïîòîêà ýíåðãèè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé dP (x)/dx. Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîì òåïëîîáìåíå â îäíîìåðíîì îáðàçöå, ìîäåëèðóåìîì
îòðåçêîì [0, L]. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â ñàìîñîãëàñîâàííîì îïðåäåëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ âñëåäñòâèå ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ôîðìóëèðóåòñÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ òåìïåðàòóðû T (x, t) ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòîê P [T (x, t)] ýíåðãèè òåïëî-
âîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ìãíîâåííûì
ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû T (x, t). Ýòî óðàâíåíèå ñîñòàâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà
áàëàíñà ýíåðãèè � óáûëü ïîòîêà ýíåðãèè â êàæäîé òî÷êå îáðàçöà ðàñõîäóåòñÿ íà ëîêàëü-
íîå óâåëè÷åíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, â ïðîòèâîâåñ ïðîöåññó òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûé
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óíîñèò òåïëî èç äàííîé òî÷êè. Ïîýòîìó îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñ èñòî÷íèêîì â âèäå äèâåðãåíöèè ïîòîêà èçëó÷åíèÿ [3]. Â ðàññìàòðèâàåìîì
îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

ρc
∂T

∂t
= κ

∂2T

∂x2
− ∂P (x)

∂x
, (24)

ãäå c � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà, ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà, κ �
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (22) óðàâíåíèå (24) çàïèñû-
âàåòñÿ â áîëåå óäîáíîé äëÿ àíàëèçà ôîðìå

ρc
∂T

∂t
=

∂2

∂x2

(
κT +

L∫
0

S(x, y)P0[T (y, t)]dy
)
. (25)

3. Ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ â ñëîå. Ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå
èçëó÷åíèÿ â ñëîå ïîëóïðîçðà÷íîãî äèýëåêòðèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïîñðåäñòâåííîå
îáîáùåíèå ïîñòðîåíèé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ïóñòü èìååòñÿ ñëîé Λ = {⟨x, y, z⟩ : x ∈ [0, L]; y, z ∈ R} òîëùèíîé L âåùåñòâà ñ ðàñ-
ïðåäåë¼ííûì â íåì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ, èìåþùèì èíòåíñèâíîñòü P0(r, t) â êàæäîé
òî÷êå r ∈ Λ òàê, ÷òî âåêòîð Pµ[T (r, t)] = P0(r, t)n

′
µ/4π, µ = 1, 2, 3, n′2 = 1 ôèçè÷åñêè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ
â åäèíèöó âðåìåíè, èçëó÷àåìîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì òî-
÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, òî åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð n′ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Ïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü òàêèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ â åäèíèöå
îáúåìà ðàâíà α, ò.å. ìåðà ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ èñòî÷íèêîâ â ôèçè÷åñêè ìàëîì îáúåìå
dr′ ðàâíà αdr′.

Îáîçíà÷èì Pµ(r, t), µ = 1, 2, 3 � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â
ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå r ñëîÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Èíòåíñèâíîñòü P0(r, t) èçëó÷åíèÿ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùåé îò ðàñïðåäåëåíèÿ T (r, t) òåìïåðàòóðû â ñëîå
òàê, ÷òî P0(r, t) = P0[T (r, t)]. Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå Pµ(r, t), µ = 1, 2, 3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëîì îò T (r, t). Ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïëîòíîñòè ïîòîêà P0(r, t)n

′
µ/4π èçëó÷àåìîé ýíåðãèè òàê, ÷òî çíà÷åíèå Pµ(r, t) â òî÷êå

íàáëþäåíèÿ ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r = ⟨x, y, z⟩ èìååò âèä

Pν(r, t) = α

∫
λ

Qν,ν′(r, r
′)Pν′ [T (r

′, t)]dr′ , (26)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì òî÷êàì r′ = ⟨x′, y′, z′⟩ èçëó÷åíèÿ, à èíòåãðàëü-
íîå ÿäðî Qν,ν′(r, r

′), ν, ν ′ = 1, 2, 3 îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
ñëîå.

ßäðî Qν,ν′(r, r
′) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ P0(r

′, t) äîëåé ýíåð-
ãèè, ïðèíåñåííîé ëó÷îì â òî÷êó r ∈ Λ, êîòîðûé ïðîõîäèò åå â íàïðàâëåíèè n, è èçëó-
÷åííûì èç òî÷êè r′ ∈ Λ â íàïðàâëåíèè n, òî åñòü nµ � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ
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ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â òî÷êå íàáëþäåíèÿ èçëó÷åíèÿ r . Ïðè ýòîì êàæäûé ëó÷ äâèãàåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà âíóòðè ñëîÿ è, äîñòèãàÿ ãðàíèöû, èñïûòûâàåò îò
íåå îòðàæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ r ïî çàêîíó óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îò-
ðàæåíèÿ òàê, ÷òî ïàäàþùèé è îòðàæåííûé ëó÷è íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïîñëå
ýòîãî îí ïðîäîëæàåò äâèæåíèå. Äâèæåíèå ëó÷à (òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ îñòà¼òñÿ âíóò-
ðè îáðàçöà ïðè êàæäîì èç îòðàæåíèé) ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îòðàæåíèÿìè îò ãðàíèö
ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî.

Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì ÿäðà Qν,ν′(r, r
′). Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû

Qν,ν′(r, r
′) =

∞∑
m=0

rmQ
(m)
ν,ν′(r, r

′) , (27)

ãäå m � ÷èñëî îòðàæåíèé ëó÷à îò ãðàíèöû â ïðîöåññå åãî äâèæåíèÿ â ñëîå. Òàêèì îáðà-
çîì, íàì íóæíî âû÷èñëèòü êàæäîå èç ñëàãàåìûõ Q

(m)
ν,ν′(r, r

′). Ýòî âû÷èñëåíèå íåñêîëüêî
ðàçëè÷íî â ñëó÷àÿõ, êîãäà m ÷åòíî èëè íå÷åòíî.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê r′ è r è êàæäîé ïàðû
âåêòîðîâ n′ è n èìååòñÿ òîëüêî îäèí ëó÷ γ(r,n; r′,n′), äëÿ êîòîðîãî ýòè òî÷êè ÿâëÿ-
þòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êàìè èçëó÷åíèÿ è íàáëþäåíèÿ, à íàïðàâëÿþùèå åäèíè÷íûå
âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðàìè, êîòîðûå óêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ èçëó-
÷åíèÿ è íàáëþäåíèÿ ëó÷à. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ôèêñàöèÿ íàáîðà r′, r; n′,n ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ÷èñëî îòðàæåíèé m. Áîëåå òîãî, ÿñíî, ÷òî åñëè m = 2k � ÷åòíî, òî n = n′,
à åñëè m = 2k + 1 � íå÷åòíî, òî âåêòîð n ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà n′ îòðàæåíèåì åãî
êîìïîíåíòû n′

x, òî åñòü nx = −n′
x.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ëó÷ó âåêòîð γ(m) = ⟨s(m)
x , s

(m)
y , s

(m)
z ⟩, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâ-

íû äëèíå ïðîéäåííîãî èì ïóòè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëåíèÿ. ßñíî, òî âñåãäà
s
(m)
y = (y−y′)sgn(ny) è s

(m)
z = (z− z′)sgn(nz). Âåëè÷èíà æå s

(m)
x ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî òîìó

æå ïðèíöèïó, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿëàñü äëèíà ïóòè s, ïðîõîäèìîãî ëó÷îì íà îòðåçêå
[0, L]. Ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, èìååì s

(m)
x = s

(m)
σ,σ′ , ãäå

σ = sgn(nx), σ
′ = sgn(n′

x). Òîãäà äëèíà ïóòè s, ïðîõîäèìàÿ ëó÷îì, ðàâíà

|γ(m)| =
((
s
(m)
σ,σ′

)2
+ (y − y′)2 + (z − z′)2

)1/2
= s .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî, êàê è ðàíüøå, âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ñëîÿ èìååò ìåñòî
dQν,ν′(r, r

′)/ds = −αQν,ν′(r, r
′), ïîëó÷àåì

Q
(m)
ν,ν′(r, r

′) = exp(−α|γ(m)|)S(m)
ν,ν′ ,

ãäå S
(m)
ν,ν′ � ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ r

′, r; n′,n, à çàâèñÿùàÿ òîëüêî
ëèøü îò ÷åòíîñòè ÷èñëà îòðàæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè (27),

Qν,ν′(r, r
′) =

∞∑
m=0

rm exp
[
− α

((
s
(m)
σ,σ′

)2
+ (y − y′)2 + (z − z′)2

)1/2]
S
(m)
ν,ν′ , (28)
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ãäå, âñëåäñòâèå (12)-(15),

s
(m)
σ,σ′ =


2kL+ x− x′ ïðè m = 2k, σ = +, σ′ = + ;

2(k + 1)L− x− x′ ïðè m = 2k + 1, σ = −, σ′ = + ;

2kL− x+ x′ ïðè m = 2k, σ = −, σ′ = − ;

2kL+ x+ x′ ïðè m = 2k + 1, σ = +, σ′ = − ,

è âî âñåõ ýòèõ ôîðìóëàõ k ∈ N+ è σ = sgn(nx), σ
′ = sgn(n′

x). Áîëåå êðàòêî, ýòîò íàáîð
ôîðìóë çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S
(2k)
σ,σ′ = 2kL+ σ(x− x′) , S

(2k+1)
σ,σ′ = (2k + 1)L+ σ(x− L+ x′) , k ∈ N+ .

Ìàòðèöà S
(m)
ν,ν′ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè: ïðè m = 2k äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà

nν èìååò ìåñòî S
(2k)
ν,ν′ nν′ = nν , ïðè m = 2k + 1 äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà nν èìååò

ìåñòî S
(2k+1)
ν,ν′ nν′ = n∗

ν , n
∗ = ⟨−nx, ny, nz⟩. Òîãäà

S
(2k)
ν,ν′ = δν,ν′ , S

(2k+1)
ν,ν′ = δν,ν′ − 2(ex)ν(ex)ν′ . (29)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (26), (28), (29) ðåøàþò çàäà÷ó î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ â
ñëîå äèýëåêòðèêà. Ïðè ýòîì, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (26), íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî
îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòü P0[T ], êîòîðàÿ, êàê óæå áûëî ñêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ, íî â êà÷åñòâå
õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òàê íàçûâàåìîå
ñåðîå ïðèáëèæåíèå, êîãäà ïîëàãàåòñÿ P0[T ] = σT 4.

Â òî æå âðåìÿ, ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì â àíàëîãè÷íîå ðåøå-
íèå ìîäåëüíîé îäíîìåðíîé çàäà÷è, òàê êàê ðÿä (28), â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî ðÿäà
(20) â ðåøåíèè îäíîìåðíîé çàäà÷è, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìûì. Ïîýòîìó äëÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåíîñå òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â ñëîå äèýëåêòðèêà â ôîðìå
(26), (28), (29) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà îñíîâå
ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà

cρ
∂T

∂t
= k∆T − (∇,P) (30)

ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ìàëîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü êîíå÷íûå îòðåçêè ðÿäà (28).
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé îáùåãî ðåøåíèÿ

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ïðè íóëåâîé âÿçêîñòè, ñëàáî îòëè÷àþùèõñÿ îò ïî-

òåíöèàëüíûõ òå÷åíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëü-

öà, ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Cèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè áåç ó÷åòà òåï-
ëîïåðåíîñà ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà [1]

u̇j + (u,∇)uj = −∇jP

ρ
+∇kµ

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)
+ (∇, η∇)uj , j = 1, 2, 3 ; (1)

è óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ‡)

ρ̇+ (∇, ρu) = 0 , (2)

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè µ, η è äàâëåíèå P , â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ïëîòíîñòè ρ. Çàáåãàÿ âïåðåä óêàæåì, ÷òî ìû áóäåì â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè
ïîëàãàòü µ è η ðàâíûìè íóëþ, ÷òî äîïóñòèìî, êàê ïðèáëèæåíèå, åñëè ãàç îáëàäàåò äî-
ñòàòî÷íî ìàëîé ïëîòíîñòüþ. Ôóíêöèþ P (ρ), äëÿ öåëåé ðåøàåìîé çàäà÷è, ìû íå áóäåì
êîíêðåòèçèðîâàòü è âìåñòî íåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ g(ρ) òàêóþ, ÷òî dP/ρ = dg.

Èçâåñòíî, ÷òî äàæå äëÿ òàêîé óïðîùåííîé ôîðìû ñèñòåìû óðàâíåíèè (1), (2), â
íàñòîÿùåå âðåìÿ, íå èìååòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êî-
øè. Â ýòîé ñèòóàöèè îñîáóþ öåííîñòü ïðèîáðåòàþò àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, â ðàìêàõ
êîòîðûõ óäàåòñÿ êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé [2]. Ýòî ïîëîæå-
íèå èìååò ìåñòî è â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èçó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå, íå çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè t ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2). Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñò-
íà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííîìó òèïó ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (ñì. [3]). Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, àíàëèçèðóåìàÿ
â íåé, îòíîñèòñÿ ê ãèäðîäèíàìèêå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è íå ñîâñåì îòâå÷àåò, ïî ñâî-
åé ïîñòàíîâêå, ïîòðåáíîñòÿì ãàçîäèíàìèêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ
êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Ïîýòîìó, äàæå îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé,

‡Äàëåå âåçäå æèðíûìè áóêâàìè ìû îáîçíà÷àåì âåêòîðû â R3.
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îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (1), (2) îáðàùåíèåì â íóëü
ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè

∇jg + (u,∇)uj = (µ+ η)∆uj +
µ

3
∇j(∇,u) , j = 1, 2, 3 , (3)

(∇g,u) + (∇,u) = 0 , (4)

â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íå èìååòñÿ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ
çàäà÷ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèõ çàäà÷ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èãðàþò âàæíóþ ðîëü, òàê
êàê ïîçâîëÿþò íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó ðåøåíèé.

Íàðÿäó ñ îòñóòñòâèåì óòâåðæäåíèé î ðàçðåøèìîñòè, óêàæåì äðóãóþ îñîáåííîñòü
ïðîáëåìû èçó÷åíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (3), (4). Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû,
äàæå â ñìûñëå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé åå ðåøåíèé, ñåðüåçíî óïðîùà-
åòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå î ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå
ñêîðîñòåé u(x) èùåòñÿ â ôîðìå u(x) = ∇ψ(x), ÷òî äîïóñòèìî, ôèçè÷åñêè, â òîì ñëó÷àå,
êîãäà òå÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ìåäëåííûìè è ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ñ ïîñòîÿííû-
ìè (íåçàâèñÿùèìè îò ρ) êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè µ è η. Î÷åíü ÷àñòî ïðåäïîëîæåíèå
î ïîòåíöèàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ. Îäíàêî, â óñëîâèÿõ, êîãäà â
òå÷åíèÿõ ãàçà ïîÿâëÿåòñÿ âèõðåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, äàæå ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñèñòåìû (3), (4) âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé óðàâíåíèÿ (3), ïðè íàëè÷èè âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé ó ïîëÿ
ñêîðîñòåé u(x), îíî äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþ ãðàäèåíòíîñòè:

ϵijk∇j

[
(u,∇)uk − (µ+ η)∆uk

]
= 0 , i = 1, 2, 3 , (5)

ãäå ϵijk � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòòà.
Óðàâíåíèå (5) ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì êîíâåêöèè è åãî èññëåäîâàíèþ ïðè

óñëîâèè µ = η = 0 ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå. Ìû óêàæåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ (áåçîòíîñèòåëüíî ê ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì) ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà ïîëå u(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x) = v +w ,

ãäå w � ïîñòîÿííûé âåêòîð, à ïîëå v(x) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ |w|. Àñèìïòî-
òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå áóäåò ñòðîèòñÿ ïî ýòîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü óðàâíåíèå (5) ïðè η = µ = 0,
êîòîðîå â âåêòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

[∇, (u,∇)u] = 0 (6)

è, ñîîòâåòñòâåííî, â òåíçîðíîé ôîðìå,

ϵijk∇jul∇luk = 0 .
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Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (6) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(∇,u)u = ∇φ (7)

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé φ(x). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ñòðî-
èòñÿ íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè
φ(x), êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ¾ïàðàìåòðîì¿ îáùåãî ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (6).

Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà u = v+
∇ψ, â êîòîðîì (∇,v) = 0, êàæäîå ñëàãàåìîå â êîòîðîì îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî
ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå v = 0, íà îñíîâå èçâåñòíûõ ôàêòîâ òåîðèè
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñòðîèòñÿ îáùåå óðàâíåíèÿ (7), òàê êàê èìååò
ìåñòî

(∇ψ,∇)∇ψ =
1

2
∇
(
∇ψ
)2
.

Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà
ñëåäóþùåãî âèäà

1

2

(
∇ψ
)2

= φ ,

èç êîòîðîãî óñìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå íà ñóùåñòâîâàíèå ïîòåíöèàëüíûõ ðåøåíèé â âèäå
óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè φ(x). Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà àíàëè-
çèðóåòñÿ, íàïðèìåð, â [4].

Ïî óêàçàííîé ïðè÷èíå, èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîíâåê-
öèè (6) ïîäñòàíîâêîé â (7) ðàçëîæåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ψ(x),
êîòîðàÿ ñâîäèò åãî ê óðàâíåíèþ

(v,∇)v + (∇ψ,∇)v + (v,∇)∇ψ = ∇
(
φ− 1

2

(
∇ψ
)2)

. (8)

äëÿ ïîëÿ v(x).
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå ðåøåíèÿ îïèñûâà-

þò òå÷åíèÿ ãàçà, ñóùåñòâóþùèå äîâîëüíî ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ áåç çàìåòíîãî èçìå-
íåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî âåëèêà â ìåðó ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ
âÿçêîñòè. Áîëåå òîãî, ïðè òàêîì ïîäõîäå, âèõðåâûå èçìåíåíèÿ âíóòðè ïîòåíöèàëüíîãî
òå÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü âûçâàííûìè âíåøíèì óñëîâèåì â âèäå ïîòåíöèàëà ψ(x).

Óðàâíåíèå (8) ìîæíî èññëåäîâàòü íà îñíîâå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî íóæíî ïðèíÿòü ìàëîñòü ïîëÿ v ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëåì ∇ψ â ïîäõî-
äÿùåé ìåòðèêå, òî åñòü èçó÷àòü, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òå÷åíèÿ ñî ñëàáîé çàâèõ-
ðåííîñòüþ. Îäíàêî, óæå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïðè ïðåíåáðåæåíèè êâàäðàòè÷íûì
ïî v ñëàãàåìîì â (8), è êîãäà ãðàäèåíò ðàçíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ôóíê-
öèåé, ïîëó÷àåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå, äîâîëüíî ñëîæíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
âåêòîðíîãî ïîëÿ v ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè
ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ èññëåäîâàíèåì óðàâíåíèÿ (8), â êîòîðîì ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôîðìîé ψ(x) = (w,x), ãäå w � çàäàííûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ïðåä-
ëàãàåì àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé ðåãóëèðóåò âåëè÷èíó |v|.
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3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå ìû áó-
äåì ñòðîèòü íà îñíîâå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè, êîòîðîå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàç-
ëîæåíèÿ u = v +w, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî v, äàåò óðàâíåíèå

[∇, (w,∇)v] = 0 . (9)

Ñ öåëüþ àíàëèçà ýòîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì, ñíà÷àëà, ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(x), èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:

(w,∇)f = 0 . (10)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê (ñì., íàïðèìåð, [5]), ïîñòðîèì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ â âèäå

f(x) = g([w,x]) , (11)

ãäå g(x) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ñêàëÿðíîå ïîëå íà R3. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáùåå
ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f îò òðåõ ïåðåìåííûõ
äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ äâóìÿ èíòåãðàëàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä

Ẋ(s) = w ,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðÿìîëèíåéíûì õàðàêòåðèñòèêàì X(s) = ws+X0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
äâà èíòåãðàëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû èìåþò âèä [w,X(s)] = [w,X0]. Ñîãëàñíî
îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ñì.
[5]), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (11) äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10).

Çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîëå g(x) ïðîèçâîëüíî, åãî çàâèñèìîñòü îò òðå-
òüåé êîîðäèíàòû, ïàðàëëåëüíîé w, êàê ýòî âèäíî èç (11), íåñóùåñòâåííà. Òîò ôàêò, ÷òî
ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìóëà äàåò íàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî. Ïîëàãàÿ ξj = [w,x]j, j = 1, 2, 3, èìååì ∇kξj = ϵjlkwl. Òîãäà ïîäñòàíîâêà (11) â (10)
äàåò

wk∇kg = wk(∂g/∂ξj)∇kξj = (∂g/∂ξj)ϵjlkwkwl = 0 .

Èç ïðîäåëàííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ f(x) ñëåäóþùåãî âèäà

(w,∇)f = 0 (12)

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
f(x) = g([w,x]) , (13)

ãäå g(x) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà R3. Îíî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì
ôîðìóëû (11) äëÿ êàæäîé äåêàðòîâîé ïðîåêöèè óðàâíåíèÿ (12).

Ïîñòðîèì, òåïåðü, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (9), êîòîðîå, î÷å-
âèäíûì îáðàçîì, çàïèñûâàåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

(w,∇)[∇,v] = 0 ,
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è êîòîðîå èìååò ôîðìó (12) ïðè f = [∇,v]. Òîãäà, èç (13) ñëåäóåò

[∇,v] = g([w,x]) , (14)

ãäå äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ g, (∇,g) = 0. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ âûïîëíèìîñòè óñëî-
âèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëå g áûëî ïðåäñòàâèìî â âèäå g = [∇,h], ãäå h(x) � äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â (14) ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ

[∇,v − h([w,x])] = 0 ,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ â óñëîâèè ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ íà
êîòîðîå äåéñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð [∇, ·]. Ïîýòîìó, ââîäÿ ïîòåíöèàë Φ(x),
â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) â âèäå

v = h([w,x]) +∇Φ , (15)

ãäå Φ(x) è h(x) � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñêàëÿðíîå è
âåêòîðíîå ïîëÿ.

4. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðè îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(w,∇)f(x) = q(x) , (16)

ãäå q(x) � çàäàííîå íåïðåðûâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10) è åãî
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî
íàéòè êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16). Ïîñòðîèì ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå â
âèäå

f(x) =

(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds , (17)

ãäå n = w/|w|. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ, äåéñòâèòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(16). Âî ïåðâûõ, òàê êàê ∇k(x − n(x,n))j = δjk − njnk, òî ïðè y(s) = x − n(x,n) + sn
èìååì

nk∇kq(y(s)) = nk(∂q/∂yj)∇kyj = nk(δjk − njnk) = 0 .

Âî- âòîðûõ, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âåðõíåìó ïðåäåëó èíòåãðàëà äàåò q(x). Òîãäà

nk∇kf(x) = q(x)nk∇k(x,n) +

(x,n)∫
0

nk∇kq(y(s))ds = q(x) .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (13), çàêëþ÷àåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) èìååò âèä

f(x) = g([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds (18)

ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ïîëåì g(x).
Ïîñòðîåííîå îáùåå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàì óòâåðæäàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ f(x)

(w,∇)f(x) = q(x) (19)

ñ çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ � âåêòîðíûì ïîëåì q(x) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) = g([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds (20)

ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì g(x), òàê êàê óðàâíåíèå (19) äëÿ êàæäîé èç
êîìïîíåíò èìååò âèä (16). Òàêèì îáðàçîì íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(w,∇)f(x) = q(x)

ïðè çàäàííîì íåïðåðûâíîì ïîëå q(x) èìååò âèä

f(x) = g([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds

ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ïîëåì g(x).

Ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ îáùåãî äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì îáùåå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(w,∇)[∇,v] = q(x) (21)

ïðè íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè íåïðåðûâíîå ïîëå q ñîëåíîèäàëüíî (õîòÿ áû â ñëàáîì ñìûñëå), òî
åñòü (∇,q) = 0.

Ïîëàãàÿ â (19), ÷òî f = [∇,v], èìååì íà îñíîâàíèè (20)

[∇,v](x) = g([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds ≡ G(x) (22)
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ñ ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì g(x). Äëÿ ðàçðåøèìîñòè æå ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ (22) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (22)
áûëà ðàâíà íóëþ. Ýòî äàåò óñëîâèå

(∇,g([w,x])) = −(∇,
(x,n)∫
0

q(x− n(x,n) + sn)ds) ≡ Q(x) , (23)

êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïîëÿ g(x).
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (23). Òàê êàê

(∇,g([w,x])) = ∂gl(ξ)

∂ξj
ϵjmlwm = |w|(n, [∇,g])([w,x]) ,

òî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (23) ïðèíèìàåò âèä

|w|(n, [∇,g])([w,x]) = Q(x) . (24)

Òàê êàê

∇kqj(x− n(x,n) + sn) =
(∂qj(y(s))

∂yl(s)

)
(δlk − nlnk) ,

òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð (∇, ·) â ïðàâîé ÷àñòè (23), ïîëó÷èì

Q(x) = −(n,q(x))− 2

(x,n)∫
0

(∇,q)(y(s))ds .

Ó÷èòûâàÿ æå, ÷òî (∇,q) = 0, íàõîäèì, ÷òî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (22) ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|w|(n, [∇,g])([w,x]) = −(n,q(x)) . (25)

Ïðè çàäàííîì ïîëå q(x), åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïîëÿ
g(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî òàêæå âîçíèêàåò âîïðîñ î åãî ðàçðåøèìîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (25) âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà (n,q(x)) ≡ q([w,x]), òî
åñòü ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò [w,x]. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ, óðàâíåíèå
(25) â êîîðäèíàòàõ ⟨x1, x2⟩ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé w çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂g1
∂x2

− ∂g2
∂x1

= −|w|−1q(x1, x2) .

Åãî îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ⟨g1, g2, g3⟩ = g, ãäå ôóíêöèÿ g3 � ïðîèçâîëüíàÿ è

g1 =
∂h

∂x2
+

∂

∂x1
Ψ(x1, x2) , g2 = − ∂h

∂x1
+

∂

∂x2
Ψ(x1, x2) (26)
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ñ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà ïëîñêîñòè ôóíêöèÿìè h è Ψ, ïðè÷åì
ôóíêöèÿ Ψ � ïðîèçâîëüíàÿ, à h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∂2h

∂x21
+
∂2h

∂x21
= −|w|−1q(x1, x2) . (27)

Â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèÿ íà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (22) âûïîëíåíû, ïîëåG(x) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå G(x) = [∇,H(x)], ãäå H(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå
âåêòîðíîå ïîëå, è èç (22) íàõîäèì, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

v(x) = [∇,H(x)] +∇Φ(x) , (28)

ãäå Φ(x) � ïðîèçâîëüíîå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ñêàëÿðíîå ïîëå. Íà âûáîð ïî-
ëÿ H(x), â ñèëó âûïîëíèìîñòè äëÿ íåãî ðàçëîæåíèÿ Ãåëüìãîëüöà H = [∇,A] + ∇χ,
ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (∇,H(x)) = 0. Ïîä÷èíåíèå ïîëÿ H(x) ýòî-
ìó óñëîâèþ ñâåäåòñÿ òîëüêî ëèøü ê ïåðåîïðåäåëåíèþ ïîòåíöèàëà Φ(x). Ïîëå H(x),
ïðè âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ (∇,H(x)) = 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà

∆H(x) = G(x) ,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì [∇, ·] íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (22).
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå îòäåëüíîé òåîðåìû, òàê êàê îí ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

(w,∇)[∇,v] = q(x)

îòíîñèòåëüíî v(x) ïðè çàäàííîì ïîëå q(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (∇,q(x)) =
0 è êîìïîíåíòà (n,q)(x) çàâèñåëà òîëüêî îò [n,x]. Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

v(x) = [∇,H(x)] +∇Φ(x) ,

ãäå ïîëÿ H(x) è Φ(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, ïîëå H(x) � ñîëåíîè-
äàëüíîå, (∇,H) = 0 è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆H(x) = G(x) ,

â êîòîðîì

G(x) = g([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(y(s))ds ,

y(s) = x−n(x,n)+ns, n = w/|w| è g(x) � ãëàäêîå ïîëå. Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ óñëîâèå (∇,G) = 0, äëÿ âûïîëíèìîñòè êîòîðîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
êîìïîíåíòû ïîëÿ g, îðòîãîíàëüíûå n, èìåëè ñëåäóþùèé âèä:

g1 =
∂h

∂x2
+

∂

∂x1
Ψ(x1, x2) , g2 = − ∂h

∂x1
+

∂

∂x2
Ψ(x1, x2) ,
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ãäå ôóíêöèè h è Ψ � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà ïëîñêîñòè, â Ψ �
ïðîèçâîëüíàÿ, h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∂2h

∂x21
+
∂2h

∂x21
= −|w|−1q(x1, x2) .

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà g3 � ïðîèçâîëüíà.

5. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé c ìàëîé
çàâèõðåííîñòüþ. Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

v(x) =
∞∑
n=1

εnv(n)(x) (29)

ñ íåêîòîðûì ìàëûì ïàðàìåòðîì ε ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè (6), â ðàññìàòðèâàå-
ìîì íàìè ñëó÷àå, êîãäà u = w + v,

[∇, (v,∇)v] + (w,∇)[∇,v] = 0 . (30)

Ïîäñòàâëÿÿ (29) â (30) è ïðîèçâîäÿ áàëàíñ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ ïàðàìåòðà ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ⟨v(n);
n ∈ N⟩,

(w,∇)[∇,v(1)] = 0 , (31)

(w,∇)[∇,v(n)] = −
n−1∑
m=1

[∇, (v(m),∇)v(n−m)] ≡ q(n) , n > 1 , (32)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè (32) îòñóòñòâóåò ôóíêöèÿ v(n). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óðàâíåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà (22). Ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåíòû v(n) àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñóùåñòâóþò â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ êàæäîãî n = 2, 3, ... áóäóò
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (∇,q(m)) = 0 è (n,q(m)) çàâèñÿò òîëüêî îò [n,x],
m = 2, 3, ... .

Ðåøåíèå óðàâíåíèå (31) çàïèøåì â âèäå

v(1) = h(1)([w,x]) +∇Φ(1) , (33)

ãäå h(1) è Φ(1) � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïîëÿ. Äëÿ âîç-
ìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íàì íóæíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (32) ïðè ëþáîì n > 1. Óñëîâèå áåçäèâåð-
ãåíòíîñòè ïîëÿ q(n) âûïîëíåíî òðèâèàëüíûì îáðàçîì, òàê êàê îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðîòîð íåêîòîðîãî äðóãîãî ïîëÿ.

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïîñðåäñòâîì âûáîðà ôóíêöèé g(n),
Φ(n) âñå ïðèáëèæåíèÿ v(n) ïðè n = 2, ...,m.

v(n) = [∇,H(n)] +∇Φ(n) , (∇,H(n)) = 0 , ∆H(n) = G(n) , (34)
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G(n)(x) = g(n)([w,x]) +

(x,n)∫
0

q(n)(y(s))ds . (35)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ H(n) � íåçàâèñèìîñòü (n,q(n)) îò ïðîäîëüíîé
êîîðäèíàòû îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì âñåõ ãðàäèåíòîâ∇Φ(n), n = 2, 3, ...,m.
Èíäóêöèåé ïî m = 2, 3, ... äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïîëÿ q(n), n = 2, 3, ... óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò (n,q(n)) îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû è ïðè ýòîì âñå
ïîëÿ G(n) íå çàâèñÿò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, ÷òî ïîçâîëÿåò âûáðàòü âñå ïîëÿ H(n)

òàêæå íåçàâèñÿùèìè îò ýòîé êîîðäèíàòû. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêèì âûáîðîì ãðàäèåí-
òîâ ∇Φ(n), ÷òîáû èõ ïîïåðå÷íûå ÷àñòè ∇Φ(n) − n(n,∇Φ(n)) íå çàâèñåëè îò ïðîäîëüíîé
êîîðäèíàòû ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå ïðèáëèæåíèÿ v(n) òàêæå èìåþò ïîïåðå÷íóþ ÷àñòü, íåçà-
âèñÿùóþ îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2. Â ýòîì ñëó÷àå

q(2) = −[∇, (v(1),∇)v(1)] .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû (n,q(2)) íå çàâèñåëà îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Ââèäó òîãî, ÷òî îò
ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû íå çàâèñèò ïîëå h(1)([w,x]), òî ïîäñòàíîâêà (33) â âûðàæåíèå
äëÿ q(2) ñâîäèò ýòî òðåáîâàíèå ê òîìó, ÷òîáû îò ýòîé êîîðäèíàòû íå çàâèñåëî âûðàæåíèå

(n, [∇, (∇Φ(1),∇)[∇,h(1)([w,x])]]) + (n, [∇, ([∇,h(1)([w,x])],∇)∇Φ(1)]) , (36)

êîòîðîå ïðèìåíåíèåì ê íåìó äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (n,∇) ïðèâîäèòñÿ ê ëè-
íåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ Φ(1). Îíî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàäàåò îáøèðíûì ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé. Óñëîâèå (36) ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðåíî, åñëè ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòü
∇Φ(1) − n(n,∇Φ(1)) ãðàäèåíòà çàâèñèò òîëüêî îò [w,x] è ïðè ýòîì ïðîäîëüíàÿ ÷àñòü
n(n,∇Φ(1)) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â (36) ýòà ïðî-
äîëüíàÿ ÷àñòü íå âõîäèò. Â ñàìîì äåëå, â ïåðâîì ñëàãàåìîì, ïðè ïîäñòàíîâêå ïðîäîëü-
íîé ÷àñòè ∇Φ(1), äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (∇Φ(1),∇)(·) íà h(1)([w,x])
îñóùåñòâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå ýòîãî ïîëÿ, îò êîòî-
ðîé îíî íå çàâèñèò. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ãðàäèåíòà ∇Φ(1)

åãî ïðîäîëüíîé ÷àñòè n(n,∇Φ(1)) äåéñòâèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
(n, [∇, ·]) çàìåíÿåòñÿ íà äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (n, [∇,n])(·), êîòîðûé
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Ïîêàæåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííûé âûøå âûáîð âñåõ ïîëåé îáåñïå÷èâàåò ðàçðå-
øèìîñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèé v(m) ïðè ëþáîì çíà÷åíèèm. Ýòî äîñòèãàåòñÿ
ïðèìåíåíèåì ê âûðàæåíèþ äëÿ ïîëÿ q(n), îïðåäåëåííîìó ôîðìóëîé (32), ðàññóæäåíèé,
àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû â ñëó÷àåm = 2. C ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì â ýòî
âûðàæåíèå ðàçëîæåíèÿ v(n) = [∇,H(n)] +∇Φ(n). Òîãäà òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ïðî-
äîëüíîé êîìïîíåíòû îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ íåçàâèñèìîñòè
îò ýòîé êîîðäèíàòû âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (36)

n−1∑
m=1

{
(n, [∇, (∇Φ(m),∇)[∇,H(n−m)([w,x])]]) + (n, [∇, ([∇,H(m)([w,x])],∇)∇Φ(n−m)])

}
.
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Òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè êàê è ïðè àíàëèçå ñëó÷àÿ ñ m = 2 äîêàçûâàåòñÿ,
òî ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòîâ ∇Φ(m), m = 1, ..., n− 1 íå ñîäåðæàòñÿ â ýòîì
âûðàæåíèè, à òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, èõ ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå íå çàâèñÿò
îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, òî ýòîò ôàêò äîêàçûâàåò, ÷òî âûïèñàííîå âûðàæåíèå íå
çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû è ïîýòîìó îò ýòîé êîîðäèíàòû íå çàâèñèò (n,q(m)).

Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé v(m), m ∈ N ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè, îïðåäåëÿåìûõ ðàçëîæåíèåì (29), íà îñíîâå ñïèñêà îïðå-
äåëÿþùèõ èõ óðàâíåíèé (35), (36), âñå ãðàäèåíòû ∇Φ(n), n ∈ N îáëàäàþò ïîïåðå÷íûìè
êîìïîíåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû (n,x), òî òåì ñàìûì óäîâëå-
òâîðåíû âñå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (n,q(n)) = (n,g(n)([w,x])), n ∈ N è ïîýòîìó âñå
ïðèáëèæåíèÿ v(n) ñóùåñòâóþò.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå Ψ(n) = 0, Φ(n) = 0, n ∈ N, èíäóêöèåé ïî
n ∈ N äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïîëÿ q(n) è, ñëåäîâàòåëüíî, G(n), H(n) çàâèñÿò òîëüêî îò
[w,x]. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ (∇,v(n)) = 0, è ðÿä (29) äàåò íàì
áåçäèâåðãåíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè.
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ASYMPTOTIC EXPANSIONS

OF STATIONARY CONVECTION EQUATION

WITH SMALL SOLENOIDAL PART
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Abstract. It is proposed the construction of asymptotic expansions of Navier-Stokes' stationary
equation general solution at zero viscosity which are weakly distinguished from potential �ows. è,
ñëàáî îòëè÷àþùèõñÿ îò ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé.

Key words: Navier-Stokes' equation, stationary problems, continuity equation, potential �ow,

asymptotic expansion.
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß ÄËß ÀÂÒÎÐÎÂ

Æóðíàë ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè ÁåëÃÓ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà, Ôèçèêà¿ âûõîäèò ÷åòûðå ðàçà
â ãîä. Â æóðíàëå ïå÷àòàþòñÿ ñòàòüè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-
êè (çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâ, èìåþùèõ ÷èñòî êîìïüþòåðíîå ñîäåðæàíèå è âû÷èñëèòåëüíîé
ýìïèðèêè).

Ðåäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïðèíèìàåò îò àâòîðîâ ðóêîïèñè ñòàòåé, íàïèñàííûå íà ðóññêîì èëè
íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ. Ñîäåðæàíèå ñòàòåé ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåçóëüòàòû îðèãèíàëüíûõ
èññëåäîâàíèé àâòîðà(îâ), òàê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáçîð ïî âûáðàííîé àâòîðîì(àìè) òåìå.

Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü íàïèñàíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè è ñ òàêèì ðàñ÷åòîì,
÷òîáû áûòü ïîíÿòíîé íå òîëüêî óçêèì ñïåöèàëèñòàì ïî âûáðàííîìó àâòîðîì(àìè) íàïðàâ-
ëåíèþ èññëåäîâàíèé, íî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Íè â êîåì ñëó÷àå ðóêîïèñü íå
äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðàòêèé îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïèñàííûé â âèäå
êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðóêîïèñü
äîëæíà áûòü ñòðóêòóðèðîâàíà � ðàçäåëåíà íà ðàçäåëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå ñìûñëî-
âûå åäèíèöû òåêñòà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðóêîïèñü äîëæíà ñîäåðæàòü ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå.
Ðàçäåëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû è èìåòü çàãîëîâêè.

Âî ââåäåíèè äîëæíû áûòü îïèñàíû: ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðóêîïèñü, îïðåäåëåíî
ìåñòî ýòîé ïðîáëåìû â îáùåì îáú¼ìå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû êðàò-
êàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîëó÷åííûé àâòîðîì(àìè) ðåçóëüòàò. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû äîëæíà
áûòü äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ óêàçàíèåì åãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî
ðàçâèòèÿ òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òå æå ñàìûå òðåáîâàíèÿ ê ââåäåíèþ è çàêëþ÷åíèþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ è äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè,
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èõ ñîäåðæàíèå äîëæíî áûòü ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè
ðåçóëüòàòîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå âûáðàííîé àâòîðîì îáëàñòè èññëåäîâàíèé, è ñàì òåêñò
äîëæåí áûòü íàïèñàí ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè.

Âîçìîæíà òàêæå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè, íîñÿùåé ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íî â ýòîì ñëó÷àå
ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè òàêîé ðóêîïèñè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé îòäåëüíî.

Ðóêîïèñü äîëæíà áûòü îôîðìëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè íàïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ òåêñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîëæ-
íû áûòü ÷åòêî âûäåëåíû òàêèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, êàê ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé, òåîðåì
è ëåìì, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé, îòìå÷åíû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîëíûé îáú¼ì ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, íå äîë-
æåí ïðåâûøàòü 20 ñòðàíèö ôîðìàòà A4. Îíà äîëæíà áûòü íàïèñàíà øðèôòîì 12pt ÷åðåç äâà
èíòåðâàëà. Îáú¼ì îáçîðíîé ñòàòüè íåîáõîäèìî çàðàíåå îãîâîðèòü ñ ðåäêîëëåãèåé æóðíàëà.

Ïîñëå ïîäãîòîâêè îäíèì èç ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè çàêëþ÷åíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ðóêîïèñè íîð-
ìàì æóðíàëà ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè¿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îáùåì ñîáðàíèè ðåäêîëëåãèè. Â
îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåäêîëëåãèåé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î áîëåå òùàòåëüíîì èçó÷åíèè
ðóêîïèñè âíåøíèì (íå âõîäÿùåì â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà) ðåöåíçåíòîì. Ðåäêîëëåãèÿ
îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà ìåëêèå ñòèëèñòè÷åñêèå èñïðàâëåíèÿ òåêñòà ðóêîïèñè ïîñëå ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèÿ î å¼ ïóáëèêàöèè.

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1) îñíîâíàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè, ïðåäñòàâëÿåìàÿ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì
ÿçûêàõ. Ïðè ýòîì íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç 20 ñëîâ.

2) èíäåêñ MSC (ñì. Mathematical Subject Classi�cation) òîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòî-
ðîìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ;
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3) ñïèñîê àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà èõ ðàçìåùåíèÿ ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòüè;

4) àííîòàöèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå; å¼ îáú¼ì íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10-12 ñòðîê, íàïèñàííûõ
øðèôòîì 12pt;

5) ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ (íå áîëåå 10-12);

6) òåêñò ïåðåâîäà çàãîëîâêà ñòàòüè, àííîòàöèè è êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;

7) ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðóêîïèñè;

8) äàííûå îá àâòîðàõ ñòàòüè ñ óêàçàíèåì ìåñòà èõ ðàáîòû, òî÷íîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà ïðåä-
ïðèÿòèÿ. Äîëæíû áûòü óêàçàíû àäðåñà ýëåêòðîííîé ïî÷òû. Ýòè äàííûå íåîáõîäèìî ïðåäñòà-
âèòü òàêæå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü äàíà ëàòèíñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ
ôàìèëèé àâòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíà áûòü äàíà òðàí-
ñêðèïöèÿ ôàìèëèé àâòîðîâ êèðèëëèöåé;

9) ñïèñêà ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì, åñëè îíè èìåþòñÿ â ðóêîïèñè.

Ïîðÿäîê îôîðìëåíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè â ýëåêòðîííîì ôàéëå óêàçàí â ïðèëîæåíèè â êîíöå
íàñòîÿùèõ ïðàâèë (ñì. ï.5) òðåáîâàíèé ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó).

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ýëåêòðîííûé ôàéë ðàáîòû. Îí äîëæåí áûòü ïîäãîòîâëåí â ðå-
äàêòîðå LaÒåÕ (LaTeX2e, AMSLaTeX). Ôàéëû, ïðèãîòîâëåííûå â äðóãîì ðåäàêòîðå,

ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåäêîëëåãèåé íå áóäóò. Ïðè ýòîì íóæíî ïðèñûëàòü ôàéë ðàáîòû ñ
ðàñøèðåíèåì ¾tex¿ è pdf-êîïèþ ôàéëà ñ ðàñøèðåíèåì ¾dvi¿ ðàáîòû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåäàê-
öèÿ èìåëà âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ åãî ñ àâòîðñêèì îðèãèíàëîì ïðè ðåäàêòèðîâàíèè è âåðñòêå
æóðíàëà. Ïðèñûëàòü ñàì dvi-ôàéë ïðè ýòîì íå íóæíî.

Îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó â ðåäàêòîðå LaTeX (è òîìó ïîäîáíûì
ðåäàêòîðàì) ñëåäóþùèå.

1) Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââîäèìûå àâòîðàìè íîâûå íåñòàíäàðòíûå êîìàíäû.

2) ¾Âûêëþ÷íûå¿ ôîðìóëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ðó-
êîïèñè â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íèõ åñòü ññûëêè â òåêñòå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà equation
äëÿ íàáîðà âûêëþ÷íûõ ôîðìóë îáÿçàòåëüíî óïîòðåáëåíèå äëÿ èõ íóìåðàöèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íîìåðîâ ôîðìóë â òåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ìåòîê ôîðìóë öèôð, ñíàáæåííûõ
øòðèõàìè (èëè öèôð ñîâìåñòíî ñ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà). Îäíàêî ýòèì íóæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè ñ öåëüþ áîëåå òî÷íîé ïåðåäà÷è ñìûñëà òåêñòà.

3) Â ñëó÷àå, åñëè â ñòàòüå èìåþòñÿ ðàçäåëû â âèäå ïðèëîæåíèé â êîíöå îñíîâíîãî òåê-
ñòà ðàáîòû, íóìåðàöèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ âûêëþ÷íûõ ôîðìóë ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîé îò
íóìåðàöèè îñíîâíîãî òåêñòà. Ïðè ýòîì â ïðèëîæåíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ óïîòðåáëåíèå äâîéíîé
íóìåðàöèè, â êîòîðîé ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò áûòü ïðîïèñíîé áóêâîé èëè íîìåðîì ïðèëîæåíèÿ.
Êàæäûé èç ðàçäåëîâ-ïðèëîæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñëîâîì ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì
ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî ñëîâî äîëæíî áûòü âûðîâíåíî ïî ïðàâîìó ïîëþ ñòðàíèöû. Çàòåì ñëå-
äóåò çàãîëîâîê ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

4) Ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â ññûëêàõ íà îñíîâå êîìàíä cite (èëè íåïîñðåäñòâåííî) â ýëåê-
òðîííîì òåêñòå ðóêîïèñè íóæíî îáîçíà÷àòü öèôðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ïîðÿäêîâîìó íî-
ìåðó ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, è íè â êîåì ñëó÷àå íå èñïîëüçîâàòü ìåòêè äðóãîãî òèïà.

5) Íèæå ïðèëàãàåòñÿ øàáëîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæåí îôîðìëÿòüñÿ ôàéë ñòàòüè. Äëÿ
àâòîðîâ ñëåäîâàíèå ýòîìó øàáëîíó îáÿçàòåëüíî.
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Ðèñóíêè

Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè äîëæíî áûòü óäåëåíî ðèñóíêàì, åñëè
îíè èìåþòñÿ â òåêñòå ðàáîòû. Îíè äîëæíû áûòü êà÷åñòâåííî âûïîëíåíû è ïðåäñòàâëåíû â
ðåäàêöèþ â ýëåêòðîííîé ôîðìå â âèäå îòäåëüíûõ ôàéëîâ â ôîðìàòå ¾ps¿. Ôàéëû ðèñóíêîâ
íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì. Ïðè ýòîì â íàçâà-
íèå êàæäîãî èç ôàéëîâ ðèñóíêîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ïðè âåðñòêå âûïóñêà æóðíàëà,
äîëæíà âõîäèòü ôàìèëèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ, çàïèñàííàÿ ëàòèíèöåé (íàïðèìåð, Ivanov1.ps,
Petrov2.ps è ò.ä.).

Íà ïðåäñòàâëÿåìûõ â ýëåêòðîííîì ôîðìàòå ðèñóíêàõ íå ñëåäóåò íàíîñèòü òå êîììåíòè-
ðóþùèå èõ ïîäïèñè, êîòîðûå ïðèñûëàþòñÿ â ðåäêîëëåãèþ îòäåëüíûì ñïèñêîì.
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