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�óíêöèé íà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé âî âñåé øêàëå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ �åëüäåðà. Ïîëó÷åíà

ÿâíàÿ ñòåïåííî-ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â óãëîâûõ òî÷êàõ êðèâîé

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó äîïóñêàåò ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è.
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öèé

φ+ −Gφ− = g (1)

íà îðèåíòèðîâàííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ â ñåìåéñòâå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ �åëü-

äåðà. Ïîä êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ïîíèìàåòñÿ îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ

äóã, êîòîðûå ïîïàðíî ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî ñâîèì êîíöàì. Êàæäàÿ èç äóã Γj

îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàíà è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ φ±
â (1) ïîíèìàþòñÿ ïî

îòíîøåíèþ ê ýòîé îðèåíòàöèè.

Çàäà÷à (1) õîðîøî èçó÷åíà [6℄ êàê â ïðîñòðàíñòâàõ �åëüäåðà, òàê è â âåñîâûõ ãåëü-

äåðîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷åê τ ∈ F èëè äîïóñ-

êàþùèõ â íèõ îñîáåííîñòè ïîðÿäêà ìåíüøå 1. Êàê èçâåñòíî, îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì

åå èññëåäîâàíèÿ ñëóæàò èíòåãðàë òèïà Êîøè

(Iϕ)(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ(t)dt

t− z
, z /∈ Γ , (2)

è ñâÿçàííûé ñ íèì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë Êîøè

(Sϕ)(t0) =
1

πi

∫

Γ

ϕ(t)dt

t− t0
, t0 ∈ Γ \ F . (3)

Â äàííîé ðàáîòå ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíèì íà âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà ëþáîãî

ïîðÿäêà. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îïðåäåëåíèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòà (0113�Ê01031) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçî-

âàíèÿ è íàóêè �åñïóáëèêè Êàçàõñòàí.
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Äëÿ êîìïàêòà K íà ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì Cµ(K), 0 < µ < 1, îáû÷íîå ïðîñòðàí-
ñòâî �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì µ. Äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè τ ∈ K ïóñòü Cµ

0 (K; τ)
îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé ϕ(z) íà K\τ , äëÿ êîòîðûõ ψ(z) =
|z − τ |µϕ(z) ∈ Cµ(K), îòíîñèòåëüíî íîðìû

|ϕ| = sup
z∈K

|ϕ(z)|+ sup
zi∈K

|ψ(z1)− ψ(z2)|
|z1 − z2|µ

,

ýòî ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâî. Íàêîíåö, ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Cµ
λ (K; τ), λ ∈ R, ñîñòîèò èç

âñåõ �óíêöèé ϕ(z) = |z − τ |λϕ0(z), ϕ0 ∈ Cµ
0 (K; τ), ñíàáæåííîå ¾ïåðåíåñåííîé¿ íîðìîé

|ϕ| = |ϕ0|Cµ
0
.

Ââåäåííîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [7℄.

Ëåììà 1. (a) Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíî Cµ
λ′ ×

Cµ
λ′′ → Cµ

λ′+λ′′.

(b) Ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ (Cµ
λ ) ìîíîòîííî óáûâàåò (â ñìûñëå âëîæåíèÿ áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâ) ïî êàæäîìó èç ïàðàìåòðîâ µ è λ.

() Äëÿ ëþáûõ α ∈ R, ε > 0 è n = 0, 1, . . . �óíêöèè

|z − τ |iα ∈ Cµ
0 (K, τ), |z − τ |iα lnn |z − τ | ∈ Cµ

−ε(K, τ) .

Ïðîñòðàíñòâî Cµ
λ (K; τ) íèæå èñïîëüçóåì â ñëó÷àÿõ, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàäè-

àëüíîé ãëàäêîé äóãîé Γτ ñ êîíöîì τ , ëèáî êðèâîëèíåéíûì ñåêòîðîì Sτ ñ âåðøèíîé τ .
�ëàäêàÿ äóãà íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê ñâîåìó êîíöó τ , åñëè îêðóæíîñòè
|z − τ | = r ïðè 0 < r ≤ δ, ãäå δ � ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè, ïåðåñåêàþò ýòó äóãó è

ïðèòîì íåêàñàòåëüíî ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé äóãè ñ êîíöîì τ âñåãäà
íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Γ ∩ {|z − τ | ≤ δ} ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé äóãîé.

Ïîä êðèâîëèíåéíûì ñåêòîðîì ñ âåðøèíîé τ ïîíèìàåòñÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîñòàâëåíà èç äâóõ ðàäèàëüíûõ äóã ñ îáùåé âåðøèíîé τ , è äóãè îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì τ . �àäèàëüíûå äóãè èãðàþò ðîëü áîêîâûõ ñòîðîí ýòîãî ñåêòîðà. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ äâóõ óêàçàííûõ òèïîâ êîìïàêòà K óòâåðæäåíèå (c) ëåììû 1 ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ

�óíêöèé (z − τ)iα, (z − τ)iα lnn(z − τ), îïðåäåëÿåìûõ ïî íåêîòîðîé âåòâè ëîãàðè�ìà.
Õîðîøî èçâåñòíî [6℄, ÷òî åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ãëàäêèì êîíòóðîì, íå ïåðå-

ñåêàåòñÿ ñ ãëàäêîé äóãîé Γ, ëåæèò âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè åå êîíöîâ è ïðèëåãàåò

ê Γ â òîì ñìûñëå, ÷òî Γ ∩ ∂D íå ïóñòî è ÿâëÿåòñÿ äóãîé, òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

òèïà Êîøè I îãðàíè÷åí Cµ(Γ) → Cµ(D). Â ÷àñòíîñòè, åñëè äâå òàêèå îáëàñòè D±
íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. ïðèëåãàþò ê Γ ñ ðàçíûõ ñòîðîí (ïóñòü D+
ëåæèò ñëåâà îò Γ), òî äëÿ

èíòåãðàëà òèïà Êîøè φ = Iϕ ñ ïëîòíîñòüþ ϕ ∈ Cµ(Γ) ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ φ±

íà îáùåé ÷àñòè Γ0 = (∂D+) ∩ ∂D− ⊆ Γ. Äëÿ ýòèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

ñïðàâåäëèâà �îðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

2φ± = ±ϕ + Sϕ , (4)

ñâÿçûâàþùàÿ èíòåãðàëû (2) è (3).
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Äåéñòâèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà I â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ �åëüäåðà (áåç êîíêðå-
òèçàöèè ïîêàçàòåëÿ µ) èçó÷åíî â [6℄. Â ïðîñòðàíñòâàõ Cµ

λ ýòîò ðåçóëüòàò áûë óòî÷íåí

â [8℄, êîòîðûé ñ�îðìóëèðóåì îòäåëüíî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ãëàäêàÿ äóãà Γ  êîíöîì τ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì áîêîâîé ñòî-

ðîíû ñåêòîðà Sτ . Òîãäà èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð òèïà Êîøè I îãðàíè÷åí Cµ
λ (Γ, τ) →

Cµ
λ (Sτ , τ).

Èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ϕ ∈ Cµ
λ (Γ, τ), ãäå 0 < λ <

1, òî (Iϕ)(z) − (Iϕ)(τ) ∈ Cµ
λ (Sτ , τ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ

òîæäåñòâîì

z − τ

(t− τ)(t− z)
=

1

t− z
− 1

t− τ
,

ñîãëàñíî êîòîðîìó

(Iϕ)(z)− (Iϕ)(τ) = (z − τ)

∫

Γ0

ϕ1(t)dt

t− z

ñ �óíêöèåé ϕ1(t) = (t− τ)−1ϕ(t) ∈ Cµ
λ−1(Γ, τ).

Åñëè ϕ(t) îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, òî �óíêöèÿ

φ = Iϕ â îêðåñòíîñòè òî÷êè τ âåäåò ñåáÿ êàê ln(z − τ).

Ëåììà 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 �óíêöèÿ ϕ(t) − a ∈ Cµ
λ (Γ, τ), 0 < λ < 1.

Òîãäà äëÿ φ = Iϕ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

φ(z) = ±a ln(z − τ) + b+ φ0(z), φ0 ∈ Cµ
λ (D, τ) ,

ãäå âûáèðàåòñÿ âåðõíèé çíàê, åñëè τ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì îðèåíòèðóåìîé äóãè Γ,
è íèæíèé çíàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè λ = µ óñëîâèå íà ϕ â ëåììå ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå ϕ ∈ Cµ(Γ) è åå óòâåðæäåíèå
ñâîäèòñÿ ê φ(z) ∓ ϕ(a) ln(z − τ) ∈ Cµ(D). Â ýòîì ñëó÷àå äàííîå óòâåðæäåíèå õîðîøî

èçâåñòíî [6℄. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ëåììà ïåðåêðûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé íèæå ëåììîé 4.

Îáðàòèìñÿ ê êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ, ñîñòàâëåííîé èç (ðàçîìêíóòûõ èëè ñîìêíó-
òûõ) îðèåíòèðóåìûõ ãëàäêèõ äóã Γ1, . . . ,Γm, êîòîðûå ïîïàðíî ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëü-

êî ïî ñâîèì êîíöàì. Ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå êîíöàìè ýòèõ äóã, îáîçíà÷èì F . Âûáåðåì
ρ > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òî êðóãè Bτ = {|z−τ | ≤ ρ} ñ öåíòðàìè τ ∈ F ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þòñÿ è äëÿ êàæäîãî τ êðèâàÿ Γ∩Bτ ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðàäèàëüíûõ äóã Γτ,j,

1 ≤ j ≤ nτ , ñ îáùèì êîíöîì τ , êîòîðûå ñëóæàò áîêîâûìè ñòîðîíàìè êðèâîëèíåéíûõ

ñåêòîðîâ Sτ,j, 1 ≤ j ≤ nτ , ñ âåðøèíîé τ . Ýòè äóãè îðèåíòèðóåì îäèíàêîâî, ñ÷èòàÿ τ èõ
ëåâûì êîíöîì. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñèãíàòóðó îðèåíòàöèè σ(τ, j) = ±1, ãäå âûáè-
ðàåòñÿ çíàê ïëþñ, åñëè îðèåíòàöèÿ Γτ,j ïðîòèâîïîëîæíà ñ Γ è çíàê ìèíóñ â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Îáùåå ÷èñëî âñåõ äóã Γτ,j ðàâíî 2m è èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñåìåéñòâà

Γs
k, 1 ≤ k ≤ m, s = 0, 1, ãäå äëÿ Γτ,j ⊆ Γk ïîëàãàåòñÿ Γτ,j = Γ0

k, åñëè σ(τ, j) = −1
è Γτ,j = Γ1

k â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, äóãà Γk îðèåíòèðîâàíà îò Γ0
k ê Γ1

k.

Âûáåðåì åùå ñòðîãî âíóòðè Γk äóãó Γ∗
k, ïåðåêðûâàþùóþñÿ ñ êàæäîé èç äóã Γ0

k, Γ
1
k è

ðàññìîòðèì âíå Γ ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé D±
k , 1 ≤ k ≤ m, êî-

òîðûå òàêæå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà F è äëÿ êîòîðûõ
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(∂D+
k ) ∩ ∂D−

k = Γ∗
k, 1 ≤ k ≤ m. Òîãäà, î÷åâèäíî, îáüåäèíåíèå âñåõ 4m îáëàñòåé

D±
k , 1 ≤ k ≤ m, Sτ,j , τ ∈ F, 1 ≤ j ≤ nτ , (5)

âìåñòå ñ êðèâîé Γ îáðàçóþò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü ýòîé êðèâîé.

Èñõîäÿ èç âåêòîðíîãî âåñîâîãî ïîðÿäêà λ = (λτ , τ ∈ F ), ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Cµ
λ (Γ, F )

âñåõ íåïðåðûâíûõ íà Γ \ F �óíêöèé ϕ(t), ñîîòâåòñòâóþùèå ñóæåíèÿ êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæàò Cµ(Γ∗

k), 1 ≤ k ≤ m, è Cµ
λτ
(Γτ,j, τ), τ ∈ F, 1 ≤ j ≤ nτ . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

ââîäèòñÿ è ïðîñòðàíñòâî Cµ(Γ;F ) êóñî÷íî-ãåëüäåðîâûõ �óíêöèé, êîãäà ýòè ñóæåíèÿ

ïðèíàäëåæàò êëàññó Cµ
íà âñåõ óêàçàííûõ äóãàõ.

Òî÷íî òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâî Cµ
λ (D̂;F ) ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ â

îòêðûòîì ìíîæåñòâå D = C \ Γ �óíêöèé φ(z), ñîîòâåòñòâóþùèå ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà

îáëàñòè (5) ïðèíàäëåæàò Cµ(D
±
k ) è C

µ
λτ
(Sτ,j, τ). Î÷åâèäíî, äëÿ �óíêöèé φ ýòîãî êëàññà

îïðåäåëåíû îäíîñòîðîííèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ φ± ∈ Cµ
λ (Γ;F ). Åäèíñòâåííîå óòî÷íå-

íèå â ýòîì îïðåäåëåíèè òðåáóåòñÿ äëÿ òî÷åê τ ñ nτ = 1, êîãäà ðîëü ñåêòîðà Sτ,1 èãðàåò

êðóã Bτ ñ ðàçðåçîì âäîëü Γτ1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Sτ,1 ðàäèàëüíûì îòðåçêîì ðàçî-

áüåì íà äâà îáû÷íûõ ñåêòîðà è ïîòðåáóåì, ÷òîáû êëàññó Cµ
λτ
ïðèíàäëåæàëè ñóæåíèÿ φ

íà ýòè ñåêòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñóæåíèÿ φ íà âåñü ñåêòîð Sτ,1 ïèñàòü φ ∈ Cµ
λτ
(Ŝτ,1, τ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñåìåéñòâà

(5). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü S̃τ,j îòâå÷àþò ρ̃ è âûáðàíî ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî D̃
±
k ïðè-

ëåãàþùèõ îáëàñòåé. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ñóæåíèÿ �óíêöèè φ íà ýòè îáëàñòè òàêæå

ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîñòðàíñòâàì. �àññìàòðèâàÿ íàäëåæàùåå òðåòüå àíà-

ëîãè÷íîå (5) ñåìåéñòâî îáëàñòåé, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ρ̃ < ρ

è D̃±
k ⊇ D±

k äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ m. Ïóñòü Γ ñîäåðæèòñÿ â êðóãå |z| < R áîëüøîãî ðàäèóñà

è îáëàñòü D0 ⊆ D òàêîâà, ÷òî âìåñòå ñî âñåìè îáëàñòÿìè (5) èìååì îòêðûòîå ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà {|z| < R} \ Γ. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ φ ïðèíàäëå-

æèò êëàññó Cµ
â çàìûêàíèè D êàæäîé îáëàñòè D = D̃±

r . Íî âìåñòå ñ D
0
ìíîæåñòâà (5)

îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå D \ Γr. Â ÷àñòíîñòè, ïî ïðåäïîëîæåíèþ φ ∈ Cµ(D ∩D±
k )

è φ ∈ Cµ(D ∩ Sτ,j). Íî äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ K ∩Γr íàéäåòñÿ òàêîé êðóã B ñ öåíòðîì â

ýòîé òî÷êå, ÷òî ìíîæåñòâî B ∩D öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç îáëàñòåé (5). Îòñþäà

âêëþ÷åíèå φ ∈ Cµ(D) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ïðîñòðàíñòâàì òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: åñëè ϕ ∈ Cµ
λ (Γ, F ), −1 < λ < 0, òî èíòåãðàë òèïà Êîøè φ = Iϕ

ïðèíàäëåæèò Cµ
λ (D̂;F ) è ñïðàâåäëèâû �îðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ (4). Íà ýòîò �àêò

â äàëüíåéøåì ññûëàåìñÿ òàêæå êàê íà òåîðåìó 1.

Äëÿ ϕ ∈ Cµ(Γ;F ) èìååì 2m ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-

þùèìè äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ϕ̂(τ, j) = lim
t→τ,t∈Γτ,j

ϕ(t) , 1 ≤ j ≤ m, τ ∈ F ,

ϕ̂ s
k = lim

t→τ,t∈Γs
k

ϕ(t), 1 ≤ k ≤ m, s = 0, 1 .
(6)

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ëåììó 2 òàêæå ìîæåì ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: åñëè ϕ ∈ Cµ(Γ, F ), òî â ñåêòîðàõ Sτ,j èíòåãðàë òèïà Êîøè φ = Iϕ ïðåäñòàâèì
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â âèäå

φ(z) =
1

2πi

(
nτ∑

j=1

σ(τ, j)ϕ̂(τ, j)

)
ln(z − τ) + φτ,j(z) , φτ,j ∈ Cµ(Sτ,j) , (7)

ãäå ln(z − τ) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ â Sτ,j âåòâü ëîãàðè�ìà. Êîíå÷íî, ïðè nτ = 1

óñëîâèå íà φτ,j çäåñü ñëåäóåò çàïèñûâàòü â �îðìå φτ,j ∈ Cµ(Ŝτ,1), ò.å. â ñìûñëå ïðèíàä-
ëåæíîñòè êëàññó Cµ

â êàæäîì èç äâóõ ñåêòîðîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îáëàñòü Sτ,1

ðàäèàëüíûì îòðåçêîì.

Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å (1), äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèÿ G(t) îòëè÷íà îò

íóëÿ âñþäó íà Γ\F , âêëþ÷àÿ å¼ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Ĝ(τ, j) â òî÷êàõ τ ∈ F . Î÷åâèäíî,
â ýòîì ñëó÷àå 1/G ∈ Cµ(Γ;F ) è àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò íåïðåðûâíàÿ íà Γ\F
âåòâü ëîãàðè�ìà lnG(t).

Â îáîçíà÷åíèÿõ (6) ââåäåì ïðèðàùåíèÿ (lnG)
∣∣
Γk

= (l̂nG)1k − (l̂nG)0k íà äóãå Γk è

ñóììó

IndG =
∑m

j=1

1

2πi
(lnG)

∣∣
Γj
, (8)

êîòîðóþ íàçîâåì èíäåêñîì Êîøè �óíêöèè G. Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
íå çàâèñèò îò âûáîðà âåòâè ëîãàðè�ìà. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (6) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

IndG =
∑

τ∈F
ζτ , ζτ =

1

2πi

nτ∑

j=1

σ(τ, j)(l̂nG)(τ, j) . (9)

Ïîëîæèì

ατ + iβτ =
1

2πi
ln Ĝτ , 0 ≤ ατ < 1 , (10)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè

Ĝτ =
nτ∏

j=1

[Ĝ(τ, j)]σ(τ,j) ,

è ââåäåì ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ ∆τ = {ατ + k, k ∈ Z}, τ ∈ F . Äëÿ âåñîâîãî

ïîðÿäêà çàïèñü δ ∈ ∆ îçíà÷àåò, ÷òî δτ ∈ ∆τ äëÿ âñåõ τ ∈ F .
Î÷åâèäíî, ζτ − (ατ + iβτ ) ∈ Z, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (8) � (10) äëÿ ëþáîãî δ ∈ ∆ ÷èñëî

æ = IndG−
∑

τ∈F
(δτ + iβτ ) ∈ Z . (11)

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî δ ∈ ∆ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D = C\Γ
�óíêöèÿ X(z), êîòîðàÿ âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

X(z), 1/X(z) ∈ Cµ(D
±
k ), 1 ≤ k ≤ m;

Xτ,j(z), 1/Xτ,j(z) ∈ Cµ(Sτ,j), τ ∈ F, 1 ≤ j ≤ nτ ,
(12)

ãäå Xτ,j(z) = X(z)(z − τ)−δτ−iβτ
, z ∈ Sτ,j, è

X+ = GX− , (13)
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lim
z→∞

X(z)zæ = 1 . (14)

� Åñëè äâå �óíêöèè X1, X2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12)-(14), òî èõ îòíîøåíèå

Y = X1/X2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Y + = Y −
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, àíà-

ëèòè÷åñêîé â C \ F . Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì õîðîøî èçâåñòíîãî

ñâîéñòâà îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè, êîòîðîå ñ�îðìóëèðóåì îòäåëüíî è äîêàæåì

ïîçæå. �

Ëåììà 3. Ïóñòü ïðîñòàÿ îáëàñòü D0 ðàçáèòà îðèåíòèðóåìîé ãëàäêîé äóãîé Γ0 íà

äâå ïîäîáëàñòè D±
, ñ÷èòàÿ D+

ëåæàùåé ñëåâà îò Γ0. Òîãäà ëþáàÿ �óíêöèÿ φ0 ∈ C(D0),
àíàëèòè÷åñêàÿ â ïîäîáëàñòÿõ D±

, àíàëèòè÷íà âî âñåé îáëàñòè D0.

Èòàê, �óíêöèÿ Y (z) àíàëèòè÷íà â C \ F è â ñèëó (12) â îêðåñòíîñòè òî÷åê τ ∈ F
îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó îíà àíàëèòè÷íà íà âñåé ïëîñêîñòè è íà îñíîâàíèè (14) ñòðåìèòñÿ ê

1 ïðè z → ∞. Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ îòñþäà Y (z) ≡ 1, ÷òî îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü
�óíêöèè X(z).

Èñõîäÿ èç íåïðåðûâíîé íà Γ \ F âåòâè ëîãàðè�ìà lnG ∈ Cµ(Γ;F ), ðàññìîòðèì
�óíêöèþ

X0(z) = exp[I(lnG)](z) , z ∈ D .

Ïðèìåíÿÿ ê ϕ = lnG ñîîòíîøåíèå (7), óáåæäàåìñÿ, ÷òî �óíêöèÿ X0(z) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (12) ïî îòíîøåíèþ ê ñåìåéñòâó ζτ â (9) è ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè z → ∞.

Êðîìå òîãî, îíà óäîâëåòâîðÿåò è êðàåâîìó óñëîâèþ (13). Ïîýòîìó ìîæåì ïîëîæèòü

X(z) =
∏

τ∈F
(z − τ)δτ+iβτ−ζτX0(z) .

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó (8), (11)

∑
τ
(ζτ − δτ − iβτ ) = æ

è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî è óñëîâèå (14).

� Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû Êîøè. Åñëè äóãè Γ± =
∂D± \Γ0 îðèåíòèðîâàíû ïîëîæèòåëüíî ïî îòíîøåíèþ ê D±

, òî ñîãëàñíî ýòîé �îðìóëå

1

2πi

∫

Γ±

φ0(t)dt

t− z
± 1

2πi

∫

Γ0

φ0(t)dt

t− z
=

{
φ0(z), z ∈ D±,
0, z ∈ D∓.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

φ0(z) =
1

2πi

∫

∂D0

φ0(t)dt

t− z
, z ∈ D0 \ Γ0,

êîòîðîå äîêàçûâàåò àíàëèòè÷íîñòü �óíêöèè φ0 â îáëàñòè D0. �

Ñëåäóÿ [6℄, �óíêöèþ X(z) íàçîâ¼ì êàíîíè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å (1) è âåñî-

âîìó ïîðÿäêó δ ∈ ∆. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ýòîé �óíêöèè òàêæå âïåðâûå óêàçàíà â [6℄.
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Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà êàíîíè÷åñêèõ ìàòðèö-�óíêöèè â òî÷êàõ τ ∈ F äëÿ çàäà÷è

(1) â îáùåì âåêòîðíîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà â [9℄.

�àññìîòðèì çàäà÷ó (1) â êëàññå �óíêöèé φ ∈ Cµ
λ , ïîâåäåíèå êîòîðûõ íà áåñêîíå÷-

íîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå

|φ(z)| ≤ C|z|k , |z| ≥ R , (16)

ãäå R âûáðàíî ñòîëü áîëüøèì, ÷òî Γ ⊆ {|z| < R} è k ∈ Z �èêñèðîâàíî. Ýòà îöåíêà

ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî �óíêöèÿ φ(z) â îáëàñòè |z| ≥ R ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

φ(z) =
∑k

j=−∞
cjz

j .

Íàèáîëüøåå j ≤ k, äëÿ êîòîðîãî cj 6= 0 â ýòîì ðàçëîæåíèè íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì

deg φ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêó (16) ìîæåì âûðàçèòü óñëîâèåì deg φ ≤
k. Óñëîâèìñÿ ïîä deg p ïîíèìàòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p, ñ÷èòàÿ p = 0 ïðè deg p < 0, è
îáîçíà÷èì Pk êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ p ñòåïåíè deg p ≤ k. Î÷åâèäíî, åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà
max(0, k + 1).

Ïîëüçóÿñü êàíîíè÷åñêîé �óíêöèåé, îáû÷íûì îáðàçîì [6℄ ëåãêî ïîñòðîèòü ý��åê-

òèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âåñîâîé ïîðÿäîê λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ λτ /∈ ∆τ , τ ∈ F , òàê
÷òî íàéäåòñÿ δ ∈ ∆ ñî ñâîéñòâîì −1 < λτ − δτ < 0. Ïóñòü X � êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

çàäà÷è (1), îòâå÷àþùàÿ δ. Òîãäà â êëàññå

{φ ∈ Cµ
λ , deg φ ≤ k − 1} (17)

ïðè æ + k ≥ 0 âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è φ+ = Gφ−
ñîñòîÿò èç �óíêöèé Xp, p ∈

Pæ+k−1, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à âñåãäà ðàçðåøèìà è îäíèì èç å¼ ðåøåíèé ñëóæèò �óíê-

öèÿ

φ = Xφ0, φ0 = I[(X+)−1g] . (18)

Åñëè æ + k < 0, òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à â êëàññå (17) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå-

íèå, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè ∫

Γ

[X+(t)]−1g(t)p(t)dt = 0, p ∈ P−æ−k−1 . (19)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ðåøåíèå çàäà÷è äà¼òñÿ �îðìóëîé (18).

� Â ñèëó ëåììû 1 è òåîðåìû 1 ïðåîáðàçîâàíèå φ → φ0 = X−1φ îñóùåñòâëÿåò

èçîìîð�èçì êëàññà (17) íà êëàññ

{φ0 ∈ Cµ
ν , deg φ ≤ k + æ− 1} (20)

ñ âåñîâûì ïîðÿäêîì ντ = λτ − δτ , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ −1 < ν < 0. Ïðè ýòîì

ïðåîáðàçîâàíèè ñ ó÷åòîì (13) çàäà÷à (1) ïåðåõîäèò â φ+
0 − φ−

0 = g0 ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

g0 = (X+)−1g ∈ Cµ
ν (Γ, F ). Åñëè g = 0, òî òîãäà �óíêöèÿ φ0 àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ

â C\F è â òî÷êàõ τ ∈ F äîïóñêàåò ñëàáûå îñîáåííîñòè. Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòà
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�óíêöèÿ àíàëèòè÷íà íà âñåé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (20) è òåîðåìû Ëèóâèëëÿ

ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì p ñòåïåíè deg p ≤ k + æ. Â ÷àñòíîñòè, φ = 0 ïðè

k + æ < 0.
Ïðè k + æ ≥ 0 èíòåãðàë òèïà Êîøè φ0 = Ig0 ïðèíàäëåæèò êëàññó (20) è â ñèëó

�îðìóë Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ (4) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ φ+
0 −φ−

0 = g0, ïîýòîìó
�îðìóëà (18) äîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (1) â êëàññå (17). Ïðè k + æ < 0 �óíêöèþ

g0 íóæíî ïîä÷èíèòü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì åå ïðèíàäëåæíîñòü

êëàññó (20). Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ

(Ig0)(z) =
∑

j≥0

cjz
−j−1 , cj = − 1

2πi

∫

Γ

g0(t)t
jdt ,

èíòåãðàëà òèïà Êîøè â îêðåñòíîñòè ∞ ýòè óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê cj = 0, 0 ≤ j ≤ −(k +
æ)− 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (19). �

Òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñòåïåííî-ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó â òî÷êàõ τ ∈
F ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå èìååò ïðàâàÿ ÷àñòü g çà-
äà÷è (1). Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, äîïîëíÿþùåãî ëåììó 2.

Ëåììà 4. Ïóñòü ãëàäêàÿ äóãà Γ0 ñ êîíöàìè τ 6= τ ′ îðèåíòèðîâàíà îò τ ê τ ′, çàäàíà
ïðîñòàÿ îáëàñòü D0 ⊆ C \ Γ0, äëÿ êîòîðîé D0 ∩ Γ0 = {τ}, è âûáðàíà âåòâü ëîãàðè�ìà

ln(z−τ) ñ ðàçðåçîì âäîëü Γ0 è ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ln+(t−τ) = ln(t−τ) è ln−(t−τ) =
ln(t− τ) + 2πi íà Γ0. Ïóñòü �óíêöèÿ

ϕ(t) = (t− τ)ζq[ln(t− τ)] + ϕ0(t) , ϕ0 ∈ Cµ
λ (Γ0, τ) , (21)

ãäå −1 < Re ζ < λ < 0 è q(u) � ìíîãî÷ëåí íåêîòîðîé ñòåïåíè k ≥ −1 (ïðè k = −1
ïîëàãàåòñÿ q = 0). Òîãäà èíòåãðàë òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ ϕ â îáëàñòè D0 ïðåäñòàâèì

â âèäå

1

2πi

∫

Γ0

ϕ(t)dt

t− z
= (z − τ)ζp[ln(z − τ)] + φ0(z), φ0 ∈ Cµ

λ (D0, τ) , (22)

ãäå ìíîãî÷ëåí p èìååò òó æå ñòåïåíü k è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

p(u)− e2πiζp(u+ 2πi) = q(u) . (23)

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè Re ζ = 0, 0 < λ < 1 ñ òîé ðàçíèöåé,

÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (22) �óíêöèÿ φ0 − c0 ∈ Cµ
λ (D0, τ) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c0 ∈ C,

à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p íå ïðåâîñõîäèò k ïðè ζ 6= 0 è k + 1 ïðè ζ = 0.

� Óáåäèìñÿ ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè e2πiζ 6= 1 óðàâíåíèå (23) â êëàññå ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè íå âûøå n îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð N ýòîãî óðàâíåíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

Np = (1− e2πiζ)p−
∑

k≥1

(2πi)k

k!
p(k) ,
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äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå Np = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîé ðåøåíèå. Íî ýòîò

�àêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Np èìååò òó æå ñòåïåíü, ÷òî è p. ×òî
êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ ζ = 0, òî â ýòîì ñëó÷àå

Np = −
∑

k≥1

(2πi)k

k!
p(k) ,

è ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê p′. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå p óðàâ-
íåíèÿ p(u)− p(u + 2πi) = q(u) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû è èìååò ñòåïåíü,

íà åäèíèöó áîëüøóþ ñòåïåíè q.
Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ρ1 < ρ2 ñòîëü ìàëûìè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êðóãà {|z −

τ | ≤ ρk} ñ Γ0 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé äóãîé Γk, k = 1, 2 è, ïóñòü Sk åñòü äîïîëíåíèå ê Γ0

â ýòîì êðóãå. Î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ïî îòíîøåíèþ ê

ñåêòîðó S1, çàïèñûâàÿ óñëîâèå íà �óíêöèþ φ0 â (22) â �îðìå φ0 ∈ Cµ
λ (Ŝ1, τ). Ïðèìåíèì

â ñåêòîðå S2 ê �óíêöèè Ω(z) = (z − τ)ζp[ln(z − τ)], ãäå ìíîãî÷ëåí p(u) åñòü ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (23), �îðìóëó Êîøè:

1

2πi

∫

|t−τ |=ρ2

Ω(t)dt

t− z
+

1

2πi

∫

Γ2

[Ω+(t)− Ω+(t)]dt

t− z
= Ω(z) , z ∈ S2 .

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

1

2πi

∫

Γ2

(t− τ)ζq[ln(t− τ)]dt

t− z
= Ω(z) + h0(z), z ∈ S1 ,

ãäå �óíêöèÿ h0(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå |z − τ | < ρ2. Îòñþäà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (22)

ñ �óíêöèåé

φ0(z) = h0(z) +
1

2πi

∫

Γ0\Γ2

(t− τ)ζq[ln(t− τ)]dt

t− z
+

1

2πi

∫

Γ0

ϕ0(t)dt

t− z
, z ∈ S1 .

Åñëè −1 < Re ζ < λ < 0, òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 �óíêöèÿ φ0 ∈ Cµ
λ (Ŝ1, τ). Åñëè

Re ζ = 0 è 0 < λ < 1, òî ñîãëàñíî î÷åâèäíîìó ñîîòíîøåíèþ

z − τ

(t− τ)(t− z)
=

1

t− z
− 1

t− τ

ìîæåì çàïèñàòü ∫

Γ0

ϕ0(t)dt

t− z
= (z − τ)

∫

Γ0

ϕ1(t)dt

t− z
+

∫

Γ0

ϕ1(t)dt

ñ �óíêöèåé ϕ1(t) = (t − τ)−1ϕ0(t) ∈ Cµ
λ−1(Γ0, τ). Ïîñêîëüêó −1 < λ − 1 < 0, îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1. �

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (23) ìîæíî ðåøèòü â ÿâíîé �îðìå. C ýòîé öåëüþ ðàññìîò-

ðèì àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ g(u) = 1 − e2πiu. Èñõîäÿ èç òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ
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g(ζ + u) ïî ñòåïåíÿì u è îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ Dp = p′ â êëàññå ìíîãî÷ëåíîâ
p, ââåäåì â ýòîì êëàññå ëèíåéíóþ îïåðàöèþ

g(ζ +D)p =
∑

k≥0

g(k)(ζ)

k!
Dkp .

Â òåðìèíàõ ýòîé îïåðàöèè óðàâíåíèå (23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå g(ζ +D)p = q. Ïóñòü
ζ 6= 0 è h(u) = (1− e2πiu)−1

. Òîãäà çàïèñûâàÿ òîæäåñòâî h(ζ +u)g(ζ+u) = g(ζ+u)h(ζ+
u) = 1 äëÿ òåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì u, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îïåðàöèè g(ζ+D)
è h(ζ +D) âçàèìíî îáðàòíû, òàê ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (23) ñëóæèò p = h(ζ +D)q.

Ïðè ζ = 0 ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå �óíêöèè h(u) â ðÿä Ëîðàíà

h(u) = − 1

2πi
u−1 +

∑

k≥0

cku
k

ñ êîý��èöèåíòàìè

c0 =
1

2
, c1 = −2πi

12
, c2 = 0 , . . . ,

è ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàçëîæåíèþ ïîëîæèì

h(D)p = − 1

2πi
p(−1) +

∑

k≥0

ckDp, p(−1)(u) =

∫ u

0

p(v)dv .

Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g(D)h(D)p = p äëÿ ëþáîãî ìíîãî-

÷ëåíà p, îäíàêî ïîðÿäîê îïåðàöèé çäåñü ñóùåñòâåíåí. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí p = h(D)q
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (23) è â ýòîì ñëó÷àå.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 �óíêöèè âèäà (21), (22) ïðèíàäëåæàò êëàññó ∩ε>0C
µ
λ−ε, êîòîðûé

îáîçíà÷èì Cµ
λ−0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëîæèì Cµ

λ+0 = ∪ε>0C
µ
λ+ε. Î÷åâèäíî, ïî îòíî-

øåíèþ ê êëàññó Cµ
λ−0(D̂, F ) óñëîâèå íà λ â òåîðåìå 3 ìîæíî îïóñòèòü, âûáèðàÿ δ ∈ ∆

ïî óñëîâèþ

δτ − 1 < λτ ≤ δτ , τ ∈ F . (24)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ g ïðèíàäëåæèò êëàññó Cµ
λ−0(Γ, F ) è δ ∈ ∆ âûáðàíî

ïî óñëîâèþ (24). Ïóñòü äëÿ �èêñèðîâàííîãî τ ∈ F ñóæåíèå �óíêöèè g íà äóãè Γτ,j,

1 ≤ j ≤ nτ , ïðåäñòàâèìî â âèäå

g(t) = (t− τ)ζqj [ln(t− τ)] + gj(t), gj ∈ Cµ
λτ+0(Γτ,j , τ) , (25)

ãäå Re ζ = λτ è qj ∈ Pk.

Òîãäà ïðè λτ < δτ ëþáîå ðåøåíèå φ ∈ Cµ
λ−0(D̂, F ) çàäà÷è (1) â ñåêòîðàõ Sτ,j ïðåäñòà-

âèìî â âèäå

φ(z) = (z − τ)ζpj [ln(z − τ)] + φj(z), φj ∈ Cµ
λτ+0(Sτ,j , τ) , (26)

ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè pj ∈ Pk. Åñëè λτ = δτ , òî

φ(z) = (z − τ)ζpj[ln(z − τ)] + cj(z − τ)ζτ + φj(z), φj ∈ Cµ
λτ+0(Sτ,j, τ) , (27)
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ñ íåêîòîðûìè cj ∈ C è ìíîãî÷ëåíàìè pj , ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò k ïðè Im ζ 6= βτ
è k + 1 ïðè Im ζ = βτ .

� Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ðåøåíèå φ ∈ Cµ
λ−0(D̂, F ) çàäà÷è (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

φ = X(φ0 + p0), φ0 = I[(X+)−1g] , (28)

ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì p0. Òîãäà íà îñíîâàíèè (25) è òåîðåìû 2 ìîæåì çàïèñàòü

[X+(t)]−1g(t) = (t− τ)ζ−δτ−iβτ qj[ln(t− τ)] + g0j (t) , g0j ∈ Cµ
ντ+0(Γτ,j, τ) ,

ãäå Re ζ − δτ = ντ è −1 < ντ ≤ 0.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ντ < 0. Òîãäà â ñèëó ëåììû 4 îòñþäà

φ0(z) = (z − τ)ζ−δτ−iβτpj[ln(z − τ)] + φ0
j(z) , φ0

j ∈ Cµ
ντ+0(Sτ,j, τ) ,

÷òî äëÿ �óíêöèè φ â (28) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ (26).

Åñëè ντ = 0, òî íà îñíîâàíèè ëåììû 4

φ0(z) = (z − τ)i(Im ζ−βτ )pj[ln(z − τ)] + cj + φ0
j(z) , φ0

j ∈ Cµ
+0(Sτ,j, τ) ,

ñ ìíîãî÷ëåíàìè pj ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè. Ñîâìåñòíî ñ (28) îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó â ñèòóàöèè, êîãäà λτ = ζ = 0 è qj ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíà-
ìè íóëåâîé ñòåïåíè, ò.å. êîãäà óñëîâèå (25) ïåðåõîäèò â

g(t)− aj ∈ Cµ
+0(Γτ,j, τ) , 1 ≤ j ≤ nτ . (29)

Íàïîìíèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ (10) ìíîæåñòâî ∆τ ñîñòîèò èç ÷èñåë ατ + j, j ∈ Z,
ãäå 0 ≤ ατ < 1. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû 4 ïðè 0 < ατ < 1 ëþáîå ðåøåíèå φ
çàäà÷è (1), ïðèíàäëåæàùåå Cµ

−0(Sτ,j , τ) â îêðåñòíîñòè τ , â äåéñòâèòåëüíîñòè îáëàäàåò

ñâîéñòâîì φ(z)− cj ∈ Cµ
+0(Sτ,j, τ) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé cj . Åñëè ατ = 0, íî βτ 6= 0, òî

ñîãëàñíî (27) èìååì ðàçëîæåíèå

φ(z) = bj + cj(z − τ)iβτ + φj(z), φj ∈ Cµ
λτ+0(Sτ,j, τ) .

Íàêîíåö ïðè ατ = βτ = 0 ìíîãî÷ëåíû pj â (27) èìåþò ñòåïåíü 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå

φ(z) = bj + cj ln(z − τ) + φj(z), φj ∈ Cµ
λτ+0(Sτ,j, τ) . (30)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå φ áóäåò îãðàíè÷åííûì â îêðåñòíîñòè τ äëÿ ëþáîé �óíêöèè
g âèäà (29) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ατ + iβτ 6= 0. Ïî òåðìèíîëîãèè Í.È. Ìóñõåëè-

øâèëè [6℄ òî÷êè τ ∈ F , äëÿ êîòîðûõ ζτ,0 6= 0, íàçûâàþòñÿ íåîñîáåííûìè.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 è ëåììû 2 âèäíî, ÷òî ïðè ατ = 0 êîý��èöèåíòû cj â

ðàçëîæåíèè (30) îáðàùàþòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñòîÿííûå aj â (29)
ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

nτ∑

j=1

σ(τ, j)
ĝ(τ, j)

X̂+(τ, j)
= 0 . (31)
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ïðåäïîëîæåíèåì è òåîðåìîé 2 êàíîíè÷å-

ñêàÿ �óíêöèÿ X(z) ∈ Cµ(Sτ,j) è, ñëåäîâàòåëüíî, X
+ ∈ Cµ(Γτ,j).

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà nτ = 2 è çíàêè σ(τ, j), j = 1, 2, ïðîòèâîïîëîæíû,
íàïðèìåð, σ(τ, 1) = −σ(τ, 2) = 1. Òîãäà â îêðåñòíîñòè τ êðèâàÿ Γ îðèåíòèðîâàíà åäèíûì
îáðàçîì, ïðè÷åì äóãà Γτ,1 ëåæèò ñëåâà îò τ è åå ìîæíî îáîçíà÷èòü Γτ,−0, è àíàëîãè÷íî

Γτ,2 = Γτ,+0. Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (6) íà ýòèõ äóãàõ ìîæíî îáîçíà÷èòü

ϕ(τ ± 0). Â ýòîì ñëó÷àå (10) ïðèíèìàåò âèä

ατ + iβτ =
1

2πi
ln
G(τ − 0)

G(τ + 0)
, 0 ≤ ατ < 1 .

Ïóñòü G(τ − 0) = G(τ + 0) è âûïîëíåíî óñëîâèå (29), ò.å. g(t) − a± ∈ Cµ
+0(Γτ±0, τ).

Òîãäà äëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè φ â äâóõ ñåêòîðàõ Sτ,1 è Sτ,2 áóäåì èìåòü ðàçëîæå-

íèå (30). Ïóñòü êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ X(z) â òåîðåìå 2 ïîñòðîåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

âñå ατ + iβτ = 0. Òîãäà åå ñóæåíèå Xj íà ñåêòîð Sτ,j âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Cµ(Sτ,j). Ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñåêòîð Sτ,1 ðàñïîëîæåííûì ñëåâà

îò Γ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî çíà÷åíèÿ X+(τ ± 0) ñîâïàäàþò ñ X1(τ) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîîòíîøåíèå (31) ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó g(τ + 0) = g(τ − 0). Âûïîëíåíèå ýòîãî
óñëîâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî

â ðàçëîæåíèè (30).

Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì,

ò.å. êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîé êðèâîé ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè, è �óíêöèÿ

G ∈ Cµ(Γ). Ïóñòü ýòè êîìïîíåíòû, êîòîðûå îáîçíà÷èì Γ(1), . . . ,Γ(n), îðèåíòèðîâàíû

îïðåäåëåííûì îáðàçîì (ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëó÷àå ατ + iβτ = 0 äëÿ âñåõ τ ∈ F , êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ X(z), ïîñòðîåííàÿ ïî

òåîðåìå 2 äëÿ δ = 0, â ïðèëåãàþùèõ îáëàñòÿõ D±
âìåñòå ñî ñâîåé îáðàòíîé 1/X(z) ïðè-

íàäëåæèò Cµ(D±). Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ g ∈ Cµ(Γ) òåîðåìà 3 îïèñûâàåò ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è (1) a êëàññå �óíêöèé φ ∈ Cµ(D̂) ñ ïîðÿäêîì íå âûøå k − 1 íà ∞.

Öåëîå ÷èñëî æ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì Êîøè æ = IndG,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïðèðàùåíèé âåòâè lnG íà ïðîñòûõ êîíòóðàõ Γ(j) â ñîîò-

âåòñòâèè ñ èõ îðèåíòàöèåé, ò.å.

æ =
1

2πi

∑n

j=1
lnG

∣∣
Γ(j)

. (32)

Çäåñü âåòâü ëîãàðè�ìà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà Γ(j) âíå �èêñèðîâàííîé òî÷êè

τ(j).
Ñëåäóÿ [5,6℄, êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî ñòðîèòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â òåîðåìå

3, íî òîëüêî èñõîäÿ èç êîìïîíåíò Γ(j). Åñëè âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (32) ðàâíû

íóëþ, òî lnG ∈ Cµ(Γ) è ìîæíî ïîëîæèòü

X(z) = exp[I(lnG)](z) , z ∈ D .

Â îáùåì ñëó÷àå ïóñòü æj îçíà÷àåò j−îå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (32). Êàæäûé

ïðîñòîé êîíòóð Γ(j) ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà êîíå÷íóþ D0
j è áåñêîíå÷íóþ D1

j îáëàñòè.
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Âûáåðåì òî÷êó aj ∈ D0
j è ïîëîæèì

G1(t) =
s∏

j=1

(t− aj)
σjæj , t ∈ Γ ,

ãäå σj = 1, åñëè êîíòóð Γ(j) îðèåíòèðîâàí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è σj = −1 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî,

1

2πi
lnG1

∣∣
Γ(j)

= æj , 1 ≤ j ≤ n ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ G0 = G−1
1 G îáëàäàåò ñâîéñòâîì lnG0 ∈ Cµ(Γ). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ âíå Γ �óíêöèÿ

X1(z) =

n∏

j=1

Yj(z), Yj(z) =

{
1, z ∈ D0

j ,
(z − aj)

−æj , z ∈ D1
j ,

áóäåò êàíîíè÷åñêîé äëÿ êîý��èöèåíòà G1(t). Ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ

äëÿ êîý��èöèåíòà G ìîæåì îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

X(z) = X0(z)X1(z), X0(z) = exp[I(lnG0)](z) , z ∈ D .
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ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS

OF THE LINEAR CONJUGATION PROBLEM AT ANGULAR POINTS

OF THE CURVE

G.N. Averianov, A.P. Soldatov

Belgorod State University,

Studenheskaja St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: soldatov48�gmail.om

Abstrat. The lassial problem of linear onjugation problem with pieewise smooth urve

is under onsideration for analyti funtions in the frame of weight H�older's spaes sale. It is

obtained the expliit power-logarithmi asymptoti of solution of this problem at angle points of

the onjugation urve at the supposition that the right-hand side of the problem has the analogous

asymptoti.

Key words: linear onjugation problem, analyti funtions, H�older's spaes, pieewise-smooth

urves..
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óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, 308007, ã. Áåëãîðîä, e-mail: Glushak�bsu.edu.ru

Àííîòàöèÿ.Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ðåøåíèé àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-

Äàðáó ñ �ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíûõ îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè, óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó, �ðåä-

ãîëüìîâ îïåðàòîð, âîçìóùåíèå.

Â ðàáîòå [1℄ ïðè t > 0 è k ≥ 0 óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ñëåäóþ-
ùèõ óðàâíåíèé ñ �ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì A ïðè ïðîèçâîäíûõ:

A
(
tku′(t)

)′
= tkBu(t) , (1)

(
tkAv′(t)

)′
= tkBv(t) , (2)

(
tk(Aw(t))′

)′
= tkBw(t) . (3)

Äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä

u(0) = U0 , u′(0) = 0 . (4)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çà-

äà÷ ïðè èçìåíåíèè ëèáî îïåðàòîðíûõ êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé, ëèáî ïàðàìåòðà k.
Âñå èñïîëüçóåìûå íàìè îáîçíà÷åíèÿ ââåäåíû â [1℄.

Óñëîâèå 1. Ïóñòü B ∈ L (E1, E2), à îïåðàòîð A � ëèíåéíûé, çàìêíóòûé, �ðåä-

ãîëüìîâûé îïåðàòîð è ïðè ýòîì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ îïåðàòîð A + λB
îáðàòèì.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è U0 ∈ M, òî çàäà÷à (1), (4) ïðè ëþáûõ k ≥ 0 èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñì. [1℄) uk(t) = Yk(t;Tp)U0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è U0 ∈ M. Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî t ∈
[0, t0], t0 > 0 äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→k

um(t) = uk(t) . (5)

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 13-

01-00378 À-2013
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� Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > k. Â ñèëó �îðìóëû ñäâèãà ïî ïàðà-

ìåòðó (ñì. [2℄) äëÿ U0 ∈ M, t ∈ [0, t0] è δ > 0 èìååì

um(t)− uk(t) =

=
2

B ((k + 1)/2, (m− k)/2)

1−δ/t0∫

0

sk (1− s2)(m−k−2)/2 (Ym(ts;Tp)− Yk(t;Tp))U0 ds+

+
2

B ((k + 1)/2, (m− k)/2)

1∫

1−δ/t0

sk (1− s2)(m−k−2)/2 (Ym(ts;Tp)− Yk(t;Tp))U0 ds .

Â ñèëó ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðíîé �óíêöèè Yk(t;Tp) ñóùåñòâóåò δ > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ‖Ym(ts;Tp)U0 − Yk(t;Tp)U0‖ < ε, åñëè òîëüêî |1− s| < δ/t0.
Çà�èêñèðóåì òàêîå δ > 0 è ïóñòü M(t0) = sup[0,t0] ‖Yk(t;Tp)U0‖. Òîãäà

‖um(t)− uk(t)‖ ≤ 2

B ((k + 1)/2, (m− k)/2)
×

×


2M(t0)

1−δ/t0∫

0

(1− s2)(m−k−2)/2 ds+ ε

1∫

0

(1− s2)(m−k−2)/2 ds


 ≤

≤ 4M(t0) Γ((m+ 1)/2)

Γ((k + 1)/2) Γ((m− k)/2)

(
2δ

t0
− δ2

t20

)(m−k−2)/2

+ ε .

Ïîñêîëüêó lim
m→k

Γ((m− k)/2 = ∞, òî, ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü ε > 0, èç ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì (5). �

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ è ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî çàäà÷ (2), (4) è (3), (4).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è U0 ∈ M. Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî t ∈
[0, t0], t0 > 0 äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→k

vm(t) = vk(t) .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è

S0U0 = 0, QjSj−1Fj−1(I1 − P0)U0 = 0 , j = 1, 2, ..., p− 1 .

Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0], t0 > 0 äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→k

wm(t) = wk(t) .
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Â äàëüíåéøåì ìû, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ãë. 2 èç [3℄, èññëåäóåì âëèÿíèå íà ðåøå-

íèå âîçìóùåíèé êîý��èöèåíòîâ òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ óðàâíåíèé (2) è (3)

ðåçóëüòàòû �îðìóëèðóþòñÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðè k ≥ 0 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(A− εC)
(
tku′(t)

)′
= tkBu(t) (6)

ñ ïàðàìåòðîì ε ∈ C, 0 < |ε| < ε0, ε0 > 0.

Óñëîâèå 2. Ïóñòü B, C ∈ L (E1, E2), à îïåðàòîð A � ëèíåéíûé, çàìêíóòûé, �ðåä-

ãîëüìîâûé îïåðàòîð, ïðè÷¼ì dim ker A = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå dim ker A = 1 ëèøü óïðîùàåò èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ.
Ïóñòü e � ýëåìåíò èç ker A, ϕ ∈ oker A. Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå oker A ââåä¼ì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < ·, · > òàê, ÷òîáû < ϕ, ϕ >= 1.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëåììà 1 èç [1℄ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 1 [3℄. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2, x ∈ D(A), y ∈ E2. Òîãäà óðàâíåíèå Ax = y
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

< Q0y, ϕ >= 0, x = H0y + ce,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç C.

Ñëåäóÿ [3℄ (ï. 2.2.1), äëÿ x ∈ E1 è ε ∈ C : |ε| < ‖H0C‖−1
ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå

îïåðàòîðû

K0(ε)x = ε < Q0Cx, ϕ >, x ∈ E1,

K1(ε)x = ε < Q0C(I1 − εH0C)
−1H0Bx, ϕ > + < Q0Bx, ϕ >,

Kj(ε) = Kj−1(I1 − εH0C)
−1H0B, j = 2, 3, ... .

Ââåä¼ì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ýëåìåíò τ(ε) = (I1− εH0C)
−1e è ïóñòü r � ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì Kr(ε)τ(ε) 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (6) ïðèìåò âèä

(
tku′(t)

)′
= tkΥ(ε)u(t) , (7)

ãäå

Υ(ε)x = (I1 − εH0C)
−1H0Bx−

Kr+1(ε)x

Kr(ε)τ(ε)
(I1 − εH0C)

−1e ,

è ïðè ýòîì äëÿ j = 1, 2, ..., r âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

Kj(ε)u(t) ≡ 0 . (8)

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1, òàêæå êàê è â ï. 2.2.1 [3℄ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2. �åøåíèå çàäà÷è (6), (4) ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò j ∈ N òàêîå, ÷òî Kj(ε)τ(ε) 6= 0 äëÿ ε ∈ C è

òàêèõ, ÷òî 0 < |ε| < ε1 ≤ ε0 ñ íåêîòîðûì ε1 > 0, à äëÿ U0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëà-

ñîâàíèÿ Kj(ε)U0 = 0, j = 1, 2, ..., r. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èìååò âèä u(t) = Yk(t; Υ(ε))U0 è

îáëàäàåò ñâîéñòâîì (8).
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Èç òåîðåìû 1 [1℄ âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. �åøåíèå çàäà÷è (6), (4) ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè êàæäîì ε ∈ C : 0 < |ε| < ε1 ñóùåñòâóåò λ1 ∈ C
òàêîå, ÷òî îïåðàòîð A− εC − λB îáðàòèì ïðè 0 < |λ| < |λ1|.

Èññëåäîâàíèå îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A − εC − λB ñîäåðæèòñÿ â ï. 2.2.2 [3℄, à ïî-

âåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (4) ïðè ε −→ 0 èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2.3.5 [3℄.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå ìàëàÿ äîáàâêà εC ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñóùå-

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (4).

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-

Äàðáó ñ �ðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíûõ, êîãäà ìíîæèòåëåì ïðè ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé ââîäèòñÿ ïàðàìåòð ε −→ +0.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü k > 0, âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è U0 ∈ M. Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî

t ∈ [0, t0] ðåøåíèå çàäà÷è

εAU ′′(t) +
k

t
U ′(t) = BU(t) , U(0) = U0 , U ′(0) = 0 (9)

ñòðåìèòñÿ ïðè ε −→ +0 ê ðåøåíèþ çàäà÷è

k

t
V ′(t) = BV (t) , V (0) = U0 , (10)

ïðè ýòîì ‖U(t)− V (t)‖ = O(ε).

� Â ñèëó òåîðåìû 3 [1℄ è òåîðåìû 3 èç [4℄ ðåøåíèÿ çàäà÷ (9) è (10) èìåþò âèä

U(t) = Yk/ε

(
t√
ε
;Tp

)
U0 , V (t) = exp

(
t2

2k
Tp

)
U0 ,

è òðåáóåìîå íàì óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 [5℄. �
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Abstrat. It is investigated the dependene of solutions of an abstrat Euler-Poisson-Darboux

equation with Fredholm's operator at the derivatives the equation oe�ients.

Key words: abstrat Cauhy problem, Euler-Poisson-Darboux's equation, Fredholm's operator,

perturbation.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ âàðèàíò çàäà÷è Õóà Ëî-êåíà ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè p, òàêè-
ìè, ÷òî a < {ηp2} < b, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà [0, 1], η � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àääèòèâíûå çàäà÷è, ïðîñòûå ÷èñëà ñïåöèàëüíîãî âèäà, ÷èñëî ðåøåíèé,

àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà, êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

1. Ââåäåíèå. Â 1938 ã. Õóà Ëî-Êåí äîêàçàë [1℄, ÷òî äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå
N , N ≡ 5 (mod 24), ïðåäñòàâèìî ñóììîé êâàäðàòîâ ïÿòè ïðîñòûõ ÷èñåë:

p21 + p22 + p23 + p24 + p25 = N . (1)

Çàäà÷à Õóà Ëî-Êåíà ñîñòîèò â îöåíêå ÷èñëà I5,2(N) òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Õóà ïîêàçàë
[2℄, ÷òî

I5,2(N) =
4π2N3/2

3 log5N
σ(N) +O

(N3/2 log logN

log6N

)
,

ãäå

σ(N) = 24
∏

p|N
p>3

(
1−

5p2 + 10(−1
p
)p+ 1

(p− 1)4

)
×

×
∏

p∤N
p>3

(
1 +

5p2 + 10(−1
p
)p+ 1

(p− 1)5
+ p
(N
p

)p2 + 10(−1
p
)p+ 5

(p− 1)5

)
>

1

4

ïðè N ≡ 5 (mod 24) è σ(N) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Õóà Ëî-Êåíà ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè

ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü η � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, a è b � ïðîèçâîëüíûå

�èêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 ≤ a < b ≤ 1. Ïóñòü J5,2(N) � ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè pi, a < {ηp2i } < b, i = 1, 2, 3, 4, 5. Ïîëó÷åííûé íàìè

ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî N , N ≡ 5mod24, ñïðàâåäëèâà
�îðìóëà

J5,2(N) = I5,2(N)s(N, a, b) +O(N3/2−0,00002) ,



24 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38

ãäå

s(N, a, b) =
∑

|m|<∞
e2πim(ηN−2,5(a+b)) sin

5 πm(b− a)

π5m5
.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 ( [2℄, ñ. 22). Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, α è β � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

0 < ∆ < 1/4, ∆ ≤ β−α ≤ 1−∆. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1 �óíêöèÿ
ψ(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. ψ(x) = 1 â ïðîìåæóòêå α +∆/2 ≤ x ≤ β −∆/2,

2. 0 < ψ(x) < 1 â ïðîìåæóòêàõ α−∆/2 < x < α +∆/2 è β −∆/2 < x < β +∆/2,

3. ψ(x) = 0 â ïðîìåæóòêå β +∆/2 ≤ x ≤ 1 + α−∆/2,

4. ψ(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå âèäà

ψ(x) = β − α+
∑

0<|m|<∞
c(m)e2πimx ,

ãäå

| c(m)| ≤ min
(
β − α,

1

π|m| ,
1

π|m|
( r

π|m|∆
)r)

.

Ëåììà 2 ( [3℄, ñ. 158). Ïóñòü τ ≥ 1, α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò

öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà a è q, 1 ≤ q ≤ τ , òàêèå, ÷òî

∣∣∣α− a

q

∣∣∣ ≤ 1

qτ
.

Ëåììà 3 ( [4℄, ñ. 264). Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α ñòå-

ïåíè n ìîæíî ïîäîáðàòü ïîëîæèòåëüíîå c, çàâèñÿùåå òîëüêî îò α, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a/b (a/b 6= α) áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ ≥ c

bn
.

Ëåììà 4 ( [3℄, ñ. 29). Ïóñòü f(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-

åìàÿ íà [a, b] �óíêöèÿ, cn � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

C(x) =
∑

a<n≤x

cn .
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Òîãäà

∑

a<n≤b

cnf(n) = −
∫ b

a

C(x)f ′(x)dx+ C(b)f(b) .

Ëåììà 5 ( [5℄, ñ. 62). Ïóñòü 1 ≤ U ≤ N , ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ

ëþáîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∑

U<n≤N

Λ(n)f(n) =W1 −W2 −W3 ,

ãäå

W1 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

l≤Nd−1

(log l)f(ld) ,

W2 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

n≤U

Λ(n)
∑

r≤N(dn)−1

f(ndr) ,

W3 =
∑

U<m≤NU−1

(∑

d|m
d≤U

µ(d)
) ∑

U<n≤Nm−1

Λ(n)f(nm) .

Ëåììà 6 ( [3℄, ñ. 94). Ïðè P ≥ 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

∣∣∣
∑

x≤P

e2πiαx
∣∣∣ ≤ min(P ; 0, 5‖α‖−1).

Ëåììà 7 ( [3℄, ñ. 94). Ïóñòü

α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1, q ≥ 1 , |θ| ≤ 1 .

Òîãäà ïðè ëþáîì β, U > 0, P ≥ 1 èìååì

P∑

x=1

min(U, ‖αx+ β‖−1) ≤ 6(Pq−1 + 1)(U + q log q) .

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 1. Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ èíòåð-

âàëà (a, b):

ψ0(x) =

{
1, åñëè a < x < b,
0, åñëè 0 ≤ x ≤ a èëè b ≤ x ≤ 1,

ïðîäîëæèì åå ñ ïåðèîäîì 1 íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Òîãäà

J5,2(N) =

∫ 1

0

( ∑

p≤
√
N

ψ0(ηp
2)e2πixp

2
)5
e−2πixNdx.
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Â ëåììå 1 ïîëîæèì r = [logN ], ∆ = N−0,01
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ1 �óíêöèþ ψ èç

ëåììû ïðè α = a + ∆/2, β = b − ∆/2 è ÷åðåç ψ2 ïðè α = a − ∆/2, β = b + ∆/2.
Ñîîòâåòñòâåííî α è β äëÿ �óíêöèè ψ1 îáîçíà÷èì ÷åðåç α1 è β1, äëÿ �óíêöèè ψ2 �

÷åðåç α2 è β2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

J1(N) ≤ J5,2(N) ≤ J2(N), (2)

ãäå

Jk(N) =

∫ 1

0

( ∑

p≤
√
N

ψk(ηp
2)e2πixp

2
)5
e−2πixNdx, k = 1, 2. (3)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ãëàâíûå ÷ëåíû ïðèáëèæåííûõ �îðìóë äëÿ J1(N) è J2(N) ñîâ-
ïàäàþò.

�àçëîæèì ψk(ηp
2) â ðÿä Ôóðüå

ψk(ηp
2) =

∑

|m|<∞
ck(m)e2πimηp2 .

Îöåíèì ñóììó ïðè |m| > r∆−1
, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè èç ëåììû 1 î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿

Âèíîãðàäîâà:

∑

|m|>r∆−1

ck(m)e2πimηp2 ≪
∑

|m|>r∆−1

1

π|m|
( r

π|m|∆
)r

≪ 1

πr+1
< N− log π.

Èìååì

ψk(ηp
2) =

∑

|m|≤r∆−1

ck(m)e2πimηp2 +O(N− log π).

Ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå äëÿ ψk(ηp
2) ïîäñòàâèì â (3). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

S(x) =
∑

p≤
√
N

e2πixp
2

.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì,

ïîëó÷èì ∫ 1

0

|S(x+m1η)||S(x+m2η)||S(x+m3η)||S(x+m4η)|dx≪

≪
∫ 1

0

|S(x)|4dx≪
∑

p1,p2,p3,p4≤
√
N ,

p21+p22=p23+p24

1 ≪
√
N

∑

l≤
√
N ,

p21+p22=l

1 ≪

≪
√
N

∑

l≤
√
N ,

x2+y2=l

1 ≪
√
N
∑

l≤
√
N

τ(l) ≪ N logN.
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Òîãäà

Jk(N) =
∑

|m1|≤r∆−1

ck(m1)
∑

|m2|≤r∆−1

ck(m2)×

×
∑

|m3|≤r∆−1

ck(m3)
∑

|m4|≤r∆−1

ck(m4)
∑

|m5|≤r∆−1

ck(m5)×

×
∫ 1

0

S(x+m1η)S(x+m2η)S(x+m3η)S(x+m4η)S(x+m5η)e
−2πixNdx+

+O(N3/2−log π logN).

2. Ïðè m1 = m2 = m3 = m4 = m5 = m ðàññìîòðèì

I1(N) =
∑

|m|≤r∆−1

c5k(m)e2πimηN
∑

p1≤
√
N

∑

p2≤
√
N

∑

p3≤
√
N

∑

p4≤
√
N

∑

p5≤
√
N

×

×
∫ 1

0

e2πi(x+mη)(p21+p22+p23+p24+p25−N)dx.

Ó÷òåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ïî x ñ ïåðèîäîì 1, è ïîëó÷èì

I1(N) = I5,2(N)
∑

|m|≤r∆−1

c5k(m)e2πimηN .

Ñóììó ïî m ðàçîáüåì íà äâå: ïðè |m| < M è ïðè M ≤ |m| ≤ r∆−1
, çíà÷åíèå M

âûáåðåì ïîçæå. Âòîðóþ ñóììó îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 òðèâèàëüíî êàê O(M−4):

∑

M≤|m|≤r∆−1

c5k(m)e2πimηN = O(M−4).

Äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå ïðè m 6= 0 èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå ( [3℄, ñ. 16)

ck(m) = e−πim(αk+βk)
sin πm(βk − αk)

πm

(sin πm∆/r

πm∆/r

)r
.

Ïðè 0 < |m| < M èìååì

c5k(m) = e−5πim(a+b) sin
5 πm(b− a) +O(M∆)

π5m5

(
1 +O(M∆)2

)
=

= e−5πim(a+b) sin
5 πm(b− a)

π5m5

(
1 +O(M∆)

)
.

Äàëåå, ∑

|m|≤r∆−1

c5k(m)e2πimηN =
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=
∑

|m|<∞
e2πim(ηN−2,5(a+b)) sin

5 πm(b− a)

π5m5
+O(M∆) +O(M−4).

Ïðè âûáîðå M = ∆−1/5
ïîëó÷èì

I1 = I5,2(N)(s(N, a, b) +O(∆4/5)). (4)

3. �àññìîòðèì íàáîðû (m1, m2, m3, m4, m5) 6= (m,m,m,m,m) è èíòåãðàëû

I(N,m1, m2, m3, m4, m5) =

=

∫ 1

0

|S(x+m1η)||S(x+m2η)||S(x+m3η)||S(x+m4η)||S(x+m5η)|dx .

Îáîçíà÷èì x+m1η çà t. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî m1 < m2. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ:

m′
2 = m2 −m1, . . . , m′

5 = m5 −m1 ,

F (t) = |S(t)||S(t+m′
2η)||S(t+m′

3η)||S(t+m′
4η)||S(t+m′

5η)| .
Òîãäà

I(N,m1, m2, m3, m4, m5) =

∫ 1

0

F (t)dt .

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t èìååò ïåðèîä 1, ïîëàãàåì,
÷òî ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä E = [−1/τ ; 1− 1/τ), ãäå τ = N1−0,001

.

Ê t ∈ E ïðèìåíèì ëåììó 2. Ïóñòü d, q ∈ Z òàêèå, ÷òî

t =
d

q
+
θ1
qτ
, (d, q) = 1, 1 ≤ q ≤ τ, |θ1| ≤ 1. (5)

Òå çíà÷åíèÿ t, äëÿ êîòîðûõ â ïðåäñòàâëåíèè (5) q ≤ N0,001
, îòíåñåì ê ¾áîëüøèì¿ äóãàì

E1, îñòàëüíûå � ê ¾ìàëûì¿ äóãàì E2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì äåëåíèåì èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà áîëüøèå è ìàëûå

äóãè èíòåãðàëû I(N,m1, m2, m3, m4, m5) ðàçîáüåì íà ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ:

∫

E1

F (t)dt+

∫

E2

F (t)dt .

4. Îöåíèì ñóììû âèäà S(t +m′
iη) äëÿ çíà÷åíèé t, ïðèíàäëåæàùèõ áîëüøèì äóãàì

E1. Ïðèìåì, ê ïðèìåðó, t+m′
2η çà γ ïðè m

′
2 6= 0.

�àññìîòðèì ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå γ. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïðèáëèçèì η ðàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì (ëåììà 2)

η =
A

Q
+

θ

Qτ1
, (A,Q) = 1 , |θ| ≤ 1, 1 ≤ Q ≤ τ1 .

Çíà÷åíèå τ1 âûáåðåì ïîçæå.
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Ïîñêîëüêó η � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî èç ëåìì 2, 3 èìååì Q ≍ τ1 è

η =
A

Q
+
θ2
Q2

, (A,Q) = 1 , |θ2| ≤ 1 .

Òîãäà

γ = t+m′
2η =

d

q
+
θ1
qτ

+
A1

Q1

+
θ2m

′
2

Q2
=
X

Y
+
θ1
qτ

+
θ2m

′
2

Q2
,

(A1, Q1) = 1 , (X, Y ) = 1 .

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ γ èìååì Y ≤ qQ, òî åñòü

1

Q
≤ q

Y
.

Òàê êàê Y ≤ qQ è Q ≍ τ1, òî ïðè âûáîðå τ1 =
√
τ/q èìååì Y 2 ≪ qτ . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

∣∣∣ θ1
qτ

+
θ2m

′
2

Q2

∣∣∣ = θ3
Y 2

, |θ3| ≤ 1 + |m′
2|q2 .

Îáîçíà÷èì (dQ1 +A1q, Q1) ÷åðåç δ. Ïîñêîëüêó (A1, Q1) = 1, òî δ|q è, ñëåäîâàòåëüíî,
δ ≤ q. Îöåíèì ñâåðõó (dQ1 + A1q, qQ1):

(dQ1 + A1q, qQ1) ≤ q(dQ1 + A1q, Q1) ≤ q2 .

Òîãäà äëÿ

Y =
qQ1

(dQ1 + A1q, qQ1)
èìååì

Y ≥ Q1

q
≥ Q

m′
2q

.

5. Ïåðåéäåì ê îöåíêå ñóììû S(γ):

S(γ) =
∑

p≤
√
N

e2πiγp
2

.

Ïîëîæèì U = N0,05
, èìååì

S(γ) =
∑

U<p≤
√
N

e2πiγp
2

+O(U) .

Ïóñòü

α(x) =

{
1, åñëè x = p,
0, åñëè x 6= p.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó ÷àñòíîãî ñóììèðîâàíèÿ (ëåììà 4), âûáðàâ

C(x) =
∑

U<n≤x

α(n)e2πiγn
2

logn ,
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ïîëó÷èì

∑

U<p≤
√
N

e2πiγp
2 ≪

∫ √
N

U

|C(x)| dx

x log2 x
+

|C(
√
N)|

logN
≪

≪ max
U<x≤

√
N

∣∣∣
∑

U<p≤x

e2πiγp
2

log p
∣∣∣ .

Ïîñêîëüêó

∑

U<n≤
√
N

e2πiγn
2

Λ(n) =
∑

U≤p≤
√
N

e2πiγp
2

log p+

logN∑

k=2

∑

U≤pk≤
√
N

e2πiγp
2

log p =

=
∑

U≤p≤
√
N

e2πiγp
2

log p+O(N1/4 log2N) .

Îêîí÷àòåëüíî,

|S(γ)| = max
U<x≤

√
N

∣∣∣
∑

U<n≤x

e2πiγn
2

Λ(n)
∣∣∣ +O(N1/4 log2N) .

6. Â ëåììå 5 ïîëîæèì f(n) = e2πiγn
2
. Òîãäà

∑

U<n≤
√
N

e2πiγn
2

Λ(n) = A1 − A2 − A3,

ãäå

A1 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

l≤
√
Nd−1

e2πiγ(dl)
2

log l,

A2 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

n≤U

Λ(n)
∑

r≤
√
N(dn)−1

e2πiγ(dnr)
2

,

A3 =
∑

U<m≤
√
NU−1

am
∑

U<n≤
√
Nm−1

Λ(n)e2πiγ(mn)2 ,

am =
∑

d|m,
d≤U

µ(d).

7. Âî âíóòðåííåé ñóììå A1 ïðîâåäåì ÷àñòíîå ñóììèðîâàíèå ïî l (ëåììà 4):

∑

l≤
√
Nd−1

e2πiγ(dl)
2

log l ≪

≪
∫ √

Nd−1

1

|C(x)|d(log x) + |C(
√
Nd−1)| log(

√
Nd−1),
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ãäå

C(x) =
∑

l≤x

e2πiγd
2l2 .

Òîãäà

A1 ≪ logN
∑

d≤U

∣∣∣
∑

l≤
√
Nd−1

e2πiγd
2l2
∣∣∣ .

Ïðîìåæóòêè ñóììèðîâàíèÿ ïî l, d ðàçîáüåì íà ïðîìåæóòêè âèäà

D < d < D1 ≤ 2D, L < l < L1 ≤ 2L,

ïîëó÷èòñÿ ≪ log2N ïðîìåæóòêîâ:

A1 ≪ log3N
∑

d

|A1(L)| , (6)

ãäå

A1(L) =
∑

l

e2πiγd
2l2 ,

è ìîäóëü ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6) ìàêñèìàëåí. �àññìîòðèì

|A1(L)|2 =
∑

h≤
√
Nd−1

0<h≤L

∣∣∣
∑

L<l+h≤L1
L<l≤L1

e2πiγd
2(h2+2hl)

∣∣∣ .

Ïî ëåììå 6

A1(L)
2 ≪

∑

h≤
√
Nd−1

0<h≤L

min(L, ‖γd2h‖−1) ≪
∑

h≤
√
Nd

0<h≤Ld2

min(L, ‖γh‖−1) .

Ïóñòü h = h1 + Y s, 0 ≤ h1 < Y . Âîñïîëüçóåìñÿ, ïîëó÷åííûì âûøå, ðàöèîíàëüíûì

ïðèáëèæåíèåì γ:

γ =
X

Y
+
θ3
Y 2

, (X, Y ) = 1, |θ3| ≤ 1 + |m′
2|q2 .

Îáîçíà÷èì γY s ÷åðåç β1, òîãäà

γh = γh1 + β1 =
Xh1 + [β1Y ] + θ3h1Y

−1 + {β1Y }
Y

.

Èìååì

A1(L)
2 ≪

(Ld2
Y

+ 1
) ∑

0≤h1<Y

min
(
L, ‖γh1 + β1‖−1

)
.

Îáîçíà÷èì Z1 íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò ÷èñëà Xh1 + [β1Y ] ïî ìîäóëþ Y .
Ïîëàãàÿ

Z =

{
Z1, åñëè Z1 ≤ Y/2,

Y − Z1, åñëè Y/2 < Z1 ≤ Y ,
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èìååì ∑

0≤h1<Y

min(L, ‖γh1 + β1‖−1) ≪
∑

|Z|≤0,5Y

min
(
L,
∥∥∥Z
Y

+
θ4(Z)

Y

∥∥∥
−1)

,

ãäå |θ4(Z)| < 2|m′
2|q2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

A1(L)
2 ≪

(Ld2
Y

+ 1
)(
L|m′

2|q2 +
∑

2|m′
2|q2≤|Z|≤0,5Y

Y

|Z| − 2|m′
2|q2

)
.

Òàê êàê

L ≤
√
Nd−1, d ≤ U, |m′

2| ≤ ∆−1 logN ,

èìååì

A1(L)
2 ≪

(√Nd
Y

+ 1
)(√Nq2

d∆
+ Y

)
logN ≪

≪
(Nq2
Y∆

+

√
Nq2

d∆
+
√
NU + Y

)
logN .

8. Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ A2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

A1, A2 ≪ U2 log3,5N

(√
N

(
q√
Y∆

+
q√

d∆ 4
√
N

+
U
4
√
N

)
+
√
Y

)
.

Ïàðàìåòðû âûáðàíû òàê, ÷òî

U = N0,05 , q ≤ N0,001 , ∆ = N−0,01 ,

Q

m′
2q

≤ Y ≤ qQ , |m′
2| ≤

logN

∆
, Q ≍

√
N1−0,001

q
,

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè

1

Y
≪ logN

N0,488
,

q√
Y∆

≪
√
logN

N0,238
,

q√
d∆ 4

√
N

≪ 1

N0,244
, Y ≪

√
N .

Òîãäà

A1, A2 ≪ N0,4 log4N.

9. Îöåíèì ñóììó A3.

A3 ≪ |A3(M,K)| log2N ,

ãäå

A3(M,K) =
∑

U<m≤
√
NU−1 ,

M<m≤2M

am
∑

U<n≤
√
Nm−1 ,

K<n≤2K

Λ(n)e2πiγm
2n2

.

Åñëè MK ≤ N1/2−0,00002 log−4N , òî äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíîé îöåíêè

A3(M,K) ≪ MK log2N,
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÷òîáû A3 ≪ N1/2−0,00002. Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî

N1/2−0,00002 log−4N < MK ≤
√
N .

Âîçâåäåì ñóììó A3(M,K) â êâàäðàò, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè:

A3(M,K)2 ≪
(∑

m

a2m

)∑

m

∣∣∣
∑

n

Λ(n)e2πiγm
2n2
∣∣∣
2

.

Òàê êàê ∑

m≤M

a2m ≪
∑

m≤M

τ 2(m) ≪M log3N,

òîãäà

A3(M,K)2 ≪M log5N
(
MK+

+
∑

j≤
√
NU−1 ,

0<j≤K

∑

U<n≤
√
NU−1

K<n≤2K

∣∣∣
∑

U<m≤
√
N(n+j)−1 ,

M<m≤2M

e2πiγm
2(2n+j)j

∣∣∣
)
.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò è åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ

íåðàâåíñòâîì Êîøè:

A3(M,K)4 ≪M2 log10N(M2K3 + S(M,K)),

ãäå

S(M,K) ≪ K2
(
K2M +

∑

j

∑

n

∑

m

∣∣∣
∑

0<l≤M

e2πiγ(2m+l)l(2n+j)j
∣∣∣
)
.

Ïî ëåììå îá îöåíêå ìîäóëÿ ëèíåéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû (ëåììà 6), ïîëó÷èì

S(M,K) ≪ K2(K2M +
∑

j≤K

∑

n≤5K

∑

m≤2M

min(M, ‖γmnj‖−1)).

Äàëåå ∑

m≤2M

min(M, ‖γmnj‖−1) ≪
∑

h≤10MK2

τ3(h)min(M, ‖γh‖−1) ≪

≪ N ε
(MK2

Y
+ 1
)
(M |m′

2|q2 + Y log Y ) ≪

≪ N ε
(
M2K2

( |m′
2|q2
Y

+
|m′

2|q2
MK2

+
logN

M

)
+ Y logN

)
.

Ïðè |m′
2| < ∆−1 logN ïîëó÷àåì

A3(M,K)4 ≪ N2ε
(
M4K4

( 1

K
+

q2

∆Y
+

q2

∆MK2
+

1

M

)
+M2K2Y

)
.
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C ó÷åòîì íåðàâåíñòâ

U < M ≤
√
N

U
, U < K ≤

√
N

U
,

N1/2−0,00002

log4N
< MK ≤

√
N

èìååì

A3 ≪ N ε
(√

N
( 1

4
√
U

+

√
q

4
√
∆Y

+

√
q

4
√
∆MKU

)
+

4
√
NY

)
.

Ïàðàìåòðû âûáðàíû òàê, ÷òî

U = N0,05 , q ≤ N0,001, ∆ = N−0,01 ,

Q

m′
2q

≤ Y ≤ qQ , |m′
2| ≤

logN

∆
, Q ≍

√
N1−0,001

q
,

N1/2−0,00002 log−4N < MK ≤
√
N .

Òîãäà

1
4
√
U

≪ 1

N0,0125
,

1

Y
≪ logN

N0,488
,

√
q

4
√
∆Y

≪
4
√
logN

N0,119
,

√
q

4
√
∆MKU

≪ logN

N0,134
, Y ≪

√
N .

Â ðåçóëüòàòå ïðè ε < 0, 001 ïîëó÷àåì îöåíêó

A3 ≪ N0,49.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñóììû |S(t+m′
2η)| ïðè t ∈ E1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|S(t+m′
2η)| ≪ N1/2−0,00002.

10. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-

ñêèì, îöåíèì èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó E1 êàê

∫

E1

F (t)dt≪ max
t∈E1

|S(t+m′
2η)|

∫ 1

0

|S(t)|4dt.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííóþ ïðè t ∈ E1 îöåíêó |S(t+m′
2η)|, èìååì

∫

E1

F (t)dt≪ N3/2−0,00002 . (7)

11. Ïðè t ∈ E2 ðàññìîòðèì ñóììó S(t):

S(t) =
∑

p≤
√
N

e2πitp
2

.
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Ïóñòü U = N0,0002
. Ñîâåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, èìååì

|S(t)| = max
U<x≤

√
N

∣∣∣
∑

U<n≤x

e2πitn
2

Λ(n)
∣∣∣ +O(N1/4) .

12. Â ëåììå 5 âûáåðåì f(n) = e2πitn
2
. Òîãäà

∑

U<n≤
√
N

e2πitn
2

Λ(n) = B1 − B2 −B3,

ãäå

B1 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

l≤
√
Nd−1

e2πit(dl)
2

log l ,

B2 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

n≤U

Λ(n)
∑

r≤
√
N(dn)−1

e2πit(dnr)
2

,

B3 =
∑

U<m≤
√
NU−1

bm
∑

U<n≤
√
Nm−1

Λ(n)e2πit(mn)2 ,

bm =
∑

d|m,
d≤U

µ(d) .

13. �àññìîòðèì ñóììó B1.

B1 ≪ log3N
∑

d≤U ,
D<d≤2D

|B1(L)| ,

ãäå

B1(L) =
∑

l≤
√
Nd−1 ,

L<l≤2L

e2πitd
2l2.

Âîçâåäåì |B1(L)| â êâàäðàò:

|B1(L)|2 =
∑

h≤
√
Nd−1 ,

0<h≤L

∣∣∣
∑

L<l+h≤L1 ,
L<l≤L1

e2πitd
2(h2+2hl)

∣∣∣ .

Ïî ëåììå 6 èìååì

B1(L)
2 ≪

∑

h≤
√
Nd−1

0<h≤L

min(L, ‖td2h‖−1) ≪
∑

h≤
√
Nd ,

0<h≤Ld2

min(L, ‖th‖−1) .

Ïî ëåììå îá îöåíêå ñóììû ìèíèìóìîâ (ëåììà 7) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

B1(L)
2 ≪ (

√
Ndq−1 + 1)(L+ q log q) ≪
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≪ (
√
NdLq−1 +

√
Nd+ q) log q ≪ (Nq−1 +

√
Nd+ q) logN .

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñóììû B2, â ðåçóëüòàòå èìååì

B1, B2 ≪ U2 log3,5N(
√
Nq−1 + UN1/4 +

√
q) .

Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ

U = N0,0002, N0,001 < q ≤ N1−0,001

ïîëó÷àåì

B1, B2 ≪ N1/2−0,0001 log3,5N .

14. Ïîëó÷èì îöåíêó ñóììû B3.

B3 ≪ |B3(M,K)| log2N ,

ãäå

B3(M,K) =
∑

U<m≤
√
NU−1 ,

M<m≤2M

bm
∑

U<n≤
√
Nm−1 ,

K<n≤2K

Λ(n)e2πitm
2n2

.

Îöåíêó ñóììû B3(M,K) ïðîâåäåì äëÿ

√
N ≥ MK > N1/2−0,00002 log−4N . Äëÿ MK ≤

N1/2−0,00002 log−4N äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíîé îöåíêè B3(M,K).
Âîçâåäåì B3(M,K) â êâàäðàò, ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè:

B3(M,K)2 ≪ M log5N
(
MK +

∑

j≤
√
NU−1 ,

0<j≤K

∑

U<n≤
√
NU−1 ,

K<n≤2K

×

×
∣∣∣

∑

U<m≤
√
N(n+j)−1 ,

M<m≤2M

e2πitm
2(2n+j)j

∣∣∣
)
.

Äàëåå, Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êî-

øè è ëåììó 6:

B3(M,K)4 ≪ M2 log10N(M2K3 +K4M +K2
∑

h≤10MK2

τ3(h)min(M, ‖th‖−1)) .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, èìååì

∑

h≤10MK2

min(M, ‖th‖−1) ≪
(MK2

q
+ 1
)
(M + q) logN ≪

≪
(
M2K2

(1
q
+

1

MK2
+

1

M

)
+ q
)
logN .

Òîãäà

B3(M,K)4 ≪
(
M4K4

( 1

K
+

1

M
+

1

q

)
+M2K2q

)
N2ε .
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Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ

U < K ≤
√
N

U
, U < M ≤

√
N

U
,

N1/2−0,00002

log4N
< MK ≤

√
N ,

U = N0,0002, N0,001 < q ≤ N1−0,001, ε < 0, 00001

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

B3 ≪ N ε(
√
N(U−1/4 + q−1/4) + (qN)1/4) ≪ N1/2−0,00002 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè t ∈ E2, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|S(t)| ≪ N1/2−0,00002 .

15. Ïîñêîëüêó ∫

E2

F (t)dt≪ max
t∈E2

|S(t)|
∫ 1

0

|S(t)|4dt ,

èìååì ∫

E2

F (t)dt≪ N3/2−0,00002 . (8)

Îêîí÷àòåëüíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (2), (4), (7), (8). �
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Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, ã. Áåëãîðîä, 308007, �îññèÿ, e-mail: dodutam140189�gmail.om

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè �óíêöèé, àíàëîãîâ �óíêöèè

Õàðäè, ñîîòâåòñòâóþùèõ L-�óíêöèÿì Äèðèõëå. Èññëåäóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íóëåé, êîòîðûå

ëåæàò íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé ℜs = 1/2. Äëÿ �óíêöèé óêàçàííîãî òèïà äîêàçàíû óòâåðæäå-

íèÿ, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì À.À. Êàðàöóáû äëÿ äçåòà-�óíêöèè �èìàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äçåòà-�óíêöèÿ, íåòðèâèàëüíûå íóëè, êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, L-�óíêöèÿ

Äèðèõëå.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Z(t, χ) = eiθ(t,χ)L
(
1
2
+ it, χ

)
, ãäå �óíêöèÿ θ(t, χ) ïîäîáðàíà òàê, ÷òî Z(t, χ)

âåùåñòâåíà ïðè âåùåñòâåííûõ t [1, . 485℄. Ïóñòü äàëåå

G(t) = a1Z(t, χ1) + a2Z(t, χ1) + · · ·+ alZ(t, χl) , (1)

ãäå a1, a2, · · · , al � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, χ1, · · · , χl � ïðèìèòèâíûå õàðàê-

òåðû Äèðèõëå ïî ìîäóëÿì ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, · · · , kl. Z(t, χ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíà-
ëîã �óíêöèè Õàðäè [2, ãë. 2℄.

Â 1991 ãîäó À.À. Êàðàöóáà [1℄ ïîñòàâèë è ðåøèë ñâîèì ìåòîäîì çàäà÷ó î íèæíåé

îöåíêå ÷èñëà íóëåé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà �óíêöèè G(t) íà îòðåçêå (T, T + H), ãäå H =

T
27
82

+ε, ε � ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ÷èñëà íóëåé �óíêöèè G(t) íà ïî÷òè âñåõ

ïðîìåæóòêàõ âèäà (T, T + H), ãäå H = Xε1
, X ≤ T ≤ 2X, ε1− ñêîëü óãîäíî ìàëîå

�èêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ ïî ñõåìå ðàáîòû À.À.

Êàðàöóáû [1℄. Ïóñòü [k1, k2, · · · , kl] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

k1, · · · , kl. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ε, ε1 > 0 � ïðîèçâîëüíî ìàëûå �èêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà è K = [k1, k2, · · · , kl] > 3, β = 1/ϕ(K), X > X0(ε, ε1), H = Xε1
, X 6 T 6 2X . Åñëè

E1 � ìíîæåñòâî òåõ T èç ïðîìåæóòêà [X, 2X ], äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

N0(T +H,χ)−N0(T, χ) ≥ c1H (lnT )β−ε , (2)

òî äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà E1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà µ(E1) ≪ X1−0,5ε1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ε, ε1 > 0 � ïðîèçâîëüíî ìàëûå �èêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà è K = [k1, k2, · · · , kl] > 3, X > X0(ε, ε1), H = Xε1
, M = [XH−1]. Ïðè m =

M + 1,M + 2, · · · , 2M ðàññìîòðèì èíòåðâàëû âèäà [mH,mH + H ]. Òîãäà â êàæäîì

èç ýòèõ èíòåðâàëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå M1−0.5ε1
èç íèõ, ñîäåðæèòñÿ áîëåå ÷åì

c2H(lnX)β−ε
íóëåé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà �óíêöèè G(t).
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2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ëåììû. Ýòè ëåììû áëèçêè ê èçâåñòíûì

ëåììàì [3, ñ. 1215℄.

Ïóñòü ε1, ε2, h1 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñ óñëîâèÿìè ε1 < 0.01, ε2 < 1, h1 < 1, r

� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, H = Xε1
. P =

√
kT
2π
, P0 =

√
kX
π
. Ïðè j = 0, 1, 2 ñóììû Wj(T )

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

W0(T ) =
∑

λ1<λ2≤P

a(λ1)a(λ2)√
λ2λ1

(
λ2
λ1

)iT

e
−
(

H
2
ln
(

λ2
λ1

))2

,

W1(T ) =
∑

λ1<λ2≤P
1−ε2
0

a(λ1)a(λ2)√
λ2λ1

(
λ2
λ1

)iT

B(λ1)B(λ2)e
−
(

H+1
2

ln
(

λ2
λ1

))2

,

W2(T ) =
∑

P
1−ε2
0 <λ1<λ2≤P

a(λ1)a(λ2)√
λ2λ1

(
λ2
λ1

)iT

e
−
(

H
2
ln
(

λ2
λ1

))2

,

ãäå B(λ) =
(
(Pλ−1)ih1 − 1

)r
(ln(Pλ−1))

−r
, a(λ)− ÷èñëà èç ïðèáëèæåíîãî �óíêöèîíàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ àíàëîãà �óíêöèè Õàðäè-Ñåëüáåðãà F (t, χ) [1, . 490℄.

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

2∑

j=0

∫ 2X

X

W 2
j (T ) ≪ r4(1 + 8ε−1

2 L−1)4rh21(ε
−1
2 + 8ε−2

2 L−1h−1
1 )4XH−1Y 12L7 ,

ãäå L = lnX.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü δ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 1,

E1 � ìíîæåñòâî òàêèõ èç èíòåðâàëà [X, 2X ], äëÿ êîòîðûõ

2∑

j=0

W 2
j (T ) ≥ r4(1 + 8ε−1

2 L−1)4rh21(ε
−1
2 + 8ε−2

2 L−1h−1
1 )4X1−δH−1Y 12L7 . (3)

Òîãäà äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà E1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà µ(E1) ≪ Xδ.

Ëåììà 2. Ïðè îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2∑

j=0

2M∑

m=M

W 2
j (mH) ≪ r4(1 + 8ε−1

2 L−1)4rh21(ε
−1
2 + 8ε−2

2 L−1h−1
1 )4MH−1Y 12L8 . (4)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü δ− ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 1,

E1 � ìíîæåñòâî òàêèõ M ≤ m ≤ 2M , äëÿ êîòîðûõ

2∑

j=0

W 2
j (mH) ≥ r4(1 + 8ε−1

2 L−1)4rh21(ε
−1
2 + 8ε−2

2 L−1h−1
1 )4M1−δH−1Y 12L8 . (5)

Òîãäà äëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà µ(E1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà µ(E1) ≪
M δ.
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3. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Âîçüìåì â Ñëåäñòâèè 1 δ = 1−0.5ε1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ T , íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæå-
ñòâó E1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2). Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 1 ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.

Äëÿ T , íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó E1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

W 2
0 (T ) +W 2

1 (T ) +W 2
2 (T ) < r4(1 + 8ε−1

2 L−1)4rh21(ε
−1
2 + 8ε−1

2 L−1h−1
1 )4H−0.5Y 12L7 . (6)

Ïîñðåäñòâîì ñèìâîëà κ îáîçíà÷èì âåëè÷èíó

r2(1 + 8ε−1
2 L−1)2rh1(ε

−1
2 + 8ε−1

2 L−1h−1
1 )2H−0.25Y 6L3.5 .

1) Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [1℄, îïðåäåëèì �óíêöèþ

F (t) = G(t)

∣∣∣∣g
(
1

2
+ it

)∣∣∣∣
2

,

ãäå G(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1),

g(s) = gj(s, χ) =
∑

ν≤Y

β(ν)χj(ν)

νs
, j = 1, 2, · · · , l,

è

β(ν) =




α(ν)

(
1− ln ν

lnY

)
åñëè 1 ≤ ν < Y = H0.01 ,

0 åñëè ν ≥ Y ;

∞∑

ν=1

α(ν)

νs
=

∏

p≡1 (mod K)

(
1− 1

ps

)1/2

ïðè Res > 1 .

Ïîñðåäñòâîì E îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî (T, T +H), íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî

∫ h1

0

...

∫ h1

0

|F (t+ u1 + ... + ur)| du1...dur >
∣∣∣∣
∫ h1

0

...

∫ h1

0

F (t+ u1 + ...+ ur)du1...dur

∣∣∣∣ ,

Äàëåå, ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì À.À. Êàðàöóáû [1℄ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

I1 + I2 ≥ I3 , (7)

ãäå

I1 =

∫

E

(∫ h1

0

· · ·
∫ h1

0

F (t+ u1 + · · ·+ ur)du1 · · · dur
)a

dt ,

I2 =

∫ T+H

T

∣∣∣∣
∫ h1

0

· · ·
∫ h1

0

F (t+ u1 + · · ·+ ur)du1 · · ·dur
∣∣∣∣
a

dt ,

I3 =

∫ T+H

T

(∫ h1

0

· · ·
∫ h1

0

|F (t+ u1 + · · ·+ ur)|du1 · · · dur
)a

dt ,
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a � ÷èñëî èç îòðåçêà (0, 1).

2) Äëÿ I3 èç [1℄ èìååì îöåíêó ñíèçó

I3 ≥ c4h
ra
1 H .

3) Äëÿ I1 èç [1℄ èìååì îöåíêó ñâåðõó

I
2/a
1 ≤ (µ(E))2/a−1 h2r1 H

(
Σ0 + |W0|+ T−0,2

)
, (8)

ãäå

Σ0 =
∑

λ≤P

|a(λ)|2
λ

,

W0− òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà èç ëåììû 2.

Ñóììà Σ0 îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [1℄ ñ ó÷åòîì ëåììû

5 [1, . 505℄:

Σ0 =
∑

λ≤P

|a(λ)|2
λ

≪ lnT

(lnY )β
. (9)

Äëÿ ñóììû W0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (6), ïîýòîìó

W0 ≪ κ . (10)

Òàêèì îáðàçîì èç (8)-(10) ïîëó÷àåì

I1 ≤ c5 (µ(E))
1−a/2 har1 H

a/2

(
lnT

(lnY )β

)a/2

.

4) Ïîäîáíî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî â [1℄, äëÿ I2 ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó

I
2/a
2 ≪ H2/a−1

(
I21 + I22 +HT−0.2h2r1

)
,

ãäå

I21 =

∫ T+H

T

∣∣∣∣
∫ h1

0

...

∫ h1

0

F1(t+ u1 + ...+ ur, χ)du1...dur

∣∣∣∣
2

dt ,

I22 =

∫ T+H

T

∣∣∣∣
∫ h1

0

...

∫ h1

0

F2(t+ u1 + ...+ ur, χ)du1...dur

∣∣∣∣
2

dt ,

F1(t, χ) = 2Re
√
ε(χ)eiϕ1(t)

∑

λ≤P
1−ε2
0

a(λ)√
λ
λ−it ,

F2(t, χ) = 2Re
√
ε(χ)eiϕ1(t)

∑

P
1−ε2
0 <λ≤P

a(λ)√
λ
λ−it .
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Äëÿ I21 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

I21 ≪ H

(
Σ1

(
8

ε2 lnT

)2r

+ |W1|
)
, (11)

ãäå

Σ1 =
∑

λ≤P

|a(λ)|2
λ

,

W1− òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà ëåììû 2.

Ñóììà Σ1 îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñóììå Σ0:

Σ1 ≪
lnT

(lnY )β
. (12)

Èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷àåì îöåíêó ñóììû W1:

W1 ≪ κ . (13)

Èç (11)-(13) ñëåäóåò

I21 ≪ H

((
8

ε2 lnT

)2r
lnT

(lnY )β
+ κ

)
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â 3) äëÿ îöåíêè I1, äëÿ I22 ïîëó÷àåì íåðà-

âåíñòâî

I22 ≪ Hh2r1

(
ε2

lnT

(lnY )β
+ κ

)
. (14)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

I2 ≪ Hhar1 ∆1 ,

ãäå

∆1 =

((
8

ε2h1 lnT

)2r
lnT

(lnY )β
+ h−2r

1 κ + ε2
lnT

(lnY )β
+ κ

)a/2

.

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê äëÿ I1, I2 è I3 ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâîì (7) íàéäåì íèæíþþ

ãðàíèöó äëÿ µ(E). Èç ýòîé îöåíêè óæå ëåãêî áóäåòü ñëåäîâàòü, ÷òî äëÿ T âûïîëíÿåò-

ñÿ (2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1.
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ON ZERO DISTRIBUTION OF LINEAR COMBINATIONS

OF L-DIRICHLET FUNCTIONS LYING ON THE CRITICAL LINE

Do Du Tam
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Studenheskaya St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail:dodutam140189�gmail.om

Abstrat. Linear ombinations of funtions whih are analogous Hardy's funtions, orrespon-

ding L-Dirihlet funtions are studied. It is investigated the zero distribution whih are on the ritial
line ℜs = 1/2. Assertions whih are analogous some Karatsuba's results onerning Riemann's zeta-
funtion have been proved for funtions pointed out.

Key words: Rieman's zeta-funtion, non-trivial zeros, ritial line, L-Dirihlet funtion.
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Àííîòàöèÿ. Áëî÷íîé ìàòðèöå ßêîáè ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ìíîãî-

÷ëåíû. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû ÿâíûå �îðìóëû, âûðàæàþùèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç

ìàòðè÷íûå ìîìåíòû. Äîêàçàíî, ÷òî äå�åêòíûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè ñîâïàäàþò ñ ðàíãàìè

ðàäèóñîâ ïðåäåëüíûõ ìàòðè÷íûõ êðóãîâ Âåéëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áëî÷íûå ìàòðèöû ßêîáè, ïðîáëåìà ìîìåíòîâ, îðòîãîíàëüíûå ìíîãî-

÷ëåíû, äå�åêòíûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü äàíû öåëûå ÷èñëà m,n ≥ 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî m-ìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ ñòîëáöîâ x = ol

(
x1, x2, . . . , xm

)
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) =

m∑
j=1

x̄iyj îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm
. ×åðåç Cm×n

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ

m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè. Ïóñòü Cm×m
H =

{
A ∈ Cm×m : (Ax, y) = (x,Ay), ∀x, y ∈ Cm

}

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Ýðìèòîâà ìàòðèöà A ∈ Cm×m
H íàçûâàåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè (x,Ax) ≥ 0, ∀x ∈ Cm
. ×åðåç Cm×m

≥ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ìàòðèö m-ãî ïîðÿäêà. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Cm×m
≥ íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíîé, åñëè (x,Ax) > 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x ∈ Cm
. ×åðåç Cm×m

>

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö m-ãî ïîðÿäêà. Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó m-ãî
ïîðÿäêà îáîçíà÷èì ÷åðåç Im, à íóëåâóþ ìàòðèöó ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè îáîçíà-

÷èì ÷åðåç 0m×n. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû ó ìàòðèö Im
è 0m×n, åñëè ýòè èíäåêñû ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ èç êîíòåêñòà. Äëÿ ìàòðèö A,B ∈ Cm×m

H

çàïèñü A > B (ñîîòâ. A ≥ B) îáîçíà÷àåò, ÷òî A− B ∈ Cm×m
> (ñîîòâ. A− B ∈ Cm×m

≥ ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ C+ = {z ∈ C : Im z > 0}, C− = {z ∈ C :
Im z < 0}.

×åðåç B îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ

÷èñåë R. Îòîáðàæåíèå σ : B → Cm×m
≥ íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðè÷íîé ìåðîé,

åñëè

σ
( ∞⋃

j=1

Aj

)
=

∞∑

j=1

σ(Aj)

äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Aj)
∞
j=1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ áîðå-

ëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç R.
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Â ñòàòüå [1℄ áûëè ââåäåíû áåñêîíå÷íûå ìàòðèöû ßêîáè

Jm =




A(0) B(0) 0 0 . . .
B(0)∗ A(1) B(1) 0 . . .
0 B(1)∗ A(2) B(2) . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 . (1)

Çäåñü ýðìèòîâû ìàòðèöû Aj ∈ Cm×m
H è íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû Bj ∈ Cm×m

.

×åðåç ℓ2(Cm) îáîçíà÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ âåêòîð-êîëîíîê

u = ol (u0, u1, u2, . . . ), uk ∈ Cm ,

∞∑

k=0

u∗kuk < +∞ .

Ïóñòü ℓ20(C
m) îáîçíà÷àåò íåçàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ℓ2(Cm), ñîñòîÿùåå èç �èíèò-

íûõ âåêòîðîâ.

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ßêîáè (1) îïðåäåëèì îïåðàöèþ l : ℓ20(C
m) → ℓ20(C

m)

lu = Jmu , ∀u ∈ ℓ20(C
m) .

Ýòà îïåðàöèÿ çàäà¼ò íà ℓ20(C
m) íåçàìêíóòûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Åãî çàìûêàíèå

îáîçíà÷èì ÷åðåç Lm. ×èñëà

m+ = dimker(L∗
m − zI), z ∈ C+ , m− = dimker(L∗

m − zI), z ∈ C− (2)

íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè z èç âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî è

íàçûâàþòñÿ äå�åêòíûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà Lm. Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

îïåðàòîðà Lm (ì. [1℄, [2℄). Îïåðàòîð Lm, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñàìîñîïðÿæ¼í. Äå�åêòíûå

÷èñëà m+ è m− óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 ≤ m+ ≤ m, 0 ≤ m− ≤ m.

Â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äå�åêòíûå ÷èñëà äîñòèãàþò îäíîâðåìåí-

íî m+ = m ⇔ m− = m. Â ñòàòüÿõ [3℄, [4℄ äîêàçàíî, ÷òî åñëè äå�åêòíûå ÷èñëà íå

ìàêñèìàëüíû, òî îíè ìîãóò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 0
äî m− 1.

Ïî áëî÷íîé ìàòðèöå ßêîáè (1) ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

P (0)(z) ≡ Im , zP (0)(z) = A(0)P (0)(z) +B(0)P (1)(z) , (3)

zP (j)(z) = B(j−1)∗P (j−1)(z) + A(j)P (j)(z) +B(j)P (j+1)(z) , j ∈ N . (4)

Â [1℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ P (j)(z) îïðåäåëåíà
�îðìóëàìè (3), (4). Òîãäà
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1) ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí P (j)(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì j-îé ñòåïåíè, è åãî êîý��è-

öèåíòû ÿâëÿþòñÿ m×m ìàòðèöàìè;

2) ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà P (j)(z) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöåé;

3) ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ m ×m ìàòðè÷íàÿ ìåðà σ íà îñè R òàêàÿ, ÷òî ìàò-

ðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû P (j)(z) îðòîíîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû

∫

R

P (j)(t)σ(dt)P (k)∗(t) = δjkIm , δjk =

{
1, j = k
0, j 6= k

; (5)

4) äëÿ âñåõ z ∈ C ñóùåñòâóåò ïðåäåë

K(z) = lim
n→∞

(
n∑

j=0

P (j)∗(z)P (j)(z)

)−1

(6)

è äå�åêòíûå ÷èñëà m+ è m− ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî �îðìóëàì

m+ = rankK(z), ∀z ∈ C+, m− = rankK(z), ∀z ∈ C−. (7)

Çàïèñü âèäà P (j)∗(z) âñåãäà áóäåò ñîêðàùåíèåì çàïèñè (P (j)(z))∗.

2. Àññîöèèðîâàííàÿ ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà. Ñ íåîòðè-

öàòåëüíîé ìàòðè÷íîé ìåðîé σ èç ñîîòíîøåíèé (5) ñâÿæåì ìàòðè÷íóþ ïðîáëåìó ìîìåí-

òîâ �àìáóðãåðà

sj =

∫

R

tjσ(dt) , j ≥ 0 . (8)

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé σ ïðîáëåìû (7) îáîçíà÷èì ÷åðåç M.

�àññìîòðèì ìàòðèöó-�óíêöèþ (ÌÔ)

w(z) =

∫

R

σ(dt)

t− z
. (9)

ÌÔ w îïðåäåëåíà è ãîëîìîð�íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàí-

íîé ñ ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ (7). Ìíîæåñòâî àññîöèèðîâàííûõ ÌÔ w îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

F. Èç �îðìóëû îáðàùåíèÿ Ñòèëòüåñà âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó F èM ÿâëÿåòñÿ

áèåêòèâíûì.

Ïóñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà z0. �àññìîòðèì ìíî-

æåñòâî ìàòðèö

K(z0) = {w(z0) : w ∈ F}. (10)

Ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû r(z0), ρ(z0) è ìàòðèöà c(z0) òàêèå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ìàòðèö (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

K(z0) = {c(z0) + r(z0)V ρ(z0) : V
∗V ≤ Im} . (11)
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Ìíîæåñòâî ìàòðèö {V : V ∗V ≤ I} åñòåñòâåííî íàçâàòü åäèíè÷íûì ìàòðè÷íûì êðó-

ãîì. Òåïåðü èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö K(z0) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíè÷íîãî

ìàòðè÷íîãî êðóãà ïðè ëèíåéíîì ìàòðè÷íîì îòîáðàæåíèè. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî K(z0)
åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ìàòðè÷íûì êðóãîì ñ öåíòðîì â òî÷êå c(z0), ëåâûì ðàäèóñîì r(z0)
è ïðàâûì ðàäèóñîì ρ(z0). Â êîíòåêñòå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ K(z0) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëü-

íûì ìàòðè÷íûì êðóãîì Âåéëÿ â òî÷êå z0. Äëÿ âñåõ z1, z2 ∈ C+ ðàíãè ëåâûõ è ïðàâûõ

ðàäèóñîâ ïðåäåëüíûõ ìàòðè÷íûõ êðóãîâ Âåéëÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

δ+ = rank r(z1) = rank r(z2), δ− = rank ρ(z1) = rank ρ(z2). (12)

×èñëà δ± óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ δ± ≤ m è õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü âûðîæ-

äåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà. Åñëè õîòÿ áû

îäíî èç ÷èñåë δ± ðàâíî íóëþ, òî ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà íàçûâàåòñÿ

âïîëíå îïðåäåë¼ííîé (ìíîæåñòâî F ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ÌÔ). Åñëè δ+ = δ− = m,
òî ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííîé (ìíî-

æåñòâî F ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÌÔ è íåâûðîæäåíî). Âî âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà íàçûâàåòñÿ ïîëóîïðåäåë¼ííîé (ìíî-

æåñòâî F ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÌÔ è âûðîæäåíî èç-çà âûðîæäåííîñòè

ìàòðè÷íûõ ðàäèóñîâ êðóãîâ Âåéëÿ).

3. Îðòîíîðìèðîâàííûå ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû è ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå

ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû, ìàòðè÷íûå êðóãè è èíòåðâàëû Âåéëÿ [5℄- [13℄. Ïî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ìàòðè÷íûõ ìîìåíòîâ (8) ïîñòðîèì ñëåäóþùèå áëî÷íûå ìàòðèöû:

H(l) =
(
sj+k

)l
j, k=0

, l ≥ 0 ,

T (0) = 0m×m , T (l) =

(
0m×ml 0m×m

Iml 0ml×m

)
, l > 0,

B(l) = ol

(
sl, . . . , s2l−1

)
, l ≥ 0

v(l) = ol

(
Im, 0m×ml

)
, V (l) = ol

(
0m×ml, Im

)
, l ≥ 0 ,

R(l)(z) =
(
I(l+1)m − zT (l)

)−1
, l ≥ 0 ,

u(0) = 0, u(l) = ol

(
0,−s0, . . . ,−sl−1

)
, l > 0 .

(13)

Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

H(l) =

(
H(l−1) B(l)

B(l)∗ C(l)

)
=

(
I 0

B(l)∗H(l−1)−1
I

)(
H(l−1) 0

0 Ĥ(l)

)(
I H(l−1)−1

B(l)

0 I

)
,

l ≥ 1 . (14)

Çäåñü C(l) = s2l+1−r è

Ĥ(l) =

{
C(l) −B(l)∗H(l−1)−1

B(l) > 0, l > 0 ;

H(0)−1
, l = 0 .

(15)
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Èç íåðàâåíñòâà H(l) > 0 è (14) ñëåäóåò, ÷òî Ĥ(l) > 0. Ïîýòîìó ïðè l ≥ 1 èç (14) èìååì

H(l)−1

=

(
I −H(l−1)−1

B(l)

0 I

)(
H(l−1)−1

0

0 Ĥ(l)−1

)(
I 0

−B(l)∗H(l−1)−1
I

)
. (16)

È, ñëåäîâàòåëüíî,

V (l)∗H(l)−1

= Ĥ(l)−1( −B(l)∗H(l−1)−1
I
)
,

V (l)∗H(l)−1

V (l)∗ = Ĥ(l)−1

, l ≥ 1 . (17)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ ìåðà σ ó÷àñòâóåò â ðàâåíñòâàõ (5), (8) è äâå áåñ-

êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ P̃ (j)(z), Q̃(j)(z) çàäàíû ÿâíûìè

�îðìóëàìè

P̃ (j)(z) = Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

R(j)(z)v(j) , (18)

Q̃(j)(z) = Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

R(j)(z)u(j) , j ≥ 0 . (19)

Òîãäà:

1) ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí P̃ (j)(t) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì j-îé ñòåïåíè, è åãî êîý��è-

öèåíòû ÿâëÿþòñÿ m×m ìàòðèöàìè;

2) ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà P̃ (j)(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé

ìàòðèöåé;

3) ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû P̃ (j)(t) îðòîíîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ìåðû σ

∫

R

P̃ (j)(t)σ(dt)P̃ (k)∗(t) = δjkIm , δjk =

{
1, j = k ;
0, j 6= k .

(20)

4) ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Q̃(j)(z) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè 2-ãî ðîäà

Q̃(j)(z) =

∫

R

P̃ (j)(t)− P̃ (j)(z)

t− z
σ(dt) . (21)

� Ïðè j = 0 óòâåðæäåíèå î ñòåïåíè è ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøèõ êîý��èöèåíòîâ

ìíîãî÷ëåíîâ P̃ (0)
î÷åâèäíî. Ïðè j > 0 èìååì

P̃ (j)(z) = Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

ol

(
I, zI, . . . , znI

)
= znĤ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

V (j) + · · ·

= znĤ(j)1/2Ĥ(j)−1

+ · · · = znĤ(j)−1/2

+ · · · .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí P̃ (j)(z) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì j-îé

ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì Ĥ(j)−1/2
> 0.
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Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ ìåðà σ ó÷àñòâóåò â ðàâåíñòâàõ (5), (8). Ïðè j = 0 èìååì

∫

R

P̃ (0)σ(dt)P̃ (0)∗ = H(0)−
1
2H(0)H(0)−

1
2 = Im , r = 1, 2 .

Ïðè j > 0 èìååì
∫

R

P̃ (j)(t)σ(dt)P̃ (j)∗(t) =

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

∫

R




I
tI
.

.

.

tlI


σ(dt)

(
I, tI, . . . , tlI

)
H(j)−1

V (j)Ĥ(j)1/2

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1




∫
R
t0σ(dt) . . .

∫
R
tlσ(dt)

.

.

.

.

.

.

.

.

.∫
R
tlσ(dt) . . .

∫
R
t2lσ(dt)




× H(j)−1
V (j)∗Ĥ(j)1/2 = Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

H(j)H(j)−1
V (j)Ĥ(j)1/2

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1
V (j)Ĥ(j)1/2 = Ĥ(j)1/2Ĥ(j)−1

Ĥ(j)1/2 = Im .

Ïóñòü òåïåðü j 6= k. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî j > k > 0 è r = 1.
Èìååì

∫

R

P̃ (j)(t)σ(dt)P̃ (k)∗(t) =

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

∫

R




I
tI
.

.

.

tlI


 σ(dt)

(
I, tI, . . . , tkI

)
H(k)−1

V (k)Ĥ(k)1/2

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1




s0 . . . sk
.

.

.

.

.

.

.

.

.

sl . . . sl+k


H(k)−1

V (k)Ĥ(k)1/2

= Ĥ(j)1/2V (j)∗
(
I(k+1)m

0(l−k−1)m×(k+1)m

)
H(k)−1

V (k)Ĥ(k)1/2

= Ĥ(j)1/20m×(k+1)mH
(k)−1

V (k)Ĥ(k)1/2 = 0m×m .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè j ≥ 0 ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Q̃(j)
ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûìè ìíîãî-

÷ëåíàìè âòîðîãî ðîäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P̃ (j)
. Ïðè j = 0 íàøå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Ïðè j ≥ 1, âîñïîëüçîâàâøèñü î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì

R(j)(t)− R(j)(z)

t− z
= −R(j)(z)T (j)R(j)(t) ,

ïîëó÷èì

∫

R

P̃ (j)(t)− P̃ (j)(z)

t− z
σ(dt) = Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

×
∫

R

R(j)(t)− R(j)(z)

t− z
v(j)σ(dt) = −Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

R(j)(z)T (j)

×
∫

R

R(j)(t)v(j)σ(dt) = −Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

R(j)(z)T (j)
ol

(
s0, . . . , sl

)

= Ĥ(j)1/2V (j)∗H(j)−1

R(j)(z)u(j) = Q̃(j)(z) . �

�àäèóñû è öåíòð ïðåäåëüíîãî ìàòðè÷íîãî êðóãà Âåéëÿ (11) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàò-

ðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû P̃ (j)
è Q̃(j)

ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [5℄):

r(z0) = lim
l→∞

((
i(z̄0 − z0)

l∑

j=0

P̃ (j)∗(z0)P̃
(j)(z0)

)−1/2
)
,

ρ(z0) = lim
l→∞

((
i(z̄0 − z0)

l∑

j=0

P̃ (j)∗(z̄0)P̃
(j)(z̄0)

)−1/2
)
,

c(z0) = lim
l→∞

((
i(z̄0 − z0)

l∑

j=0

P̃ (j)∗(z0)P̃
(j)(z0)

)−1

×
(
−i(z̄0 − z0)

l∑

j=0

Q̃(j)∗(z0)P̃
(j)(z0)− iI

)∗
)
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìàòðèöà ßêîáè Jm âèäà (1) ïîðîæäàåò ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð

Lm è åãî äå�åêòíûå ÷èñëà ðàâíû m±. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû P (j)
îïðåäåëåíû �îðìóëàìè

(3), (4) è ìàòðè÷íàÿ m ×m ìåðà σ ó÷àñòâóåò â ñîîòíîøåíèÿõ îðòîãîíàëüíîñòè (5). È

ïóñòü, äàëåå, äëÿ ïîñòðîåííîé ïî ýòîé ìåðå σ ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ �àìáóð-

ãåðà (7) ðàíãè ðàäèóñîâ ïðåäåëüíûõ êðóãîâ Âåéëÿ ðàâíû δ±. Òîãäà:

1) äå�åêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà Lm ðàâíû ðàíãàì ðàäèóñîâ ïðåäåëüíîãî êðóãà Âåéëÿ

m+ = δ+ , m− = δ− ; (22)

2) äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ÷èñëà m ≥ 1 è ÷èñåë δ± òàêèõ, ÷òî 0 ≤ δ+, δ− ≤ m−1
èëè δ+ = δ− = m, ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà ñ m × m ìàòðè÷íûìè

ìîìåíòàìè è ðàíãàìè ðàäèóñîâ ïðåäåëüíûõ êðóãîâ Âåéëÿ ðàâíûìè δ+ è δ− ñîîòâåò-

ñòâåííî.

� Ïóñòü ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Pj (ñîîòâ. P̃j) çàäàíû �îðìóëàìè (3), (4) (ñîîòâ.

(18)). Ýòè ìíîãî÷ëåíû îðòîíîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå íåîòðèöàòåëüíîé
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m × m ìàòðè÷íîé ìåðû σ èç (5). Íî òîãäà (ñì. [14℄) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

óíèòàðíûõ ìàòðèö Uj òàêàÿ, ÷òî Pj = UjP̃j . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P
∗
j Pj = P̃ ∗

j U
∗
j UjP̃j =

P̃ ∗
j P̃j. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 ∈ C+ èìååì

kerK(z0) = ker lim
n→∞

(
n∑

j=0

P (j)∗(z0)P
(j)(z0)

)−1

= ker lim
n→∞

(
n∑

j=0

P̃ (j)∗(z0)P̃
(j)(z0)

)−1

= ker lim
n→∞

(
i(z̄0 − z0)

n∑

j=0

P̃ (j)∗(z0)P̃
(j)(z0)

)−1/2

= ker r(z0) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rankK(z0) = rank r(z0), ò.å. m+ = δ+. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, óáåæ-

äàåìñÿ â òîì, ÷òî m− = δ−. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Â [3℄, [4℄ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áëî÷íûõ ìàòðèö ßêîáè âèäà (1), ïîðîæäàþùèõ

ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ ëþáûìè âîçìîæíûìè äå�åêòíûìè ÷èñëàìè. Îòñþäà è èç

ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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BLOCK JACOBI's MATRICES

AND MATRIX HAMBURGER's MOMENT PROBLEM

Yu. M. Dyukarev
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Abstrat. Some orthogonal matrix polynomials are onneted with orresponding blok Jaobi's

matrix. It has been obtained expliit formulas expressing the orthogonal polynomials through matrix

moments. It is proved that defet numbers of the Jaobi matrix oinide with ranks of Weil's limiting

matrix disks radii.

Key words: Jaobi's blok matrix, moments problem, orthogonal polynomials, defetive numbers

of symmetrial operators.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ p1p
a
2 − xy = 1,

ãäå p1 è p2 � ïðîñòûå, à x è y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà p1p
a
2 ëåæàò â

ïðîìåæóòêàõ [(2m)c, (2m + 1)c), ãäå m ∈ N, c ∈ (1, 2], à ïðîñòûå ÷èñëà p1 è p2 óäîâëåòâîðÿþò
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîáëåìà äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà, áèíàðíàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à, ïîëó-

ïðîñòûå ÷èñëà, ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, êîðîòêèå (âèíîãðàäîâñêèå) ïðîìåæóòêè.

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷à î ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ p − 1 = xy, p 6 n, âïåðâûå ïîñòàâëåííàÿ â ðàáîòå 1930 ãîäà [1℄, ïî èìå-

íè àâòîðà ýòîé ñòàòüè, ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðîáëåìû äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà. Â [1℄ ýòà

çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû �èìà-

íà. Áåçóñëîâíîå äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû â çàäà÷å Òèò÷ìàðøà áûëî

ïîëó÷åíî Þ.Â. Ëèííèêîì [2℄ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî èì äèñïåðñèîííîãî ìåòîäà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â 1965 ãîäó òåîðåìû Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà (ñì. [3℄

è [4℄) äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ àääèòèâíûõ çàäà÷ âìåñòî äèñïåðñèîííîãî ìåòîäà ñòàëà

ïðèìåíÿòüñÿ ýòà òåîðåìà. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Ä.Â. �îðÿøèíà [5℄ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà áûëè ðåøåíû íåêîòîðûå çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ïðî-

áëåìû Òèò÷ìàðøà.

Ñ ðàáîòû È.Ì. Âèíîãðàäîâà 1940 ãîäà [6℄ íà÷àëîñü ðåøåíèå àääèòèâíûõ àðè�ìå-

òè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç ¾êîðîòêèõ¿ (¾âèíîãðàäîâñêèõ¿) ïðîìåæóòêîâ.

Òàêîå íàçâàíèå ïîëó÷èëè îòðåçêè íàòóðàëüíîãî ðÿäà âèäà

[(2m)c, (2m+ 1)c), (1)

ãäå m ∈ N, è c ∈ (1, 2]. (Â ðàáîòå [6℄ c = 2.)
Çàäà÷è ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç ïðîìåæóòêîâ âèäà (1) ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð,

â ðàáîòàõ Ñ.À. �ðèöåíêî [7℄, [8℄, À. Áàëîãà è Äæ. Ôðèäëåíäåðà [9℄.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [7℄- [9℄ àääèòèâíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òåðíàðíûìè, èëè ðå-

øàþòñÿ ïî ñõåìå òåðíàðíîé çàäà÷è. Îäíàêî, áèíàðíûå àääèòèâíûå çàäà÷è ñ ïðîñòûìè

÷èñëàìè èç ïðîìåæóòêîâ (1), ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ïðîáëåìà Òèò÷ìàðøà, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íå ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì àíàëîãîâ êëàññè÷åñêîé òåî-

ðåìû Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà, ðàâíûõ åé ïî ñèëå, äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêîâ

âèäà (1).

Àâòîðîì áûëè ðåøåíû íåêîòîðûå áèíàðíûå àääèòèâíûå çàäà÷è ñ ïîëóïðîñòûìè

÷èñëàìè èç ¾âèíîãðàäîâñêèõ¿ ïðîìåæóòêîâ ( [10℄- [13℄). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøàåòñÿ
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çàäà÷à, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü âàðèàíòîì ïðîáëåìû äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà. Äîêàçû-

âàåòñÿ òåîðåìà î ÷èñëå ðåøåíèé äèî�àíòîâà óðàâíåíèÿ p1p
a
2 − xy = 1, êîòîðàÿ áûëà

ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [11℄.

Òåîðåìà. Ïóñòü n > 0 > 0, a > 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, Q = exp(
√

lnn ),
A1 = [1, nQ−1], A2 = [1, Q1/a] è

G(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑

x, y

1 ,

G1(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1 ,

{ 1
2
(p1p a

2 )1/c}< 1
2

∑

x, y

1 .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

G1(n) =
1

2
G(n)(1 +O(Q−η)) , (2)

ãäå

G(n) = c0Li
( n
Q

)
π
(
Q1/a

)
lnn

(
1 +O

( 1√
lnn

))
,

η > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c0 =

∞∑

d=1

µ2(d)

ϕ(d)d
.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

c, c1, c2, · · · � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, â ðàçëè÷íûõ �îðìóëàõ, âîîáùå ãîâîðÿ,

ðàçëè÷íûå;

a � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a > 2; p, p1, p2 � ïðîñòûå ÷èñëà;

(
m
n

)
= (m−n+1)···m

1···n � áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò; Lix =
x∫
2

du
lnu

;

τ(n) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n;
ϕ(n) � �óíêöèÿ Ýéëåðà (÷èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íåïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî

ïðîñòûõ ñ n);
µ(n) � �óíêöèÿ Ìåáèóñà, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå ïðè n = 1, ðàâíà íóëþ, åñëè p2|n

è ðàâíà (−1)k , åñëè n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ k ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé;
(a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b; [a, b] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

÷èñåë a è b;
{x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x;

çàïèñü f(x) ∼ g(x) îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåìû.

Ëåììà 1. [14, ñ. 50℄ Ïðè N > 2 è öåëîì ïîëîæèòåëüíîì l äëÿ τ(m)
∑

0<m6N

(τ(m))l ≪ N(lnN)2l−1 .
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Ëåììà 2. [15, ñ. 20℄ (òåîðåìà Áðóíà-Òèò÷ìàðøà) Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è k,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (a, k) = 1 è k 6 x âûïîëíÿåòñÿ:

π(x, a, k) =
∑

p6x, p≡amod k

1 <
(2 + η)x

ϕ(k) ln(2x/k)
,

ãäå η > 0 è x > x0(η).

Ëåììà 3. [16, ñ. 476℄ (òåîðåìà Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà) Ïóñòü Lix =
x∫
2

du
lnu

è ïðè

a 6 k, (a, k) = 1

π(x, a, k) =
∑

p6x ,
p≡amodk

1.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî A > 0 íàéäåòñÿ òàêîå B, ÷òî

∑

k6
√
x(lnx)−B

max
(l, k)=1

∣∣∣π(x, l, k)− Li x

ϕ(k)

∣∣∣ = O
( x

lnA x

)
.

Ëåììà 4. [3, ñ. 85℄ Ïóñòü λ1, . . . , λn � öåëûå ÷èñëà,

J = Jk,n(P )) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣∣
∑

x6P

e2πi(α1x+···+αnxn)
∣∣∣
2k

dα1 . . . dαn

� ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû è Jk,n(λ1, . . . , λn) � ÷èñëî ðå-

øåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé





x1 + · · ·+ xk − xk+1 − · · · − x2k = λ1 ,

xn1 + · · ·+ xnk − xnk+1 − · · · − xn2k = λn ,

1 6 x1, . . . , x2k 6 P.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a) Jk,n(λ1, . . . , λn) =

=

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣∣
∑

x6P

e2πi(α1x+···+αnxn)
∣∣∣
2k

e−2πi(α1λ1+···+αnλn)dα1 . . . dαn ;

b) Jk,n(λ1, . . . , λn) 6 Jk,n(0, . . . , 0) = Jk,n(P ) = J ;

)

∑

λ1,...,λn

Jk,n(λ1, . . . , λn) = P 2k
;

d) |λ1| < kP, . . . , |λn| < kP n
;
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e) J = Jk,n(P ) > (2k)−nP 2k−n2+n
2

.

Ëåììà 5. ( [3℄, ñ. 94) Ïóñòü

α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1 , q > 1 , |θ| 6 1 .

Òîãäà ïðè ëþáîì β, U > 0, P > 1 âûïîëíÿåòñÿ

P∑

x=1

min

(
U,

1

‖αx+ β‖

)
≤ 6

(
P

q
+ 1

)
(U + q ln q) .

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

1. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ G(n).

Òàê êàê Q = exp(
√
lnn), òî

A1 = [1, nQ−1] , A2 = [1, Q1/a] .

Ïðåîáðàçóåì

G(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

1 .

Îãðàíè÷èì ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x ïîëîæèâ

G(n) = 2G′(n)−G′′(n) , (3)

ãäå

G′(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑

x6
√
n

1

è

G′′(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑

x6
√
n ,

y6
√
n

1 .

Ñíà÷àëà îöåíèì ñóììó G′′(n), ïðåäñòàâèâ åå â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

G′′(n) = G′′
1(n) +G′′

2(n) , (4)

ãäå

G′′
1(n) =

∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑

x6
√
nQ−1 ,

y6
√
n

1

è

G′′
2(n) =

∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑
√
nQ−1<x6

√
n ,

y6
√
n

1 .
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Çàìåòèì, ÷òî

G′′
1(n) ≤

∑

m6nQ−1+1

τ(m− 1)t1(m) ,

ãäå

t1(m) =
∑

p1p a
2 =m,

p1∈A1 ,
p2∈A2

1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî t1(m) = 1, åñëè m = p a+1
èëè m = p1p

a
2 è t1(m) = 0 âî âñåõ äðóãèõ

ñëó÷àÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,

G′′
1(n) ≤

∑

m≤nQ−1+1

τ(m− 1) .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷èì:

G′′
1(n) ≪ nQ−1 lnn .

Îöåíèì G′′
2(n). Òàê êàê â ñëó÷àå, êîãäà p2 | x, óðàâíåíèå p1p a

2 − xy = 1 íå èìååò
ðåøåíèé, òî

G′′
2(n) =

∑
√
nQ−1<x6

√
n

∑

p2∈A2 ,
(p2,x)=1

∑

p1∈A1 ,
p1≡p∗2modx

1 =

=
∑

√
nPQ−1<x6

√
n

∑

p2∈A2 ,
(p2,x)=1

π(nQ−1, p∗2, x) ,

ãäå p∗2 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ p a
2 t ≡ 1modx.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áðóíà-Òèò÷ìàðøà, ïîëó÷àåì:

G′′
2(n) <

∑
√
nQ−1 <x6

√
n

1

ϕ(x)

∑

p2∈A2

(2 + η)nQ−1

ln 2n
Qx

≪

≪ n

Q lnn

∑

p2∈A2

∑
√
nQ−1<x≤√

n

1

ϕ(x)
.

Äëÿ îöåíêè âíóòðåííåé ñóììû èñïîëüçóåì �îðìóëó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî

íàéòè â [18, ñ. 71℄:

∑

1≤n≤X

1

n
= ln X + γ +O

(
1

X

)
,

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé îöåíêè è �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà-

÷åíèé �óíêöèè Ýéëåðà ϕ(x) ïîëó÷àåì:

∑

m6X

1

ϕ(m)
= c0 lnX +O(1) , c0 =

∞∑

r=1

µ2(r)

rϕ(r)
. (5)
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Èñïîëüçóÿ (5), ïîëó÷àåì

G′′
2(n) ≪

n

Q
π(Q1/a)

lnQ

lnn
.

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè äëÿ G′′
1(n) è G

′′
2(n) â (4), ïîëó÷èì:

G′′(n) ≪ n

Q
π(Q1/a)

lnQ

lnn
.

Òåïåðü îöåíèì ñóììó G′(n), ïðåäñòàâèâ åå â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

G′(n) = G′
1(n) +G′

2(n) , (6)

ãäå

G′
1(n) =

∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑

x6
√
nQ−1

1 ,

G′
2(n) =

∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

∑
√
nQ−1<x6

√
n

1 .

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà G′
2(n) îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê è G

′′
2(n). Ïîýòîìó

G′
2(n) ≪

n

Q
π(Q1/a)

lnQ

lnn
. (7)

�àññìîòðèì ñóììó G′
1(n) è ïîëó÷èì äëÿ íåå àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó. Èìååì:

G′
1(n) =

∑

x6
√
nQ−1

∑

p2∈A2 ,
(p2, x)=1

π(nQ−1, p∗2, x) =

= Li
( n
Q

) ∑

p2∈A2

∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
+O

( ∑

p2∈A2

∑

x6
√
nQ−1 ,

(x, p2)=1

∣∣∣π
( n
Q
, p∗2, x

)
−

Li( n
Q
)

ϕ(x)

∣∣∣
)
,

ãäå p∗2 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ p a
2 t ≡ 1 (mod x).

Îòñþäà, â ñèëó òåîðåìû Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà, ïîëó÷èì

G′
1(n) = Li

( n
Q

) ∑

p2∈A2

∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
+O

( n
Q
π (Q1/a)(ln n)−1

)
.

�àññìîòðèì âíóòðåííþþ ñóììó

∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
.
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Èìååì ∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
=

∑

x6
√
nQ−1

1

ϕ(x)
−

∑

x16
√
nQ−1p−1

2

1

ϕ(x1p2)
.

Òàê êàê ϕ(ab) > ϕ(a)ϕ(b), òî, ïðèìåíÿÿ îöåíêó (5), ïîëó÷èì:

∑

x6

√
nQ−1p−1

2

1

ϕ(x1p2)
6

1

p2 − 1

∑

x16
√
nQ−1

1

ϕ(x1)
= O

( lnn
p2

)
.

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ∑

x6
√
nQ−1

1

ϕ(x)
= c0 ln(

√
nQ−1) +O(1) ,

ãäå

c0 =

∞∑

d=1

µ2(d)

ϕ(d)d
.

Ïîýòîìó ∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
= c0 ln(

√
nQ−1) +O

( lnn
p2

)
.

Ïðîñóììèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïî p2 ∈ A2. Ïîëó÷èì:

∑

p2∈A2

∑

x6
√
nQ−1 ,

(p2, x)=1

1

ϕ(x)
= c0 ln(

√
nQ−1)π(Q1/a) +O(lnn ln ln Q) .

Ïîýòîìó

G′
1(n) = c0Li

( n
Q

)
π(Q1/a) ln(

√
nQ−1)

(
1 +O

( lnQ
lnn

))
.

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè äëÿ G′
1(n) è G

′′
2(n) â (6), ïîëó÷èì:

G′(n) =
c0
2
Li
( n
Q

)
π(Q1/a) lnn

(
1 +O

( lnQ
lnn

))
. (8)

2. �àññìîòðèì ñóììó

G1(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1 ,

{ 1
2
(p1p a

2 )
1/c}< 1

2

∑

x,y

1 .

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî n > n0 > 0, ãäå n0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ââåäåì �óíêöèþ

χ(x) =

{
1, åñëè 0 ≤ x < 1/2 ,

0, åñëè 1/2 ≤ x < 1
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è ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿ È.Ì. Âèíîãðàäîâà ( [19℄, . 23) è âûáåðåì

ïàðàìåòðû r, △, α, β äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ýòè ïàðàìåòðû òàê:

r = [lnn],∆ =
1

ln2 n
, α = ∆ , β =

1

2
− ∆ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ1(x) �óíêöèþ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ñëåäóåò èç ëåììû î ¾ñòàêàí-

÷èêàõ¿. Çàòåì, ïðè òåõ æå r è ∆, ïîëîæèì α = −∆, β = 1
2
+ ∆, à ñîîòâåòñòâóþùóþ

�óíêöèþ îáîçíà÷èì êàê χ2(x).
Òîãäà èç ëåììû î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿ ñëåäóåò, ÷òî χ1(x) 6 χ(x) 6 χ2(x) , è, ñëåäîâàòåëüíî

G11(n) 6 G1(n) 6 G12(n) , (9)

ãäå

G1i(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2

∑

x6
√
n ,

p1p a
2 −xy=1

χi

(1
2
(p1p

a
2 )

1/c
)
, i = 1, 2 .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áóäóò ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ G11(n) è G12(n)
ñ ñîâïàäàþùèìè ãëàâíûìè è îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè, òî èç íåðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò, ÷òî

òàêàÿ æå �îðìóëà áóäåò âåðíà è äëÿ G1(n).

3. Çàéìåìñÿ ïîäãîòîâêîé ê âûâîäó àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû äëÿ G11(n).

�àñêëàäûâàÿ �óíêöèþ χ1

(
1
2
(p1p

a
2 )

1/c
)
â ðÿä Ôóðüå, ïîëó÷èì

G11(n) = (1/2− 2∆)G(n) +R1(n) +R2(n) , (10)

ãäå

R1(n) =
∑

0<|m|6∆−1 lnn

|gm||Vm(n)| ,

R2(n) =
∑

|m|>∆−1 lnn

|gm||Vm(n)| ,

Vm(n) =
∑

p1∈A1

∑

p2∈A2 ,
p1p a

2 −xy=1

t2(p1p
a
2 − 1)eπim(p1p a

2 )1/c ,

t2(k) =
∑

xy=k ,
x6

√
nQ−1

1 ,

gm � êîý��èöèåíò Ôóðüå ñ íîìåðîì m äëÿ �óíêöèè χ1.

Îöåíèì R2(n). Èç ëåììû î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿ ñëåäóåò, ÷òî

|gm| 6
1

π|m|
( r

π∆|m|
) r

.
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Êðîìå òîãî,

|Vm(n)| 6 G1(n) 6 n .

Ïîýòîìó

R2(n) = O
(
n

∑

|m|>∆−1 ln n

( r
∆

) r

m−r−1
)
= O(1) . (11)

Îöåíèì R1(n). Èìååì

|R1(n)| 6
∑

0<|m|<∆−1 ln n

1

π|m| |Vm(n)|

è

|Vm(n)| 6
∑

n16n/Q

∣∣∣
∑

p2∈A2

t2(n1p
a
2 − 1)eπim(n1pa2)

1/c
∣∣∣ ,

ãäå n1 ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè [3, . 87℄, ïîëó÷èì

|Vm(n)|2 6 n/Q
∑

n16n/Q

∣∣∣
∑

p2∈A2

t2(n1p
a
2 − 1)eπim(n1p a

2 )1/c
∣∣∣
2

=

=
n

Q

∑

p2∈A2

∑

p′2∈A2

∑

n16n/Q

t2(n1p
a
2 − 1)t2(n1(p

′
2)

a − 1)eπim(p
a/c
2 −(p′2)

a/c)n
1/c
1 =

=
n

Q
(V0(n) + V1(n)) , (12)

ãäå ñóììà V0(n) ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìûì, â êîòîðûõ p2 = p′2, à â ñóììå V1(n) p2 6= p′2.
Îöåíèì V0(n). Çàìåòèì, ÷òî èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè �óíêöèè τ(n) è �îðìóëû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî τ(ab) 6 τ(a)τ(b). Êðîìå òîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåì-

ìîé 1. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

V0(n) 6
∑

p2∈A2

∑

n1≤n/Q

τ 2(n1p
a
2 − 1) 6

6 (a+ 1)2Q1/a
∑

n16nQ−1

τ 2(n1) ≪ nQ1/a−1 ln3 n . (13)

Ïåðåéäåì ê îöåíêå V1(n). Çàìåòèì, ÷òî

V1(n) ≤
∑

p2∈A2

∑

p′2∈A2 ,
p2 6=p′2

∑

n16nQ−1

t2(n1(p2)
a − 1)t2(n1(p

′
2)

a − 1)e2πi(m/2)(p
a/c
2 −(p′2)

a/c)n
1/c
1 6

6
∑

p2∈A2

∑

p′2∈A2

f(n) , (14)
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ãäå

f(n) =
∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

s(m) (15)

è

s(m) =
∑

n16nQ−1 ,
n1p a

2 ≡1modx1 ,
n1(p′2)

a≡1modx2

e2πi(m/2)(p
a/c
2 −(p′2)

a/c)n
1/c
1 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî (p2, x1) = 1 è (p′2, x2) = 1, òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóììà áóäåò ïóñòîé, òî åñòü ðàâíîé íóëþ.

Ïóñòü p2q2 ≡ 1modx1 è p
′
2q

′
2 ≡ 1modx2. �åøèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé:

{
x ≡ qa2modx1 ,

x ≡ (q′2)
amodx2 .

Îíà ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x1, x2)|(q a
2 − (q′2)

a) è, â ñëó÷àå ðàçðå-
øèìîñòè, åå ðåøåíèå èìååò âèä:

x = z2 +mD ,

ãäå D = [x1, x2] (ñì. [3, . 65, 145℄).
Òàêèì îáðàçîì,

s(m) =
∑

ξ+l6 n
DQ

e2πiκ(ξ+l)
1
c , (16)

ãäå

κ =
m

2
(p

a/c
2 − (p′2)

a/c) , ξ =
z2
D
.

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 < ξ < 1.
×òîáû âûâåñòè àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ G11, òðåáóåòñÿ îöåíèòü s(m).

4. Çàéìåìñÿ îöåíêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû s(m) èç (16).
Ïðåäñòàâèì ýòó ñóììó â ñëåäóþùåì âèäå:

s(m) = s1(m) + s2(m) ,

ãäå

s1(m) =
∑

n
DQ1,5<ξ+l6 n

DQ

e2πiκ(ξ+l)1/c , s2(m) =
∑

ξ+l6 n
DQ1,5

e2πiκ(ξ+l)1/c .

Î÷åâèäíî, ÷òî

| s2(m) |6
∑

ξ+l≤ n

DQ1,5

1 ≤ n

DQ1,5
.

Ïîýòîìó

s(m) = s1(m) +O
( n

DQ1,5

)
. (17)
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�àçîáüåì ñóììó s1(m) íà O(lnn) ñóìì âèäà:

s̄1(M) =
∑

M<ξ+l6M1

e2πiκ(ξ+l)1/c ,

ãäå

n

DQ1,5
≤M < M1 6 2M , M1 6

n

DQ
.

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê x1 6
√
nQ−1

è x2 6
√
nQ−1

, òî

D = [x1, x2] 6 x1x2 6 nQ−2 ,

ïîýòîìó

M >
n

DQ1,5
> Q0,5

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà s̄1(M) ñîäåðæèò ¾ñðàâíèòåëüíî ìíîãî¿ ñëàãàåìûõ.
Áóäåì îöåíèâàòü s̄1(M), ñ÷èòàÿ, ÷òî

n

DQ1,5
6M 6

n

DQ
.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

1 6 D 6 n0,99 ⇔ M ≥ n0,01

Q1,5
.

Åñëè

|κ|M1/c

M
6

1

10
,

òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó î ïðèáëèæåíèè ñóììû èíòåãðàëîì [3, . 19℄, ïîëó÷èì

s̄1(M) =

∫ M1

M

e2πiκ(ξ+l)1/cdl = O(1) = O(M1−1/c) .

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî |κ|M1/c/M > 1/10 è ïðèìåíèì äëÿ îöåíêè ñóììû s̄1(M)
ìåòîä âàí äåð Êîðïóòà [20, ñ. 85-94℄.

Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k èç óñëîâèÿ:

1

M2
<

|κ|M1/c

Mk
≤ 1

M
.

Åñëè k = 2, òî
|κ|M 1

c

M2
≍ 1

M
.

Îöåíèâàÿ s̄1(M) ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè k = 2

s̄1(M) = O(
√
M) .
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�àññìîòðèì ñëó÷àé k > 3 è îöåíèì s̄1(M) ïî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k [3, . 66-70℄.

Èìååì

s̄1(M) ≪ M1−δ ,

ãäå δ = δ(k) > 0. Ñëó÷àé D ≤ n0,99
ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí.

Ïóñòü òåïåðü

D > n0,99 ,
|κ|M1/c

M
>

1

10
.

Îöåíêó s̄1(M) áóäåì âåñòè ïî ñõåìå îöåíêè äçåòîâîé ñóììû, ïðèíàäëåæàùåé È.Ì. Âè-

íîãðàäîâó [3, . 66-70℄. Ïóñòü a = [M5/11]. Òîãäà

|s̄1(M)| ≤ 1

a2

∑

M<m6M1

|W (m)|+ 2a2 ,

ãäå

W (m) =

a∑

u=1

a∑

v=1

e2πiκ(ξ+m+uv)1/c .

Ïðèìåíèì �îðìóëó Òåéëîðà:

(ξ +m+ uv)1/c =

=

r∑

j=0

(
1/c

j

)
(ξ +m)1/c−j(uv)j + θ2

(
1/c

r + 1

)
(ξ +m)1/c−r−1a2(r+1) , |θ2| 6 1 .

Òàêèì îáðàçîì,

e2πiκ(ξ+m+uv)1/c = e2πiF (uv) + 2πθ3|κ|(ξ +m)1/c
( a2

ξ +m

)r+1

, |θ3| 6 1 ,

ãäå

F (uv) =
r∑

j=0

(
1/c

j

)
(ξ +m)1/c−j(uv)j .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

xj =

(
1/c

j

)
, T = |κ|(ξ +m)1/c , αj =

sgn(κ) T

xj(ξ +mj)
.

Òîãäà

W (m) = W1 + 2πθ4T
( a2
M

)r
a2M−1/11 , |θ4| 6 1 ,

W1 =
a∑

u=1

a∑

v=1

e2πiF (uv) =

=
a∑

u=1

a∑

v=1

e2πi(α1uv+α2u2v2+···+αrurvr) .
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Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî r èç óñëîâèÿ

r − 1 <
11 lnT

lnM
6 r

è çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê D > 0, 99, òî |κ| 6 n0,99/c
. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà MD 6 nQ−1

çàêëþ÷àåì, ÷òî M < n0,01
. Ñëåäîâàòåëüíî,

lnT

lnM
>

ln
1

2
n0,99/c

lnn0,01
>

99

c
− 1 >

97

2

è óêàçàííûé âûáîð r âîçìîæåí.
Ñëåäóÿ ñõåìå Âèíîãðàäîâà, ïîëó÷èì:

|W1|4k
2

6 a8k
2−4kJ2

k,r(0, ..., 0)
r∏

j=1

σj ,

ãäå Jk,r(0, ..., 0) îïðåäåëÿåòñÿ â óñëîâèè ëåììû 4 è

σj =
∑

|µj |<Aj

min
(
2Aj,

1

||ajµj||
)
,

Aj = kaj .

Ïðè

4 lnT

lnM
6 j 6

8 lnT

lnM

îöåíèì σj ïî ëåììå 5, à ïðè îñòàëüíûõ j, òðèâèàëüíî, � âåëè÷èíîé (2Aj)
2
.

Èòàê, ïóñòü

4 lnT

lnM
6 j 6

8 lnT

lnM
.

Â ñèëó ëåììû 5, èìååì

σj 6 6
(2Aj

qj
+ 1
)
(2Aj + qj ln qj) 6

6 6(2Aj)
2
( 1

qj
+

1

Aj
+

qj
4(Aj)2

)
,

ãäå

qj = [
xj(ξ +m)j

T
] .

Îöåíèì ñâåðõó ñóììó ( 1

qj
+

1

Aj
+

qj
4(Aj)2

)
.
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Èç îïðåäåëåíèé Aj , qj è âûáîðà j ñëåäóåò, ÷òî

Aj > aj >
(1
2
M5/11

)j
>

1

2r
M

5
11

4 lnT
lnM =

1

2r
T 20/11;

qj 6
M j

T
6
M4 lnT/lnM

T
= T 3 ;

qj
A2

j

6
xj4

rM j

a2jT
6
xj8

rM j/11

T
6 xj8

rT−3/11 .

Îöåíèì ñâåðõó xj :

xj =
∣∣∣
(
1/c

j

)∣∣∣
−1

=
c2

c− 1
· j!

(2− 1/c)(3− 1/c)
· · · (j − 1/c− 1) 6

c2

c− 1
j2 6

c2

c− 1
r2 .

Èòàê, ïðè

4 lnT

lnM
6 j 6

8 lnT

lnM
(
1

qj
+

1

Aj
+

qj
4A2

j

)
6

(
1

T 3
+ 2rT−20/11 +

1

(c− 1)
16rT−3/11

)
6

48r

c− 1
T−3/11 .

Îöåíèì ln qj ïðè ýòèõ æå çíà÷åíèÿõ j:

ln qj = ln
xj(ξ +m)j

T
6 ln

( c2

c− 1
4r · 2r · M

j

T

)
6 ln

( 16r

c− 1
T 7
)
6 7

16r

c− 1
lnn .

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

4 lnT

lnM
6 j 6

8 lnT

lnM

σj 6
42

(c− 1)2
(1000)r T−3/11 lnn(2Aj)

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

r∏

j=1

σj 6
(42)r(1000)r

2

(c− 1)2r
(lnn)rT− 12

11
· lnT
ln M

r∏

j=1

(2Aj)
2 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

r∏

j=1

σj 6
(168k2)r

(c− 1)2r
(ln n)rT− 12

11
· lnT
lnM ar

2+r .
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Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî τ èç óñëîâèÿ eτ−1 < 10000r 6 eτ è ïðèìåíèì òåîðåìó î

ñðåäíåì È.Ì. Âèíîãðàäîâà ( [3℄, . 89), ïîëîæèâ â íåé k = rτ :

Jk,r(0, . . . , 0) 6 (rτ)6rτ (2r)4rτ(r+1)a2k−r(r+1)/2

(
1−

(
1− 1

r

))τ

.

Çàìåòèì, ÷òî (
1− 1

r

)τ
< e−τ/r <

1

10000
,

òàê êàê τ/r > ln 10000. Ïîýòîìó

a(r
2+r)/2

(
1− 1

r

)τ
< ar

2/10000 .

Êðîìå òîãî,

r < 1 +
11 lnT

lnM
<

22 lnT

lnM
.

Çíà÷èò,

ar
2/10000 < M5/11· 484

10000
· ln2 T
ln2 M < T lnT/40 lnM .

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

|W1|4k
2

6 k12k (2r)8k(r+1) (168k
2)r

(c− 1)2r
(lnn)r10000r

2

T−lnT/lnMa8k
2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|W1| 6 k3/kT−lnT/4k2 lnMa2 6 c1a
2(lnn)r/4k

2

T−lnT/4k .

Çàìåòèì, ÷òî

4k2 > 4(r2 ln 10000)2 > 484

(( lnT

lnM

)2
ln 10000

)2

> c2

( lnT

lnM

)4
,

ïîýòîìó

|W1| 6 c1a
2e−γ ln3M

ln2 T
(lnn)r/4k

2

, (γ > 0) .

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî M > Q(lnn)−c
, èìååì

M > e
√
ln n/2 , ln3M >

1

8

√
ln3 n .

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

|W1| 6 c2a
2e−γ1

√
lnn , c2 > 0 , γ1 > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

s̄1(M) ≪ n

QD
e−γ

√
lnn
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è

s1(m) ≪ n lnn

QD
e−γ

√
lnn .

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, èç (17) èìååì:

s(m) ≪ nQ−1e−γ
√
lnnD−1 ln n+ nQ−1,5D−1 ≪

≪ nQ−1e−γ
√
lnn/2D−1, (18)

ãäå D = [x,x2].

5. Ïðîäîëæèì âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû äëÿ G11(n). Èç �îðìóë (10) è (11)
(ñì. ï. 3) ñëåäóåò, ÷òî

G11(n) =
(1
2
− 2∆

)
G1(n) +O


 ∑

0<|m|<∆−1 lnn

1

π|m| | Vm(n) |


 ,

ãäå ∆ = (ln2 n)−1
.

Èç (12) è (13) ïîëó÷àåì

| Vm(n) |26
n

Q
V1(n) +O

(
n2Q1/a−2 ln3 n

)
.

Ïîýòîìó, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû íóæíà îöåíêà V1(n).
Èç (14) èìååì

V1(n) ≪
∑

p2∈A2

∑

p′2∈A2

f(n) ,

ãäå

f(n) =
∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

s(m) .

Ïîäñòàâèâ â ýòó �îðìóëó îöåíêó (18), ïîëó÷èì:

f(n) ≪ nQ−1e−
γ
2

√
lnn

∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

D−1.

Îöåíèì ñóììó â ýòîì íåðàâåíñòâå:

∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

D−1 =
∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

(x1, x2)

x1x2
=

=
∑

x16
√
nQ−1

∑

x26
√
nQ−1

1

x1x2

∑

d|(x1,x2)

ϕ(d) 6

6
∑

d6
√
nP−1

ϕ(d)

d2

( ∑

x6
√
nQ−1d−1

x−1
)2

≪ ln3 n .
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Ïîýòîìó

f(n) ≪ nQ−2 ln3 n .

Îòñþäà è èç (14) ñëåäóåò, ÷òî

|V1(n)| ≪ n2Q1/a−3 ln3 n . (19)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (13) è (19), èç (12) ïîëó÷èì:

|Vm(n)|2 ≪ n2Q−2+ 2
ae−

γ
4

√
lnn + n2Q−2+ 1

a ln3 n≪
≪ (nQ−1)2Q−2+ 2

a e−
γ
4

√
lnn,

òî åñòü

|Vm(n)| ≪ nQ−1+ 1
a e−

γ
8

√
lnn .

Ïîýòîìó

|R1(n)| ≪ nQ−1+ 1
a e−

γ
8

√
lnn ln2 n . (20)

Èç (11), (20) è (10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ G11(n) ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà:

G11(n) =
1

2
G(n)(1 +O(Q−η) , η > 0 .

Äëÿ G12(n) àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè âûâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà ñ

òàêèìè æå ãëàâíûì ÷ëåíîì è îñòàòêîì. Ïîýòîìó, èç (9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ G1(n) âåðíà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà:

G1(n) =
1

2
G(n)(1 +O(Q−η) , η > 0 ,

òî åñòü òåîðåìà äîêàçàíà. �

4. Çàêëþ÷åíèå. �àññìîòðåííàÿ â ñòàòüå àääèòèâíàÿ áèíàðíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëîãîì ïðîáëåìû Òè÷ìàðøà. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [10℄ äëÿ óðàâíåíèÿ

p1p2 − 1 = xy ïðè a ≥ 2. Îñîáåííîñòü çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëåíî â äàííîé

ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ïðè a ≥ 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p1p
a
2 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåä-

êîé, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p1p2 (ïðè áîëüøèõ a îíà ¾áëèçêà¿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðîñòûõ ÷èñåë).
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ABOUT A VARIANT OF TITCHMARSH'S DIVISOR PROBLEM

WITH SEMISIMPLE NUMBERS OF A SPECIAL TYPE

N.À. Zinhenko
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Pobeda St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: zinhenko�bsu.edu.ru

Abstrat. The problem of solution number of the equation p1p
a
2 − xy = 1 where p1 è p2 are

primes and x and y are natural, a > 2 is under onsideration. The problem is solved at the ondition

that numbers p1p
a
2 are displayed in [(2m)c, (2m + 1)c) where m ∈ N, c ∈ (1, 2] and primes p1, p2

satisfy some additional onditions.

Keywords: Tithmarsh's divisor problem, binary additive problem, semisimple number, method

of trigonometri sums, short Vinogradov intervals.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ âàðèàíò òåðíàðíîé ïðîáëåìû �îëüäáàõà ñ ïðîñòûìè ÷èñ-

ëàìè p, òàêèìè, ÷òî a < {ηp} < b, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà [0, 1], η �

êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àääèòèâíûå çàäà÷è, ïðîñòûå ÷èñëà ñïåöèàëüíîãî âèäà, ÷èñëî ðåøåíèé,

àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà, êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

1. Ââåäåíèå. Òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà �îëüäáàõà � ýòî çàäà÷à î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ

p1 + p2 + p3 = N (1)

â ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, p3 äëÿ íå÷åòíîãî N , áîëüøåãî ïÿòè. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî

ðåøåíèé çàäà÷è I3,1(N). Â 1937 ã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó

[1℄, à èìåííî äîêàçàë, ÷òî:

I3,1(N) = σ(N)
N2

2(logN)3
+O

( N2

(logN)4

)
,

σ(N) =
∏

p

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏

p|N

(
1− 1

p2 − 3p+ 3

)
> 1 .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøàåòñÿ âàðèàíò òåðíàðíîé ïðîáëåìû �îëüäáàõà ñ ïðîñòûìè

÷èñëàìè, íà êîòîðûå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ.

Ïóñòü N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, η � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü, a è b � ïðîèçâîëüíûå �èêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èç

îòðåçêà [0, 1]. Îáîçíà÷èì J3,1(N) ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòûõ ÷èñëàõ pi,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ a < {ηpi} < b, i = 1, 2, 3. Äëÿ J3,1(N) íàìè ïîëó÷åíà ïðè-

áëèæåííàÿ �îðìóëà. �åçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðåæäåíèè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

J3,1(N) = I3,1(N)σ(N, a, b) +O(N2 log−C N) ,
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ãäå

σ(N, a, b) =
∑

|m|<∞
e2πim(ηN−1,5(a+b)) sin

3 πm(b− a)

π3m3
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêîé ïðè áîëüøîì íå÷åòíîì

N è b − a > 3
√
2ζ(3)/π > 0, 42. Åñëè íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìû íå ìîæåì

óòâåðæäàòü, ÷òî ñóììà ðÿäà σ(N, a, b) îòëè÷íà îò íóëÿ.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 ( [2℄, ñ. 22). Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, α è β� âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

0 < ∆ < 1/4, ∆ ≤ β−α ≤ 1−∆. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1 �óíêöèÿ
ψ(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. ψ(x) = 1 â ïðîìåæóòêå α +∆/2 ≤ x ≤ β −∆/2 ,

2. 0 < ψ(x) < 1 â ïðîìåæóòêàõ α−∆/2 < x < α +∆/2 è β −∆/2 < x < β +∆/2 ,

3. ψ(x) = 0 â ïðîìåæóòêå β +∆/2 ≤ x ≤ 1 + α−∆/2 ,

4. ψ(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå âèäà

ψ(x) = β − α+
∑

0<|m|<∞
c(m)e2πimx ,

ãäå

|c(m)| ≤ min
(
β − α,

1

π|m| ,
1

π|m|
( r

π|m|∆
)r)

.

Ëåììà 2 ( [3℄, ñ. 158). Ïóñòü τ ≥ 1, α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò

öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà a è q, 1 ≤ q ≤ τ , òàêèå, ÷òî

∣∣∣α− a

q

∣∣∣ ≤ 1

qτ
.

Ëåììà 3 ( [4℄, ñ. 264). Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α ñòå-

ïåíè n ìîæíî ïîäîáðàòü ïîëîæèòåëüíîå c, çàâèñÿùåå òîëüêî îò α, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a/b (a/b 6= α) áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ ≥ c

bn
.

Ëåììà 4 ( [3℄, ñ. 29). Ïóñòü f(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-

åìàÿ íà [a, b] �óíêöèÿ, cn � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

C(x) =
∑

a<n≤x

cn .
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Òîãäà

∑

a<n≤b

cnf(n) = −
∫ b

a

C(x)f ′(x)dx+ C(b)f(b) .

Ëåììà 5 ( [5℄, ñ. 62). Ïóñòü 1 ≤ U ≤ N , ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ

ëþáîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∑

U<n≤N

Λ(n)f(n) =W1 −W2 −W3 ,

ãäå

W1 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

l≤Nd−1

(log l)f(ld) ,

W2 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

n≤U

Λ(n)
∑

r≤N(dn)−1

f(ndr) ,

W3 =
∑

U<m≤NU−1

(∑

d|m,
d≤U

µ(d)
) ∑

U<n≤Nm−1

Λ(n)f(nm) .

Ëåììà 6 ( [3℄, ñ. 94). Ïðè P ≥ 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

∣∣∣
∑

x≤P

e2πiαx
∣∣∣ ≤ min(P ; 0.5‖α‖−1) .

Ëåììà 7 ( [3℄, ñ. 95). Ïóñòü uν, vν ≥ 0. Òîãäà

( P∑

ν=1

uνvν

)2
≤
( P∑

ν=1

u2ν

)( P∑

ν=1

v2ν

)
.

Ëåììà 8 ( [6℄). Ïðè N, k ≥ 2 è íàòóðàëüíîì l âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑

n≤N

(τk(n))
l ≤ c(k, l)N(logN + 1)k

l−1 .

Ëåììà 9 ( [7℄, ñ. 35). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a, q) = 1, q ≤ N è |α− a/q| ≤ q−2
. Òîãäà

∑

p≤N

e2πiαp log p≪ (logN)4(Nq−1/2 +N4/5 +N1/2q1/2) .
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 1. Ôóíêöèþ

ψ0(x) =

{
1, åñëè a < x < b,
0 , åñëè 0 ≤ x ≤ a èëè b ≤ x ≤ 1

ïðîäîëæèì ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ñ ïåðèîäîì 1. Ïóñòü

S0(x) =
∑

p≤N

ψ0(ηp)e
2πixp ,

òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòûõ ÷èñëàõ pi, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

a < {ηpi} < b, i = 1, 2, 3, ðàâíî

J3,1(N) =

∫ 1

0

S3
0(x)e

−2πixNdx .

Â ëåììå î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿ È.Ì. Âèíîãðàäîâà (ëåììà 1) âûáåðåì r = [logN ], ∆ =
log−1,5C N . Ïðè âûáîðå α = a+∆/2 è β = b−∆/2 �óíêöèþ ψ èç ëåììû î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿

îáîçíà÷èì êàê ψ1, α è β � êàê α1 è β1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèâ α = a − ∆/2 è β =
b+∆/2, ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ ψ îáîçíà÷èì ψ2, α è β � êàê α2 è β2, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì

Jk(N) =

∫ 1

0

(∑

p≤N

ψk(ηp)e
2πixp

)3
e−2πixNdx , k = 1, 2 . (2)

Èç ñâîéñòâ ψ1(x) è ψ2(x) ñëåäóåò:

J1(N) ≤ J3,1(N) ≤ J2(N) .

Äëÿ J1(N) è J2(N) âûâåäåì ïðèáëèæåííûå �îðìóëû, ãëàâíûå ÷ëåíû â êîòîðûõ îäèíà-

êîâû.

Â ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè ψk(ηp) ðÿäîì Ôóðüå

ψk(ηp) =
∑

|m|<∞
ck(m)e2πimηp

îöåíèì ñóììó ïðè |m| > r∆−1
. Èç ëåììû 1 î ¾ñòàêàí÷èêàõ¿ Âèíîãðàäîâà èìååì

∑

|m|>r∆−1

ck(m)e2πimηp ≪
∑

|m|>r∆−1

1

π|m|
( r

π|m|∆
)r

≪ 1

πr+1
< N− log π .

�àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèè ψk(ηp)

ψk(ηp) =
∑

|m|≤r∆−1

ck(m)e2πimηp +O(N− log π)
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ïîäñòàâèì â (2):

Jk(N) =

∫ 1

0

( ∑

|m|≤r∆−1

ck(m)
∑

p≤N

e2πi(x+mη)p
)3
e−2πixNdx+O(N2−log π)

=
∑

|m1|≤r∆−1

ck(m1)
∑

|m2|≤r∆−1

ck(m2)
∑

|m3|≤r∆−1

ck(m3)

∫ 1

0

∑

p1≤N

e2πi(x+m1η)p1

×
∑

p2≤N

e2πi(x+m2η)p2
∑

p3≤N

e2πi(x+m3η)p3e−2πixNdx+O(N2−logπ) .

2. Ïðè m1 = m2 = m3 = m ðàññìîòðèì

I1(N) =
∑

|m|≤r∆−1

c3k(m)e2πimηN
∑

p1≤N

∑

p2≤N

∑

p3≤N

∫ 1

0

e2πi(x+mη)(p1+p2+p3−N)dx .

Ó÷òåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ïî x ñ ïåðèîäîì 1, ïîëó÷èì

I1(N) = I3,1(N)
∑

|m|≤r∆−1

c3k(m)e2πimηN .

Ïðîìåæóòîê ñóììèðîâàíèÿ ïî m ðàçîáüåì íà äâà ïðîìåæóòêà: |m| < M è M ≤ |m| ≤
r∆−1

. Íà âòîðîì ïðîìåæóòêå ñóììó îöåíèì òðèâèàëüíî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå îöåíêè

äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå (ëåììà 1):

∑

M≤|m|≤r∆−1

c3k(m)e2πimηN = O(M−2) .

Ïîñêîëüêó ïðè m 6= 0 ( [3℄, ñ. 16)

ck(m) = i
e−2πimβk − e−2πimαk

2πm

(eπim∆/r − e−πim∆/r

2πim∆/r

)r

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ck(m) = e−πim(αk+βk)
sin πm(βk − αk)

πm

(sin πm∆/r

πm∆/r

)r
,

òî äëÿ 0 < |m| < M

c3k(m) = e−3πim(a+b) sin
3 πm(b− a) +O(M∆)

π3m3

(
1 +O

(
M∆

)2)
=

= e−3πim(a+b) sin
3 πm(b− a)

π3m3

(
1 +O(M∆)

)
.
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Òîãäà ∑

|m|≤r∆−1

c3k(m)e2πimηN =

=
∑

|m|<∞
e2πim(ηN−1,5(a+b)) sin

3 πm(b− a)

π3m3
+O(M∆) +O(M−2) .

Ïðè âûáîðå M = ∆−1/3
ïîëó÷èì

I1(N) = I3,1(N)(σ(N, a, b) +O(∆2/3)) .

3. Åñëè ñðåäè m1, m2, m3 åñòü äâà íå ðàâíûõ äðóã äðóãó ÷èñëà, òî äîïóñòèì, ÷òî

m1 < m2. �àññìîòðèì

I(N,m1, m2, m3) =

∫ 1

0

|S(x+m1η)||S(x+m2η)||S(x+m3η)|dx ,

ãäå

S(x) =
∑

p≤N

e2πixp .

Ñäåëàåì çàìåíó t = x + m1η. Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðèîäè÷íîé ïî t ñ ïåðèîäîì 1, èíòåãðàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïðîìåæóòêå E =
[−1/τ ; 1− 1/τ), ãäå τ = N log−B N , B > 2C + 8.

Ïî òåîðåìå Äèðèõëå (ëåììà 2) î ïðèáëèæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíû-

ìè ÷èñëàìè t ïðåäñòàâèìî â âèäå

t =
d

q
+
θ1
qτ
, (d, q) = 1, 1 ≤ q ≤ τ , |θ1| ≤ 1 . (3)

Ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t ðàçîáüåì íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà:

E1 � ¾áîëüøèå¿ äóãè è E2 � ¾ìàëûå¿ äóãè. Íà ¾áîëüøèõ¿ äóãàõ E1 â ðàçëîæåíèè (3)

âûáåðåì q ≤ logAN , ãäå A � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî, A > 2C + 8. Òîãäà E2 = E\E1.

Îáîçíà÷èì m = m2 −m1, m
′ = m3 −m1. Òîãäà

I(N,m1, m2, m3) =

∫

E1

F (t)dt+

∫

E2

F (t)dt ,

ãäå

F (t) = |S(t)||S(t+mη)||S(t+m′η)| .
4. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè, îöåíèì èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó E1, êàê

∫

E1

F (t)dt≪ max
t∈E1

|S(t+mη)|
√(∫ 1

0

|S(t)|2dt
)2

≪ π(N)max
t∈E1

|S(t+mη)| .

Äëÿ èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó E2 ïîëó÷èì îöåíêó

∫

E2

F (t)dt≪ π(N)max
t∈E2

|S(t)| .
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5. Îöåíèì

max
t∈E1

|S(t+mη)|

ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà t+mη.
Ïî òåîðåìå Äèðèõëå (ëåììà 2)

η =
A

Q
+

θ

Qτ1
, (A,Q) = 1, |θ| < 1 , 1 ≤ Q ≤ τ1 . (4)

Çíà÷åíèå τ1 âûáåðåì ïîçæå.

Ïîñêîëüêó η � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ (ëåììà

3) èìååì

c(η)

Q2
≤
∣∣∣η − A

Q

∣∣∣ , c(η) > 0 . (5)

Èç (4), (5) ïîëó÷àåì

c(η)

Q2
≤ 1

Qτ1
,

ñëåäîâàòåëüíî, Q ≍ τ1. Òîãäà

η =
A

Q
+
θ2
Q2

, |θ2| ≤ 1 .

Äëÿ t, ïðèíàäëåæàùèõ ¾áîëüøèì¿ äóãàì E1, ðàññìîòðèì γ = t+mη. Òîãäà

γ =
d

q
+
A1

Q1
+
θ1
qτ

+
θ2m

Q2
=
X

Y
+
θ1
qτ

+
θ2m

Q2
,

(A1, Q1) = 1, (X, Y ) = 1 .

Ïîñêîëüêó

Y =
qQ1

(dQ1 + A1q, qQ1)
, (6)

òî

Y ≤ qQ .

Ïðè âûáîðå τ1 =
√
τ âûïîëíÿåòñÿ

θ1
qτ

≪ 1

Q2
≪
( q
Y

)2
,

∣∣∣ θ1
qτ

+
θ2m

Q2

∣∣∣ = θ3
Y 2

, |θ3| ≤ (1 + |m|)q2 . (7)

Îáîçíà÷èì (dQ1 + A1q, Q1) êàê δ, òîãäà δ|q è

(dQ1 + A1q, qQ1) ≤ q(dQ1 + A1q, Q1) = qδ ≤ q2 . (8)
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Òîãäà èç (6), (8) èìååì

Y ≥ Q1

q
≥ Q

mq
. (9)

6. Ê ñóììå S(γ) ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ (ëåììà 4):

S(γ) ≪ |C(N)| 1

logN
+

∫ N

2

|C(x)| dx

x log2 x
,

ãäå

C(x) =
∑

p≤N

e2πiγp log p.

Ïðè âûáîðå U = N0,02
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

C(x) =
∑

U<n≤N

e2πiγnΛ(n) +O(
√
N) .

Äåéñòâèòåëüíî, îöåíèâàÿ òðèâèàëüíî ðàçíîñòü ýòèõ ñóìì, èìååì:

∑

pk≤N
k≥2

log p ≤ π(
√
N) logN ≪

√
N

è ∑

n≤U

Λ(n) = ψ(
√
U) ≪

√
U .

Äëÿ îöåíêè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû ñ �óíêöèåé Ìàíãîëüäòà ïðåîáðàçóåì åå ñî-

ãëàñíî ëåììå 5: ∑

U<n≤N

e2πiγnΛ(n) = W1 −W2 −W3 ,

ãäå

W1 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

l≤Nd−1

(log l)e2πiγdl ,

W2 =
∑

d≤U

µ(d)
∑

n≤U

Λ(n)
∑

r≤N(dn)−1

e2πiγdnr ,

W3 =
∑

U<m≤NU−1

am
∑

U<n≤Nm−1

Λ(n)e2πiγmn ,

am =
∑

d|m,
d≤U

µ(d) .

Èç âíóòðåííåé ñóììû W1 ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ÷àñòíîãî ñóììèðîâàíèÿ (ëåììà 4)

âûíåñåì ìíîæèòåëü log l. Ó÷òåì, ÷òî |µ(d)| ≤ 1, Λ(n) ≤ logn. Òîãäà

W1,W2 ≪ logN
∑

d≤U2

|
∑

l≤Nd−1

e2πiγdl| .
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Ïîëüçóÿñü ëåììîé îá îöåíêå ìîäóëÿ ëèíåéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû (ëåììà 6),

ïîëó÷èì

W1,W2 ≪ logN
∑

d≤U2

min(Nd−1, ‖γd‖−1|) .

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (7), (9) äëÿ

γd =
Xd+ θ3dY

−1

Y

èìååì |θ3dY −1| < 0, 5. Ïîëàãàÿ

r =

{
k, åñëè k ≤ Y/2,

Y − k, åñëè Y/2 < k ≤ Y,

ãäå k � íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò ÷èñëà Xd ïî ìîäóëþ Y , èìååì

W1,W2 ≪ log2N
∑

0<r≤Y/2

Y

r − 0, 5
≪ Y log3N .

7. Ïåðåéäåì ê îöåíêå ñóììû W3. Ñóììû ïî m, n ðàçîáüåì êàæäóþ íà ≪ logN ñóìì

ñ ïðåäåëàìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ íå áîëåå ÷åì âäâîå. Ïóñòü

U < M ≤ NU−1 , U < K ≤ NM−1 , M1 ≤ 2M , K1 ≤ 2K ,

MK ≤ N .

Òîãäà

W3 ≪ |W3(M,K)| log2N ,

ãäå

W3(M,K) =
∑

M<m≤M1

am
∑

K<n≤K1

Λ(n)e2πiγmn .

Âîçâåäåì ñóììó W3(M,K) â êâàäðàò, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè (ëåììà 7) ïî-

ëó÷èì íåðàâåíñòâî:

W3(M,K)2 ≪
( ∑

M<m≤M1

a2m

) ∑

M<m≤M1

∣∣∣
∑

K<n≤K1

Λ(n)e2πiγmn
∣∣∣
2

.

Ïîñêîëüêó am ≤ τ(m), ïðèìåíÿÿ ëåììó 8 ê ïåðâîé ñóììå, èìååì

∑

M<m≤M1

a2m ≪M log3N .

Äëÿ âòîðîé ñóììû

S(M,K) =
∑

M<m≤M1

∣∣∣
∑

K<n≤K1

Λ(n)e2πiγmn
∣∣∣
2

,
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ðàñêðûâàÿ êâàäðàò ìîäóëÿ, äåëàÿ âíóòðåííèì ñóììèðîâàíèå ïî m, ïîëó÷èì

S(M,K) ≪ log2N
∑

K<n1,n2≤K1

∣∣∣
∑

M<m≤M2

e2πiγm(n1−n2)
∣∣∣ ,

ãäå M2 = min(M1, N/n1, N/n2), è n1 íåçàâèñèìî îò n2 ïðîáåãàåò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî

è n2. Ïðè n1 = n2 âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà M2 −M , ÷òî äàñò îöåíêó ≪ N log2N . Â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ îöåíêè âíóòðåííåé ñóììû ïðèìåíèì ëåììó 6:

G(M,K) =
∑

K<n2<n1≤K1

∣∣∣
∑

M<m≤M2

e2πiγm(n1−n2)
∣∣∣≪

≪
∑

K<n2<n1≤K1

min(M, ‖γ(n1 − n2)‖−1) ≪ K
∑

1≤h≤K

min(M, ‖γh‖−1) .

Ñóììà ïî h îöåíèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà ó È.Ì. Âèíîãðà-

äîâà ( [3℄, ñ. 94). Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ëåììû ( [3℄, ñ. 94, ëåììà VI.2.5) â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå íå âûïîëíÿþòñÿ, ïðèâîäèì âñå ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü h = h1 + Y s, 0 ≤ h1 < Y .
Òîãäà

γh = γh1 + β1 =
Xh1 + [β1Y ] + θ3h1Y

−1 + {β1Y }
Y

,

ãäå β1 = γY s.

∑

1≤h≤K

min(M, ‖γh‖−1 ≪
(K
Y

+ 1
) ∑

0≤h1<Y

min
(
M,

1

‖γh1 + β1‖
)
.

Äåëàÿ çàìåíó Z = Xh1 + [β1Y ], ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü �óíêöèè ‖x‖ ñ ïåðèîäîì 1,

èìååì ∑

0≤h1<Y

min
(
M,

1

‖γh1 + β‖
)
≪

∑

|Z|≤0,5Y

min
(
M,

1∥∥∥Z
Y
+ θ4(Z)

Y

∥∥∥

)
,

ãäå |θ4(Z)| < 2|m|q2. Ñëåäîâàòåëüíî,

G(M,K) ≪

≪ K
(K
Y

+ 1
)(
M(4|m|q2 + 2) +

∑

2|m|q2≤|Z|≤0,5Y

Y

|Z| − 2|m|q2
)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî q ≤ logAN , |m| < ∆−1 logN , èìååì

G(M,K) ≪ K
(K
Y

+ 1
)(M

∆
+ Y

)
log1+2AN ≪

≪
(
K2M

( 1

Y∆
+

1

M
+

1

K∆

)
+KY

)
log1+2AN .

Òîãäà

W3(M,K)2 ≪M log3N(N log2N+
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+K2M
( 1

Y∆
+

1

M
+

1

K∆

)
+KY ) log3+2AN) .

Ïîñêîëüêó

U < M ≤ NU−1 , U < K ≤ NU−1 , MK ≤ N ,

ïîëó÷àåì

W3(M,K)2 ≪
(
N2
( 1

Y∆
+

1

U
+

1

U∆

)
+NY

)
log6+2AN .

Îêîí÷àòåëüíî:

W3 ≪
(
N
( 1√

Y∆
+

1√
U

+
1√
U∆

)
+
√
NY

)
log4+AN .

Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ

U = N0,02, ∆ = log−1,5C N,
Q

mq
≤ Y ≤ qQ ,

1 ≤ q ≤ logAN, |m| < log1+1,5C N, Q ≍
√
N log−B N

óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ |W3| ïîëó÷åíà òðåáóåìàÿ îöåíêà.
8. Ïî ëåììå 9 èìååì

max
t∈E2

|S(t)| ≪ log4N(N log−A/2N +N4/5 +N1/2τ 1/2) .

Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå îöåíêè, èìååì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Àííîòàöèÿ. �àññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ áèàíàëèòè÷å-

ñêèõ �óíêöèé íà ãëàäêîì êîíòóðå. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ �îðìóëà ðåøåíèÿ çàäà÷è è îïèñàíû íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ, áèàíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, îðèåíòèðó-

åìûé êîíòóð, êëàññ �åëüäåðà.

Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàäàí îðèåíòèðóåìûé ãëàäêèé êîíòóð Γ, ñîñòî-
ÿùèé èç ïðîñòûõ êîíòóðîâ Γ1, . . . ,Γm. Òîãäà äîïîëíåíèå ê íåìó D = C \ Γ ñîñòîèò

èç íåêîòîðîãî ÷èñëà îáëàñòåé D0, D1, . . . , Dm, èç êîòîðûõ îáëàñòü D0 áåñêîíå÷íà è ñî-

äåðæèò îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ∞, à îñòàëüíûå îáëàñòè êîíå÷íû.

�àññìîòðèì â ýòèõ îáëàñòÿõ áèàíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ φ, ò.å. �óíêöèþ φ ∈ C2(D),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

∂2φ

∂z̄2
= 0 .

Õîðîøî èçâåñòíî [1, 2℄, ÷òî îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðó àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé φ0, φ1

ïî �îðìóëå �óðñà

φ(z) = φ0(z) + z̄φ1(z) , z ∈ D , (1)

ãäå φ1 = ∂φ/∂z̄.
Ïóñòü áèàíàëèòè÷åñêàÿ â D �óíêöèÿ φ âìåñòå ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé φ1 = ∂φ/∂z̄

íåïðåðûâíà â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ Dj , òàê ÷òî îïðåäåëåíû îäíîñòîðîííèå ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ φ±
è φ±

1 íà Γ. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ

φ+ −G0φ
− = f0 ,

(
∂φ

∂z̄

)+

−G1

(
∂φ

∂z̄

)−
= f1 , (2)

ãäå êîý��èöèåíòû Gk è ïðàâûå ÷àñòè fk çàäàíû, ïðè÷åì Gk(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ Γ.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè Gk, fk ïðèíàäëåæàò êëàññó �åëüäåðà

Cµ(Γ), à ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå

φ, φ1 ∈ Cµ(Dj) , 1 ≤ j ≤ m ; φ, φ1 ∈ Cµ(D0 ∩ {|z| ≤ R}) , (3)

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòà (0113�Ê01031) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçî-

âàíèÿ è íàóêè �åñïóáëèêè Êàçàõñòàí.
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ãäå çäåñü è íèæå φ1 = ∂φ/∂z̄ è R > 0 âûáðàíî ïî óñëîâèþ Γ ⊆ {|z| < R}. Êðîìå òîãî,
äëÿ çàäàííîãî öåëîãî k ïîâåäåíèå φ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîä÷èíåíî îöåíêå

|φ(z)|+ |z̄φ1(z)| ≤ C|z|k−1
ïðè |z| ≥ R . (4)

Çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì..íàïðèìåð, [3, 4℄), êàê

ïðàâèëî, â êëàññå �óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñõåìà åå ðåøåíèÿ õîðîøî

èçâåñòíà [5℄. Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (1) îíà ïîñëåäîâàòåëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì

àíàëîãè÷íîãî âèäà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ

�óíêöèé G0, G1 ÿâíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî íå áûëî (ñì. íàïðèìåð, [5℄, ñòð. 318-319). Â

íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåì ÿâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ k â îöåíêå
(4) è îïèøåì òî÷íûå óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü æk = IndGk, k = 0, 1 , åñòü èíäåêñ Êîøè �óíêöèè Gk, ò.å. åñëè âûáðàíû

òî÷êè τj ∈ Γj è íåïðåðûâíûå íà Γj \ τj âåòâè argGk, òî

æk =
1

2π

∑m

j=1
[(argGk)(τj − 0)− (argGk)(τj + 0)] , (5)

ãäå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ τj ïîíèìàþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê îðèåí-

òàöèÿì íà êîíòóðàõ Γj . Ïóñòü Xk åñòü êàíîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿ-

æåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, îòâå÷àþùàÿ êîý��èöèåíòó Gk. Íàïîìíèì [6℄, ÷òî

ýòà �óíêöèÿ âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ, âêëþ÷àÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ X±
k , óäîâëåòâîðÿåò

êðàåâîìó óñëîâèþ

X+
k = GkX

−
k (6)

è ïîä÷èíåíà ïîâåäåíèþ

lim
z→∞

zækXk(z) = 1 (7)

íà áåñêîíå÷íîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî [6℄, ÷òî �óíêöèÿ Xk ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïðè÷åì X±
k ∈ Cµ(Γ).

Ïîëîæèì

A(t) =
t̄[G1(t) +G0(t)]

2G1(t)
, B(t) =

t̄[G1(t)−G0(t)]

2G1(t)
, C(t) =

B(t)X+
1 (t)

X+
0 (t)

, (8)

è ââåäåì ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð

(Nϕ)(t0) = A(t0)f1(t0) +
B(t0)

πi

∫

Γ

X+
1 (t0)

X+
1 (t)

f1(t)dt

t− t0
, t0 ∈ Γ , (9)

Äëÿ öåëîãî n îáîçíà÷èì P (n) êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ p(t) ñòåïåíè deg p ≤ n− 1, ïîëàãàÿ
P (n) = 0 äëÿ n ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, dimP (n) = max(0, n). Óäîáíî åùå äëÿ öåëîãî m
ââåñòè ïîäïðîñòðàíñòâî P (n,m) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ p ∈ P (n), äëÿ êîòîðûõ

〈q, Cp〉 = 0 , q ∈ P (m) , (10)

ãäå çäåñü è íèæå äëÿ êðàòêîñòè

〈ϕ, ψ〉 =
∫

Γ

ϕ(t)ψ(t)dt .
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Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî âîçíèêàåò â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè.

Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ C(Γ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

〈f, p〉 = 〈q, Cp〉 , p ∈ P (n) , (11)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q ∈ P (m). Òîãäà ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî

〈f, p〉 = 0 , p ∈ P (n,m) .

� Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà m,n ïîëîæèòåëüíû. �àç-

ëîæèì ìíîãî÷ëåíû p è q ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì ei(t) = ti−1, i = 1, 2, . . ., â ÿâíîì

âèäå

p =
∑n

i=1
xiei , q =

∑m

j=1
yjej ,

ñ íåêîòîðûìè xi, yj ∈ C. Òîãäà (11) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå òîæäåñòâà

∑n

i=1
xi〈f, ei〉 =

∑n

i=1

∑m

j=1
xiyj〈ej, Cei〉

ïî x ∈ Cn
, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∑m

j=1
〈ej, Cei〉yj = 〈f, ei〉 , 1 ≤ i ≤ n .

Î÷åâèäíî, ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïðàâàÿ ÷àñòü óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè

∑n

i=1
〈f, ei〉ξi = 0 (12)

âñåì ðåøåíèÿì ξ = (ξ1, . . . , ξn) ñîþçíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

∑n

i=1
〈ej , Cei〉ξi = 0 , 1 ≤ j ≤ m. (13)

Ïîëàãàÿ p =
∑n

1 ξiei, ðàâåíñòâî (12) ìîæåì çàïèñàòü â �îðìå 〈f, p〉 = 0 äëÿ âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ p ∈ P (n), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 〈ej , Cp〉 = 0, 1 ≤ j ≤ m, èëè, ÷òî
ðàâíîñèëüíî, óñëîâèþ (10). �

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà P (n,m) ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (13). Òàêèì îáðàçîì,

dim P (n,m) = n− rangC(n,m) , (14)

ãäå ìàòðèöà C(n,m) ∈ Cm×n
îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè Cij = 〈ej , Cei〉. Î÷åâèäíî, ýòà

ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

C(n,m) =




c1 c2 · · · cn
c2 c3 · · · cn+1

· · · · · ·
cm cm+1 · · · cm+n−1


 , ck =

∫

Γ

C(t)tk−1dt .
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Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò î õàðàêòåðå ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷è (2)-(4).

Òåîðåìà 1. Â êëàññå (3), (4) çàäà÷à (2) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå

ïðàâûå ÷àñòè f0, f1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

〈f1, (X+
1 )

−1q1〉 = 0, q1 ∈ P (−æ1 − k + 1),

〈f0 −Nf1, (X
+
0 )

−1q0〉, q0 ∈ P (−æ0 − k,æ1 + k − 1).
(15)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé

φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

[
X0(z)

X+
0 (t)

f0(t)− (Nf1)(t)

t− z
+
z̄X1(z)

X+
1 (t)

f1(t)

t− z

]
dt−

− 1

πi

∫

Γ

[
X0(z)

X+
0 (t)

B(t)X+
1 (t)p1(t)

t− z

]
dt+X0(z)p0(z) + z̄X1(z)p1(z)

(16)

ñ ïðîèçâîëüíûìè p0 ∈ P (æ0 + k) è p1 ∈ P (æ1 + k − 1).

� Ñîãëàñíî (1) çàäà÷ó (2) ìîæíî ñâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èç ïàðû çàäà÷ äëÿ

äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé:

φ+
1 −G1φ

−
1 = f1, φ+

0 −G0φ
−
0 = f2 , (17)

ãäå ïîëîæåíî f2(t) = f0(t)− t̄[φ+
1 (t)−G0(t)φ1(t)]. Ýòè çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññå

�óíêöèé (3) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè

|φ1(z)| ≤ C|z|k−2 , (181)

|φ0(z)| ≤ C|z|k−1 , (180)

â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, âûòåêàþùèìè èç (4).

Â ñèëó (6), (7) èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ [6,10℄ î çàäà÷å ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî ïåðâàÿ çàäà÷à äëÿ φ1 ðàçðåøèìà â êëàññå (3), (181) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈f1, (X+
1 )

−1q1〉 = 0, q1 ∈ P (−æ1 − k + 1) , (19)

è ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàþòñÿ �îðìóëîé

φ1(z) =
1

2πi

∫

Γ

X1(z)

X+
1 (t)

f1(t)dt

t− z
+X1(z)p1(z), p1 ∈ P (æ1 + k − 1) . (20)

Ïîëüçóÿñü ýòîé �îðìóëîé, âû÷èñëèì �óíêöèþ f2, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f2(t) = f0(t)− t̄f1(t)− t̄[G1(t)−G0(t)]φ
−
1 (t) . (21)

Ñîãëàñíî (6) è �îðìóëå Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ïðèìåíåííîé ê èíòåãðàëó òèïà Êîøè â

(20), èìååì:

2G1(t0)φ
−
1 (t0) = −f1(t0) +

1

πi

∫

Γ

X+
1 (t0)

X+
1 (t)

f1(t)dt

t− t0
+ 2X+

1 (t0)p1(t0) .
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (21), â îáîçíà÷åíèÿõ (8), (9) ïîëó÷èì

f2(t) = f0(t)− (Nf1)(t)− 2B(t)X+
1 (t)p1(t) . (22)

Êàê è âûøå âòîðàÿ çàäà÷à â (17) ðàçðåøèìà â êëàññå (3), (180) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

〈f2, (X+
0 )

−1q0〉 = 0, q0 ∈ P (−æ0 − k) , (23)

è ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âñå åå ðåøåíèÿ äàþòñÿ �îðìóëîé

φ0(z) =
1

2πi

∫

Γ

X0(z)

X+
0 (t)

f2(t)dt

t− z
+X0(z)p0(z) , p0 ∈ P (æ0 + k) . (24)

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå óñëîâèå (23), êîòîðîå ñîãëàñíî (8), (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

�îðìå òîæäåñòâà

〈f0 −Nf1, (X
+
0 )

−1q0〉 = 2〈p1, Cq0〉, q0 ∈ P (−æ0 − k) , (25)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà p1 ∈ P (æ1 + k − 1). Íà îñíîâàíèè ëåììû 1, ãäå ðîëü f
èãðàåò �óíêöèÿ (2X+

0 )
−1(f0 − Nf1) è áóêâû p, q ñëåäóåò ïåðåìåíèòü ìåñòàìè, óñëîâèå

(25) ðàâíîñèëüíî âòîðîìó óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè â (15) è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ

(19), (25) ìîæíî çàìåíèòü íà (15). Ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêà (20) è (22), (24) â (1) ïðèâîäèò

ê �îðìóëå (16), òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî. �

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è

ðàâíî dimP (æ0 + k) + dimP (æ1 + k − 1), à ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óñëîâèé åå

ðàçðåøèìîñòè ðàâíî dimP (−æ0 − k,æ1 + k − 1) + dimP (−æ1 − k + 1). Ïîýòîìó èíäåêñ
æ çàäà÷è äàåòñÿ �îðìóëîé

æ = dimP (æ0+k)+dimP (æ1+k−1)−dimP (−æ0−k,æ1+k−1)−dimP (−æ1−k+1) .

Ñ ó÷åòîì (14) îòñþäà

æ = æ0 + æ1 + 2k − 1 + s, s = rangC(−æ0 − k,æ1 + k − 1) .

Êîíå÷íî, â ýòîì ðàâåíñòâå ñëåäóåò ïîëîæèòü s = 0, åñëè îäíî èç ÷èñåë −æ0−k,æ1+k−1
îòðèöàòåëüíî.
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Abstrat. The lassial problem of linear onjugation problem with smooth ontour is under
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì äîêàçàíû

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà

àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è ñ îäíîìåðíûì óïðàâëåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ, îáëàñòü óïðàâëÿå-

ìîñòè, êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïîðíûé âåêòîð.

1. Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îäíî èç öåíòðàëü-

íûõ ìåñò çàíèìàåò ïðîáëåìà áûñòðîäåéñòâèÿ. Ïîñêîëüêó âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè, çàäà÷è íà áûñòðîäåéñòâèå

ñòàëè îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ îáúåêòîâ ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå òåîðèè ëèíåé-

íîãî áûñòðîäåéñòâèÿ áûëî äîñòèãíóòî íà îñíîâå å¼ ñâÿçè ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé

ìîìåíòîâ. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïóíêòîâ â òàêîì ïîäõîäå ñòàëî èññëåäîâàíèå çàäà÷è

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû:





ẋ1 = u, |u| ≤ 1,

ẋi = xi−1, i = 2, n,

x(0) = x, x(Θ) = 0, Θ → min .

(1)

Â.È. Êîðîáîâûì è �.Ì. Ñêëÿðîì â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýêâèâà-

ëåíòíî ñòåïåííîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì îòðåçêå (min-ïðîáëåìå

ìîìåíòîâ), ÷òî ïîçâîëèëî âïåðâûå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) äëÿ ñè-

ñòåìû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n. Â [1,2℄ äàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ âðåìåíè áûñòðîäåé-

ñòâèÿ Θ, ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ T1, T2, ..., Tn−1 óïðàâëåíèÿ u(t) (òî÷êè ðàçðûâà �óíê-
öèè u(t)) è ðîäà óïðàâëåíèÿ ũ = ±1 � óïðàâëåíèÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [Tn−1,Θ].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì

ẋ = Ax+ b1u1 + b2u2,

|u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1, x(0) = x0, x(Θ) = 0, Θ → min
(2)

äîêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïî áûñòðîäåéñòâèþ è ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìå-

òîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), ïðèâåäåí àëãî-

ðèòì ýòîãî ìåòîäà.



90 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38

2. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì. �àññìîò-

ðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ (2). Ïóñòü u1(t) è u2(t) � óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå òî÷êó
x(0) â 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1(Θ) ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

v0 = −
∫ Θ

0

e−Aτb1u1(τ)dτ,

à ÷åðåç M2(Θ) � ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

w0 = −
∫ Θ

0

e−Aτb2u2(τ)dτ.

Ìíîæåñòâà M1(Θ) è M2(Θ) âûïóêëûå, ñîäåðæàò 0 â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî M1(Θ) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óïðàâëÿåìîñòè â íà÷àëî

êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû

ẋ = Ax+ b1u1, |u1| ≤ 1, (3)

à ìíîæåñòâî M2(Θ) � îáëàñòüþ óïðàâëÿåìîñòè â íîëü äëÿ ñèñòåìû

ẋ = Ax+ b2u2, |u2| ≤ 1 . (4)

Ïóñòü M3(Θ) = x0−M2(Θ). ÒîãäàM3(Θ) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x0 â êà÷å-
ñòâå âíóòðåííåé òî÷êè. Òàê êàê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè M1(Θ) è M2(Θ) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì M1(Θ1) ⊂M1(Θ2) è M2(Θ1) ⊂M2(Θ2), òî è M3(Θ1) ⊂M3(Θ2) ïðè Θ1 < Θ2.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

rank(b1, Ab1, ..., A
n−1b1) = n ,

rank(b2, Ab2, ..., A
n−1b2) = n ,

ìíîæåñòâà M1(Θ) è M3(Θ) âûïóêëûå. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ

Θ äëÿ çàäà÷è (2) áûëî îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå

ìíîæåñòâ M1(Θ) è M3(Θ) áûëî íåïóñòûì è íå ñîäåðæàëî âíóòðåííåé òî÷êè.

� Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ M1(Θ) è
M3(Θ) ñîäåðæèò âíóòðåííþþ òî÷êó. Òîãäà âðåìÿ Θ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü x̃0 � îáùàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ýòèõ ìíîæåñòâ. Òîãäà èç ýòîé òî÷êè

ìîæíî ïîïàñòü â 0 çà ñòðîãî ìåíüøåå, ÷åì Θ âðåìÿ Θ1 è, àíàëîãè÷íî, èç òî÷êè x0 − x̃0
â 0 � çà ñòðîãî ìåíüøåå âðåìÿ Θ2, ÷åì Θ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò óïðàâëåíèÿ u1(t)
è u2(t) òàêèå, ÷òî |u1| ≤ 1 è |u2| ≤ 1 è òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x̃0 = −
∫ Θ1

0

e−Aτb1u1(τ)dτ (5)

äëÿ Θ1 < Θ è

x̃0 − x0 = −
∫ Θ2

0

e−Aτb2u2(τ)dτ (6)
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äëÿ Θ2 < Θ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Θ1 ≥ Θ2. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü óïðàâëå-

íèå u1(τ) = 0 íà îòðåçêå [Θ2,Θ1]. Â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâî (6) è

ðàâåíñòâî

x̃0 = −
∫ Θ2

0

e−Aτb1u1(τ)dτ ,

ò.å. ðàâåíñòâî

x0 = −
∫ Θ

0

e−Aτb1u1(τ)dτ −
∫ Θ

0

e−Aτb2u2(τ)dτ

áóäåò ñïðàâåäëèâûì ïðè Θ = Θ2, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èç òî÷êè x0 ìîæíî ïîïàñòü â 0 â

ñèëó ñèñòåìû (2) çà ìåíüøåå âðåìÿ. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîêàæåì, ÷òî åñëè M1(Θ) ∩M3(Θ) 6= ∅ è íå ñîäåðæèò âíóòðåííþþ

òî÷êó, òî âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ Θ îïòèìàëüíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âðåìÿ Θ íå ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì áûñòðîäåéñòâèÿ è ïóñòü Θ̂ �

âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå M1(Θ̂) ⊂M1(Θ) è M3(Θ̂) ⊂M3(Θ) ïðè Θ̂ < Θ, íî
òîãäàM1(Θ̂)∩M3(Θ̂) = ∅, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà ìåíüøåå, ÷åì Θ âðåìÿ ïîïàñòü èç òî÷êè

x0 â 0 íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Θ � îïòèìàëüíîå ïî áûñòðîäåéñòâèþ âðåìÿ. �

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ Θ äîëæíî áûòü òàêîâî, ÷òî ìíîæåñòâàM1(Θ)
èM3(Θ) äîëæíû èìåòü îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç x̃0. Â
ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííàÿ) ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè

äâà ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò îïîðíûå âåêòîðû ê ìíîæå-

ñòâàì M1(Θ) è M3(Θ). Ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïîðíîãî âåêòîðà ê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè

êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ îïèñàí â ðàáîòàõ [3,4℄. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå

çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ çàäà÷ áûñòðîäåéñòâèÿ:

{
ẋ = Ax+ b1u1, |u1| ≤ 1,

x(0) = x̃0 x(Θ) = 0
(7)

è {
ẋ = Ax+ b2u2, |u2| ≤ 1,

x(0) = x0 − x̃0 x(Θ) = 0
(8)

è íàõîæäåíèþ òàêîé òî÷êè x̃0, ÷òî âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ Θ áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáùèì êàê

äëÿ çàäà÷è (7), òàê è äëÿ çàäà÷è (8), è îíî æå áóäåò ÿâëÿòüñÿ âðåìåíåì áûñòðîäåéñòâèÿ

äëÿ çàäà÷è (2).

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïðèâåäåì ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñò-

ðîäåéñòâèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

�àññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = Ax+ bu , (9)

ãäå A � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà n× n, b =




b1
b2
.

.

.

bn


.
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�àññìîòðèì ïðèâåäåíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ê �îðìå Ôðîáåíèóñà. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (9) âûïîëíåíî óñëîâèå

rank(b, Ab, ..., An−1b) = n . (10)

Îïðåäåëèì âåêòîð c èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

c∗b = 0 ,

c∗Ab = 0 ,

........
c∗An−2b = 0 ,

c∗An−1b = 1 .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (10) ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ñäåëàåì çàìåíó:

y = Qx,

ãäå ìàòðèöà Q ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ c∗An−1
, c∗An−2

, ..., c∗ êàê èç ñòðîê:

Q =




c∗An−1

c∗An−2

.

.

.

c∗


 ,

ò.å. yi = c∗An−ixi, i = 1, n. Óìíîæàÿ ñèñòåìó (9) íà ìàòðèöó Q, ïîëó÷èì ñèñòåìó:

Qẋ = QAx+Qbu,

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ẏ1 = c∗Anx+ c∗An−1bu ,

ẏ2 = c∗An−1x+ c∗An−2bu ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẏn = c∗Ax+ c∗bu .

(11)

Ïî òåîðåìå �àìèëüòîíà-Êýëè,

An =

n−1∑

i=0

aiA
i ,

ãäå ai � êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû A

λn =

n−1∑

i=0

aiλ
i,
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è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

c∗Aib =

{
1, åñëè i = n− 1,
0, åñëè 0 ≤ i < n− 1,

ñèñòåìó (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ẏ1 = c∗(an−1A
n−1x+ ... + a0x) + u,

ẏ2 = y1,
. . . . . .
ẏn = yn−1.

(12)

Â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà A èìååò âèä

A =




0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0


 , (13)

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî λn = 0, ñèñòåìà (12) ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä:

ẏ1 = u,
ẏ2 = y1,
. . . . . .
ẏn = yn−1.

(14)

Ìàòðèöà Q−1
, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå Q, èìååò âèä:

Q−1 = (b, Ab, . . . , An−1b),

îòêóäà èç êðèòåðèÿ óïðàâëÿåìîñòè (10) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ñèñòåìà (9) ñ ìàòðèöåé A
âèäà (13) óïðàâëÿåìàÿ, òî îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (14).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (2) ñèñòåìû (7) è (8) ïðèâîäÿò-

ñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïðè ïîìîùè ìàòðèö Q1 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî è ðåøåíèå çàäà÷è

(2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ êàíîíè÷åñêèõ çàäà÷ ñ îáùèì âðåìåíåì áûñòðîäåéñòâèÿ

Θ:
ẏ1 = u1, |u1| ≤ 1 ,

ẏi = yi−1, i = 2, n ,

y(0) = y0 = Q1x̃0, y(Θ) = 0, Θ → min ,

(15)

ãäå y = Q1x è

ż1 = u2, |u2| ≤ 1 ,

żi = zi−1, i = 2, n ,

z(0) = z0 = Q2(x0 − x̃0), z(Θ) = 0 , Θ → min ,

(16)

ãäå z = Q2x.
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4. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì.

Îïèøåì òåïåðü ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äâóìåðíûì

óïðàâëåíèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ (2) ñ ìàòðèöåé A âèäà

(13). Êàê áûëî ïîêàçàíî, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ (7) è (8) è

íàõîæäåíèþ òàêîé òî÷êè x̃0, ÷òî âðåìÿ Θ ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì áûñòðîäåéñòâèÿ êàê äëÿ

çàäà÷è (7) èç òî÷êè x̃0 â 0, òàê è äëÿ çàäà÷è (8) èç òî÷êè x0 − x̃0 â 0, è îíî æå áóäåò

âðåìåíåì áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ çàäà÷è (2) èç òî÷êè x0 â 0.
Ïðè ïîìîùè íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö Q1 è Q2 ïðèâåäåì çàäà÷è (7) è (8) ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó (15) è (16) ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ny îïîðíûé âåêòîð ê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (15) çà âðåìÿ

Θy, à ÷åðåç Nz � îïîðíûé âåêòîð ê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (16) çà âðåìÿ Θz.

Ìåæäó òî÷êàìè x0 è 0 íà îòðåçêå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè äâå òî÷êè, ìåòîäîì

ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ íàõîäèì òî÷êó x̃, â êîòîðîé Qy = Qz. Â ýòîé òî÷êå íàõîäèì îïîð-

íûé âåêòîð [3,4℄ Ny = Ny(Q1x̃,Θy) ê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (15) çà âðåìÿ Θy è

îïîðíûé âåêòîð Nz = Nz(Q2(x0−x̃),Θz) ê îáëàñòè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (16) çà âðåìÿ

Θz. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû Q−1
1 Ny è Q

−1
2 Nz ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè âåêòîðàìè â òî÷êå x̃ èñ-

õîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ê îáëàñòÿì óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì (7) çà âðåìÿ Θy è (8) çà âðåìÿ

Θz. Åñëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè Q
−1
1 Ny è −Q−1

2 Nz (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç δ = δ(x̃) ðàâåí
π (âû÷èñëÿòü ñëåäóåò cos δ), òî âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ñèñòåìû (2) ðàâíî Θ = Θy = Θz

è x̃0 = x̃. Äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì (15) è (16) íàõîäèì ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ [1,2℄, ÷òî è

áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì áèññåêòðèñó óãëà δ(x̃).
Íà ýòîé áèññåêòðèñå íàõîäèì òî÷êè ìèíèìóìà äëÿ Θy è Θz (ïðè ýòîì ìîæíî ïðèìåíÿòü

ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì èëè ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ïîèñêà ìèíèìóìà �óíê-

öèè) è âûáèðàåì òó èç òî÷åê ìèíèìóìà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ áëèæå ê òî÷êå x̃. Îáîçíà÷èì
ýòó òî÷êó ÷åðåç x̃b. Íàõîäèì â ýòîé òî÷êå Θy = Θy(Q1x̃b) è Θz = Θz(Q2(x0 − x̃b)).

Åñëè Θy > Θz â òî÷êå x̃b, òî íà îòðåçêå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x̃b è 0, íà-
õîäèì òî÷êó x̃′, â êîòîðîé Θy = Θz; åñëè Θy < Θz, òî òî÷êó x̃′ íàõîäèì íà îòðåçêå,

ñîåäèíÿþùåì x̃b è x0.
Â òî÷êå x̃′ íàõîäèì îïîðíûå âåêòîðû Ny = Ny(Q1x̃

′,Θy) è Nz = Nz(Q2(x0 − x̃′),Θz).
Åñëè óãîë δ ìåæäó âåêòîðàìè Q−1

1 Ny è −Q−1
2 Nz ðàâåí π, òî Θ = Θy = Θz � âðåìÿ

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ çàäà÷è (2) è x̃0 = x̃′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì áèññåêòðèñó

óãëà δ = δ(x̃′) è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà î÷åðåäíîì øàãå óãîë δ ìåæäó
âåêòîðàìè Q−1

1 Ny è −Q−1
2 Nz íå ñòàíåò ðàâíûì π ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε, òî åñòü ïîêà

íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|cos δ + 1| < ε.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îïèñàííûì ìåòîäîì çàäà÷è áûñòðîäåé-

ñòâèÿ:

ẋ1 = u1 + u2 ,
ẋ2 = x1 + u1 + u2 ,
ẋ3 = x2 + u2 ,
ẋ4 = x3 ;

|u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1 , x(0) = x0, x(Θ) = 0, Θ → min .
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Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (0; 0; 1; 1):

• òî÷êà x̃0 ≈ (0, 499270725;−0, 69352541;−0, 05530742; 1, 81190481);

• âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ Θ ≈ 4, 65060538;

• ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u1:

T1 ≈ 0, 60356662; T2 ≈ 1, 96722527; T3 ≈ 3, 93859669 ;

• ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u2:

T1 ≈ 0, 93012912; T2 ≈ 3, 24907149; T3 ≈ 4, 39460969 ;

• ðîä óïðàâëåíèÿ (óïðàâëåíèå íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå): ũ1 = +1, ũ1 = +1.

Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (0; 1; 1; 1)
òî÷êà x̃0 ≈ (−0, 230497;−0, 229221; 0, 461084; 1, 174799);
âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ Θ ≈ 4, 965695;
ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u1:
T1 ≈ 0, 611052; T2 ≈ 2, 524571; T3 ≈ 4, 281118;
ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u2:
T1 ≈ 1, 455239; T2 ≈ 3, 459045; T3 ≈ 4, 965696;
ðîä óïðàâëåíèÿ (óïðàâëåíèå íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå): ũ1 = +1, ũ1 = +1.
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Abstrat. For the linear time-optimal problem onditions of optimality are proved and the
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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à î ÷èñëå ðàçëîæåíèé Mn ïðîèçâîëü-

íîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ. Âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ÷èñëà Mn,

n ∈ N.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ, ñèììåò-

ðè÷íûå �óíêöèè, áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà.

1. �àçëîæåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü In = {1, 2, ..., n} � ñòàíäàðòíîå n-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. �àçëîæåíèåì ìíîæåñòâà In íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ ωj , j = 1÷s, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
è êîòîðûå ñîñòàâëÿþò äèúþíêòèâíîå ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà In:

s⋃

l=1

ωl = In , ωj ∩ ωk 6= ∅ , j 6= k , j, k = 1÷ s .

×èñëî s êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ åãî ìîùíîñòüþ.
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì Mn çíà÷åíèÿ �óíêöèè îò n ∈ N, ðàâíûå ÷èñëó âñåõ âîç-

ìîæíûõ ðàçëîæåíèé ìíîæåñòâà In äëÿ �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n ∈ N. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîÿñíÿåò ñìûñë ââåäåííûõ ïîíÿòèé.

Ïðèìåð:

1. n = 1, I1 = {1}. Èìååòñÿ òîëüêî îäíî ðàçëîæåíèå ñ s = 1, ω1 = I1 = {1}. M1 = 1.
2. n = 2, I2 = {1, 2}. Èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ ñ s = 1, ω1 = I2 è ñ s = 2, ω1 = {1},

ω2 = {2}. M2 = 2.
3. n = 3, I3 = {1, 2, 3}. Èìååòñÿ ïÿòü ðàçëîæåíèé ñ s = 1, ω1 = I3 è ñ s = 2: ω1 = {1},

ω2 = {2, 3}; ω1 = {1, 2}, ω2 = {3}; ω1 = {1, 3}, ω2 = {2}; ñ s = 3, ω1 = {1}, ω2 = {2},
ω3 = {3}. M3 = 5.

Â ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì ðàçëîæåíèÿ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì, âîçíèêàåò êîìáèíàòîðíàÿ

çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ÷èñëà ðàçëîæåíèé Mn äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ∈ N. Ýòà çàäà÷à
òåñíî ñâÿçàíà ñ íåêîòîðûìè âîïðîñàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (ñì. [1℄). Íàñòîÿùåå

ñîîáùåíèå ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ êàê âû÷èñëåíèå ïðî-

èçâîäÿùåé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [2℄)

G(z) =

∞∑

n=0

zn

n!
Mn , Mn =

(dnG(z)
dzn

)
z=0

, (1)

ñîîòâåòñòâóþùåé êîìáèíàòîðíîé �óíêöèè Mn, ãäå, ïî îïðåäåëåíèþ, M0 = 1.
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2. Àëãåáðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé. Âû÷èñëåíèå �óíê-

öèè G(z) áóäåò âûïîëíåíî íà îñíîâå ñïåöèàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé òåõíèêè, èñïîëüçóå-

ìîé â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, [1℄), âîçíèêíîâåíèå êîòîðîé áûëî ñâÿ-

çàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì [3℄.

�àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Φ = 〈ϕm;m ∈
N+〉, â êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà ϕm ïðè ëþáîì m ∈ N+ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-

íîé èçìåðèìîé �óíêöèåé íà [0, 1]m ñî çíà÷åíèÿìè â R, ϕm(Xm) ≡ ϕm(x1, x2, ..., xm),
Xm = 〈x1, x2, ..., xm〉. Ïðè ýòîì äëÿ çíà÷åíèÿm = 0 òàêèå �óíêöèè, ïîëàãàþòñÿ êîíñòàí-
òàìè. Ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó A ïðè îïðå-

äåëåíèè íà íåì ñëåäóþùåé áèíàðíîé îïåðàöèè ∗. Äëÿ êàæäîé ïàðû Φ = 〈ϕm;m ∈ N+〉
è Ψ = 〈ψm;m ∈ N+〉 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç A ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ ∗ Ψ,
êîìïîíåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (ñì. [1℄)

(Φ ∗Ψ)n(X(In)) =
∑

ω⊂In

ϕ|ω|(X(ω))ψ|In\ω|(X(In \ ω)) , (1)

â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X(ω) = 〈xi1, xi2 , ..., xis〉 äëÿ êàæäîãî

ω = {i1, i2, ..., is} ⊂ In è |ω| = s � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ω.
Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè (Φ ∗Ψ)n(x1, x2, ..., xn) ñèììåòðè÷íû ïðè ëþáîì n ∈ N è, òà-

êèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ∗ ê äâóì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Φ è Ψ
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé. Î÷åâèäíûì îáðàçîì îïå-

ðàöèÿ ∗ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì óìíîæåíèåì, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì,

ïðåäúÿâëÿåìûì ê óìíîæåíèþ â îáùåàëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî A, ñíàáæåííîå îïåðàöèåé ∗ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé

àëãåáðîé. Åäèíèöåé àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 = 〈1, 0, 0, ...〉.
Â àëãåáðå A èìååòñÿ èäåàë A0, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Φ �óíêöèé

ñ ϕ0 = 0. Äëÿ ýëåìåíòîâ Φ ýòîãî èäåàëà ðàññìîòðèì ñòåïåíü Φm
∗ ñ ëþáûì m ∈ N. Òîãäà

êîìïîíåíòû (Φm
∗ )n ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû íóëþ ïðè n > m. Åñëè æå n ≤ m,

òî ýòè êîìïîíåíòû äàþòñÿ �îðìóëîé

(
Φm

∗
)
n
(X(In)) = m!

∑

ω1,...,ωm :
ω1∪ω2∪...∪ωm=In,
ωj 6=∅, ωj ∩ωk=∅

ϕ|ω1|(X(ω1))ϕ|ω2|(X(ω2))...ϕ|ωm|(X(ωm)) ,

òî åñòü ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû ïðîèçâîäèòñÿ ïî ðàçëîæåíèÿì ìíîæå-

ñòâà In, ñîäåðæàùèì ðîâíî m êîìïîíåíò. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ Φ èç èäåàëà A0 èìååò

ìåñòî �îðìóëà

(
exp∗Φ

)
n
(X(In)) = (1)n(X(In))+

(
Φ
)
n
(X(In))+

1

2!

(
Φ2

∗
)
n
(X(In))+

1

3!

(
Φ3

∗
)
n
(X(In))+ ... =

=
∑

ω1,...,ωs :
ω1∪ω2∪...∪ωs=In ,
ωj 6=∅, ωj ∩ωk=∅

ϕ|ω1|(X(ω1))ϕ|ω2|(X(ω2))...ϕ|ωs|(X(ωs)) , (2)



98 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì ìíîæåñòâà In ñ ëþáûì äîïóñòè-

ìûì ÷èñëîì s = 1, ..., n êîìïîíåíò.

Òàê êàê

Mn =
∑

ω1 ,..., ωs :
ω1 ∪ω2 ∪...∪ωs=In ,
ωj 6=∅, ωj ∩ωk=∅

1 ,

òî èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

Mn =
(
exp∗Ψ

)
n
(X(In)) , χ = 〈0, 1, 1, ....〉 = 1− δ0,n , n ∈ N+

äëÿ ëþáîé òî÷êè Xn ∈ [0, 1]n. Ýòà �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâî-
äÿùåé �óíêöèè G(z).

Ââåäåì ëèíåéíóþ �îðìó L(z; ·) íà àëãåáðå A, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà z ∈ C. Äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà Φ àëãåáðû A çíà÷åíèå L(z; Φ) ýòîé �îðìû îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

L(z; Φ) =

∞∑

n=0

zn

n!

∫

[0,1]n

ϕn(Xn)dXn , (3)

ãäå dXn = dx1dx2...dxn � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]n. Ýòè çíà÷åíèÿ çàâåäîìî êîíå÷íû â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Φ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 1. Ôîðìà L ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî åñòü äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ 〈Φ,Ψ〉
ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ýëåìåíòàìè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L(z; Φ ∗Ψ) = L(z; Φ)L(z; Ψ) . (4)

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðèâîäèìûì íèæå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, â êîòîðîì

âñå ðÿäû ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ, ââèäó ïðåäïîëàãàåìîé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1),

L(z; Φ ∗Ψ) =

∞∑

n=0

zn

n!

∫

[0,1]n

(Φ ∗Ψ)n(X(In))dXn =

=

∞∑

n=0

zn

n!

∫

[0,1]n

∑

ω⊂In

ϕ|ω|(X(ω))ψ|In\ω|(X(In \ ω))dXn =

=

∞∑

n=0

zn

n!

∑

ω⊂In

∫

[0,1]n

ϕ|ω|(X(ω))ψ|In\ω|(X(In \ ω))dXn .

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ X(ω), |ω| = m íà X(Im) è X(In \ ω) íà
X(In \ Im) â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ è èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïåðåñòðîéêè ñóììèðîâàíèé
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∑

ω ∈In

. . . =
n∑

m=0

∑

ω∈In :|ω|=m

. . .,
∑

ω∈In :|ω|=m

1 =

(
n

m

)
, ïîëó÷àåì

L(z; Φ ∗Ψ) =

∞∑

n=0

zn

n!

∑

ω⊂In

∫

[0,1]n

ϕm(Xm)ψn−m(X(In \ Im))dXn =

=

∞∑

n=0

zn

n!

n∑

m=0

(
n

m

) ∫

[0,1]n

ϕm(Xm)ψn−m(X(In \ Im))dXn =

=
∞∑

m=0

zm

m!

∫

[0,1]m

ϕm(Xm)dX(Im)

∫

[0,1]n−m

∞∑

n=m

zn−m

(n−m)!
ψn−m(X(In\Im))dX(In−m) =

=
( ∞∑

m=0

zm

m!

∫

[0,1]m

ϕm(Xm)dX(Im)
)( ∫

[0,1]n

∞∑

n=0

zn

n!
ψn(X(In))dX(In)

)
= L(z; Φ)L(z; Ψ) . �

Ñëåäñòâèå. Åñëè Φ ∈ A0, òî

L
(
z; exp∗Φ

)
= exp

(
L(z; Φ)

)
. (5)

3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè G(z). Ïîëîæèì Φ = χ ∈ A0. Òîãäà

L(z;χ) =
∞∑

n=1

zn

n!
= ez − 1

è, íà îñíîâàíèè �îðìóëû (5),

L(z; exp∗ χ) = exp (ez − 1) . (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå (exp∗Φ) =Mn, n ∈ N , è ïîýòîìó, ñîãëàñ-
íî (6),

G(z) =

∞∑

n=0

zn

n!
Mn = L(z; exp∗ χ) = exp (ez − 1) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ G(z) ÷èñëà ðàçëîæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó-

ëîé

G(z) = exp (ez − 1) . (7)

Ïðèìåð. Ïðîèçâåäåì ðàñ÷åò ïåðâûõ ïÿòè çíà÷åíèé Mn íà îñíîâå �îðìóëû (7).

Mn = G(n)(0) .
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Çàìåòèì, ÷òî G(n) = G(z)Qn(e
z), ãäå Qn(x) � ïîëèíîì n-é ñòåïåíè, ãäå Q1(x) = x.

Ïðè ýòîì ïîëèíîìû Qn âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ïî �îðìóëå

Qn+1(x) = x
(
Q′

n(x) +Qn(x)
)
.

Ýòî ïîëîæåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì

G(n+1) = G′(z)Qn(e
z) +G(z)Q′

n(e
z)ez = G(z)

(
Qn(e

z) +Q′
n(e

z)
)
ez .

Òàê êàê G(0) = 1 è Mn = G(n)(0) = G(0)Qn(1), Qn+1(1) = Qn(1) +Q′
n(1), òî

Q1(x) = x M1 = 1 ;

Q2(x) = x+ x2 M2 = 2 ;

Q3(x) = x+ 3x2 + x3 M3 = 5 ;

Q4(x) = x+ 7x2 + 6x3 + x4 , M4 = 15 ;

Q5(x) = x+ 15x2 + 25x3 + 10x4 + x5 , M5 = 52 ;

òî åñòü ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè M1, M2, M3, âû÷èñëåííûìè âûøå íà-

ïðÿìóþ.
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ÍÀ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅÒßÕ

Ë.Â. Êðàñîâñêàÿ

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, �îññèÿ, e-mail: krasovskaya�bsu.edu.ru

Àííîòàöèÿ. �àçðàáîòàíà ìåòîäèêà ñðàâíåíèÿ íå÷åòêî ïðåäñòàâëåííûõ îòíîøåíèé â ìîäå-

ëè ïðîáëåìíîé ñðåäû, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíûõ òåì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü íåñìå-

ùåííóþ îöåíêó ðàâåíñòâà íå÷åòêî âûðàæåííûõ ïîêàçàòåëåé è òåì ñàìûì ïîâûñèòü äîñòî-

âåðíîñòü ñðàâíåíèÿ [1,2℄. Îïèñàíû àëãîðèòìû ñàìîîáó÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå �îðìèðîâàòü ïðî-

ãðàììû öåëåñîîáðàçíîãî ïîâåäåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðîáëåìíûõ ñðåäàõ, îòëè÷àþùèåñÿ îò èçâåñò-

íûõ, èìèòàöèåé îòðàáîòêè ïðîáóþùèõ äåéñòâèé íà íå÷åòêèõ ñåìàíòè÷åñêèõ ñåòÿõ [3℄, ÷òî äàåò

âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü âëèÿíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì íà ïðîáëåìíóþ ñðåäó â ïðîöåññå

èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ñðåäû [4℄.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû, ïðîáëåìíàÿ ñðåäà, íå÷åòêàÿ ñåìàíòè÷å-

ñêàÿ ñåòü, ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð, õàðàêòåðèñòèê, òåðì, àëãîðèòìû ñàìîîáó÷åíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì (ÈÑ) ñïîñîáíûõ

�óíêöèîíèðîâàòü â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çíàíèÿ òàêèõ ñèñòåì

äîëæíû áûòü íå òîëüêî ñòðóêòóðèðîâàíû, íî è ïðåäñòàâëåíû áåçîòíîñèòåëüíî ê êîí-

êðåòíûì óñëîâèÿì �óíêöèîíèðîâàíèÿ [10℄. Äëÿ îïèñàíèÿ ñèòóàöèé ïðîáëåìíîé ñðåäû

(ÏÑ) áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíîé îáëàñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå÷åòêèå ñåìàíòè÷å-

ñêèå ñåòè (ÍÑÑ) àêòèâíîãî è ïàññèâíîãî òèïà [1℄.

2. Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ôîðìàëüíî íå÷åòêàÿ ñåìàíòè÷åñêàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðî-

âàííûì íå÷åòêèì ìóëüòèãðà�îì G1 = (V1, E1), ãäå V1 = vi, i = 1, n− 1 è E1 = ei, i = 1, n
� ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð. Âåðøèíû vi ∈ V1 áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâó-
þò îáúåêòàì ïðîáëåìíîé ñðåäû (ÏÑ), ðåáðà � îòíîøåíèÿì, ñêëàäûâàþùèìñÿ â ñðåäå

ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè. Âåðøèíû vi ∈ V1 ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ: ñâîáîäíûå v∗i è

çàíÿòûå v0i . Êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ (àêòèâíàÿ) âåðøèíà v∗i ∈ V1 îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

õàðàêòåðèñòèê Xi, êîòîðûì äîëæíû îáëàäàòü êîíêðåòíûå îáúåêòû oi1 ∈ O, ÷òîáû áûëà

ðàçðåøåíà ïîìåòêà ýòîé âåðøèíû èõ èìåíàìè â êîíêðåòíîé (òåêóùåé) ñèòóàöèè ÏÑ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ òàêîé ïîìåòêè àêòèâíàÿ âåðøèíà v∗i ñòàíîâèòñÿ ïàññèâíîé v
0
i è îïðå-

äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòèê Xi1 êîíêðåòíîãî îáúåêòà, êîòîðûì îíà ïîìå÷åíà.

Èíûìè ñëîâàìè, àêòèâíàÿ âåðøèíà v∗i ∈ V1 ïîìå÷àåòñÿ îáúåêòîì oi(Xi) ∈ O, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Xi ⊂ Xi1, ãäå çàïèñü oi1(Xi1) îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò oi1 îïèñûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòèê Xi1.
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�åáðà ei ∈ E èëè îòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè ÏÑ çàäàþòñÿ ïàðàìè 〈µ(xi), Tj〉, ãäå
Tj � íå÷åòêîå çíà÷åíèå (òåðì) ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé Tj ∈ T ∗

; µ(xi) ∈ [0, 1] � ñòå-
ïåíü ïðèíàäëåæíîñòè êîëè÷åñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåíîé Tj ∈ T ∗

ê èíòåðâàëó ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé òåðìà Tj ; T
∗ ⊂ {Tj} � ìíîæåñòâî ëèíãâèñòè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ, áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìàíòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ðàçëè÷íûõ îò-

íîøåíèé.

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå, ïðè îïèñàíèè ÍÑÑ, îãðàíè÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåíòà-

ìè òåðì � ìíîæåñòâàìè ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåíîé è íàêëàäûâàåìûå íà áàçîâûå ïåðå-

ìåííûå xi ∈ Ui, çàäàþòñÿ ÷åòêî è âû÷èñëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç �óíêöèîíàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ

è âîçìîæíîñòåé ÈÑ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî U ðàçáèâàåòñÿ íà i = 1, k íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ îòêðûòûå ñïðàâà èíòåðâàëû ñîãëàñíî çàäàííîìó íà åãî ýëåìåíòàõ îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè ¾íàõîäèòüñÿ âíóòðè j èíòåðâàëà¿ [7℄.

Äëÿ ïåðåõîäà îò êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèé ìåæäó îáúåêòàìè ÏÑ [5℄,

èçìåðåííûõ ïðè ïîìîùè èí�îðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû ÈÑ è îïðåäåëÿåìûõ

áàçîâûìè çíà÷åíèÿìè xi ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ê èõ êà÷åñòâåííûì çíà÷åíèÿì,

ò.å. ê îäíîìó èç òåðìîâ Tj ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà [1,2℄:

F : i −→





Tj , åñëè 0 ≤ xi < x∗i ;

T ′
j , åñëè x

∗
i < x∗∗i ≤ x∗i+1;

T ′′
j , åñëè x

∗
ik−1 < x∗i+1 ≤ x∗ik;

(1)

ãäå x∗i è x
∗
i+1, i = 1, k, ñîîòâåòñòâåííî, � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé

x∗∗i òåðìà T ′
j , ⌊x∗∗i ⌋ � ñåðåäèíà èíòåðâàëà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ýòîãî òåðìà; x∗ik−1, x

∗
ik,

ñîîòâåòñòâåííî, � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé òåðìà T ′′
j , x

∗
i+1 �

ñåðåäèíà èíòåðâàëà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé òåðìà T ′′
j .

Ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè µ(xi) çíà÷åíèé áàçîâîé ïåðåìåííîé xi ê ìíîæåñòâó ÷èñëî-
âûõ çíà÷åíèé òåðìà Tj ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ [1℄:

µ(xi) =





xi − x∗i
x∗∗i − xi

, åñëè xi ∈ [x∗i , x
∗∗
i ] ;

xi − x∗∗i
x∗i+1 − xi

, åñëè xi ∈
[
x∗∗i , x

∗
i+1

]
.

(2)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ çíà÷åíèé îòíîøåíèé ìåæäó ñîáîé, çàäàííûõ òðîéêàìè

〈xi, µ(xi), Tj〉 è 〈xi, µ(x′i), T ′
j〉, ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó ñòåïåíè èõ ðàâåíñòâà (áëèçîñòè)
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ρ(xi, x
′
i), êîòîðàÿ ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(xi, x
′
i) =





à) 1, åñëè (|xi − x′i| < ε0)&(Tj = T ′
j);

á) µ(xi) ↔ µ(x′i), åñëè (|xi − x′i| > ε0)&(Tj = T ′
j)&

&((xi, x
′
i) ∈ [x∗i , x

∗∗
i ] ∨ (xi, x

′
i) ∈ [x∗i , x

∗
i+1]);

â) (µ(xi) ↔ (1− µ(x′i)), åñëè |xi − x′i| > ε0)&(Tj = T ′
j)&

&((xi, x
′
i) /∈ [x∗i , x

∗∗
i ] ∨ (xi, x

′
i) /∈ [x∗∗i , x

∗
i+1]);

ã) 0, åñëè Tj 6= T ′
j ,

(3)

ãäå ε0 � ïàðàìåòð, çàäàþùèé ïðèâåäåííîå çíà÷åíèå òî÷íîñòè ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû îò-

íîøåíèÿ; x′i � áàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ ê ìíîæåñòâó ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé òåðìà Tj ; ↔ �

îïåðàöèÿ ðàñïëûâ÷àòîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ïî �îðìóëå min(max(µ(xi),
(1 − µ(x′i))),max(µ(x′i), (1 − µ(xi)))) [2℄ ; & � êîíúþíêöèÿ, îêàçûâàþùàÿ îäíîâðåìåí-

íîñòü âûïîëíÿþùèõñÿ óñëîâèé.

Ïðåäëîæåííîå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè áëèçîñòè ïîçâîëÿåò èçáåæàòü

èñêàæåíèÿ ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà, êîãäà ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè ñðàâíèâàåìûõ çíà-

÷åíèé îòíîøåíèé ðàâíû, íî íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò öåíòðà òÿæåñòè �óíêöèè

ïðèíàäëåæíîñòè.

Âûðàæåíèå 3 ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äâà êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

îòíîøåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, åñëè îíè ïîïàäàþò â èíòåðâàë ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îä-

íîãî è òîãî æå òåðìà Tj â îêðåñòíîñòü îäíîé è òîé æå òî÷êè, îïðåäåëÿåìóþ çíà÷åíèåì

ïàðàìåòðà ε0(ñëó÷àé à); äâà êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèÿ xi è x
′
i íå÷åòêî ðàâíû ìåæäó ñî-

áîé, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå òåðìà Tj.
Ïðè÷åì, åñëè îáà çíà÷åíèÿ ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè ñðàâíèâàåìûõ çíà÷åíèé ïîïàäàþò

â îäíó è òó æå ïîëîâèíó èíòåðâàëà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé òåðìà, òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ¾á¿, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ¾â¿. Çíà÷åíèÿ xi è x
′
i íå

ðàâíû ìåæäó ñîáîé, åñëè îíè ïîïàäàþò â èíòåðâàëû ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ

òåðìîâ ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé Tj (ñëó÷àé ã). Ñëåäîâàòåëüíî, äâà çíà÷åíèÿ îäíî-
ãî è òîãî æå îòíîøåíèÿ ðàâíû ïðè ρ(xi, x

′
i) = 1. Ýòè çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

íå÷åòêî ðàâíûìè, åñëè ρ(xi, x
′
i) > 0 è îíè íå ðàâíû â ñëó÷àå, êîãäà ρ(xi, x

′
i) = 0.

�àññìîòðèì ÏÑ êàê ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îáúåêòîâ è íåçàâèñè-

ìûõ îò ÈÑ ñîáûòèé Q = {qi1}, i1 = i, n1. Â êàæäûé äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t ñðåäó
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òåêóùåé ñèòóàöèåé sti , îïðåäåëÿåìîé òåêóùèìè ñîñòîÿíèÿìè

íàõîäÿùèõñÿ â íåé îáúåêòîâ è õàðàêòåðîì îòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè. ×àñòü

ñèòóàöèé S � ìíîæåñòâî C2 = {ci2}, i2 = 1, n2 áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûìè (áåçóñëîâ-

íûìè). Ýòè ñèòóàöèè îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå öåëè è ïîäöåëè óñëîâíîãî �óíêöèîíèðî-

âàíèÿ ÈÑ è âûçûâàþò ó íåå ïðè âîñïðèÿòèè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàíäàðòíûå ðåàêöèè

(Ñ�), ñâÿçàííûå ñ äîñòèæåíèåì çàäàííîé öåëè S
öåë

. Äëÿ èìèòàöèè îòðàáîòêè äåéñòâèé

íà ÍÑÑ êàæäîå èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî �îðìàòà îïèñàíèÿ 〈〈èìÿ
äåéñòâèÿ〉〈 ÍÑÑ, îïðåäåëÿþùàÿ äîïóñòèìûå óñëîâèÿ îòðàáîòêè äåéñòâèÿ〉〈ÍÑÑ, îïè-
ñûâàþùàÿ ðåçóëüòàò îòðàáîòêè〉〉, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü �ðåéìîì äåéñòâèÿ (ÔÄ).
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Ïåðâàÿ ÷àñòü � 〈èìÿ äåéñòâèÿ〉 ÿâëÿåòñÿ èäåíòè�èêàòîðîì äåéñòâèÿ. Âòîðàÿ ÷àñòü

� 〈óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ â ÏÑ òðåáóåòñÿ äëÿ óñïåøíîé îòðàáîòêè äåéñòâèÿ〉
� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòèâíóþ ÍÑÑ, �îðìàëüíîå îïèñàíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìóëü-

òèãðà�îì G1 = (V1, E1), ãäå V1 � ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ïîìå÷àåòñÿ ñïèñêîì õàðàêòåðèñòèê Xi, êîòîðûìè äîëæíû îáëàäàòü îáúåêòû, ÷òîáû

áûëî äîïóñòèìûì âûïîëíåíèå íàä íèìè äåéñòâèÿ ÔÄ.

Òðåòüÿ ÷àñòü ÔÄ � 〈ðåçóëüòàò îòðàáîòêè äåéñòâèÿ〉 � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÍÑÑ ïî-

ëó÷àåìóþ èç ñåòè G1 ïîñëå îòðàáîòêè äåéñòâèÿ ýòîãî �ðåéìà.

Èìèòàöèÿ îòðàáîòêè äåéñòâèé ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2,6℄. Íà ïåðâîì ýòà-

ïå îïðåäåëÿþòñÿ âñå äåéñòâèÿ, êîòîðûå ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âûïîëíèòü â ÏÑ ñî-

ãëàñíî ñîäåðæàíèþ âòîðîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äåéñòâèÿì ÔÄ. Çàòåì âûáèðàåòñÿ

êîíêðåòíîå äåéñòâèå äëÿ îòðàáîòêè è îñóùåñòâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ åãî îòðàáîòêè íà ÍÑÑ,

îïðåäåëÿþùàÿ òåêóùèå óñëîâèÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Â ÍÑÑ, îïðåäåëÿþùåé òåêóùóþ

ñèòóàöèþ ÏÑ ïî ñîäåðæàíèþ òðåòüåé ÷àñòè ÔÄ âíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíå-

íèÿ çíà÷åíèé îòíîøåíèé ìåæäó îáúåêòàìè ñðåäû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå

íåïîñðåäñòâåííîé îòðàáîòêè äåéñòâèÿ â ÏÑ. Åñëè â ðåçóëüòàòå èìèòàöèè îòðàáîòêè

äåéñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê öåëåâîé ñèòóàöèè ïî ñâîåìó

ñîäåðæàíèþ, òî �îðìèðóåòñÿ çâåíî â öåïè ïîâåäåíèÿ â �îðìå èìïëèêàòèâíîãî ðåøà-

þùåãî ïðàâèëà S
òåê

&b1j → S ′
, ãäå ïðèâåäåííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî, ïðè âîñïðèÿòèè

òåêóùåé ñèòóàöèè ÏÑ S
òåê

, îòðàáîòêà äåéñòâèÿ b1j ïðèâîäèò ê åå ïðåîáðàçîâàíèþ â ðå-

çóëüòèðóþùóþ ñèòóàöèþ S ′
òåê

. Ïðè÷åì ñòåïåíü áëèçîñòè ρ(Si+1,òåê, Söåë) > ρ(Siòåê, Söåë),
ò.å. äåéñòâèå b1j ïðåîáðàçóåò ñèòóàöèþ Siòåê â ñèòóàöèþ Si+1,òåê, ìåæäó âíîâü ïîëó÷åí-

íîé è öåëåâîé ñèòóàöèÿìè íàáëþäàåòñÿ ìåíüøåå ÷èñëî ðàçëè÷èé, ÷åì ìåæäó öåëåâîé

è èñõîäíîé ñèòóàöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå �îðìèðóåòñÿ ìîäåëü öåëåñîîáðàçíîãî ïîâåäåíèÿ

ñëåäóþùåãî âèäà L(x) = STi+1
&bj → S2

Ti+1
&bj+1 → · · · → STi+n

&bj+n → S
öåë

.

Ïîëó÷åííàÿ â ïðîöåññå ñàìîîáó÷åíèÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ çàêðåïëÿåòñÿ îêîí÷àòåëü-

íûì îáðàçîì äîñòèæåíèåì öåëè ïîñëå åå íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè â ÏÑ.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ñàìîîáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî ðîáî-

òà íà íå÷åòêèõ ñåìàíòè÷åñêèõ ñåòÿõ [5℄. Òàêèõ àëãîðèòìîâ ìîæåò áûòü äâà: ñ àêòèâíîé

ëîãèêîé ïîâåäåíèÿ è àêòèâíî-ïàññèâíîé ëîãèêîé ïîâåäåíèÿ [9℄. Àëãîðèòì ñ àêòèâíîé ëî-

ãèêîé ïîâåäåíèÿ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñàìîîáó÷åíèÿ ÈÑ â ñòàòè÷åñêèõ ñðåäàõ, ò.å. ñðåäàõ,

â êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå ñèòóàöèé ïðîèñõîäèò òîëüêî â ðåçóëüòàòå îòðàáàòûâàåìûõ

ñèñòåìîé äåéñòâèé. Â àëãîðèòìå ñ àêòèâíî-ïàññèâíîé ëîãèêîé ñíà÷àëà �îðìèðóåì òå-

êóùóþ ñèòóàöèþ. Âûïîëíÿåì íàáëþäåíèÿ çà èçìåíåíèåì ñèòóàöèè. Åñëè ïðîèçîøëî

ñàìîïðîèçâîëüíîå èçìåíåíèå ïðåîáðàçîâàííîé ñèòóàöèè, òî �îðìèðóåì ìíîæåñòâî âû-

ïîëíåííûõ â íåì äåéñòâèé è ïðîâåðÿåì óñëîâèå ïóòåì èìèòàöèè îòðàáîòêè äåéñòâèé:

¾íàõîäÿòñÿ ñðåäè íèõ äåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê äîñòèæåíèþ öåëè¿. Åñëè òàêèõ äåéñòâèé

íå íàáëþäàåòñÿ, òî ïðîäîëæàåì íàáëþäàòü çà èçìåíåíèåì ñðåäû. Èíà÷å çàïîìèíàåì öå-

ïî÷êó Siòåê&bj → S
öåë

. Äàëåå ïðèíèìàåì S
öåë

çà Siòåê, íàáëþäàÿ çà èçìåíåíèåì ñðåäû.

Åñëè ïðîöåññ íå ïðèâåë ê äîñòèæåíèþ öåëè ÷åðåç çàäàííûé èíòåðâàë âðåìåíè, òî ïå-

ðåõîäèì ê àêòèâíîé ëîãèêå ïîâåäåíèÿ. Àäàïòàöèÿ ÈÑ â ÏÑ ïðîèñõîäèò â äèíàìèêå

ðåàëüíîãî âðåìåíè ïî ìåðå èçìåíåíèÿ ñèòóàöèé â ñðåäå ïóòåì ïåðåõîäà ñèñòåìû îò

äåòåðìèíèðîâàííîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî îòðàáîòêîé äåéñòâèé èìïëè-
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êàòèâíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë, çàêðåïëåííûõ â öåïè �îðìèðóåìîé ïðîãðàììû öåëåñî-

îáðàçíîãî ïîâåäåíèÿ, ê ñàìîîáó÷åíèþ ïðè ïîïàäàíèè â íîâûå óñëîâèÿ ñðåäû [8℄. Ïðè

ýòîì �óíêöèîíèðîâàíèå ÈÑ äîëæíî íîñèòü òîëüêî àêòèâíûé õàðàêòåð, ïî èñòå÷åíèþ

çàäàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ÏÑ íå ïðîèñõîäèò ñàìîïðîèçâîëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, ÈÑ ïåðåõîäèò ê àêòèâíûì ìàíèïóëÿöèÿì.

3. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ñàìîîáó÷åíèÿ ÈÑ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê àâòîìàòè÷åñêóþ ãåíåðàöèþ ãðà�à [5℄ ïðè óñëîâèè, ÷òî åé àïðèîðíî íå èçâåñòíû ðå-

çóëüòàòû, ê êîòîðûì ìîãóò ïðèâåñòè îòðàáàòûâàåìûå äåéñòâèÿ. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ öåëåñîîáðàçíîãî

ïîâåäåíèÿ äëÿ ñàìîîáó÷åíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì [7℄ â ðåàëüíûõ òðóäíîäîñòóïíûõ

äëÿ ÷åëîâåêà ïðîáëåìíûõ ñðåäàõ.

Âûâîäû. Ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ ìîäåëü ÏÑ [11℄ â âèäå íå÷åòêîé ñåìàíòè÷åñêîé

ñåòè, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíûõ íàëè÷èåì âåðøèí, îïðåäåëÿåìûõ íåçàâèñèìûå îò ÈÑ

ñîáûòèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü äèíàìè÷åñêèå ïðîáëåìíûå ñðåäû, è îáåñïå÷èâàòü

èìèòàöèþ ñàìîîáó÷åíèÿ ÈÑ â íåäîîïðåäåëåííûõ [12℄ äèíàìè÷åñêèõ ñðåäàõ.
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IMITATION OF ACTIONS OF SELF-TRAINING ALGORITHMS

OF SAVVY SYSTEMS ON ILL-DEFINED SEMANTIC NETWORK

L.V. Krasovskaya
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óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, �îññèÿ, e-mail: krasovskaya�bsu.edu.ru

Abstrat. It is developed of omparison method of ill-de�nitely represented relations for problem-

solving ambiene model that is di�ered from the known ones. It permits to ful�l the unbiased

estimate of equality of the ill-de�nitely expressed harateristis and to magnify the reliability

omparison [1,2℄. Self-training algorithms are desribed whih permit to form programs of rational

behavior at di�erent problem-solving ambienes and imitation of probe ations on ill-de�ned semanti

networks [3℄. It gives the possibility to exlude the savvy systems in�uene on problem-solving

ambiene at its study [4℄.

Key words: Savvy systems, problem-solving ambiene, ill-de�ned semanti network, ensemble

of tops and ribs, features, terms, algorithms of self-training.
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Àííîòàöèÿ. Âû÷èñëÿåòñÿ àñèìïòîòèêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè áèíàðíîé öèêëè÷åñêîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïðè

íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè èõ ïîðÿäêà. Ïîêàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü âû÷èñëåííîé àñèìï-

òîòèêè ñî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì öåïî÷êè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ñòàöèîíàðíàÿ ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû.

1. Ââåäåíèå. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ìîäåëåé òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, êîòîðûå ñâÿçà-

íû ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ

ìîäåëåé è ïîëó÷åíèå �èçè÷åñêèõ ñëåäñòâèé èç ðåçóëüòàòîâ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ îáû÷-

íî ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè. Îäíîé èç òàêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ÿâëÿåòñÿ ò.í. ãåíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, èìååò îòíîøåíèå ê îïèñàíèþ

êèíåòèêè áèíàðíûõ öèêëè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðè íàëè÷èè êàòàëèçàòîðîâ [1℄.

Ïîòðåáíîñòü ââåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ñâÿçàíà ñ ó÷å-

òîì âëèÿíèÿ òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé ñðåäû íà ïðîòåêàíèå ðåàêöèè, ÷òî ïðåäîïðåäåëÿåò

èñïîëüçîâàíèÿ èìåííî ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ åå ýâîëþ-

öèè âî âðåìåíè t â âèäå ñåìåéñòâà ìàðêîâñêèõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ îòíîñè-

òåëüíîé êîíöåíòðàöèè x ∈ [0, 1] äâóõ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè ðåàãåíòîâ. Ýòî ñåìåéñòâî
ïàðàìåòðèçóåòñÿ �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè α ∈ (0, 1), λ ∈ R, σ2 > 0 è êàæäûé ïðîöåññ
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

(ñì. [1℄)

∂p(x, t)

∂t
=
(
Ĥp
)
(x, t) , (1)

(
Ĥp
)
(x, t) ≡ − ∂

∂x

([
α−x+λx(1−x)+σ

2

2
x(1−x)(1−2x)

]
p(x, t)

)
+
σ2

2

∂2

∂x2
[
x2(1− x)2p(x, t)

]

(2)
äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x, t) ÷àñòíîãî îäíîòî÷å÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé èëè ïëîòíîñòè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Â �èçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè òàêîå

óðàâíåíèå, îáû÷íî, íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà â

âèäå óêàçàííîãî äè��óçèîííîãî ïðîöåññà îáëàäàåò ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì, òî åñòü

óðàâíåíèå (1) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå p(x) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ

ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöû ïðîñòðàíñòâà êîíöåíòðàöèé � îòðåçêà [0, 1]. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî
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ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò áè�óðêàöèåé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ α, λ, σ2
, êî-

òîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü p(x) èç óíèìîäàëüíîé ïåðåñòðàèâàåòñÿ â áèìîäàëü-
íóþ. Äîâîëüíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå ýòîãî ïåðåõîäà äàíî íàìè â ðàáîòàõ [2℄, [3℄. Îä-

íàêî, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåèçâåñòíî: ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñíûì, ò.å.

�èíàëüíûì äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Èíûìè ñëîâàìè, âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÿâëÿåòñÿ

ëè ïëîòíîñòü p(x) ïðåäåëüíîé ïðè t → ∞ äëÿ ðåøåíèé p(x, t) óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðîèç-

âîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

íà îòðåçêå [0, 1] è ïîä÷èíåííûõ óêàçàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îäíèì èç ìûñëèìûõ

ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñèñòåìû ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ

ϕn(t) =

1∫

0

xnp(x, t)dx , n ∈ N (3)

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ, â ñëó÷àå, åñëè p(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1), ñ íåîáõîäèìîñòüþ, äîëæíà îáëàäàòü ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì ϕn, n ∈ N.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ìîìåíòû ϕn, âû÷èñëåííûå

íà îñíîâå p(x),

ϕn =

1∫

0

xnp(x)dx (4)

êàê ðàç, ïðåäñòàâëÿþò òàêîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå, è âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèêè çíà÷å-

íèé ýòèõ ìîìåíòîâ ïðè n→ ∞.

2. Óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ϕn(t). Íàéäåì óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ϕn(t) èñõîäÿ
èç óðàâíåíèÿ (1). Çàïèøåì äåéñòâèå îïåðàòîðà

(
Ĥp
)
(x, t) â âèäå

(
Ĥp
)
(x, t) = − ∂

∂x
J [p](x, t) ,

ãäå J [p](x, t) � ïîòîê âåðîÿòíîñòè,

J [p](x, t) =
[
α−x+λx(1−x)+ σ2

2
x(1−x)(1−2x)

]
p(x, t)− σ2

2

∂

∂x

[
x2(1− x)2p(x, t)

]
. (5)

Èññëåäóåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ õîðîøî îïðåäåëåí â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîòîê J [p](x, t)
ðàâåí íóëþ ïðè x = 0, 1.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà xn è èíòåãðèðóÿ îò 0 äî 1 ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì,

èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ĥ è ïîëüçóÿñü ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè äëÿ ïîòîêà J [p](x, t):

ϕ̇n(t) = n

[
σ2

2
(n+ 1)ϕn+2(t)−

(
σ2

2

(
n+

1

2

)
+ λ

)
ϕn+1(t) +

+
(
n
σ2

2
+ λ− 1

)
ϕn(t) + αϕn−1(t)

]
, n ∈ N . (6)
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Â óðàâíåíèè ïðè n = 1 íóæíî ïîëîæèòü ϕ0(1) ≡ 1, ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïëîòíîñòè p(x, t).

Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ìîìåíòû ϕn(t) îáðàçóþò ìîíîòîííî óáûâàþùóþ,

ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ è ñîñðåäîòî÷åííóþ íà (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè ëþáîé èí-

òåãðèðóåìîé ïëîòíîñòè p(x, t). Áîëåå òîãî, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà

ϕ1/(n+1) < ϕ1/n
(ñì., íàïðèìåð, [4℄).

�àâíîâåñíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ϕn ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáÿçàíû, ñîîò-

âåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

σ2

2
(n+ 1)ϕn+2 −

(
σ2

2

(
n +

1

2

)
+ λ

)
ϕn+1 +

+
(
n
σ2

2
+ λ− 1

)
ϕn + αϕn−1 = 0 , n ∈ N . (7)

Èñõîäÿ èç ýòîé ñèñòåìû, ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ðàâíîâåñíûå ìîìåíòû ϕn, åñëè çàäàòü

çíà÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ ϕ1 è ϕ2.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî òîëüêî äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ϕ1, ϕ2 ðàçíîñòíîå óðàâ-

íåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé (7), îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåí-

òîâ êàêîé-ëèáî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâîâàëè áû äâå

ðàçëè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (7) è

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì J [p](x) = 0 ïðè x = 0, 1.

Òàê êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, òî ìîìåíòû ϕn, âû-

÷èñëåííûå íà åå îñíîâå, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Åñëè, êðîìå

òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé, òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) â òîì ñëó÷àå, êîãäà

îíè ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕn(0), âû÷èñëåííûì íà îñíîâå êàêîé-ëèáî íà-

÷àëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x, 0), äîëæíû ñòðåìèòñÿ ê ìîìåíòàì ϕn. Îáðàòíî,

åñëè ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) �

ïëîòíîñòü p(x, t) ñëàáî ñòðåìèòñÿ ê ïëîòíîñòè p(x). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, îäíîâðåìåí-
íî ñî ñòðåìëåíèåì ϕn(t) ê ϕn ïðè t → ∞, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ïëîòíîñòåé p(x, t) è p(x) (ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòè
ïëîòíîñòè îïðåäåëåíû íà êîìïàêòíîì îòðåçêå).

3. Âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ĥp(x) = 0 è ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì J [p](x) = ïðè x = 0, 1, îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíîé �îðìóëîé (ñì. [2℄)

p(x) =
A

x(1 − x)

(
x

1− x

)β

exp

{
− 2

σ2

(
1− α

1− x
+
α

x

)}
, (8)

A =
1

2
exp

{
2

σ2
+ β ln

√
1− α

α

}[
K−β

(
− 4

σ2

√
α(1− α)

)]−1

,

ãäå K−β(·) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà ñ ïîêàçàòåëåì (−β) è
β = 2(2α+ λ− 1)/σ2

.
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Â èíòåãðàëå (4), îïðåäåëÿþùåì ìîìåíòû ϕn ñîâåðøèì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðè-

ðîâàíèÿ x = 1− y/
√
n. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

ϕn = Anβ/2

√
n∫

0

(
1− y√

n

)β+n−1

exp

[
− 2

σ2

( α

1− y/
√
n
+

1− α

y

)] dy

yβ+1
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ýòîãî èíòåãðàëà ïðè n → ∞ ïðèìåíèì ìåòîä Ëàïëàñà

(ñì., íàïðèìåð, [5℄). Âî-ïåðâûõ, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì

(1− y/
√
n)

√
n → e−y

ïðè n→ ∞, ÷òî äîïóñòèìî ïðè âû÷èñëåíèè ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìï-

òîòèêè, à çàòåì îïðåäåëèì �óíêöèþ

S(y) =
2

σ2

1− α

y
+ y .

Òîãäà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè, ïðåäñòàâèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë â

âèäå

ϕn = A exp
(
− 2α

σ2

)
nβ/2(1 + o(1))

√
n∫

0

exp
[
−√

nS(y)
] dy

yβ+1
,

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàïëàñà âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû.

Òàê êàê S ′(y) = 1−2(1−α)/σ2y2, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà y∗, óäîâëåòâîðÿþùàÿ S
′(y∗) = 0

åäèíñòâåííà. Îíà ðàâíà

y∗ =

√
2(1− α)

σ2
, S(y∗) = 2y∗ .

Ïðè ýòîì

S ′′(y) =
4

σ2

(1− α)

y3
, S ′′(y∗) =

√
2σ2

1− α
> 0 ,

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà îñíîâíóþ

òåîðåìó ìåòîäà Ëàïëñà (ñì. [5℄). Åäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ åå íåïîñðåäñòâåííîãî

ïðèìåíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îñîáåííîñòè íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ,

èç-çà ÷åãî íåâîçìîæíà çàìåíà â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè �óíêöèè S(y) íà åå ðàç-
ëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî S(y) îáåñïå÷èâàåò
ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â îêðåñòíîñòè ýòîé îñîáåííîñòè è çàìåíà åå íà êâàäðàòè÷íóþ

�óíêöèþ ïðèâåäåò ê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. Ïîýòîìó ïðèìåíèì îñíîâíóþ �îðìóëó

ìåòîäà Ëàïëàñà ê èíòåãðàëó

√
n∫

ε

exp
[
−√

nS(y)
] dy

yβ+1
=

(
2π

S ′′(y∗)

)1/2 exp
(
−√

nS(y∗)
)

n1/4y
(β+1)
∗

(1 + o(1)) , (9)

ãäå 0 < ε < y∗. Ïîñëå ýòîãî îöåíèì îñòàòî÷íûé èíòåãðàë

ε∫

0

exp
[
−√

nS(y)
] dy

yβ+1
<

ε∫

0

exp

[
−2

√
n

σ2y

]
dy

yβ+1
= n−β/2

ε/
√
n∫

0

exp
(
− 2

σ2y

) dy

yβ+1
<
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< n1/2ε−(β+1) exp
(
− 2

√
n

εσ2

)
,

÷òî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì âûðàæåíèå

â ïðàâîé ÷àñòè â (9). Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî

√
n∫

0

exp
[
−
√
nS(y)

] dy

yβ+1
=

(
2π

S ′′(y∗)

)1/2 exp
(
−√

nS(y∗)
)

n1/4y
(β+1)
∗

(1 + o(1))

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕn = A

√
π

2

(
σ2

2(1− α)

)β/2

exp
(
− 2α

σ2

)
nβ/2−1/4 exp

(
−2
(2n(1− α)

σ2

)1/2)
(1+ o(1)) . (10)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7)

ñ òî÷íîñòüþ äî O(n−1). Ñ ýòîé öåëüþ, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (10), âû÷èñ-

ëÿåòñÿ àñèìïòîòèêà îòíîøåíèÿ

ϕn+1

ϕn

=

(
1 +

1

n

)β/2−1/4

exp

(
−
(2(1− α)

σ2

)1/2
(
√
n+ 1−√

n)

)
=

=
(
1 +

β − 1/2

2n
+O(n−2)

)(
1−

(2(1− α)

nσ2

)1/2
+

1− α

nσ2
+O(n−3/2)

)
=

= 1−
(2(1− α)

nσ2

)1/2
+
α + λ

nσ2
+O(n−3/2) ,

ïîäñòàíîâêîé êîòîðîé â (7) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî.
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Abstrat. Asymptoti dependene of statistial moments of stationary probability distribution

density in the stohasti model of binary yli hemial reation proposed by Horsthemke W. and

Lefever R. is alulated when order of the later tends to in�nity. It is shown that suh a alulated

asymptoti orresponds to stationary state of the evolution equation system of the moments.

Key words: stohasti model, Fokker-Plank's equation, stationary distribution density, statistial

moments.
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1. Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî [1℄, ïîëíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãà-

çîäèíàìèêè (è ãèäðîäèíàìèêè íüþòîíîâñêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé) ñîñòîèò èç óðàâ-

íåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà

u̇j + (u,∇)uj = −∇jP

ρ
+∇kµ

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)
+ (∇, η∇)uj , j = 1, 2, 3 ; (1)

óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

ρ̇+ (∇, ρu) = 0 (2)

è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëà

ρcp

(
Ṫ + (u,∇)T

)
= (∇,κ∇)T +

µ

2

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)2

+ η(∇,u)2 . (3)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1-3), ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çàïèñàíà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðî-

ãî ïîðÿäêà ïî ãðàäèåíòàì ïîëåé u, ρ, T . Îíà îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè t äëÿ
ïîëÿ ñêîðîñòåé u(x, t) â îáëàñòè Ω ⊂ R3

, x ∈ Ω, ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè ρ(x, t) è
òåìïåðàòóðû T (x, t) ïðè îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ñâÿçàííûõ

ñî ñïåöè�èêîé �èçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Äëÿ ïîëíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, â ýòîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé äîëæíû áûòü çàäàíû êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè µ è η, äàâëåíèÿ P ,
òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè cp è êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè κ, êîòî-
ðûå, â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé òî÷êè, ÿâëÿþòñÿ �óíê-

öèÿìè îò âåëè÷èí ρ è T , êîòîðûå âû÷èñëåíû â ýòîé òî÷êå. Çàìåòèì, ÷òî òðàíñïîðòíûå

êîý��èöèåíòû µ, η íå çàâèñÿò îò u, ÷òî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ íüþòîíîâñêèõ

ñïëîøíûõ ñðåä.

Ïðè ñ�îðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ îñìûñëåííîé ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1-3), òî åñòü ïîèñêà åå ðåøåíèÿ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ çíà-

÷åíèÿõ u(x, 0), ρ(x, 0) è T (x, 0). Îäíàêî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íåèçâåñòíî ðàçðåøèìà ëè
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çàäà÷à Êîøè â ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé ïîñòàíîâêå äëÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (è äàæå

äëÿ áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, ïîëó÷àåìîé ïðè T = onst, µ = 0, (∇,u) = 0 è
P ∼ ρ, η = onst). Ïðè òåõ æå îáùèõ óñëîâèÿõ ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåèçâåñòåí òàêæå îò-

âåò íà âîïðîñ: åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò, òî ÿâëÿåòñÿ ëè îíî åäèíñòâåííûì

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è ãëîáàëüíûì (òî åñòü âîçìîæíî ëè åãî ïðîäîëæåíèå

íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèå îòðåçêè âðåìåíè)? Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ

ñîâåðøåííî íåìûñëèìî ñòàâèòü âîïðîñ î ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ðàìêàõ

ñêîëüêî-íèáóäü îáùèõ óñëîâèé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. ×òî êàñàåòñÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé

÷èñëåííûì îáðàçîì, òî òàê êàê ëþáîå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû (1-3) è åå óïðîùåíèé íåÿâíî äîëæíî ñîäåðæàòü àëãîðèòì ÷èñëåí-

íîé ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ, è ýòîò àëãîðèòì îáÿçàòåëüíî äîëæåí ñõîäèòüñÿ, ìî-

æåò áûòü, äîâîëüíî ìåäëåííî, òî íàëè÷èå ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ñîäåðæèò â ñåáå

êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Îòñóòñòâèå

òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà â íàñòîÿùåå âðåìÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû,

ïðèìåíÿåìûå â ãàçîäèíàìèêå, íå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îáîñíîâàííûìè.

Îñòàíîâèìñÿ îòäåëüíî íà çàäà÷å ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1-3), êî-

òîðûå íå çàâèñÿò îò t è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå ïðè ðàâåíñòâå â íåé ïðî-
èçâîäíûõ ïî t íóëþ,

(u,∇)uj = −∇jP

ρ
+∇kµ

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)
+ (∇, η∇)uj , j = 1, 2, 3 ; (4)

(∇, ρu) = 0 , (5)

ρcp(u,∇)T = (∇,κ∇)T +
µ

2

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)2

+ η(∇,u)2 . (6)

Ýòà ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàííûõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîëåé u, ρ, T . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ â

ñïëîøíîé ñðåäå, êîòîðûå äîëæíû îïèñûâàòüñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,

âñåãäà ñîäåðæàò âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ (ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ èíòåãðàëàìè îò ïîëÿ

u ïî íåêîòîðûì çàìêíóòûì êîíòóðàì). Ïðèìåðîì òàêîãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèå Áåíàðà (ñì., íàïðèìåð, [1℄) â �èçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà òåïëà â

ñëîå æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ ðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðà-

ìè íà íèõ, êîãäà âîçíèêàåò âèõðåâîå êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå â ñëîå æèäêîñòè, íàðÿäó ñ

ñóùåñòâîâàíèåì �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ íóëåâûì ïîëåì u. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (4-6) ïðè èñêëþ÷åíèè âèõðåâîé ñî-

ñòàâëÿþùåé òå÷åíèÿ, òî åñòü â óñëîâèÿõ, êîãäà ïîëå u ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, êîãäà

ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîå ïîëå Ψ(x) íà Ω òàêîå, ÷òî u(x) = ∇Ψ(x).
Ïî îïèñàííûì âûøå ïðè÷èíàì, îñîáîå çíà÷åíèå â ãàçîäèíàìèêå ïðèîáðåòàþò ïî-

ñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïîëåé u, ρ, T ïî êàêèì-òî ïàðàìåòðàì, õà-

ðàêòåðèçóþùèì ñðåäó è ñîâåðøàåìîå åþ äâèæåíèå. Ýòî êàñàåòñÿ êàê ïîñòðîåíèÿ ðå-

øåíèé çàäà÷è Êîøè ñ �èêñèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû (1-3), òàê

è ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ � ðåøåíèé ñèñòåìû (4-6) ñ �èêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè. Íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ òàêèå ðàçëîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñ êîíòðîëèðóåìîé
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ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñèñòåìå óðàâíåíèé ïî ïàðàìåòðó(àì) ðàçëîæåíèÿ, ñõîäÿùèìèñÿ, òàê

êàê èõ ñõîäèìîñòü, êàê ðàç, è ïðèâîäèëà áû ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Îäíàêî, ââèäó èõ ïðèêëàäíîé öåííîñòè, îíè ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì îáúåêòîì ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå (6) èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïðè ýòîì

ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè µ è η, à â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ãàçà
(æèäêîñòè) �óíêöèÿ P (ρ) (T = onst) ïîëàãàåòñÿ ëèíåéíîé, òî åñòü

P = ν2(ρ− ρ0) + P0 ,

ãäå ν � ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå. Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêè, äîïóñòèìû òîëüêî î÷åíü

ìàëûå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ρ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â
ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

ν2

ρ
∇kρ+ (u,∇)uk = (µ+ η)∆uk +

µ

3
∇k(∇,u) , (7)

(∇ρ,u) + ρ(∇,u) = 0 . (8)

Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå, ïîëå u ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé äëÿ ñèñòåìû (7), (8), òàê êàê â óñëîâèÿõ

ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ u ñèñòåìà (7), (8) ñòàíîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Ïîëîæèì â ýòîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé u = ∇Ψ. Òîãäà îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó

ν2

ρ
∇kρ+∇mΨ∇m∇kΨ = ∇k

(
4µ/3 + η

)
∆Ψ , (9)

(∇mρ)(∇mΨ) + ρ∆Ψ = 0 . (10)

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå î ïðèìåíåíèè ïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ, ïðè-

íÿòîå â òåíçîðíîé àëãåáðå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9),(10) � ïåðåîïðåäåëåííàÿ, òàê êàê îíà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 4 óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ �óíêöèé Ψ è ρ. Òàê êàê ∇kρ/ρ = ∇kg, òî äëÿ
ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû (9), (10) íóæíî, ÷òîáû âûðàæåíèå

∇mΨ∇m∇kΨ ÿâëÿëîñü ãðàäèåíòîì êàêîé-òî �óíêöèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû

εjkl∇k∇mΨ∇m∇lΨ ≡ 0 ,

ãäå εjkl � òåíçîðíûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòòà. Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåòñÿ ê

âèäó

εjkl

(
∇k∇mΨ

)(
∇m∇lΨ

)
+∇mΨ∇m

(
εjkl∇k∇lΨ

)
,

èç êîòîðîãî åãî òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, òàê êàê àíòè-

ñèììåòðè÷íûé ñèìâîë Ëåâè-×èâèòòà ñâîðà÷èâàåòñÿ ïî èíäåêñàì k, l ñ ñèììåòðè÷íûìè
â îáîèõ ñëàãàåìûõ ïî ýòèì èíäåêñàì âûðàæåíèÿìè.

2. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Áóäåì èçó÷àòü ñòàöèîíàðíûå òå-

÷åíèÿ ãàçà â ñëåäóþùèõ �èçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Âî-ïåðâûõ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ìàëîé



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38 115

â êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå x àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè |u|. Êðîìå òîãî,
áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè âñå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå îò ýòèõ âåëè÷èí. Ïðè÷åì, åñ-

ëè ââåñòè ìàëûé ïàðàìåòð ε, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ìàëîñòè óêàçàííûõ �èçè÷åñêèõ
âåëè÷èí, òî ìû ïîëîæèì, ÷òî u ∼ ε, ∇juk ∼ ε2, ∇jρ ∼ ε2 (äëÿ ýòîãî ãðàäèåíòà òàêîå

ïîëîæåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â çàäà÷å ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè îòêëîíåíèÿ (ρ−ρ0)). Ñî-
îòâåòñòâåííî, âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïðåäïîëàãàþòñÿ

ïðîïîðöèîíàëüíûìè ε3. Òîãäà, äëÿ �îðìóëèðîâêè ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé áó-

äóò ñòðîèòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèÿõ (7), (8)

çàìåíû u ⇒ εu, ∇juk ⇒ ε2∇juk, ∇jρ ⇒ ε2∇jρ è, ñîîòâåòñòâåííî, óìíîæèì ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ρ è u íà ε3. Òîãäà, ââîäÿ, âìåñòî ρ �óíêöèþ lnρ = g
òàê, ÷òî ∇g = ∇ρ/ρ ïîëó÷èì èññëåäóåìóþ â äàëüíåéøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(∇,u) + ε(∇g,u) = 0 , (11)

ν2∇kg + ε(u,∇)uk = ε(µ+ η)∆uk + ε
µ

3
∇k(∇,u) , k = 1, 2, 3 . (12)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε ðåøåíèé
ýòîé ñèñòåìû íóæíî, ÷òîáû áûëè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ

∇kg = 0 , g = const ; (∇,u) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóèðóåìûõ íàìè àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ðàçëîæåíèé íåîáõîäèìà ïîòåíöèàëüíîñòü ïîëÿ u = ∇Ψ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä ∆Ψ = 0, êîòîðîå îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé)

ðàçðåøèìî ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ∇Ψ.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïîëÿ u íà ∇Ψ â óðàâíåíèÿ (11), (12) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ââîäÿ

ïàðàìåòð ε â óðàâíåíèÿ (9), (10) ïîëó÷èì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñèñòåìû (7), (8):

ε(∇g,∇Ψ) + ∆Ψ = 0 , (13)

κ∇kg + ε(∇Ψ,∇)∇kΨ = ε
(
4µ/3 + η

)
∇k∆Ψ , k = 1, 2, 3 . (14)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè ρ (è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ �óíêöèè g) ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ íå çàäàþòñÿ. Åå äîñòàòî÷íî çàäàòü õîòÿ áû â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå. Ýòî

òåñíî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîäåðæèò òîëüêî ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ρ.

Íàêîíåö, óêàæåì, ÷òî â ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé u íóæ-

íî îáÿçàòåëüíî âêëþ÷èòü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ãàçà (æèäêîñòè) ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè

Ω.1) Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòåíöèàëà Ψ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ãðà-

íèöå ïðîèçâîäíàÿ îò íåãî äîëæíà îáðàùàòüñÿ íà ãðàíèöå ∂Ω. Îäíàêî, ýòî óñëîâèå íå

1

Ìûñëèìû ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ ïîëóïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé, ãäå ïðèäåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî óñëî-

âèÿ.
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îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆Ψ = 0 ñâåäåòñÿ ê ïîñòîÿííîé, òàê êàê òàêîå ïîëîæå-
íèå èìååò ìåñòî, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ êîìïàêòíûõ îáëàñòåé Ω, â êîòîðûõ ñòðîèòüñÿ
ðåøåíèå.

Âûÿñíèì òåïåðü, íàêîíåö, ñòðóêòóðó àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Äîêà-

æåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû äëÿ ïîòåíöèàëà Ψ è ïëîòíîñòè ρ âèäà

Ψ =
∞∑

k=0

ε2kΨ(2k) , (15)

g = g0 +
∞∑

k=1

ε2k−1g(2k−1) (16)

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (13), (14) è çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì êðàåâîé

çàäà÷è, åñëè Ψ(0)
óäîâëåòâîðÿåò ýòèì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óðàâíåíèþ ∆Ψ(0) = 0,

à g(0) = onst.

Ïðè îïðåäåëåíèè êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ Ψ(2k)
, g(2k−1)

ïîðÿäêà k ∈ N ñíà÷àëà âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ãðàäèåíò ∇g(2k−1)
ïî �îðìóëå

ν2∇mg
(2k−1) = −

k−1∑

l=0

(
∇Ψ(2(k−l−1)),∇

)
∇mΨ

(2l) +
(
4µ/3 + η

)
∇m∆Ψ(2(k−1)) , m = 1, 2, 3 ,

(17)
à çàòåì íàõîäèòñÿ ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∆Ψ(2k) = Qk(∇g(l),∇Ψ(m))

ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ïðèáëèæåíèÿìè Ψ(2(l−1)), g(2l−1)
, l = 1÷ k.

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé (15), (16) â óðàâíå-

íèÿ (13), (14) è áàëàíñîì ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε. Èç óðàâíåíèÿ (13) ïîëó÷àåì

(∇g,∇Ψ) =
∞∑

m=1

∞∑

l=0

ε2m+2l−1(∇g(2m−1),∇Ψ(2l)) =
∞∑

k=0

ε2k−1
k−1∑

l=0

(∇g2(k−l)−1,∇Ψ(2l)) ,

∆Ψ(2k) +

k−1∑

l=0

(∇g2(k−l)−1,∇Ψ(2l)) = 0 ,

ãäå â ïðàâóþ ÷àñòü âõîäÿò òîëüêî �óíêöèè g(2l+1)
è Ψ(2l)

ñ l = 0÷ (k − 1).
Èç óðàâíåíèÿ (14) èìååì

ν2
∞∑

k=0

ε2k+1∇mg
(2k+1) + ε

∞∑

k=0

ε2k
k∑

l=0

(∇Ψ(k−l),∇)∇mΨ
(l) = ε

(
4µ/3 + η

) ∞∑

k=0

ε2k∇m∆Ψ(2k) ,
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òàê, ÷òî ñòåïåííîé áàëàíñ ïðèâîäèò ê �îðìóëå (17), â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîé âõîäÿò

òîëüêî �óíêöèè g(2l−1)
è Ψ(2(l−1))

ñ l = 1÷ k. �

3. Ïðèìåð. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì òî÷íî ðåøàåìûé ïðèìåð, êîòîðûé íåñêîëüêî

ïðîÿñíÿåò ñìûñë ïîñòðîåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. �àññìîòðèì îäíîìåðíîå

òå÷åíèå (íàïðèìåð ïî òðóáå áåç òðåíèÿ î ñòåíêè è ñ ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íà êîíöàõ

òðóáû) òàê, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ u çàìåíÿåòñÿ íà u, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêî
îäíîé êîîðäèíàòû x. Òîãäà óðàâíåíèÿ (11), (12) ïðè ε = 1 çàïèøóòñÿ â âèäå

uu′ + ν2g′ = (4µ/3µ+ η)u′′ , g′u+ u′ = 0 .

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì u′/u = −g′ èëè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, u = u0ρ0/ρ. Ïîä-
ñòàíîâêà â ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

uu′ − ν2
u′

u
= (4µ/3 + η)u′′ ,

êîòîðîå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ

u2

2
− ν2 ln u+ c = (4µ/3 + η)u′ ,

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è

îòðèöàòåëüíîé,

(4µ/3 + η)

∫ u

u0

du

u2/2− ν2 ln u+ c
= x .

Åñëè ââåñòè â óðàâíåíèÿ ìàëûé ïàðàìåòð ε, êàê ýòî ñäåëàíî â (11), (12), òî

u′

u
+ εg′ = 0 (18)

εuu′ + ν2g′ = ε(4µ/3 + η)u′′ , (19)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòóðà çàìåíèòñÿ íà ñëåäóþùóþ

(4µ/3 + η)

∫ u

u0

du

u2/2− (ν2/ε2) ln u+ c
= x ,

êîòîðàÿ íå äîïóñêàåò ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îäíàêî, åñëè äåé-

ñòâîâàòü íàïðÿìóþ, òî åñòü ñòðîèòü ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε èñõîäÿ èç óðàâíåíèé (18), (19),

òî ïîëó÷èì îñîáîå ðåøåíèå, êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòóðå, ââèäó îáðàùåíèÿ â

íóëü çíàìåíàòåëÿ. Îíî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε äàåò u′ = 0, u = u0, g
′ = 0, à âñå

ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàâíû íóëþ.
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1. ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ
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Àííîòàöèÿ. Êîíñòðóèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàã-

íèòíîå ïîëå â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ åå òåïëîâûìè �ëóêòóàöèÿìè. Ýòî

ïîëå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Îíî îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ýâîëþ-

öèîííûìè óðàâíåíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ àääèòèâíûì øóìîì. Ïðè

ýòîì øóì îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûìè �ëóêòóàöèÿìè çàðÿäà â ñðåäå, âûçâàííûìè òåïëîâûìè

êîëåáàíèÿìè àòîìîâ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ãàóññîâñêîå ïîëå, óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîíÿòèå î ñòîõàñòè÷åñêîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå âîçíè-

êàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èìåþùåãî òåïëîâîå

ïðîèñõîæäåíèå. Ïðîèñõîæäåíèå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòàì, ñâÿçàííûì ñ

ïîñòðîåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà (ñì.,

íàïðèìåð, [1-2℄). Îäíàêî, â òî âðåìÿ àâòîðû ñòîõàñòè÷åñêîé êîíöåïöèè îòíîñèòåëüíî

òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ìîãëè ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàòü �îðìàëèçì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè ïîñòðîåíèè åãî ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùåãî åå ðàçäåëà � òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â ðàìêàõ êîòîðîãî ìîæíî

áûëî áû ðåàëèçîâàòü èäåþ î ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ, åùå íå ñóùåñòâîâàëî. Â áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ óæå äîñòèãëà òîãî óðîâíÿ çðåëîñòè è, ïîëüçóÿñü åå ïðåäñòàâëåíèÿìè,

ñòàëî äîïóñòèìûì êîíñòðóèðîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèîíèðó-

þùèõ âî âðåìåíè ïîëåé, òî åñòü ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü, ïî-íîâîìó, ïîäîéòè ê çàäà÷å

ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà-

�èè [3, 4℄). Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî îñíîâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íå òåïëîâîå èçëó÷åíèå

â âàêóóìå, èçó÷åíèå êîòîðîãî áîëåå îòíîñèòñÿ ê âîïðîñàì êâàíòîâîé îïòèêè, â êîòî-

ðîé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, èìåþòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûå �èçè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, à èìåííî ïðîöåññû èçëó÷åíèÿ, ïîãëîùåíèÿ è ïåðåíîñà ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå (ãëàâíûì îáðàçîì, òâåðäîòåëüíîé), òåñíî ñâÿçàííîãî

ñ òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè ñîñòàâëÿþùèõ åå àòîìîâ (ìîëåêóë). Èçó÷åíèå ýòèõ ïðîöåññîâ

ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îòíîñèòñÿ ê ðàçäåëó òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïðåäìåòîì æå èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé òåî-

ðèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèå ïðîöåññû, êîòîðûå ëåæàò â îñ-

íîâå òàêîãî ïåðåíîñà èçó÷åíèÿ, òî åñòü, â êîíöå êîíöîâ, åå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå
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îñíîâíûõ ïîëîæåíèé, íà êîòîðûõ ïîêîèòñÿ ýòà òåîðèÿ, è èõ óòî÷íåíèå. Ýòî íàõîäèòñÿ

â ïîëíîé àíàëîãèè ñ òåìè òðàäèöèîííûìè çàäà÷àìè ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè, ðåøåíèå

êîòîðûõ, ñîãëàñíî îñíîâíîé èäåå ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, äîëæíî îáåñïå÷èâàòü êîí-

êðåòíîé èí�îðìàöèåé î çàâèñèìîñòÿõ ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

ñðåä ïðè èçó÷åíèè â íèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â

ñðåäå öåíòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î �èçè÷åñêèõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìåõàíèçìàõ, ïî-

ñðåäñòâîì êîòîðûõ ýòîò ïåðåíîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ. Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî

íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â òâåðäîì òå-

ëå, íîñÿò êâàíòîâûé õàðàêòåð è ïîýòîìó äîëæíû îïèñûâàòüñÿ â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèé

êâàíòîâîé òåîðèè, ñëåäîâàëî áû ñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ òåîðèþ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èç-

ëó÷åíèÿ íà îñíîâå òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìû åùå äàëåêè îò

ñîçäàíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè. Áîëåå òîãî, òàê êàê ïðîöåññû ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ â òâåðäîòåëüíûõ ñðåäàõ èãðàþò çàìåòíóþ ðîëü òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

òåìïåðàòóðàõ, òî ìîæíî áûëî áû, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè, îãðàíè÷èòüñÿ

ïîñòðîåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ è

ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Íî ñîçäàíèå äàæå òàêîé òåîðèè â ðàìêàõ

ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè, òàê êàê ýòî òðåáóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ àòîìîâ òâåðäîãî òåëà è ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî èçëó÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â óæå öèòèðîâàâøèõñÿ âûøå ìîíîãðà�èÿõ ðàçâèâàëñÿ

èíîé ïîëó�åíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïèñàíèè êèíåòèêè òåïëîâûõ

�ëóêòóàöèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â òâåðäîì òåëå. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå �ëóê-

òóàöèè èçëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàëèñü ïîñðåäñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà

òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ðàçâèòèå òàêîãî ïîäõî-

äà.

Â ðàìêàõ óêàçàííîãî ïîëó�åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ ïå-

ðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå öåíòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå ìîäåëè

ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íà îñíîâå êîòîðîé âîçìîæíî áûëî áû âû÷èñ-

ëåíèå ïîòîêà ýíåðãèè òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, îïèñûâàþùåãî ëîêàëü-

íûé áàëàíñ òåïëà â êàæäîé ìàëîé îáëàñòè ñðåäû. Èìåííî äèâåðãåíöèÿ ýòîãî ïîòîêà

âõîäèò â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà â ñðåäå.

Â áîëåå ðàííèõ ïóáëèêàöèÿõ [5-7℄ îäíîãî èç àâòîðîâ íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ áûë èñ-

ñëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ � ò.í. ãàóññîâñêàÿ

ìîäåëü ñî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è ýêâèâàëåíòíûìè ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé

ñîñòàâëÿþùèìè, êîòîðàÿ åñòåñòâåííà â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ �èçè÷åñêàÿ ìàëîñòü

âåëè÷èíû ïîëÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì òåîðèè ÿâëÿëîñü

òî, ÷òî ìåõàíèçì ãåíåðàöèè èçëó÷åíèÿ â íåé ìàòåìàòè÷åñêè ñâÿçûâàëñÿ ñî ñëó÷àéíûìè

�ëóêòóàöèÿìè ýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñðåäû, ÷òî íå ìîãëî îáúÿñíèòü, àäåê-

âàòíûì îáðàçîì, ïîãëîùåíèå èçëó÷åíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïåðåêà÷êó â òåïëîâóþ

ýíåðãèþ êîëåáàíèé àòîìîâ ñðåäû. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì äðóãóþ ìîäåëü, îñ-

íîâàííóþ íà ïðåäñòàâëåíèÿõ î �ëóêòóàöèÿõ çàðÿäà â ñðåäå, èìåþùèõ ìåñòî, äàæå â

äèýëåêòðèêàõ, íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñðåäíèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó àòîìàìè,

è, ñîîòâåòñòâåííî, âûçâàííûõ ýòèìè �ëóêòóàöèÿìè çàðÿäà �ëóêòóàöèÿõ ýëåêòðè÷å-
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ñêîãî òîêà íà òåõ æå ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ. Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè, ïî íà-

øåìó ìíåíèþ, ââèäó �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ �ëóêòóàöèé è

èõ çàòóõàíèåì (ò.í. �ëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà), åñòåñòâåííûì îáðàçîì,

âîçìîæíî îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìà ïåðåíîñà òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â

ñðåäå.

�àáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â íàñòîÿùåé ïåðâîé ÷àñòè ìû ñòðîèì ìàòåìàòè-

÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Â

ñëåäóþùåé âòîðîé ÷àñòè âû÷èñëåíû ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêî-

ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò åãî ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé è, òåì ñàìûì, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, ìîäåëüþ êîòîðîãî ýòî ïîëå ñëóæèò.

2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè. Êàê èçâåñòíî, �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ïîä÷èíåíû óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè

1

c

∂D

∂t
+

4π

c
j = [∇,H] , (∇,D) = 4πρ ,

1

c

∂B

∂t
= −[∇,E] , (∇,B) = 0 ,

(1)

ìåæäó, ñîîòâåòñòâåííî, E, H � íàïðÿæåííîñòÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è

D,B � ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèÿìè â ñðåäå è j, ρ � ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ
òîêà è çàðÿäà.

Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Äëÿ åå ñîâìåñòíîñòè, òî åñòü äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ó íåå ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåëè÷èíû ρ è j áûëè ñâÿçàíû äè��åðåí-

öèàëüíîé ñâÿçüþ

∂ρ

∂t
+ (∇, j) = 0 , (2)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè çàðÿäà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (1) ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, ê íåé äîëæíû áûòü äîáàâëåíû �óíêöèîíàëüíûå ñâÿçè ìåæäó ïàðàìè âåëè÷èí B,D

èH, E, ïîíèæàþùèå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîëåé. Ýòè ñâÿçè íàçûâàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè. Â ðàìêàõ ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè, áåç ó÷åòà ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ

ý��åêòîâ, îíè èìåþò âèä

2)

Di(x, t) =

∫

R3

dy

∫ t

−∞
ε̂ij(x− y, t− s)Ej(y, s)ds , (3)

Bi(x, t) =

∫

R3

dy

∫ t

−∞
µ̂ij(x− y, t− s)Hj(y, s)ds , (4)

2

Ìû èñïîëüçóåì îáùåïðèíÿòûå èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïðàâèëà èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ

è òåíçîðíûõ âåëè÷èí. Äàëåå, âñå íèæíèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.
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Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü çàäàíà ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ òîêà j ñ ïîëÿìè E è H, òàê

êàê ýòà ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûì âíåøíèì èñòî÷íèêîì â óðàâíå-

íèÿõ (1). Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è âûøå, ýòà ñâÿçü çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

jk(x, t) =

∫

R3

dy

∫ t

−∞
σ̂kl(x− y, t− s)El(y, s)ds+ j̃k(x, t) . (5)

Çäåñü j̃ ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó-

÷àå, ýòîò èñòî÷íèê èìååò �ëóêòóàöèîííîå ïðîèñõîæäåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, íîñèò ñòî-

õàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ñðåäíåå çíà÷åíèå �ëóêòóàöèé òîêà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ

〈̃j(x, t)〉 = 0, ãäå óãëîâûå ñêîáêè çäåñü è äàëåå áóäóò îáîçíà÷àòü óñðåäíåíèå ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé.

Äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû, èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ý��åêòû ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé äèñïåðñèè ñðåäû íîñÿò íåñóùåñòâåííûé

õàðàêòåð. Ïîýòîìó, â óêàçàííûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ÿäðà ε̂ij(x, t), µ̂ij(x, t),
σ̂ij(x, t) ïðîïîðöèîíàëüíû δ(t)δ(x). Êðîìå òîãî, ñðåäó ïîëàãàåì ëîêàëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-
èçîòðîïíîé, òî åñòü òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà ýòèõ ÿäåð èìååò òðèâèàëüíûé õàðàêòåð. Òà-

êèì îáðàçîì,

ε̂ij(x, t) = ε δij δ(x) δ(t−0) , µ̂ij(x, t) = µ δij δ(x) δ(t−0) , σ̂ij(x, t) = σ δij δ(x) δ(t−0) . (6)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ (3-5) ïðèíèìàþò âèä

D(x, t) = εE(x, t) , B(x, t) = µH(x, t) ,

j(x, t) = σE(x, t) + j̃(x, t) , (7)

ãäå ε, µ � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, à σ � íåêîòî-

ðàÿ ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòðóèðóåìîé íàìè ìîäåëüþ

ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èìåþùåãî òåïëîâîå ïðîèñõîæäåíèå.

Â äàëüíåéøåì, íàì ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè �ëóêòóàöèîííîãî ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäóò îñíîâàíû íà ïðîñòðàíñòâåííûõ �óðüå-êîìïîíåíòàõ �èçè÷åñêèõ

âåëè÷èí. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââåäåì �óðüå-êîìïîíåíòû ïëîòíîñòåé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäà

è òîêà

˜̄ρ(k, t) =

∫

R3

ρ(x, t)e−i(k,x)dx , j̄(k, t) =

∫

R3

j(x, t)e−i(k,x)dx ,

åãî �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè

˜̄j(k, t) =

∫

R3

j̃(x, t)e−i(k,x)dx ,

à òàêæå, � �óðüå-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

Ē(k, t) =

∫

R3

E(x, t)e−i(k,x)dx , H̄(k, t) =

∫

R3

H(x, t)e−i(k,x)dx
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è ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèé

D̄(k, t) =

∫

R3

D(x, t)e−i(k,x)dx , B̄(k, t) =

∫

R3

B(x, t)e−i(k,x)dx .

Òîãäà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1-4), äëÿ �óðüå-êîìïîíåíò, ïðèíèìàþò âèä

ε

c
˙̄E+

4π

c
(σĒ+ ˜̄j) = i[k, H̄] , (k, Ē) = −4πi

ε
˜̄ρ(k, t) , (8)

µ

c
˙̄H(k, t) = −i[k, Ē] , (k, H̄) = 0 . (9)

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (2) ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ñëåäóåò

˙̄̃ρ+ i(k, j̄) = 0

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ

j̄(k, t) = σĒ(k, t) + ˜̄j(k, t) , (10)

ñëåäóþùåãî èç (7), ïîëó÷àåì

˙̄̃ρ+ γ ˜̄ρ+ i(k, ˜̄j) = 0 , (11)

ãäå

4πσ

ε
= γ > 0 .

Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè âñåõ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ �èçè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê, èõ �óðüå-êîìïîíåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

˜̄E
∗
l (k, t) =

˜̄El(−k, t) , ˜̄H
∗
l (k, t) =

˜̄H l(−k, t) ,

˜̄D
∗
l (k, t) =

˜̄Dl(−k, t) , ˜̄B
∗
l (k, t) =

˜̄Bl(−k, t) ;

˜̄ρ
∗
(k, t) = ˜̄ρ(−k, t) , ˜̄j

∗
l (k, t) =

˜̄jl(−k, t) .

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâåð-

øàåòñÿ îïðåäåëåíèåì âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

˜̄j(k, t) Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû

ïðèíèìàåì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü. À èìåííî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ ñëó÷àéíîå

êîìïëåêñíîçíà÷íîå ãàóññîâñêîå ïîëå âåêòîðíîå ïîëå ψ̃l(k), l = 1, 2, 3 íà ïðîñòðàíñòâå

âîëíîâûõ âåêòîðîâ k ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Âûáîð â ïîëüçó ìîäåëè ãàóññîâñêî-

ãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé (ñ òî÷êè çðåíèÿ áëèçîñòè

âû÷èñëÿåìûõ íà åå îñíîâå çíà÷åíèé ñðåäíèõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí) ìîäåëüþ ïðè ìàëî-

ñòè ñëó÷àéíûõ �ëóêòóàöèé.

Êîìïëåêñíîçíà÷íîå ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïîëíîñòüþ õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ïàðîé êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé

Klm(k,k
′) = 〈ψ̃l(k)ψ̃

∗
m(k

′)〉 , Llm(k,k
′) = 〈ψ̃l(k)ψ̃m(k

′)〉 .
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî ïîëÿ áûëî âåùåñòâåííûì ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ åäèíèöà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ψ∗
l (k) = ψl(−k) äëÿ ëþáîãî âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ýòî òðåáîâà-

íèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

Klm(k,k
′) = Llm(k,−k′) ,

è ïîýòîìó òàêîå ñëó÷àéíîå êîìïëåêñíîçíà÷íîå ïîëå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îä-

íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé, â êà÷åñòâå êîòîðîé ìû äàëåå ïðèìåì �óíêöèþKlm(k,k
′).

Ìû ïðèíèìàåì â ýòîé ðàáîòå ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

˜̄j(k, t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ �îðìóëîé

˜̄j(k, t) = ϕ(t)ψ(k) , (12)

ãäå ñèìâîëîì ϕ(t) ìû îáîçíà÷àåì îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ¾áåëîãî øóìà¿, îïðå-

äåëÿþùåãî âðåìåíí�óþ çàâèñèìîñòü. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè, ñëó÷àéíûå çàâèñèìîñòè îò

âðåìåíè è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (ïðåäñòàâëåííûõ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k)

ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Ïðè ýòîì, òàê êàê íà ñëó÷àéíîå ãàóññîâñêîå ïîëå ψ(k) ñ íó-
ëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì íà ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ k ∈ R3

íå íàêëàäûâàåòñÿ

íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, è ïîýòîìó, â îáùåì ñëó÷àå, Reψ(k) è Imψ(k) � ñòàòèñòè÷åñêè
çàâèñèìûå ãàóññîâñêèå ïîëÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîäåëü �ëóêòóàöèîííîãî òîêà ìîæíî

óïðîñòèòü, ïîëîæèâ ýòè âåùåñòâåííûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.

Íåçàâèñèìîñòü âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâåííîé â ïðèíÿòîé ìîäåëè äëÿ

ïëîòíîñòè �ëóêòóàöèîííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî ïðè èññëå-

äîâàíèè òåïëîâûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáëàñòü ìàëûõ

äëèí âîëí, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âèäèìûì ñâåòîâûì âîëíàì è èí�ðàêðàñíîé îáëàñòè ñïåê-

òðà, ãäå ñîñðåäîòî÷åíû âîëíû â èíòåðåñóþùåì íàñ äèàïàçîíå òåìïåðàòóð. Òîãäà òè-

ïè÷íûå çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ k äëÿ âîëí èñïóñêàåìûõ �ëóêòóàöèîííûì èñòî÷-

íèêîì òàêîâû, ÷òî |k|−1
íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè, íà

êîòîðîì �îðìèðóþòñÿ òåïëîâûå �ëóêòóàöèè çàðÿäà â ñðåäå. Â ýòîé ñèòóàöèè çà ïå-

ðèîä êîëåáàíèé òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿåìîãî âíóòðè ñðåäû, ñîâåðøàåòñÿ

î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî òåïëîâûõ êîëåáàíèé àòîìîâ, �îðìèðóþùèõ âðåìåíí�óþ çàâèñè-

ìîñòü �ëóêòóàöèîííîãî èñòî÷íèêà.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (12) â (11) äàåò ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �ëóêòóàöèé çàðÿäà

˙̄̃ρ+ γ ˜̄ρ+ iϕ(t)(k,ψ(k)) = 0 ,

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî çàðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíîçíà÷íûé ýëåìåíòàðíûé

ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ïî âðåìåíè t (åñëè (k,ψ(k)) 6= 0 òîæäåñòâåííî, ò.å. íå ðàâåí íóëþ
ïðîäîëüíûé �ëóêòóàöèîííûé òîê), ðåàëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîòîðîãî ñòàòèñòè÷åñêè

çàâèñèìû èëè íåçàâèñèìû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàâèñèìû èëè íåçàâèñèìû ñòàòèñòè-

÷åñêè ðåàëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ψ(k). Ïðè÷åì âðåìåíí�àÿ è ïðîñòðàí-

ñòâåííàÿ çàâèñèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
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èíòåãðàëîì ñ äè��åðåíöèàëîì ϕ(t)dt = dw(t) ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó,

ρ̃(k, t) = e−γtρ̃(k, 0)− i(k,ψ(k))

t∫

0

e−γ(t−s)ϕ(s)ds .

Ïðè t→ ∞ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

˜̄ρ(k, t) ïðèáëèæàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ñòàöèîíàðíûì

ìàðêîâñêèì ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì, àíàëîãè÷íûì èçâåñòíîìó ïðîöåññó Îðíøòåéíà-

Óëåíáåêà.

Çàìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ çàðÿäà ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì

˜̄ρ
∗
(k, t) =

˜̄ρ(−k, t).

Çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

˜̄j(k, t), âìåñòå ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåò ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Òàê êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

˜̄j(k, t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, òî, â ñèëó ëèíåéíîñòè ñâÿçåé (8, 9, 10) ìåæäó åãî êîì-

ïîíåíòàìè è êîìïîíåíòàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå

ïîëå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãàóññîâñêèì. Íàêîíåö, òàê êàê ïðîöåññ

˜̄j(k, t) îáëàäàåò íóëåâûì
ñðåäíèì çíà÷åíèåì, òî ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå òàêæå îáëàäàåò íóëåâû-

ìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùèõ 〈Ēj(k, t)〉 = 0,
〈H̄j(k, t)〉 = 0, j = 1, 2, 3, åñëè èõ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò íóëåâûå ñðåäíèå çíà-

÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì, Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííûõ �óíê-

öèé 〈Ēj(k, t)Ē
′
j′(k

′, t)〉, 〈H̄j(k, t)H̄
′
j′(k

′, t)〉, 〈Ēj(k, t)H̄
′
j′(k

′, t)〉, j, j′ = 1, 2, 3 òàêèì îáðà-

çîì îïðåäåëåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå åãî ïîëíîñòüþ

õàðàêòåðèçóþò.

3. Òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈Ē(k, t), H̄(k, t)〉. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöè-
îííûõ �óíêöèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ óðàâíåíèÿì (8),(9), â íàøåì

ñëó÷àå, ââèäó ïîñòîÿíñòâà êîý��èöèåíòîâ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (8),(9), íàèáîëåå ïðîñòî

âûïîëíèòü, ðåøèâ ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëåé Ē(k, t), H̄(k, t). Çäåñü ìû ðåøèì

ýòó çàäà÷ó, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè çàâåðøèòü ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â

äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Íåóäîáñòâîì ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òðåáî-

âàíèÿ íà ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùóþ ïîëÿ Ē(k, t) (âòîðîå óðàâíåíèå â (8)). Ñ öåëüþ

óñòðàíåíèÿ ýòîãî ïîëîæåíèÿ, ââåäåì ïîëå

Ē(k, t) + i
4π

ε
˜̄ρ(k, t)

k

k2
= F̄(k, t) , (13)

êîòîðîå óæå áóäåò ïîïåðå÷íûì,

(k, F̄) = (k, Ē) +
4πi

ε
˜̄ρ = 0 . (14)

Òàê êàê èç (8) ñëåäóåò, òî

˙̄E+ γĒ+
4πσ

ε
˜̄j = i

c

ε
[k, H̄] ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

˙̄F = ˙̄E+
4πi

ε
· k

k2
˙̄̃ρ = −γ

(
Ē+ i

k

k2

4π

ε
˜̄ρ
)
+ i

c

ε
[k, H̄]− 4π

ε
˜̄j⊥ ,

ãäå ââåäåíà �óíêöèÿ

˜̄j⊥(k, t), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò �óðüå-êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè ïî-

ïåðå÷íîãî �ëóêòóàöèîííîãî òîêà,

˜̄j⊥ = ˜̄j− k

k2
(k, ˜̄j). (15)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïàðû ïîëåé F̄ è H̄ èìååò ñëåäóþùèé âèä

˙̄F+ γF̄ = i
c

ε
[k, H̄]− 4π

ε
˜̄j⊥ ,

˙̄H = −i c
µ
[k, F̄] .

(16)

Îíà äîïóñêàåò óæå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàð ïîïåðå÷íûõ ïîëåé 〈F̄, H̄〉, äëÿ êîòîðûõ
èìåþò ìåñòî (k, F̄(k, t)) = 0, (k, H̄(k, t)) = 0.

Çàïèøåì ñèñòåìó (16) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå

(
˙̄F
˙̄H

)
= G

(
F̄

H̄

)
− 4π

ε

(
˜̄j⊥

0

)
, (17)

ãäå 6× 6-ìàòðèöà G èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

G =




−γ1 i
c

ε
[k, · ]

−i c
µ
[k, · ] 0


 (18)

(1 îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ 3× 3-ìàòðèöó).
Ââåäÿ ìàòðèöó S(t) ýâîëþöèè ñèñòåìû

S(t) = exp
(
Gt
)
,

êîòîðàÿ èìååò 3×3-áëî÷íóþ ñòðóêòóðó

S(t) =




S(E)(t) S(EH)(t)

S(HE)(t) S(H)(t)


 ,

çàïèøåì ðåøåíèå ñèñòåìû (17) â âèäå

(
F̄(t)

H̄(t)

)
= S(t)

(
F̄0

H̄0

)
− 4π

ε

t∫

0

S(t− s)

(
˜̄j⊥(k, s)

0

)
ds .
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Ìàòðèöó S(t) ìû âû÷èñëèì êîñâåííûì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì èç ñèñòåìû (16)

ýâîëþöèîííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ ïîëÿ F(k, t), çàòåì íàéäåì åãî îáùåå

ðåøåíèå è âû÷èñëèì �óíêöèþ H̄(k, t) è, íàêîíåö, íà îñíîâàíèè ýòèõ äâóõ �óíêöèþ,

îïðåäåëÿþùèõ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç

(17) îáðàùåíèåì â íóëü

˜̄j⊥, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû S(t).
Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ïî t. Âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì

óðàâíåíèåì (17) è óñëîâèåì ïîïåðå÷íîñòè ïîëÿ F̄, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ F̄(k, t),

¨̄F+ γ ˙̄F+ a2k2F̄ = 0 , a =
c2

εµ
. (19)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

F̄(k, t) = F̄+ exp
(
r+t
)
+ F̄

−
exp

(
r
−
t
)
, (20)

â êîòîðîì

r ≡ r(k) =
((γ

2

)2
− a2k2

)1/2
, r± ≡ r±(k) = −γ

2
± r .

Â �îðìóëå (19) F̄+ , F̄−
� ïðîèçâîëüíûå ïîïåðå÷íûå âåêòîðû. Èç óñëîâèÿ

(
k, F̄(t)

)
= 0

ïðè âñåõ t ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî ýòè âåêòîðû ïîïåðå÷íûå

(
k, F̄±

)
= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå (19) â

i
ε

ck2
[k, ˙̄F+ γF̄] = H̄ ,

ïîëó÷èì

H̄(k, t) = i
ε

ck2

(
r
−
[k, F̄+ ]e

r+ t + r+ [k, F̄−
]er− t

)
, (21)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâàìè r± + γ = r∓.
Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü âåêòîðû F̄+ , F̄−

÷åðåç íà÷àëüíûå

äàííûå F̄(k, 0) ≡ F̄0, H̄(k, 0) ≡ H̄0. Ïîëàãàÿ â (19) è (21) t = 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó

óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ F̄+ , F̄−
,

F̄0 = F̄+ + F̄
−
, −ick

2

ε
H̄0 = r

−
[k, F̄+ ] + r+ [k, F̄−

] .

Òàê êàê [k, F̄0] = [k, F̄+ ] + [k, F̄
−
], òî èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì

[k, F̄
±
] = ± 1

2r

[
r
±
[k, F̄0] + i

ck2

ε
H̄0

]
, (22)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì r+ − r
−
= 2r. Óìíîæèì âåêòîðíî íà k ïîëó÷åííûå

âûðàæåíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ ïîïåðå÷íîñòüþ âåêòîðîâ F̄+ , F̄−
. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

F̄± = ± 1

2r

[
r±F̄0 − i

c

ε
[k, H̄0]

]
. (23)
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Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (22) è (23) â (20) è (21) äàåò íàì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ

äëÿ ïîëåé F̄(k, t) è H̄(k, t) â çàâèñèìîñòè èõ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ,

F̄(k, t) =
1

2r

(
(r+F̄0 − i

c

ε
[k, H̄0]) exp

(
r+t
)
− (r

−
F̄0 − i

c

ε
[k, H̄0]) exp

(
r
−
t
))
, (24)

H̄(k, t) = − iε

2rck2

(
r
−

(
r+ [k, F̄0] + i

ck2

ε
H̄0

)
exp

(
r+t
)
− r+

(
r
−
[k, F̄0] + i

ck2

ε
H̄0

)
exp

(
r
−
t
))
.

(25)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâèì â ïðîñòðàíñòâå ïàð âåêòîðîâ 〈F̄, H̄〉,



F̄(k, t)

H̄(k, t)


 =

1

2r


exp

(
r+t
)



r+F̄0 − i
c

ε
[k, H̄0]

r
−
H̄0 − i

εa2

c
[k, F̄0]


− exp

(
r
−
t
)



r
−
F̄0 − i

c

ε
[k, H̄0]

r+H̄0 − i
εa2

c
[k, F̄0]





 ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì r+r− = a2k2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ýâîëþ-

öèè S(t) = exp(Gt) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèå åå äåéñòâèåì íà âåêòîð 〈F̄0, H̄0〉:

exp
(
Gt
)


F̄0

H̄0


 =

=
1

2r


exp

(
r+t
)



r+1 −i c
ε
[k, ·]

−iεa
2

c
[k, ·] r

−
1


 + exp

(
r
−
t
)



−r
−
1 i

c

ε
[k, ·]

i
εa2

c
[k, ·] −r+1





 .

Âûïèøåì òåïåðü 3× 3-áëîêè ýâîëþöèîííîé ìàòðèöû S(t):

S(E)(t) =
1

2r

(
r+ exp

(
r+t
)
− r

−
exp

(
r
−
t
))

1 , (26)

S(H)(t) =
1

2r

(
r
−
exp

(
r+t
)
− r+ exp

(
r
−
t
))

1 , (27)

S(EH)(t) = − ic

2rε

(
exp

(
r+t
)
− exp

(
r
−
t
))

[k, · ] , S(HE)(t) =
(aε
c

)2
S(EH)(t) . (28)

4. Âûâîäû. Ìû ïîñòðîèëè, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðîñòåéøóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ äè-

íàìè÷åñêóþ ìîäåëü ãåíåðàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îñóùåñòâëÿ-

þùåãî ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíûé ïåðåíîñ òåïëà â êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäå. Â ýòîé

÷àñòè ðàáîòû íàìè áûëè âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì ìû íå óïðîùàëè ñèòóàöèþ çàâåäîìî, à ïðî-

âîäèëè âû÷èñëåíèÿ â íàèáîëåå îáùåì âèäå, äîïóñêàåìûì ìîäåëüþ. Òàê, â ïðîñòåéøåé

ñèòóàöèè, ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî ïðîäîëüíûé �ëóêòóàöèîííûé òîê ðàâåí íóëþ, òàê êàê



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38 129

åãî íàëè÷èå íå ñîîòâåòñòâóåò îïèñàíèþ ðåàëüíîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå

F̄(k, t) = Ē(k, t). Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëîæèòü, ÷òî

ðåàëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ïëîòíîñòè �ëóêòóàöèîííîãî òîêà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ðàáîòû ìû âû÷èñëèì êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè.
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STOCHASTIC ELECTROMAGNETIC FIELDS IN DIELECTRIC MEDIUM.

1. MODEL CONSTRUCTION

Lam Tan Phat, Yu.P. Virhenko

Belgorod State University,

Studenheskaya St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail:virh�bsu.edu.ru

Abstrat. The stohasti model that desribes random eletromagneti �eld in dieletris

aused by heat �utuations in them is built. This �eld is gaussian. Evolutions equations of the

system are Maxwell's ones with additive noise. The noise is determined by harge �utuations in

the medium. They are aused by thermal osillations of dieletri medium atoms.

Key words: stohasti eletromagneti �eld, gaussian random �eld, Maxwell's equations, sto-

hasti model, orrelation funtion.
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MSC 74F15

�ÀÑÑÅßÍÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ

ÍÀ ÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÖÈËÈÍÄ�Å

Â ÁÎ�ÍÎÂÑÊÎÌ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Â.Â. Ñûùåíêî, Ý.À. Ëàðèêîâà

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, Áåëãîðîä, 308007, �îññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàçâèò ïðèáëèæåííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, ðàññåèâàåìîãî íà äèýëåêòðè÷åñêîé ìèøåíè ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû,

àíàëîãè÷íûé áîðíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ â êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû ïðèìåíåíû ê çàäà÷å î ðàññåÿíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè íà

îäíîðîäíûé êðóãëûé öèëèíäð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàññåÿíèå âîëí, áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå, äèýëåêòðè÷åñêàÿ íèòü.

1. Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ âî âñåì äèàïà-

çîíå ÷àñòîò íà ìèøåíÿõ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè è â ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñðåäàõ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé âàæíóþ â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè çàäà÷ó. Äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü, íàïðèìåð,

èñïîëüçîâàíèå âîëîêîííûõ ñòðóêòóð (ñâåòîâîäîâ) äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì îïòè÷åñêîãî

èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, íåäàâíèé îáçîð [1℄ è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé ìåòîä îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ìèøåíüþ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè, àíàëî-

ãè÷íûé áîðíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ (ñì., íà-

ïðèìåð, [2℄). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, íà-

êëîííî ïàäàþùåé íà áåñêîíå÷íûé êðóãëûé öèëèíäð. Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå

áåñêîíå÷íîãî ðÿäà äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî öèëèíäðà áûëî ïîëó÷åíî â [3,4℄. Â ïðåäåëü-

íîì ñëó÷àå òîíêîé äèýëåêòðè÷åñêîé íèòè ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîãëàñóþòñÿ ñ

ðåçóëüòàòàìè [4℄.

2. Îïèñàíèå ðàññåÿííîé âîëíû ìåòîäîì �óíêöèè �ðèíà. Çàïèøåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñðåäå [5℄ (ïðåíåáðåãàÿ åå ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè):





rotE = −1

c

∂H

∂t
,

divH = 0 ,

rotH =
1

c

∂ ε̂E

∂ t
+

4π

c
j ,

div ε̂E = 4πρ .

�àáîòà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé �åäåðàöèè (ïðîåêòíàÿ ÷àñòü

ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 3.500.2014/K â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè).
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Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû âèäà

E(r, t) = E(r) e−iωt

äåéñòâèå îïåðàòîðà ε̂ íà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà �óíêöèþ ÷àñòî-

òû (è, áûòü ìîæåò, êîîðäèíàò)

ε̂E(r, t) = ε(ω)E(r) e−iωt.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ) ïðèìóò âèä





rotE = i
ω

c
H ,

divH = 0 ,

rotH = −iω
c
εE ,

div(εE) = 0 .

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ rot ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ è ïîäñòàâëÿÿ rotH èç òðåòüåãî, ïîëó÷èì:

(
∆+

ω2

c2
ε

)
E = grad divE = ∇(∇E) , (1)

ãäå ∆ = ∇2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Èìåÿ â âèäó ñëó÷àé, êîãäà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìèøåíè ìàëî îòëè÷àåòñÿ

îò åäèíèöû,

|1− ε| ≪ 1,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

(
∆+

ω2

c2

)
E =

ω2

c2
(1− ε)E+∇(∇E), (2)

à ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà � â âèäå

∇E = ∇((1− ε)E). (3)

Ïîäñòàíîâêà (3) â (2) äàåò íàì

(
∆+

ω2

c2

)
E =

ω2

c2
(1− ε)E+∇(∇((1− ε)E)). (4)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû

E = E(0) + E(1), (5)

ãäå âåëè÷èíà E(0)
îïèñûâàåò ïàäàþùóþ íà ìèøåíü ïëîñêóþ âîëíó

E(0)(r) = eiAe
ikir
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(A � àìïëèòóäà âîëíû, ei � åå âåêòîð ïîëÿðèçàöèè), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåâîçìóùåí-

íîìó óðàâíåíèþ (
∆+

ω2

c2

)
E(0) = 0,

òàê ÷òî k2
i = ω2/c2. Òîãäà ñëàãàåìîå E(1)

â (5) áóäåò îïèñûâàòü ïîëå ðàññåÿííîãî ìèøå-

íüþ èçëó÷åíèÿ; èìåííî ðåøåíèå â âèäå (5) áóäåò îáëàäàòü õàðàêòåðíîé äëÿ êâàíòîâîé

òåîðèè ðàññåÿíèÿ àñèìïòîòèêîé ¾ïëîñêàÿ âîëíà ïëþñ ñ�åðè÷åñêàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿ âîë-

íà¿.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5) íàøå óðàâíåíèå (4) ïðèìåò âèä

(
∆+

ω2

c2

)
E(1) =

ω2

c2
(1− ε)E+∇(∇((1− ε)E)) . (6)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â èíòåãðàëüíîé �îðìå:

E(1)(r) =

∫
G(r− r′)

{
ω2

c2
(1− ε(r′))E(r′) +∇ (∇ ((1− ε(r′))E(r′)))

}
d3r′ , (7)

ãäå G(r− r′) � �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ (6),

G(r− r′) =

∫
eiκ(r−r′)

ω2 − κ2 + i0
· d3κ

(2π)3
. (8)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ òðåáóåòñÿ çíàòü àñèìïòîòèêó �óíêöèè

�ðèíà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáëàñòè, ãäå ε(r) îòëè÷íà îò åäèíèöû. Ýòà àñèìïòî-
òèêà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G(r− r′)|r→∞ → − 1

4π
· e

ikf r

r
e−ikf r

′

, (9)

ãäå kf = (ω/c)r/r � âîëíîâîé âåêòîð ðàññåÿííîé âîëíû, |kf | = |ki|. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî

ñîîòíîøåíèå â (7), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷å-

íèÿ:

E(scat)(r) = E(1)(r)
∣∣
r→∞ = (10)

= − 1

4π

eikf r

r

∫ {
ω2

c2
(1− ε(r′))E(r′) +∇ (∇ ((1− ε(r′))E(r′)))

}
e−ikf r

′

d3r′ .

Ïðîèçâîäÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

E(scat)(r) = − 1

4π

eikf r

r

(
ω2

c2
I− kf(kf · I)

)
, (11)

ãäå

I =

∫
(1− ε(r))E(r) e−ikfrd3r . (12)
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Ìû âèäèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (12) áóäåò îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â

òîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îòëè÷íà îò åäèíèöû.

Ýòèì èëëþñòðèðóåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå ïîðîæäàåòñÿ äâèæåíèåì

ýëåêòðîíîâ ñðåäû, âîçáóæäàåìûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ïàäàþùåé âîëíû.

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â âîëíå (âåêòîð Ïîéíòèíãà) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé [5℄

σ =
c

4π
ReE(r, t)× ReH(r, t) =

c

4π

E(r, t) + E∗(r, t)

2
× H(r, t) +H∗(r, t)

2
= (13)

=
c

16π

(
E(r)e−iωt + E∗(r)eiωt

)
×
(
H(r)e−iωt +H∗(r)eiωt

)
,

ãäå çíàê × îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå óìíîæåíèå. Ïðè óñðåäíåíèè ïî ïåðèîäó âîëíû ÷ëåíû

ñ e±iωt
çàíóëÿòñÿ, è îñòàíåòñÿ

〈σ〉 = c

16π
{E(r)×H∗(r) + E∗(r)×H(r)} =

c

8π
Re (E(r)×H∗(r)) . (14)

Íî â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå H = (k×E)/k è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî k ⊥ E, èìååì

〈σ〉 = c

8π

k

k
|E(r)|2 . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ â (15) â êà÷åñòâå E(r) ïîëå ðàññåÿííîé âîëíû (11), íàõîäèì äëÿ íàøåãî

ñëó÷àÿ

〈σ〉 = c

2(4π)3
· kf

kf
· 1
r2
(
k2
fI− kf (kf · I)

)
·
(
k2
fI

∗ − kf(kf · I∗)
)
=

kf

r2
· ω

2(4π)3
|kf × I|2 . (16)

Òîãäà ñðåäíèé ïî âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ íà áîëüøîì

ðàññòîÿíèè îò ìèøåíè ñîñòàâèò

dE = 〈σ〉 · kf

kf
r2dΩ =

ω2

2(4π)3c
|kf × I|2 dΩ . (17)

�àçäåëèâ íà ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â ïàäàþùåé âîëíå,

∣∣〈σ(0)
〉∣∣ = c

8π
Re
∣∣E(0)(r)

∣∣2 = c

8π
A2 , (18)

ïîëó÷èì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ

dΩ
=

ω2

(4π)2c2
· |kf × I|2

A2
. (19)

2. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå è ðàññåÿíèå íà äèýëåêòðè÷åñêîì öèëèíäðå.

Â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ðàçíîñòü (1 − ε) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå,
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è òîãäà �èãóðèðóþùåå â (12) ïîëíîå ïîëå â ìèøåíè E(r) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî

çàìåíåíî ïîëåì ïàäàþùåé íà ìèøåíü âîëíû E(0)(r). Â ýòîì ñëó÷àå (12) äàåò íàì

I(B) = Aei

∫
(1− ε(r)) ei(ki−kf )rd3r = Aei

∫
(1− ε(r)) eiqrd3r , (20)

ãäå q = ki − kf � ðàçíîñòü âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîñòîé

ñëó÷àé, êîãäà ìèøåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé êðóãëûé öèëèíäð ðàäèóñà a è

äëèíîé L→ ∞, ïðè÷åì îñü öèëèíäðà ñîñòàâëÿåò óãîë ψ ñ íàïðàâëåíèåì ïàäàþùåé âîë-

íû (ðèñ. 1). Èíòåãðàëû â (20) â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ, åñëè ïîâåðíóòü ñèñòåìó

êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü z′ íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áûëà ïàðàëëåëüíà îñè

öèëèíäðà. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå z′ äàñò íàì äåëüòà-�óíêöèþ:

∫ ∞

−∞
exp(iq‖z

′) dz′ = 2πδ(q‖) ,

à èíòåãðèðîâàíèå â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè äàñò �óíêöèþ Áåññåëÿ, è òîãäà

I
(B)
cyl = (1− ε)Aei 2πδ(q‖)

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

eiq⊥ρ cosφdφ = (1− ε)Aei 2πδ(q‖) 2π

∫ a

0

J0(q⊥ρ)ρdρ =

= (1− ε)Aei (2πa)
2 δ(q‖)

J1(q⊥a)

q⊥a
, (21)

ãäå q‖ è q⊥ � êîìïîíåíòû q, ïàðàëëåëüíàÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè öèëèíäðà. Íàëè÷èå

äåëüòà-�óíêöèè âûðàæàåò ðàâåíñòâî êîìïîíåíò ki è kf , ïàðàëëåëüíûõ îñè öèëèíäðà, è

îçíà÷àåò, ÷òî ðàññåÿíèå áóäåò íîñèòü ÷èñòî àçèìóòàëüíûé õàðàêòåð: âîëíîâûå âåêòîðû

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ kf áóäóò íàïðàâëåíû ïî îáðàçóþùèì êîíóñà ñ îñüþ, ñîâïàäàþ-

ùåé ñ îñüþ öèëèíäðà, è óãëîì ïîëóðàñòâîðà ψ.
Ïîäñòàíîâêà â �îðìóëó äëÿ ñå÷åíèÿ (19) äàñò íàì (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî [δ(q‖)]

2 =
δ(q‖) · L/2π, ãäå L � äëèíà öèëèíäðà)

dσ

dΩ
=
π

2

ω2

c2
|kf × ei|2 La4(1− ε)2 δ(q‖)

(
J1(q⊥′a)

q⊥′a

)2

. (22)

Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñ âûäåëÿåìîé äåòåêòîðîì ïîëÿðèçàöèåé ef áóäåò îïèñûâàòüñÿ �îð-

ìóëîé

dσ

dΩ
=
π

2

ω4

c4
|ef · ei|2 La4(1− ε)2 δ(q‖)

(
J1(q⊥′a)

q⊥′a

)2

. (23)

Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî òîíêîé íèòè, a → 0, �îðìóëà (23) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè

ñòàòüè [4℄.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íåïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà óñðåäíèì �îðìóëó

(22) ïî ïîëÿðèçàöèÿì ïàäàþùåé âîëíû. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

1

2

(
|kf × ex|2 + |kf × ey|2

)
=

1

2

(
(kf)

2
z +

ω2

c2

)
,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38 135

ïîëó÷àåì

dσ

dΩ
=
π

4

ω2

c2

(
(kf)

2
z +

ω2

c2

)
La4(1− ε)2 δ(q‖)

(
J1(q⊥′a)

q⊥′a

)2

. (24)

Äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ïðè ïîñòðî-

åíèè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

q⊥′ = 2
ω

c
sinψ sin

|φ|
2
, (kf)z =

ω

c
cos

[
2 arcsin

(
sinψ sin

|φ|
2

)]
,

ãäå óãîë φ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ (ki)⊥′
.

�èñ. 1. Äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ, ðàññåèâàåìîãî êðóãëûì îäíîðîäíûì öèëèí-

äðîì; îñü z ñîâïðàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ, óãîë ïàäåíèÿ ñîñòàâëÿåò ψ = 0.4

ðàäèàí. Øòðèõîâîé êðèâîé ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî â

ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîãëàñíî (24) äëÿ ñëó÷àÿ aω/c = 3, ñïëîøíîé êðèâîé � òî æå â

ïðåäåëå áåñêîíå÷íî òîíêîé íèòè, êîãäà J1(q⊥′a)/q⊥′a→ 1/2.

Àçèìóòàëüíûé õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ íà íèòåâèäíîé ìèøåíè äîïóñêàåò íàãëÿäíóþ èí-

òåðïðåòàöèþ êàê ïðîÿâëåíèå ÷åðåíêîâñêîãî ìåõàíèçìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïàäàþùàÿ ïîä

óãëîì ψ ê íèòè ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ñîçäàåò â íåé âîçìóùåíèå, äâèæóùååñÿ âäîëü

íèòè ñî ñâåðõñâåòîâîé �àçîâîé ñêîðîñòüþ

vpert =
ω

(ki)‖
=

c

cosψ
> c . (25)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñìåùåíèè �ðîíòà ïàäàþùåé âîëíû íà âåëè÷èíó c dt â íàïðàâëåíèè
îñè z (ñì. ðèñ. 2) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ �ðîíòà âîëíû ñ íèòüþ ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå

z + c dt

cosψ
− z

cosψ
=

c dt

cosψ
, (26)
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òî åñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîçìóùåíèÿ âäîëü íèòè áóäåò c/ cosψ > c. Òàêîå ñâåðõ-
ñâåòîâîå äâèæåíèå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ èçëó÷åíèÿ, àíàëîãè÷íîãî

÷åðåíêîâñêîìó. Ïðè ýòîì óãîë ïîëóðàñòâîðà ÷åðåíêîâñêîãî êîíóñà, îïðåäåëÿåìûé ñî-

îòíîøåíèåì cos θCh = c/vpert, êàê ðàç áóäåò ðàâåí ψ.

�èñ. 2. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ �ðîíòà âîëíû (âåðòèêàëüàÿ ëèíèÿ), ñìåùàþùåãîñÿ â íàïðàâ-

ëåíèè îñè z ñî ñêîðîñòüþ c, ñ íèòåâèäíîé ìèøåíüþ (íàêëîííàÿ ëèíèÿ) áóäåò ñìåùàòüñÿ ñî

ñêîðîñòüþ c/ cosψ > c.

3. Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ðàçâèòî ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ ýëåê-

òðîìàãíèòíûõ âîëí, àíàëîãè÷íîå áîðíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé

òåîðèè ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíî ñå÷åíèå ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû, íàêëîííî ïàäàþùåé íà áåñêîíå÷íûé îäíîðîäíûé êðóãëûé äèýëåêòðè-

÷åñêèé öèëèíäð. Äàíà èíòåðïðåòàöèÿ àçèìóòàëüíîãî õàðàêòåðà ðàññåÿíèÿ êàê ÷åðåí-

êîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ñîçäàâàåìûõ ïàäàþùåé âîëíîé âîçìóùåíèé, ñìåùàþùèõñÿ âäîëü

öèëèíäðà ñî ñâåðõñâåòîâîé ñêîðîñòüþ. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå öèëèíäðà ìàëîãî ðàäèóñà

íàøè ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå â [4℄.
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SCATTERING OF ELECTROMAGNETIC WAVE ON DIELECTRIC CYLINDER

AT BORN's APPROXIMATION

V.V. Syshhenko, E.A. Larikova

Belgorod State University,

Studenheskya St., 14, Belgorod, 308007, Russia

Abstrat. The approximating method analogous to Born approximation in the quantum theory

of sattering for omputation of the eletromagneti radiation sattering on the dieletri target of

arbitrary struture is developed. The results are applied to the problem of the eletromagneti wave

sattering under oblique inidene on the uniform ylinder.

Key words: Wave sattering, Born approximation, dieletri �ber.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíûå îïðåäåëåíèÿ êëàññà êîíå÷íîìåðíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì, áîëåå øèðîêîãî, ÷åì êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñèñòåìû ýòîãî êëàññà

ñîõðàíÿþò îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå ÷åðòû äèíàìèêè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Òàêîå îáîáùåíèå

îñíîâàíî íà ñâîéñòâå îáðàòèìîñòè äâèæåíèÿ, êîòîðîå ñâîéñòâåííî äèíàìèêå ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êàñàòåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

îáðàòèìîñòü äâèæåíèÿ, ñèììåòðè÷íîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå.

1. Ââåäåíèå. Â ìåõàíèêå è ýëåêòðîäèíàìèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â ïîñëåäíèå äåñÿòè-

ëåòèÿ, âûêðèñòàëëèçîâàëàñü ïðîáëåìà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè

ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êîíäåíñèðîâàí-

íûõ ñðåä ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé. Âîçíèêíîâåíèå òàêîé ïðîáëåìû ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïîâ ïðîñòðàíñòâåí-

íîãî áàëàíñà îñíîâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (ýíåðãèè, èìïóëüñà, ÷èñëà

÷àñòèö), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðî-

ñòûõ æèäêîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [2℄) îêàçûâàþòñÿ óæå íåäîñòàòî÷íûìè, ïðè êîí-

ñòðóèðîâàíèè ïîëíîé ñèñòåìû äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä, ó

êîòîðûõ ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîðÿä-

êà, ñâÿçàííûìè ñî ñïîíòàííî íàðóøåííûìè ñèììåòðèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïðîáëåìà

òåñíî ïðèìûêàåò ê ïðîáëåìå �îðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íî îáùåãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà

â íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [3℄, [4℄). Åùå â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ ïðî-

øëîãî ñòîëåòèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû ñòàë ïðèìåíÿòüñÿ òàê íàçûâàåìûé

ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä

êîíñòðóêöèé, ïðèíÿòûõ â �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè.

Êðàòêî, îñíîâíàÿ èäåÿ ãàìèëüòîíîâà ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ òåî-

ðèè êîíñòðóèðóþòñÿ êàê áû â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè àäåêâàò-

íîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè áåçäèññèïàòèâíîé äèíàìèêè, à çàòåì

äëÿ ó÷åòà äèññèïàöèè óðàâíåíèÿ ìîäè�èöèðóþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìèíèìàëüíûì

îáðàçîì. Íà ïåðâîì ýòàïå, êàê â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå [5℄ èëè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè

ïîëÿ [6℄, óðàâíåíèÿ èìåþò ãàìèëüòîíîâó (ëàãðàíæåâó) �îðìó. Â îòñóòñòâèè âíåøíèõ

ñèë, îíè îïèñûâàþò ñîáñòâåííóþ ¾èíåðöèîííóþ¿ äèíàìèêó ñèñòåìû, îïèñàíèå êîòîðîé

â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìó. Ó÷åò äèññèïàòèâ-

íûõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäèòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêè â âèäå ¾ìàëûõ¿ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå,

ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îáåñïå÷èâàþò äèññèïàòèâíîñòü ñóììàðíîãî ãåíåðàòîðà

ýâîëþöèè.
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Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïóòü ïîñòðîåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ è â òåî-

ðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Ó÷åò äèññèïàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ âèäîèçìåíåíèåì ïåðâîíà÷àëüíî

áåçäèññèïàòèâíûõ ãàìèëüòîíîâûõ (ëàãðàíæåâûõ) óðàâíåíèé ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê

íèì ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òàê íàçûâàåìîé äèñ-

ñèïàòèâíîé �óíêöèè. Ïîñëåäíÿÿ ââîäèòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêè â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé

êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïî ïåðåìåííûì, çàòóõàíèå êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ó÷åñòü â äè-

íàìèêå, óïðàâëÿåìîé êîíñòðóèðóåìûìè óðàâíåíèÿìè. �åæå äèññèïàòèâíàÿ �óíêöèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå äîáàâëÿþòñÿ �îðìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,

íî áåç íàðóøåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ñóììàðíîé �óíêöèè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà-

÷åíèé ïåðåìåííûõ. Òàêîå ïîñòðîåíèå äèññèïàòèâíîé �óíêöèè, â âèäå ïîëèíîìà îò äè-

íàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñ íàèíèçøèìè èõ ñòåïåíÿìè îòðàæàåò îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü

äèññèïàöèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ïîäõîäîì, ïðè ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé äëÿ êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä, â ñêîíñòðóèðîâàííûå áåçäèññèïàòèâíûå óðàâíåíèÿ,

ïî-âèäèìîìó, äîëæíû áûòü äîáàâëåíû äèññèïàòèâíûå ñëàãàåìûå â âèäå äè��åðåíöè-

àëüíûõ çíàêîîïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, îáåñïå÷èâàþùèõ �åíîìåíîëî-

ãè÷åñêîå îïèñàíèå äèññèïàöèè.

Èòàê, ñëåäóÿ îïèñàííîé ñòðàòåãèè, îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè áåçäèñ-

ñèïàòèâíîé äèíàìèêè. Èìåííî ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ïîäõîäà.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ðàáîòàìè, â êîòîðûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåçäèññèïàòèâíîé äèíà-

ìèêè êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäû áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ëàãðàíæåâû óðàâíåíèÿ,

áûëè ñòàòüè Âîëêîâà Ä.Â. ñ ñîòðóäíèêàìè [7-9℄. Ýòè ðàáîòû áûëè çàòåì çàíîâî ïåðå-

ñìîòðåíû àâòîðàìè [10-11℄, êîãäà âîçíèê èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå [12-14℄. Âî âñåõ óêà-

çàííûõ ðàáîòàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåçäèññèïàòèâíîé äèíàìèêè ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ

ñðåä èñïîëüçîâàëñÿ ëàãðàíæåâ �îðìàëèçì. Ïðè ýòîì, â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àëèñü äèíà-

ìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îáîáùàþùèå èçâåñòíîå óðàâíåíèå �åððîäèíàìèêè � óðàâíåíèå

Ëàíäàó-Ëè�øèöà [15, 16℄. Íà áîëåå ïîçäíåì ýòàïå ðàçâèòèÿ ñòàëî ÿñíî, ÷òî ëàãðàíæåâ

�îðìàëèçì íåñêîëüêî íååñòåñòâåíåí äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ â �èçèêå êîíäåíñè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñâÿçè ñ ÷åì, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áåçäèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé áûë ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà.

Êàê èçâåñòíî, ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé ïðè çàäàííîì ãàìèëüòîíèàíå

ìîæíî îñóùåñòâèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàáîðà

êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ïàð �àçîâûõ ïåðåìåííûõ òàê, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ãàìèëüòî-

íèàíà ïî êàæäîé èç ýòèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñîïðÿæåííîé

ïåðåìåííîé (â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äîëæíû, î÷åâèäíî, èñïîëüçîâàòüñÿ âàðèàöè-

îííûå ïðîèçâîäíûå). Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò âî ââåäåíèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëüíîé áèíàðíîé îïåðàöèè íà àëãåáðå �óíêöèé îò �à-

çîâûõ ïåðåìåííûõ � ò.í. ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ñïåöèàëüíîìó íàáîðó

àêñèîì. Òåõíè÷åñêè, ïîñëåäíèé ñïîñîá îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ââèäó èõ áåñêîíå÷íîìåðíîñòè, òàê

êàê ðàçäåëåíèå íà ïàðû ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ìîæåò

áûòü äîâîëüíî èñêóññòâåííûì. Ïîýòîìó, íà ñëåäóþùåì ýòàïå ðàçðàáîòêè ãàìèëüòîíîâà

ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ áåçäèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, åãî �îðìàëèçì áûë

ìîäè�èöèðîâàí è ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ ñêîáîê Ïóàññîíà [17, 18℄.
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�àçâèòèå ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà íà îñíîâå òåõíèêè ñêîáîê Ïóàññîíà ïðèâåëî

ê ðàçðàáîòêå ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ èõ îïðåäåëåíèÿ. Íà ýòîì ïóòè áûëè ðàçðàáîòàíû

àëãåáðû ñêîáîê Ïóàññîíà äëÿ íîðìàëüíûõ æèäêîñòåé, òâåðäûõ òåë, äëÿ ñðåä ñ ìàã-

íèòíûì óïîðÿäî÷åíèåì [17, 18℄, äëÿ æèäêîñòåé ñ ìåçî�àçíûì ñîñòîÿíèåì (æèäêèõ

êðèñòàëëîâ) ðàçëè÷íîãî òèïà [19℄. Íàêîíåö, òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí äëÿ êîíäåí-

ñèðîâàííûõ ñðåä, â òåðìîäèíàìèêå êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèì-

ìåòðèè, èìåþùåå êâàíòîâîå ïðîèñõîæäåíèå � äëÿ ñâåðõòåêó÷èõ æèäêîñòåé è êâàíòîâûõ

êðèñòàëëîâ [21℄.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â �îðìàëèçìå ñêîáîê Ïóàññîíà èìååòñÿ îäíî íåïðèÿòíîå ïî-

ëîæåíèå. Â ñïèñêå àêñèîì, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êîíñòðóèðóåìàÿ áèíàðíàÿ

îïåðàöèÿ ïðèñóòñòâóåò òàê íàçûâàåìîå òîæäåñòâî ßêîáè, êîòîðîå íåâîçìîæíî ïðîçðà÷-

íûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàòü ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî çàòðóäíÿåò öåëåíà-

ïðàâëåííîå èñïîëüçîâàíèå �îðìàëèçìà ïðè êîíñòðóèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíóþ �èçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íå ìîãëî

íå ïðîÿâèòüñÿ ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè �îðìàëèçìà ñêîáîê Ïóàññîíà íà êàêîì-

òî ýòàïå åãî ðàçâèòèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä îêàçàë-

ñÿ î÷åíü ïëîäîòâîðíûì ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, áûëî ïîäìå÷åíî, ÷òî â åãî ðàìêàõ

íåâîçìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü òàêèå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ æèäêîêðèñòàëëè÷å-

ñêèõ ñðåä, ÷òîáû �èçè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ, îñíîâàííûå íà ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ïîëíî-

ñòüþ ñîãëàñîâûâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âïåðâûå íà ýòî áûëî óêàçàíî â

ìîíîãðà�èè [22℄. Îêàçàëîñü, ÷òî �îðìàëèçì àëãåáðû ñêîáîê Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ â óêà-

çàííîì ñëó÷àå ñëèøêîì ñòåñíèòåëüíûì. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåííî òðåáîâàíèå

âûïîëíèìîñòè òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà íå ïîçâîëÿåò ââåñòè äîñòàòî÷-

íî øèðîêèé íàáîð �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû ïðèâåñòè õàðàêòåðèñòèêè

äèíàìèêè æèäêèõ êðèñòàëëîâ, ê ñîãëàñèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Â ñâÿçè ñ

ñîçäàâøèìñÿ ïîëîæåíèåì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê óñîâåðøåíñòâîâàòü ãàìèëüòîíîâ

ïîäõîä òàê, ÷òîáû ïðèñïîñîáèòü åãî ê îïèñàíèþ ïðîáëåìíûõ �èçè÷åñêèõ ñèòóàöèé.

Â ïðîöèòèðîâàííîé ìîíîãðà�èè àâòîðû ïîøëè â ïîñòðîåíèè äèíàìèêè íåìàòè÷å-

ñêèõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ ïî ïðîñòîìó ïóòè. Îíè îãðàíè÷èëè ðàìêè ïîñòðîåíèÿ äèíàìè-

êè òîëüêî ñàìûìè îáùèìè òðåáîâàíèÿìè: ãåíåðàòîð ñäâèãà ïî âðåìåíè âñÿêîé ðàñïðå-

äåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ïîëåâîé äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé ϕ(x) äîëæåí ïîðîæäàòüñÿ
íåêîòîðîé áèíàðíîé áèëèíåéíîé àíòèñèììåòðè÷íîé îïåðàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæ-

äåñòâó Ëåéáíèöà (òî åñòü îíà äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ò.í. îïåðàöèþ àëãåáðàè÷åñêî-

ãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ϕ(x) ñòðîèòñÿ ïðèìåíåíèåì

ýòîãî ãåíåðàòîðà ê ïàðå, ñîñòîÿùåé èç ãàìèëüòîíèàíà � �óíêöèîíàëà îò ïîëåâûõ ïå-

ðåìåííûõ è ïîëÿ ϕ(x). Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ââîäèìàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿëà òîæäåñòâó ßêîáè. Îäíàêî, åñëè ñëåäîâàòü òàêîìó ïîäõîäó

íåèçáåæíî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òàêîé ñèòóàöèåé, ÷òî óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì

óäîâëåòâîðÿåò äèíàìèêà ñèñòåì, êîòîðûå ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèññè-

ïàòèâíûìè. Â ñâÿçè ñ òàêèì ïîëîæåíèåì, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü

òàêîå îáîáùåíèå ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêè, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà îñòàâàëàñü áåç-

äèññèïàòèâíîé, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû îíî îêàçàëîñü íàñòîëüêî øèðîêèì, ÷òîáû
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èìåëàñü âîçìîæíîñòü ñîãëàñîâàíèÿ åå ïðåäñêàçàíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè îáîáùåíèé ãàìèëüòîíîâîé äèíàìè-

êè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî êîíå÷íî-

ìåðíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, íå òðåáóþùèìè äëÿ ñâîåãî èçó÷åíèÿ ïðèìåíåíèÿ

àïïàðàòà áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè. Êðîìå òîãî, äàëåå ìû, íå îãîâàðèâàÿ äîïîë-

íèòåëüíî, âåçäå èçó÷àåì òîëüêî àâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Îñíîâíîé èäååé

íàøèõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îáðàòèìîñòè äâèæåíèÿ, ïðèñóùåå ãàìèëüòîíî-

âûì ñèñòåìàì. Â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáðàòèìîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå åñòåñòâåííî áûëî áû íàçâàòü ñïåêòðàëüíîé îáðàòèìî-

ñòüþ [23-30℄. À èìåííî, èññëåäîâàëèñü ÷åòíîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òðåáîâàíèå

îáðàòèìîñòè ñâîäèëîñü ê òîìó, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ

ãåíåðàòîð ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êàñàòåëüíîé ê èñõîäíîé â ýòîé òî÷êå, îá-

ëàäàë ñèììåòðè÷íûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì.

2. Ïîíÿòèå îáðàòèìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Îïðåäåëåíèå êëàññà äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì, áîëåå øèðîêîãî ÷åì êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ñîõðàíÿþùèõ îñíîâ-

íûå êà÷åñòâåííûå ÷åðòû äèíàìèêè ïîñëåäíèõ, ñâÿçàí îñîçíàíèåì òîãî, êàêèå èìåííî

ñâîéñòâà äèíàìèêè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðè ýòîì íóæíî âçÿòü çà îñíîâó. Ñ íàøåé

òî÷êè çðåíèÿ, òàêèì êà÷åñòâåííûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå îòëè÷àåò ïîâåäåíèå ãàìèëüòî-

íîâûõ ñèñòåì è êîòîðîå ìû èíòóèòèâíî ñâÿçûâàåì ñ îòñóòñòâèåì â íèõ äèññèïàòèâíîãî

ïîâåäåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü äâèæåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîìåðíûå àâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ðàçìåðíî-

ñòè n. Ïóñòü �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êàæäîé èç òàêèõ ñèñòåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-

ñòè, ÿâëÿåòñÿ Rn
. Ïóñòü X = 〈x1, x2, ..., xn〉 ∈ Rn

è F : Rn 7→ Rn
. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äè��åîðìîð�èçìó F, èìååò âèä

Ẋ = F(X) . (1)

×àñòíûì ñëó÷àåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, êîòîðûé áóäóò ñëó-

æèòü îðèåíòèðîì â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Îíè ÿâëÿþò-

ñÿ ÷åòíîìåðíûìè n = 2m. Êàæäàÿ èç òàêèõ ñèñòåì ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé �óíêöèåé

H : R2m 7→ R, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì. Ñèñòåìà, îïðåäåëÿåìàÿ ãàìèëüòî-

íèàíîì H, èìååò âèä

Ṗ = −∂H
∂Q

, Q̇ =
∂H

∂P
, (2)

ãäå P = 〈p1, p− 2, ..., pm〉, Q = 〈q1, q2, ..., qm〉.
Îáñóäèì, ÷òî íóæíî ïîíèìàòü ïîä ïîíÿòèåì îáðàòèìîñòè äâèæåíèÿ. Íàøè ðàññóæ-

äåíèÿ áóäóò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáðàòèìîñòü äâè-

æåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì âûáîðà êîîðäèíàò îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ, à, íàîáîðîò, ýòî

ñâîéñòâî íå äîëæíî çàâèñåòü îò èõ âûáîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà (1), åñëè

îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáðàòèìàÿ, òî è ëþáàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç íåå

íåâûðîæäåííîé çàìåíîé êîîðäèíàò V(X) = Y ,

Ẏ = WF (V−1(Y )) , W =

(
∂V

∂X

)
� ìàòðèöà, (3)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.

Îáðàòèìñÿ ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì. Ïîíÿòèå èõ îáðàòèìîñòè ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì, â äàëüíåéøåì, íàçûâàòü

ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé è êîòîðûå ïðè èçó÷åíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ëî-

êàëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà H(−P,Q) = H(P,Q), 3)

ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû t⇒ −t, P ⇒ −P .
Ñàìîå øèðîêîå è, âìåñòå ñ òåì, åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òàêîé òðàêòîâêè ïîíÿòèÿ

îáðàòèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ëîêàëüíî-îáðàòèìîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè

ñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì V òàêîé, ÷òî îí ïåðåâîäèò (1) â ñèñòåìó

Ẏ = −F(Y ) , Y = V(X) (4)

è ïðè ýòîì V2 = id, V(V(X)) = X , X ∈ Rn
.

Èçó÷åíèå ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì êëàññ ëîêàëüíî-

îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ î÷åíü øèðîêèì. Îí äîïóñêàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ñèñòåì òàêîãî òèïà ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îäíîìåðíûå îáðàòèìûå

ñèñòåìû äîïóñêàþò ïðîñòîå îïèñàíèå. À èìåííî, ïðè n = 1 ïðåäñòàâèì (1) â âèäå

ẋ = f(x) . (5)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñèñòåìà ëîêàëüíî îáðàòèìà â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ v òàêàÿ, ÷òî

v′(x)f(x) = −f(v(x)) , v(v(x)) = x .

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò v(x) = v−1(x) , òî åñòü îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ñîâïàäà-

åò ñ èñõîäíîé. Èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî

äâå âîçìîæíîñòè v(x) = x è v(x) = a − x  ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé a. Ïåðâûé ñëó-

÷àé ïðèâîäèò òîëüêî òðèâèàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f = 0. Âòîðîé íàêëàäûâàåò

ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà �óíêöèþ f : f(x) = f(a − x). Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = 0 ýòî

òðåáîâàíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ââåäåííûé êëàññ ëîêàëüíî-îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñíûé îáúåêò äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, êîòîðûå,

çàâåäîìî, ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó, íî ñîñòàâëÿþò â íåì ñïåöèàëüíûé áîëåå óçêèé

ïîäêëàññ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êëàññ ëîêàëüíî îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñè-

ñòåì íàñòîëüêî øèðîê, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ, ïî-âèäèìîìó, íå èìååò îòíîøåíèÿ ê

òîé �èçè÷åñêîé ïðîáëåìå, î êîòîðîé øëà ðå÷ü âî ââåäåíèè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìîòðåí-

íîì îäíîìåðíîì ïðèìåðå, òîëüêî òðèâèàëüíóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ñîñòîÿíèå ïîêîÿ,

ìîæíî áûëî áû íàçâàòü îáðàòèìîé â �èçè÷åñêîì ñìûñëå. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè

3

Â ìåõàíèêå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè, êîãäà ýòî ñâîéñòâî íå èìååò ìåñòà, íàïðèìåð, ïðè

íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî ìû, óïðîùàÿ ðàññìîòðåíèÿ, òàêèå ñèñòåìû íå áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü.
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ýòîãî êëàññà îòñóòñòâóåò ðàçäåëåíèå êîîðäèíàò ñèñòåìû íà äâà êëàññà, â êîòîðîì ïà-

ðàìåòðû ïåðâîãî êëàññà, êîòîðûå óñëîâíî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè,

è ïàðàìåòðû, âòîðîãî êëàññà, êîòîðûå óñëîâíî íàçîâåì èìïóëüñàìè. Èìåííî ïðåîáðà-

çîâàíèå (îáðàùåíèå çíàêà) ïàðàìåòðîâ âòîðîãî êëàññà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äâèæåíèå

ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî êëàññà, ïðîèñõîäèò â îáðàòíîì íàïðàâëå-

íèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äàäèì äðóãîå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (1), â ðàìêàõ êîòîðîãî óæå ââîäèòñÿ òàêîå ðàçäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ëîêàëüíî-îáðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò äè�-

�åîìîð�èçì U òàêîé, ÷òî ïðåîáðàçîâàííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ (UX)(t) = 〈P (t), Q(t), Y (t)〉,
P (t) = 〈p1(t), ..., pm(t)〉, Q(t) = 〈q1(t), ..., qm(t)〉, 2m ≤ n óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíå-

íèé

Ṗ = A(P,Q) , Q̇ = B(P,Q) , Ẏ = 0 , (6)

ãäå äè��åðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ A : Rm × Rm 7→ Rm
; A : Rm × Rm 7→ Rm

îáëàäàþò

ñâîéñòâàìè B(−P,Q) = −B(A,B), A(−P,Q) = A(P,Q).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìû (6) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî îáðàòèìûìè â øèðîêîì ñìûñëå,

òàê êàê äëÿ íèõ îòîáðàæåíèå V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

V =




−1 | 0 | 0
− − − − −
0 | 1 | 0
− − − − −
0 | 0 | 1




Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî ñèñòåìû (6), â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè.

Â ýòîì ñìûñëå, ëîêàëüíî îáðàòèìûå ñèñòåìû íå ñâîäèìû ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì

ïîñðåäñòâîì êàêîãî-ëèáî äè��åîìîð�èçìà U. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (6) áûëà ãà-

ìèëüòîíîâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî òîæäåñòâî

∂A

∂P
+
∂B

∂Q
= 0 . (7)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ ãëîáàëüíîé òðàêòîâêè ïîíÿòèÿ îáðàòèìîñòè äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (2) â òîì ñëó÷àå, êîãäà

H(−P,Q) = H(P,Q), èõ ðåøåíèÿ P (t) = P(t;P0, Q0), Q(t) = Q(t;P0, Q0) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè P0 = P(0;P0, Q0), Q0 = Q(0;P0, Q0), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

P0 = −P(t;−P (t), Q(t)) , Q0 = Q(t;−P (t), Q(t)) . (8)

Èìåííî ýòî ñâîéñòâî åñòåñòâåííî âçÿòü çà îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ãëîáàëüíîé îáðàòè-

ìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ãëîáàëüíî-îáðàòèìîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè

ñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì W òàêîé, ÷òî W2 = id è äëÿ ðåøåíèé X = X(t;X0) ñ

íà÷àëüíûìè äàííûìè X0 èìååò ìåñòî

X0 = X(t,W(X(t))) . (9)
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Êëàññ ãëîáàëüíî-îáðàòèìûõ ñèñòåì â øèðîêîì ñìûñëå îêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê è

êëàññ ëîêàëüíî-îáðàòèìûõ ñèñòåì â øèðîêîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáøèðíûì è, ïî-

âèäèìîìó, áîëüøàÿ ÷àñòü èç ñèñòåì òàêîãî òèïà íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ïîñòàâëåííîé

âî ââåäåíèè çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìû, ïî àíàëîãèè ñ

òåì, êàê áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè, äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå,

êîòîðîå îáîáùàåò óêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé îáðàòèìîñòè ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ãëîáàëüíî-îáðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò äè�-

�åîìîð�èçì U òàêîé, ÷òî ýòà ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ (UX)(t) =
〈P (t), Q(t), Y (t)〉, P (t) = 〈p1(t), ..., pm(t)〉, Q(t) = 〈q1(t), ..., qm(t)〉, 2m ≤ n óäîâëåòâî-

ðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (6) ñ äè��åðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè A : Rm×Rm 7→ Rm
;

A : Rm × Rm 7→ Rm
è åå ðåøåíèÿ P (t) = P(t;P0, Q0), Q(t) = Q(t;P0, Q0) ñ íà÷àëüíûìè

äàííûìè P0 = P(0;P0, Q0), Q0 = Q(0;P0, Q0), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (8)

3. Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, ñâÿçàííîå

ñî ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1) áûëà ãëîáàëüíî îáðàòèìîé, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îáðàòèìîé ëîêàëüíî.

� Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñîîòíîøåíèÿ (8) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (6) äëÿ ëþáîé òî÷êè 〈P0, Q0〉 â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ. Âîçüìåì ðåøåíèå

〈P (t), Q(t)〉 ñ íà÷àëüíîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êîé. Òîãäà ïðè ∆ → 0 èìååì

P (∆) = P0 + A(P0, Q0)∆ + o(∆) , Q(∆) = Q0 + B(P0, Q0)∆ + o(∆) . (10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

P0 = −P(∆;−P (∆), Q(∆)) , Q0 = Q(∆;−P (∆), Q(∆)) ,

òî åñòü

P0 = P (∆)−A(−P (∆), Q(∆))∆+o(∆) , Q0 = Q(∆)+B(−P (∆), Q(∆))∆+o(∆) . (11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

A(−P (∆), Q(∆)) = A(−P0, Q0) + o(1) , B(−P (∆), Q(∆)) = B(−P0, Q0) + o(1) ,

ïîëó÷àåì èç (11)

P0 = P (∆)− A(−P0, Q0)∆ + o(∆) , Q0 = Q(∆) + B(−P0, Q0)∆ + o(∆) .

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ (10), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ A(−P0, Q0) = A(P0, Q0),
B(−P0, Q0) = −B(P0, Q0), êîòîðûå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè 〈P0, Q0〉, îçíà÷àþò
ëîêàëüíóþ îáðàòèìîñòü ñèñòåìû.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè 〈P0, Q0〉 â
âèäå

P(t;P0, Q0) = P0 +

t∫

0

A(P (s), Q(s))ds , Q(t;P0, Q0) = Q0 +

t∫

0

B(P (s), Q(s))ds . (12)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèÿ P è Q. Îáîçíà÷èì P ∗(s) = −P (t − s),
Q∗(s) = Q(t − s), ãäå P (t) = P(t;P0, Q0), Q(t) = Q(t;P0, Q0). Ýòè �óíêöèè óäîâëå-

òâîðÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿì

Ṗ ∗(s) = − d

ds
P (t− s) =

d

dt
P (t− s) = A(P (t− s), Q(t− s)) =

= A(−P (t− s), Q(t− s)) = A(P ∗(s), Q∗(s)) ,

Q̇∗(s) =
d

ds
Q(t− s) = − d

dt
Q(t− s) = −B(P (t− s), Q(t− s)) =

= B(−P (t− s), Q(t− s)) = B(P ∗(s), Q∗(s)) .

Òîãäà, êàê è â (12),

P ∗(t) = P(t;P ∗
0 , Q

∗
0) = P ∗

0 +

t∫

0

A(P ∗(s), Q∗(s))ds ,

Q∗(t) = Q(t;P ∗
0 , Q

∗
0) = Q∗

0 +

t∫

0

B(P ∗(s), Q∗(s))ds .

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ P ∗(t), P ∗
0 è Q∗(t), Q∗

0,

−P0 = −P (t) +
t∫

0

A(P ∗(s), Q∗(s))ds , Q0 = Q(t) +

t∫

0

B(P ∗(s), Q∗(s))ds ,

÷òî îçíà÷àåò −P0 = P(t;−P (t), Q(t)) è Q0 = Q(t;−P (t), Q(t)). �
Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îáðàòèìîñòè âî ââåäåííîé íàìè

ðàñøèðåííîé íåãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå ñîâïàäàþò è ïîýòîìó íóæíî ãîâîðèòü ïðîñòî

îá îáðàòèìîñòè òàêèõ ñèñòåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñâîéñòâ, óêàçàííûõ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, â îïðåäåëåíèÿõ 2 è 4.
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CONCEPT OF DYNAMIC SYSTEMS REVERSIBILITY
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Abstrat. Some possible generalizations of the lass of hamiltonian system are under onside-

rations. Finite dimensional autonomous systems suh that some main qualitative features of their

dynamis are under study. Generalizations are based on the property of motion reversibility that is

onneted with dynamis of hamiltonian systems.

Key words: reversible dynami systems, tangential dynami system, reversibility, symmetri

spetral deomposition.
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ÈÍÆÅÍÅ�ÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÒÅÏËÎÂÎÉ �ÀÁÎÒÛ

ÒÅÏËÎÈÇÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ

Â.Â. Ñòåðëèãîâ, Ä.À. Øàäðèíöåâà

Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíäóñòðèàëüíûé óíèâåðñèòåò,

óë. Êèðîâà, 42, Íîâîêóçíåöê, �îññèÿ, 654000, e-mail: shadrintseva.darya�yandex.ru

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èíòåðïðåòàöèè êîý��èöèåíòà òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ïîðèñòûõ òåïëîèçîëÿöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðèâåäåíû îïûòíûå äàííûå ïî ïðî-

âåðêå ãèïîòåçû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îãíåóïîðû, ïîðèñòîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, òåïëîèçîëÿöèîííûé, ¾ìî-

ñòèê¿.

Ñ êàæäûì ãîäîì âîçðàñòàåò íåîáõîäèìîñòü â ýíåðãî- è ðåñóðñîñáåðåæåíèè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé. Âûáîð îïòèìàëüíîãî òåïëîèçîëÿöèîííîãî ìà-

òåðèàëà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðû è òåïëî�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò

ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåïëà è ýêîíîìèþ ìàòåðèàëîâ, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå

òåïëîïðîâîäíîñòè òåë íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Â ñòàòüå

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû íîâîãî ïîäõîäà ê èíòåðïðåòàöèè êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîä-

íîñòè ïîðèñòûõ (òåïëîèçîëÿöèîííûõ) ìàòåðèàëîâ.

Îãíåóïîð � ñðåäà ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîðèñòîñòüþ, ðåàëèçóåìîé ïóçûðü-

êàìè ñ ãàçîâûìè çàïîëíåíèåì. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, âñå ïóçûðüêè îäíîãî ðàçìåðà

(ãîìîãåííàÿ ñðåäà) è îíè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â òåëå îãíåóïîðà, ïîñêîëüêó íåò

íèêàêèõ ïðåäïî÷òåíèé äëÿ äðóãîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ñòðóê-

òóðû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà.

�èñ. 1. Ñõåìà ñòðóêòóðû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà.

Åñëè èç ñõåìû âûäåëèòü ìîíîñëîé òîëùèíîé , òî â íåì áóäóò ðàñïîëîæåíû ïóçûðüêè

(ãàçîâûå ïîëîñòè) ðàçìåðîì D. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé S
D
/Sa = Π ðàâíî ïîðèñòîñòè

(ïîðîçíîñòè) ìàòåðèàëà. Òàê êàê S
D
=
πD2

4
, à Sa = a2, òî

S
D
=
πD2

4

/
a2 . (1)
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîðèñòîñòü âûðàçèòü ÷åðåç ãåîìåòðèþ ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ îò-

íîøåíèå D/a.
Èç óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî íàéòè

D
/
a =

√
4Π

π
= 1.128

√
Π . (2)

Èç óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíó D/a äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé Π, ñâåñòè
â òàáë. 1 è ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðà�èêà (ðè. 2).

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ äèàìåòðà ïîðû ê òîëùèíå ìîíîñëîÿ ïðè ðàçëè÷íîé ïîðèñòîñòè

Π 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500 0,600 0,700 0,750 0,785

D 0.504 0.564 0.618 0,713 0,798 0,873 0,943 0,976 0,999

�èñ. 2. Ñòðóêòóðà ñëîÿ ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ïðè ðàçëè÷íûõ ïîðèñòîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè D/a = 1 è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîðèñòîñòè Π = 0, 785 ïðîèçîéäåò
ñîåäèíåíèå îòäåëüíûõ ïóçûðüêîâ. Âîçíèêøàÿ ñòðóêòóðà ïðè Π > 0, 785 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êà÷åñòâåííî èíóþ êàðòèíó: åäèíàÿ ãàçîâàÿ ïîëîñòü, èìåþùàÿ âíóòðè íåêîòî-

ðûå ýëåìåíòû èç îñíîâíîãî ìàòåðèàëà, ïîçâîëÿþùèå ñîõðàíèòü ãåîìåòðèþ ñòðóêòóðû.

Ýòî ñâîéñòâåííî âîëîêíèñòûì ìàòåðèàëàì. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåìàÿ ãèïîòåçà ïðèìåíèìà

òîëüêî äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ Π < 0, 785.
Ýòîò õàðàêòåðíûé ðàçìåð èñïîëüçóåì äëÿ ðàñ÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòà çàäà÷à

ðåøàåòñÿ êàê îäíîìåðíàÿ äëÿ ïëîñêîé ñèñòåìû òîëùèíîé ñ ïóçûðüêàìè âíóòðè åå.

Òåïëî ïðîõîäèò ÷åðåç ¾ìîñòèê¿ øèðèíîé b (ðè. 3), îïðåäåëÿåìîé èç ïðåäïîëîæåíèÿ,

÷òî ïëîùàäü ìîñòèêà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ïîòîêà q, F
ì

= a2 ·b
÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè, íå çàíÿòîé ïóçûðüêîì, ò.å. F

ì

= a2 · (1−Π).



150 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �5(202). Âûï. 38

�èñ. 3. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ¾ìîñòèêà¿ â ïîðèñòîì ìàòåðèàëå.

Îòñþäà ìîæåì çàïèñàòü

b = a · (1− Π) . (3)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ãåîìåòðèè ìîñòèêà ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ñëîæíîå ñå÷åíèå ñòåíêè ïî

ãëóáèíå íà ïàðàëëåëåïèïåä. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ðàñ÷åòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó

ðàñ÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè ÷åðåç êëèíîâèäíóþ ñòåíêó.

Êîëè÷åñòâî òåïëà ÷åðåç ÿ÷åéêó (÷åðåç âñå ñå÷åíèå) è ÷åðåç ìîñòèê áóäåò ñîîòâåò-

ñòâåííî:

Qa = q · a2 , Qb = q · a · b . (4)

Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ äàåò îòíîøåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò äîëþ òåïëà, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç ìàòåðèàë.

Qb

/
Qa =

q · a2 · (1− Π)

q · a2 = (1−Π) . (5)

Âåëè÷èíà q â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèíèìàåòñÿ îäíà è òà æå, ÷òî ïðåäïîëàãàåò óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ãàçîâûå ïóçûðüêè, ò. å. qr = 0, âñå òåïëî ïåðåäàåòñÿ
òîëüêî ÷åðåç ¾ìîñòèê¿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà.

Óðàâíåíèå (5), ïî ñóòè ñâîåé, ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà â êëàññè-

÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè Qa è òåïëîâîãî òîêà ñ ¾ýêâèâàëåíòíîé¿ òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ò.å.

Qb

/
Qa =

q
ýêâ

· F
ãåîì

q · F
ãåîì

, ãäå q
ýêâ

=
λ
ýêâ

·∆t
a

è q =
λ
ýêâ

·∆t
a

. Èç ýòîãî ñëåäóåò

λ
M

ýêâ

= λ
ì

· (1− Π) . (6)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ �.Ï. Èâàíöîâà, î ÷åì óïîìèíàåòñÿ â

[1℄, è íå ñîäåðæèò ¾ãàçîâîé¿ ñîñòàâëÿþùåé òåïëîïðîâîäíîñòè.

Âëèÿíèå ¾ãàçîâîé¿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî ó÷åñòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî äàåò

λ
Γ

ýêâ

=

(
Π

λ
Γ

+
(1−Π)

λ
Ì

)−1

=
λ

Γ

Π+ (1− Π)
λ

Γ

λ
Ì

=
λ
M

(1− Π) + Π
λ
M

λ
Γ

. (7)
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Ýòà âåëè÷èíà ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ¾ãàçîâîãî¿ êîìïîíåíòà. Äëÿ îöåíêè âêëàäà êàæäîé

ñîñòàâëÿþùåé îïðåäåëèì îòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6) è (7),

λ̄
ýêâ

=
λ
M

ýêâ

λΓ

ýêâ

= λ
M

(1−Π)

/
λ
M

(1−Π) + Π
(
λ
M

/
λ

Γ

) =
[
Π
(
λ
M

/
λ

Γ

)
+(1−Π)

]
(1−Π) . (8)

�àññ÷èòàåì λ̄
ýêâ

= f(Π), ïðèíÿâ èç ïðàêòèêè λ
M

= 1.0 Âò

ì·ãðàä (äëÿ øàìîòà) è

λ
Γ
= 0.02 Âò

ì·ãðàä (äëÿ âîçäóõà). Òîãäà äëÿ ðàñ÷åòîâ óðàâíåíèå (8) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ

â âûðàæåíèå

λ̄
ýêâ

=
(
Π

1.0

0.02
+ (1− Π)

)
(1− Π) = (49Π + 1)(1−Π) ,

íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîñòðîåí ãðà�èê (ðèñ. 4).

�èñ. 4. Âëèÿíèå ïîðèñòîñòè ìàòåðèàëà íà îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíûõ êîý��èöèåíòîâ

òåïëîïðîâîäíîñòè λ̄
ýêâ

.

Ïðåäëîæåííàÿ ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ìàòåðèàëîâ, ÷òî ïîç-

âîëÿåò ïîñòðîèòü îáùóþ �óíêöèþ ∆λ̄ = f(Π), ïðè ýòîì ∆λ = ∆λ/∆λ
ñò

.

Íà îñíîâàíèè ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ äëÿ îãíåóïîðîâ [2℄, ñî ñâîéñòâàìè, ïðåäñòàâëåí-

íûìè â òàáë. 2, áûëà ïîñòðîåíà îáîáùåííàÿ çàâèñèìîñòü λ̄ = f(Π) íà îñíîâå ìåòîäèêè
à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ðèñ. 5). [1℄

Äëÿ îöåíêè àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé è ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ãè-

ïîòåçû áûëà ïðîâåäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà íà êîìïëåêñå ËÊÒÒ-2. Êîý��è-

öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ øàìîòà-ëåãêîâåñà ØË-1,0 îïðåäåëÿëñÿ ìåòîäîì ïëîñêîé

ñòåíêè. �åçóëüòàòû îïûòîâ ïðåäñòàâëåíû òî÷êîé íà ðèñ. 5, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ïðà-

âèëüíîñòè ïðåäëîæåííîé ãèïîòåçû.
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Òàáëèöà 2

Ëèòåðàòóðíûå äàííûå ïî ñâîéñòâàì îãíåóïîðîâ ðàçíûõ ñòðàí

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü îáîáùåííîãî ñòàíäàðòèçèðîâàííîãî êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè

îò ïîðèñòîñòè.
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Âûâîäû. Ïðåäëîæåííàÿ ãèïîòåçà âëèÿíèÿ ñòðóêòóðû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà áûëà

ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ ðàíåå ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêîé

ïîëó÷åíèÿ îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè ïîçâîëÿåò ëåãêî è òî÷íî îïðåäåëÿòü êîý��è-

öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè òåïëîèçîëÿöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåïëîòåõíè-

÷åñêèõ àãðåãàòàõ.
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HEAT OPERATION ENGINEERING MODEL

OF THERMAL INSULATING MATERIALS

V.V. Sterligov, D.A. Shadrintseva

Siberian State Industrial University,

St. Kirov, 42, Novokuznetsk, 654000, Russia, e-mail: shadrintseva.darya�yandex.ru

Abstrat. New approah to interpretation of the thermal ondutivity oe�ient of porous

insulating materials is presented. Experiments data veri�ed the proposed hypothesis.

Key words: refratories, porosity, ondutivity, thermal insulation.
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ÍÀ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ �Î�ß×ÈÕ Ò�ÅÙÈÍ

Ñ.Â. Ïîðÿäèí, Â.È. Äîæäèêîâ, Î.À. Êîâàëåíêî

Ëèïåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

óë. Ìîñêîâñêàÿ, 30, Ëèïåöê, �îññèÿ, 398600, e-mail: poryadsorpio�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ðåæèìà îõëàæäåíèÿ

íåïðåðûâíîãî ñëèòêà íà îáðàçîâàíèå ãîðÿ÷èõ òðåùèí, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè ïðåäåëüíîé

ñêîðîñòè äå�îðìàöèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì êàâèòàöèè è ñêîðîñòüþ êðèñòàëëèçàöèè

ìåòàëëà. Îáîñíîâûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîâìåñòíîãî ðàññìîòðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäå-

ëåíèÿ âëèÿíèÿ ðåæèìà îõëàæäåíèÿ ìåòàëëà íà åãî ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ðåçóëüòàòîâ âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåïðåðûâíàÿ ðàçëèâêà ñòàëè, êðèñòàëëèçàöèÿ, îïòèìèçàöèÿ, äå�åêòû

ñëèòêà.

Ââåäåíèå. Îäíèì èç âèäîâ äå�åêòîâ íåïðåðûâíîãî ñëèòêà ÿâëÿþòñÿ ãîðÿ÷èå òðå-

ùèíû, êîòîðûå çàðîæäàþòñÿ íà �ðîíòå êðèñòàëëèçàöèè. Íà ïðîöåññ èõ �îðìèðîâàíèÿ

îêàçûâàþò âëèÿíèå òàêèå �àêòîðû, êàê �åððîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå ñòîëáà æèäêîé ñòà-

ëè, äàâëåíèå êàâèòàöèè, ñîçäàâàåìîå ðàñòâîðåííûìè â ðàñïëàâå ãàçàìè, è ðàññòîÿíèå

ìåæäó âåòâÿìè äåíäðèòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Â ðàáîòå [1℄ ïðåäëîæåíà �îðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ïðåäåëüíî

äîïóñòèìîé ñêîðîñòè äå�îðìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ïåðå÷èñëåííûõ �àêòîðîâ. Êðîìå

òîãî, â íåé ó÷èòûâàåòñÿ ñêîðîñòü ðîñòà òâåðäîé êîðî÷êè è âÿçêîñòü æèäêîé ñòàëè, è

îñîáîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå æèäêîé è òâåðäîé �àçû â äâóõ�àçíîì ñîñòî-

ÿíèè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ðàçâèòèÿ

ãîðÿ÷èõ òðåùèí ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå [1℄:

ε̇ ≥ l

R

[
λ22‖∇T‖
180µ1

ρ
L

ρ
S

(pm − pc)− ν
T

ρ
S
− ρ

L

ρ
S

H

]
, (1)

ãäå ε̇ �ñêîðîñòü äå�îðìàöèè ñëèòêà, λ22 � ðàññòîÿíèå ìåæäó âòîðè÷íûìè âåòâÿìè äåíä-
ðèòîâ, ‖∇T‖ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð â äâóõ�àçíîé çîíå, µ1 � êîý�-

�èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ñòàëè, ρ
L
, ρ

S
� ïëîòíîñòü ñòàëè â æèäêîì è òâåðäîì

ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâåííî, pm � ñóììà àòìîñ�åðíîãî è �åððîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèé,

pc � äàâëåíèå êàâèòàöèè ãàçîâ ðàñòâîðåííûõ â ñòàëè, ν
T
� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ �ðîíòà

êðèñòàëëèçàöèè;

R =

∫ TL

TS

g2
S
F (T )

g3
L

dT , ãäå F (T ) =
1

‖∇T‖

∫ TL

TS

g
S
dT , (2)
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H =

∫ TL

TS

g2
S

g2
L

dT ; (3)

ãäå T
L
, T

S
� òåìïåðàòóðû ëèêâèäóñà è ñîëèäóñà, ñîîòâåòñòâåííî, g

L
, g

S
� äîëè æèäêîé

è òâåðäîé �àçû, ñîîòâåòñòâåííî.

Äàâëåíèå êàâèòàöèè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì äàâëåíèþ ãàçîâ, ñêàïëèâàþùèõñÿ â ìåæ-

äåíäðèòíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå Ñèâåðòñà [2, 3℄:

pc =

(
V

Γ

K

)2

, (4)

ãäå V
Γ
� ñîäåðæàíèå ãàçà, ðàñòâîðåííîãî â ðàñïëàâå [3℄, K � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò

òåìïåðàòóðû è ñîñòàâà ñïëàâà. Äëÿ ñòàëè ñ ñîäåðæàíèåì 0,1 ìàññ.% óãëåðîäà ýòà êîí-

ñòàíòà íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå [3℄:

K = 88 · 10−8 · T − 37, 2 · 10−5 . (5)

Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåòâÿìè äåíäðèòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà,

ñîãëàñíî [4℄ èìååò âèä:

λ2 = 64, 8 · C−0,36
R

· exp(2, 12 · C) , (6)

ãäå C
R
� ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ, K/ñ; C � ñîäåðæàíèå óãëåðîäà â ñòàëè, ìàññ.%.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð â äâóõ�àçíîé çîíå, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ

�ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îïðåäåëÿëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îõëàæäåíèÿ

è çàòâåðäåâàíèÿ íåïðåðûâíîëèòîãî ñëèòêà, ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ òåîðèè êâàçèðàâíî-

âåñíîé äâóõ�àçíîé çîíû [5, 6, 7, 10℄.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü.

Äëèíà òåõíîëîãè÷åñêîé îñè, ìì

�èñ. 1. �åæèìû îõëàæäåíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëèòêà

(1 � ìÿãêèé ðåæèì, 2 � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

3 � æåñòêèé ðåæèì)..
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Íà îñíîâå îïèñàííîé ìåòîäèêè áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ

íåïðåðûâíîãî ñëèòêà ñ ñîäåðæàíèåì 0,1 ìàññ.% óãëåðîäà òîëùèíîé 250 ìì. Òåìïåðàòó-

ðà ðàçëèâêè ñîñòàâëÿëà 1532

◦
Ñ, ñêîðîñòü ðàçëèâêè � 1 ì/ìèí. Äëèíà êðèñòàëëèçàòîðà

� 0,8 ì, äëèíà çîíû âòîðè÷íîãî îõëàæäåíèÿ � 14,2 ì. Óñëîâèÿ îõëàæäåíèÿ ñëèòêà

â êðèñòàëëèçàòîðå ïîëàãàëè íåèçìåííûì. �åæèìû îõëàæäåíèÿ â ÇÂÎ çàäàíû òðåìÿ

ñïîñîáàìè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè ñëèòêà (ðèñ.1).

Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåòâÿìè äåíäðèòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîãëàñ-

íî âûáðàííûì ðåæèìàì îõëàæäåíèÿ, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ 2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

áîëüøèå çíà÷åíèÿ ìåæäåíäðèòíîãî ðàññòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ìÿãêîìó ðåæèìó

îõëàæäåíèÿ.

�àññòîÿíèå î êðàÿ ñëèòêà, ìì

�èñ. 2. �àññòîÿíèå ìåæäó âåòâÿìè äåíäðèòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

(N � ìÿãêèé ðåæèì, � � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

� � æåñòêèé ðåæèì).

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð â äâóõ�àçíîé çîíå è ñêîðîñòè êðèñòàëëè-

çàöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ íåïðåðûâíîãî

ñëèòêà, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4, ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè-

ìåíåíèå áîëåå ìÿãêîãî ðåæèìà îõëàæäåíèÿ ïðèâîäèò ê ìåíüøèì çíà÷åíèÿì óêàçàííûõ

ïàðàìåòðîâ.

Íàéäåííûå ïî ïðèâåäåííîé ìåòîäèêå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè

(ðèñ. 5) â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îõëàæäåíèÿ ïîêàçûâàþò èõ ñíèæåíèå ïðè ìåíåå èí-

òåíñèâíîì îõëàæäåíèè.

Èçâåñòíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Õîëëà-Ïåò÷à [8, 9℄ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðå-

äåëîì òåêó÷åñòè τ è ðàçìåðîì çåðíà d îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

τ = τ0 +Kd−1/2 , (7)
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ãäå τ0 � íàïðÿæåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ñêîëüæåíèÿ äèñëîêàöèé, K � êîý��èöèåíò, õà-

ðàêòåðèçóþùèé ïðî÷íîñòü áëîêèðîâàíèÿ äèñëîêàöèé.

�àññòîÿíèå î êðàÿ ñëèòêà, ìì

�èñ. 3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð â äâóõ�àçíîé çîíå

(N � ìÿãêèé ðåæèì, � � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

� � æåñòêèé ðåæèì).

�àññòîÿíèå î êðàÿ ñëèòêà, ìì

�èñ. 4. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ �ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè

(N � ìÿãêèé ðåæèì, � � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

� � æåñòêèé ðåæèì).
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�èñ. 5. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü äå�îðìàöèè äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ãîðÿ÷èõ òðåùèí

(1 � ìÿãêèé ðåæèì, 2 � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

3 � æåñòêèé ðåæèì).

�àçìåð çåðíà, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ìåæäåíäðèòíûì ðàññòîÿíèåì, êîòîðîå

çàâèñèò îò ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ ìåòàëëà. Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ ïðèâîäèò

ê óìåíüøåíèþ ìåæäåíäðèòíîãî ðàññòîÿíèÿ, ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ çåðíà è ê ïîâû-

øåíèþ ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëà, åãî ïëàñòè÷íîñòè. Âñå ýòî îáåñïå÷èâàåò ñíèæåíèå

âåðîÿòíîñòè òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ â íåïðåðûâíîì ñëèòêå.

�àññòîÿíèå ïî òåõíîëîãè÷åñêîé îñè

îò êîíöà êðèñòàëëèçàòîðà, ì

�èñ. 6. Îòíîøåíèå ïðåäåëüíûõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè æåñòêîãî ðåæèìà ê ìÿãêîìó

(1 � ìÿãêèé ðåæèì, 2 � ðåæèì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ,

3 � æåñòêèé ðåæèì).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè îõëàæäåíèÿ, ïðèâîäÿùåå ê óìåíüøå-

íèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âòîðè÷íûìè âåòâÿìè äåíäðèòîâ, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïðå-

äåëüíîé ñêîðîñòè äå�îðìàöèè, óâåëè÷èâàÿ, òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ

òðåùèí.

Cðàâíåíèå îòíîøåíèé ïðåäåëüíûõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè (ðèñ. 6) äëÿ æåñòêîãî è

ìÿãêîãî ðåæèìîâ îõëàæäåíèÿ (ðèñ. 1) â ðàçëè÷íûõ çîíàõ ÇÂÎ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëå-

äóþùèå âûâîäû. Òàê, â íà÷àëå ÇÂÎ ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü äå�îðìàöèè äëÿ æåñòêîãî

ðåæèìà íà 30-40 % âûøå, ÷åì äëÿ ìÿãêîãî. �àçëè÷èå óìåíüøàåòñÿ ïðè äâèæåíèè â

ÇÂÎ âäîëü òåõíîëîãè÷åñêîé îñè ÌÍËÇ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ðåæèìà îõëà-

æäåíèÿ âëèÿåò íà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè äå�îðìàöèè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå

íåïðåðûâíîãî ñëèòêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñêëîííîñòü ê îáðàçîâàíèþ ãîðÿ÷èõ òðåùèí.

Â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ñëÿáà âëèÿíèå ðåæèìà îõëàæäåíèÿ íà ýòè ïðîöåññû íåçíà÷èòåëü-

íî.

Âûâîäû. �åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî ïðè áîëåå èíòåíñèâíîì îõëàæäåíèè ñëÿáà âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ãîðÿ-

÷èõ òðåùèí â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìåòàëëà â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåíèåì ïðåäåëüíûõ

çíà÷åíèé ñêîðîñòè äå�îðìàöèè, äëÿ îöåíêè ñêëîííîñòè ñëèòêà ê îáðàçîâàíèÿ ãîðÿ÷èõ

òðåùèí íåîáõîäèìî ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ ðå-

æèìîâ îõëàæäåíèÿ ìåòàëëà íà åãî ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà è íà çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé

ñêîðîñòè äå�îðìàöèè. Ýòî ïîçâîëèò ïðîèçâåñòè âûáîð îïòèìàëüíîãî ðåæèìà íåïðå-

ðûâíîé ðàçëèâêè ñòàëè íà îñíîâå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè ìå-

òàëëà âäîëü òåõíîëîãè÷åñêîé îñè ðåàëüíîé ÌÍËÇ è ïðåäåëüíûõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè,

ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè.
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INFLUENCE OF THE COOLING CONDITIONS ON HOT CRACKING

IN CONTINUOUS CAST

S.V. Poryadin, V.I. Dozhdikov, O.A. Kovalenko

Lipetsk State Tehnial University,

Moskovskaya St., 30, Lipetsk, 398600, Russian Federation, e-mail: poryadsorpio�mail.ru

Abstrat. It is proposed the method for searhing of ooling onditions on hot raking. It is

based on determination of ritial strain rate whih is assoiated with avitation pressure and speed

of rystallization steel. The neessity of joint investigation of the ooling onditions in�uene on

plasti properties of metal and the alulation of the ritial strain rate under these onditions.

Key words: ontinuous ast of steel, optimization, ontrol, defets in ontinuous slab.
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ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß ÄËß ÀÂÒÎ�ÎÂ

Æóðíàë ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà, Ôèçèêà¿ âûõîäèò ÷åòûðå ðàçà

â ãîä. Â æóðíàëå ïå÷àòàþòñÿ ñòàòüè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè (çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâ, èìåþùèõ ÷èñòî êîìïüþòåðíîå ñîäåðæàíèå è âû÷èñëèòåëüíîé

ýìïèðèêè).

�åäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïðèíèìàåò îò àâòîðîâ ðóêîïèñè ñòàòåé, íàïèñàííûå íà ðóññêîì èëè

íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ. Ñîäåðæàíèå ñòàòåé ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåçóëüòàòû îðèãèíàëüíûõ

èññëåäîâàíèé àâòîðà(îâ), òàê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáçîð ïî âûáðàííîé àâòîðîì(àìè) òåìå.

Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü íàïèñàíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè è ñ òàêèì ðàñ÷åòîì,

÷òîáû áûòü ïîíÿòíîé íå òîëüêî óçêèì ñïåöèàëèñòàì ïî âûáðàííîìó àâòîðîì(àìè) íàïðàâ-

ëåíèþ èññëåäîâàíèé, íî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Íè â êîåì ñëó÷àå ðóêîïèñü íå

äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðàòêèé îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïèñàííûé â âèäå

êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðóêîïèñü

äîëæíà áûòü ñòðóêòóðèðîâàíà � ðàçäåëåíà íà ðàçäåëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå ñìûñëî-

âûå åäèíèöû òåêñòà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðóêîïèñü äîëæíà ñîäåðæàòü ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå.

�àçäåëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû è èìåòü çàãîëîâêè.

Âî ââåäåíèè äîëæíû áûòü îïèñàíû: ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðóêîïèñü, îïðåäåëåíî

ìåñòî ýòîé ïðîáëåìû â îáùåì îáú¼ìå �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû êðàò-

êàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîëó÷åííûé àâòîðîì(àìè) ðåçóëüòàò. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû äîëæíà

áûòü äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ óêàçàíèåì åãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî

ðàçâèòèÿ òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òå æå ñàìûå òðåáîâàíèÿ ê ââåäåíèþ è çàêëþ÷åíèþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ è äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè,

ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èõ ñîäåðæàíèå äîëæíî áûòü ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè

ðåçóëüòàòîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå âûáðàííîé àâòîðîì îáëàñòè èññëåäîâàíèé, è ñàì òåêñò

äîëæåí áûòü íàïèñàí ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè.

Âîçìîæíà òàêæå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè, íîñÿùåé ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íî â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè òàêîé ðóêîïèñè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé îòäåëüíî.

�óêîïèñü äîëæíà áûòü î�îðìëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè íàïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ìàòåìàòè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ òåêñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîëæ-

íû áûòü ÷åòêî âûäåëåíû òàêèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, êàê �îðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé, òåîðåì

è ëåìì, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé, îòìå÷åíû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîëíûé îáú¼ì ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, íå äîë-

æåí ïðåâûøàòü 20 ñòðàíèö �îðìàòà A4. Îíà äîëæíà áûòü íàïèñàíà øðè�òîì 12pt ÷åðåç äâà

èíòåðâàëà. Îáú¼ì îáçîðíîé ñòàòüè íåîáõîäèìî çàðàíåå îãîâîðèòü ñ ðåäêîëëåãèåé æóðíàëà.

Ïîñëå ïîäãîòîâêè îäíèì èç ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè çàêëþ÷åíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ðóêîïèñè íîð-

ìàì æóðíàëà ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè¿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îáùåì ñîáðàíèè ðåäêîëëåãèè. Â

îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåäêîëëåãèåé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î áîëåå òùàòåëüíîì èçó÷åíèè

ðóêîïèñè âíåøíèì (íå âõîäÿùåì â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà) ðåöåíçåíòîì. �åäêîëëåãèÿ

îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà ìåëêèå ñòèëèñòè÷åñêèå èñïðàâëåíèÿ òåêñòà ðóêîïèñè ïîñëå ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ î å¼ ïóáëèêàöèè.

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èí�îðìàöèÿ:

1) îñíîâíàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè, ïðåäñòàâëÿåìàÿ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì

ÿçûêàõ. Ïðè ýòîì íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç 20 ñëîâ.

2) èíäåêñ MSC (ñì. Mathematial Subjet Classi�ation) òîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòî-

ðîìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ;
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3) ñïèñîê àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà èõ ðàçìåùåíèÿ ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòüè;

4) àííîòàöèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå; å¼ îáú¼ì íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10-12 ñòðîê, íàïèñàííûõ

øðè�òîì 12pt;

5) ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ (íå áîëåå 10-12);

6) òåêñò ïåðåâîäà çàãîëîâêà ñòàòüè, àííîòàöèè è êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;

7) ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðóêîïèñè;

8) äàííûå îá àâòîðàõ ñòàòüè ñ óêàçàíèåì ìåñòà èõ ðàáîòû, òî÷íîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà ïðåä-

ïðèÿòèÿ. Äîëæíû áûòü óêàçàíû àäðåñà ýëåêòðîííîé ïî÷òû. Ýòè äàííûå íåîáõîäèìî ïðåäñòà-

âèòü òàêæå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü äàíà ëàòèíñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ

�àìèëèé àâòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíà áûòü äàíà òðàí-

ñêðèïöèÿ �àìèëèé àâòîðîâ êèðèëëèöåé;

9) ñïèñêà ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì, åñëè îíè èìåþòñÿ â ðóêîïèñè.

Ïîðÿäîê î�îðìëåíèÿ ýòîé èí�îðìàöèè â ýëåêòðîííîì �àéëå óêàçàí â ïðèëîæåíèè â êîíöå

íàñòîÿùèõ ïðàâèë (ñì. ï.5) òðåáîâàíèé ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó).

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ýëåêòðîííûé �àéë ðàáîòû. Îí äîëæåí áûòü ïîäãîòîâëåí â ðå-

äàêòîðå LaÒåÕ (LaTeX2e, AMSLaTeX). Ôàéëû, ïðèãîòîâëåííûå â äðóãîì ðåäàêòîðå,

ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåäêîëëåãèåé íå áóäóò. Ïðè ýòîì íóæíî ïðèñûëàòü �àéë ðàáîòû ñ

ðàñøèðåíèåì ¾tex¿ è pdf-êîïèþ �àéëà ñ ðàñøèðåíèåì ¾dvi¿ ðàáîòû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåäàê-

öèÿ èìåëà âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ åãî ñ àâòîðñêèì îðèãèíàëîì ïðè ðåäàêòèðîâàíèè è âåðñòêå

æóðíàëà. Ïðèñûëàòü ñàì dvi-�àéë ïðè ýòîì íå íóæíî.

Îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó â ðåäàêòîðå LaTeX (è òîìó ïîäîáíûì

ðåäàêòîðàì) ñëåäóþùèå.

1) Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââîäèìûå àâòîðàìè íîâûå íåñòàíäàðòíûå êîìàíäû.

2) ¾Âûêëþ÷íûå¿ �îðìóëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ðó-

êîïèñè â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íèõ åñòü ññûëêè â òåêñòå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà equation

äëÿ íàáîðà âûêëþ÷íûõ �îðìóë îáÿçàòåëüíî óïîòðåáëåíèå äëÿ èõ íóìåðàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ íîìåðîâ �îðìóë â òåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ìåòîê �îðìóë öè�ð, ñíàáæåííûõ

øòðèõàìè (èëè öè�ð ñîâìåñòíî ñ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë�àâèòà). Îäíàêî ýòèì íóæíî ïîëüçî-

âàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè ñ öåëüþ áîëåå òî÷íîé ïåðåäà÷è ñìûñëà òåêñòà.

3) Â ñëó÷àå, åñëè â ñòàòüå èìåþòñÿ ðàçäåëû â âèäå ïðèëîæåíèé â êîíöå îñíîâíîãî òåê-

ñòà ðàáîòû, íóìåðàöèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ âûêëþ÷íûõ �îðìóë ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîé îò

íóìåðàöèè îñíîâíîãî òåêñòà. Ïðè ýòîì â ïðèëîæåíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ óïîòðåáëåíèå äâîéíîé

íóìåðàöèè, â êîòîðîé ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò áûòü ïðîïèñíîé áóêâîé èëè íîìåðîì ïðèëîæåíèÿ.

Êàæäûé èç ðàçäåëîâ-ïðèëîæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñëîâîì Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì

ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî ñëîâî äîëæíî áûòü âûðîâíåíî ïî ïðàâîìó ïîëþ ñòðàíèöû. Çàòåì ñëå-

äóåò çàãîëîâîê ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

4) Ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â ññûëêàõ íà îñíîâå êîìàíä ite (èëè íåïîñðåäñòâåííî) â ýëåê-

òðîííîì òåêñòå ðóêîïèñè íóæíî îáîçíà÷àòü öè�ðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ïîðÿäêîâîìó íî-

ìåðó ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, è íè â êîåì ñëó÷àå íå èñïîëüçîâàòü ìåòêè äðóãîãî òèïà.

5) Íèæå ïðèëàãàåòñÿ øàáëîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæåí î�îðìëÿòüñÿ �àéë ñòàòüè. Äëÿ

àâòîðîâ ñëåäîâàíèå ýòîìó øàáëîíó îáÿçàòåëüíî.
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Øàáëîí äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ �àéëà ñ ðóêîïèñüþ

\setounter{figure}{0}

\setounter{equation}{0}

MSC XXX (ïî èíäåêñ íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ Mathematial Subjet Classifiation)

\vskip 0.3m

\begin{enter}

{\bf ÍÀÇÂÀÍÈÅ ÑÒÀÒÜÈ}

\medskip

{\bf È.Î. Àâòîð1, È.Î. Àâòîð2, ... }

\medskip

{\small {\sf Ó÷ðåæäåíèå,\\

óë. Íàçâàíèå óëèöû (ïð. Íàçâàíèå ïðîñïåêòà, ïë. Íàçâàíèå ïëîùàäè è ò.ä.),

Íîìåð äîìà, �îðîä, Èíäåêñ, Ñòðàíà, e-mail: \underline{èìÿ�àäðåñ}}}

\end{enter}

{\small {\bf Àííîòàöèÿ.} Òåêñò àííîòàöèè.

\medskip

{\bf Êëþ÷åâûå ñëîâà:} ñëîâî1, ñëîâî2, ...\ .}

\vskip 1 m

Òåêñò ñòàòüè

\vskip 1 m

\renewommand\baselinestreth{0.6}

{\small

\enterline{{\bf Ëèòåðàòóðà}}

\def\sk{\vskip - 0.25m}

\begin{enumerate}

\bibitem{1} Èñòî÷íèê 1

\bibitem{2} \sk Èñòî÷íèê 2

...

\end{enumerate}

\vskip 0.5m

\begin{enter}

{\bf TITLE 1st line \\

\vskip 0.1m

2d line \\

\vskip 0.1m and so on }\medskip
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{\bf N.N. Author1, N.N. Author2, ...}

\medskip

{\small {\sf Enterprize,\\

Street St. (Avenue Av., Square Sq. and so on), Number, City, Index, Country,

e-mail: \underline{name�address}}}

\end{enter}

{\small {\bf Abstrat.} Text of abstrat. {\bf Key words:} word1, word2, ...\ .}}

\newpage
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�èñóíêè

Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè äîëæíî áûòü óäåëåíî ðèñóíêàì, åñëè

îíè èìåþòñÿ â òåêñòå ðàáîòû. Îíè äîëæíû áûòü êà÷åñòâåííî âûïîëíåíû è ïðåäñòàâëåíû â

ðåäàêöèþ â ýëåêòðîííîé �îðìå â âèäå îòäåëüíûõ �àéëîâ â �îðìàòå ¾ps¿. Ôàéëû ðèñóíêîâ

íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì. Ïðè ýòîì â íàçâà-

íèå êàæäîãî èç �àéëîâ ðèñóíêîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ïðè âåðñòêå âûïóñêà æóðíàëà,

äîëæíà âõîäèòü �àìèëèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ, çàïèñàííàÿ ëàòèíèöåé (íàïðèìåð, Ivanov1.ps,

Petrov2.ps è ò.ä.).

Íà ïðåäñòàâëÿåìûõ â ýëåêòðîííîì �îðìàòå ðèñóíêàõ íå ñëåäóåò íàíîñèòü òå êîììåíòè-

ðóþùèå èõ ïîäïèñè, êîòîðûå ïðèñûëàþòñÿ â ðåäêîëëåãèþ îòäåëüíûì ñïèñêîì.

Âíèìàíèå! Â ñëó÷àå ïðèñûëêè â ðåäàêöèþ ðàáîòû ñ íåêà÷åñòâåííî âûïîëíåííûìè ðè-

ñóíêàìè, îíà áóäåò âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.

Òàáëèöû

Åñëè â òåêñòå ðàáîòû åñòü òàáëèöû, òî èõ ñëåäóåò �îðìèðîâàòü íà îñíîâå ïðîãðàììû

LaTeX è íè â êîåì ñëó÷àå íå î�îðìëÿòü â âèäå ðèñóíêîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ

Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òðåáîâàíèå ê êà÷åñòâåííîìó î�îðìëåíèþ ñïèñêà èñïîëü-

çóåìûõ â ðàáîòå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå

�ÎÑÒîì, ïðè î�îðìëåíèè òàêîãî ñïèñêà âåñüìà ñëîæíû è îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ öåíòðàëèçîâàííûì ïîèñêîì è õðàíåíèåì íàó÷íîé èí�îðìàöèè, êîòîðûå íå

ñïåöè�è÷íû äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ïðàêòèêè, â æóðíàëå èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííàÿ

ñèñòåìà åãî î�îðìëåíèÿ. Òèïû ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ êà÷åñòâåííî äîâîëüíî ðàçíîîáðàç-

íû. Ïîýòîìó ðåäàêöèÿ íå ïðåäëàãàåò óíèâåðñàëüíûé ðåöåïò èõ î�îðìëåíèÿ. Åäèíñòâåííûì

îáùèì ïðèíöèïîì, êîòîðûì äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ àâòîð, ñîñòîèò â òîì, ëèòåðàòóðíàÿ

ññûëêà äîëæíà î�îðìëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû ÷èòàòåëü èìåë ìàêñèìàëüíî òî÷íóþ èí�îðìàöèþ î

òîì, êàê íàéòè è îçíàêîìèòüñÿ ñ íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì, íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ åãî ðàáîòà.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îáùåãî ðåöåïòà î�îðìëåíèÿ ñïèñêà, ðåäàêöèÿ òðåáóåò ñîáëþäåíèå

ñòðîãèõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ññûëîê íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ýòî êàñàåòñÿ ñòàòåé â ðåãóëÿðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ
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(â æóðíàëàõ) è êíèã (ìîíîãðà�èé è ó÷åáíèêîâ). Ïðèíÿòûå â æóðíàëå ïðàâèëà î�îðìëåíèÿ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè:

Æóðíàëüíûå ñòàòüè �

\item Öåãåëüíèê Â.Â. �àìèëüòîíèàíû, àññîöèèðîâàííûå ñ òðåòüèì è ïÿòûì óðàâíåíèÿìè

Ïåíëåâå~// Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà.~-- 2010.~-- 162;1.~-- C.69-74.

\item Demidov A.S., Kohurov A.S., Popov A.Yu. To the problem of the reovery of

non-linearities in equations of mathematial physis~// Journal of Mathematial

Sienes.~-- 2009.~-- 163;1.~-- P.46-77.

Êíèãè (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîòîìíûå èçäàíèÿ) �

�ûòîâ~Ñ.Ì., Êëÿöêèí Þ.À., Òàòàðñêèé~Â.È. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó~/

Ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ò.2~/ Ì.: Íàóêà, 1978.~-- 464~.

(åñëè èçäàíèå îäíîòîìíîå, òî ïîçèöèÿ ìåæäó äâóìÿ ñëýø-÷åðòî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ íåíóæíîé

è, ïîýòîìó èñ÷åçàåò).

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî:

1) äîëæíû áûòü óêàçàíû ïîëíûå íàçâàíèÿ æóðíàëüíûõ ñòàòåé, à òàêæå óêàçàíû íå òîëüêî

íà÷àëüíûå ñòðàíèöû ýòèõ ñòàòåé, íî îáÿçàòåëüíî òàêæå è êîíå÷íûå;

2) ïðè óêàçàíèè æóðíàëüíûõ ñòàòåé ïîñëå ãîäà èçäàíèÿ ñòîèò íîìåð (îáÿçàòåëüíî àðàáñêè-

ìè öè�ðàìè) òîìà æóðíàëà (åñëè îí èìååòñÿ) è ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé ñòîèò äîïîëíèòåëüíàÿ

èí�îðìàöèÿ (íîìåð âíóòðè òîìà, â ÷àñòíîñòè, íîìåð âûïóñêà è ò.ä.); ïðè ýòîì íîìåð òîìà

ìîæåò èìåòü ñëîæíîå íà÷åðòàíèå è íå âûðàæàòüñÿ òîëüêî îäíèì ÷èñëîì;

3) íàçâàíèå æóðíàëà íóæíî äàâàòü ïîëíîñòüþ áåç ñîêðàùåíèé;

4) êàæäàÿ èç êíèã â ñïèñêå öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü äàíà ñ

óêàçàíèåì ïîëíîãî ÷èñëà ñòðàíèö.

Ïðè íåñîáëþäåíèè îïèñàííûõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ðàáîòà áóäåò

âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.


