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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 5ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀMSC 35J15 ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÅ Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÄËß ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑ.À. ÀëäàøåâÊàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Àáàÿ,Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, �èçèêè è èí�îðìàòèêè,óë. Òîëåáè, 86, Àëìàòû, 050012, Êàçàõñòàí, e-mail: aldash51� mail.ruÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â öèëèíäðè-÷åñêîé îáëàñòè äëÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè çàäà÷ Äèðèõëå è Ïóàíêàðå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíûå çàäà÷è, ìíîãîìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðå-øèìîñòü.Â òî âðåìÿ êàê ëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-íèé â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè èíòåíñèâíî èññëåäîâàëèñü ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1−5]),íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïî÷òè íå èññëåäîâàíû. Â íàñòîÿùåéðàáîòå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòèäëÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿîáîáùåíèÿìè çàäà÷ Äèðèõëå è Ïóàíêàðå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è ðåçóëüòàò.Ïóñòü Dα− öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà Em+1 òî÷åê (x1, ..., xm, t), îãðàíè÷åííàÿ öèëèíäðîì Γ = {(x, t) : : |x| = 1},ïëîñêîñòÿìè t = α > 0 è t = 0, ãäå |x|− äëèíà âåêòîðà x = (x1, ..., xm).×àñòè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó ∂Dα îáëàñòè Dα, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γα, Sα, S0, ñîîòâåòñòâåííî.Â îáëàñòè Dα ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Lu ≡ ∆xu+ utt +

m∑

i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut + c(x, t)u = 0 , (1)ãäå ∆x - îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x1, ..., xm, m ≥ 2.Â äàëüíåéøåì íàì óäîáíî ïåðåéòè îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, ..., xm, t ê ñ�åðè÷åñ-êèì r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ..., m− 1.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷èÇàäà÷à 1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Dα èç êëàññà

C(D̄α) ∩ C1(Dα ∪ S0 ∪ Sα) ∩ C2(Dα), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
β1u(r, θ, 0) = γ1u(r, θ, α) + ϕ1(r, θ), β2ut(r, θ, 0) = γ2ut(r, θ, α) + ϕ2(r, θ), u

∣∣∣
Γα

= ψ(t, θ) .

(2)
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C(D̄α) ∩ C1(Dα ∪ S0) ∩ C2(Dα), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(r, θ, 0) = ϕ1(r, θ), β2ut(r, θ, 0) = γ2u(r, θ, α) + ϕ2(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ(t, θ) , (3)ãäå βj , γj = const, β2
j +γ

2
j 6= 0, j = 1, 2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè çàäà÷ Äèðèõëåè Ïóàíêàðå.Ïóñòü {Y k

n,m(θ)
}
−ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ïîðÿäêà n,

1 ≤ k ≤ kn, (m−2)!n!kn = (n+m−3)!(2n+m−2), θ = (θ1, ..., θm−1), W l
2(S0), l = 0, 1, ...−ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ [6℄Ëåììà 1. Ïóñòü f(r, θ) ∈ W l

2(S0). Åñëè l ≥ m− 1, òî ðÿä
f(r, θ) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y

k
n,m(θ) , (4)à òàêæå ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîðÿäêà p ≤ l−m+1, ñõîäÿòñÿàáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.Ëåììà 2.Äëÿ òîãî, ÷òîáû f(r, θ) ∈ W l

2(S0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîý��è-öèåíòû ðÿäà (3) óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâàì
|f 1

0 (r)| ≤ c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const .×åðåç ãkin(r, t), akinr, t, b̃kn(r, t), c̃kn(r, t), ρkn, ϕ̄k

1n(r), ϕ̄
k
2n(r), ψ

k
n(t), îáîçíà÷èì êîý��è-öèåíòû ðÿäà (4), ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèé ai(r, θ, t)ρ(θ), ai xi

r
ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, ρ(θ),

i = 1, ..., m, ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ), ψ(t, θ), ïðè÷åì ρ(θ) ∈ C∞(H), H−åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Em.Ïóñòü ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l
2(Dα) ⊂ C(Dα), i = 1, ..., m, l ≥ m+ 1, ϕ1(r, θ),

ϕ2(r, θ) ∈ W p
2 (S0), ψ(t, θ) ∈ W l

2(Γα), p >
3m
2
.Òîãäà ñïðàâåäëèâû:Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(β1γ2 + β2γ1) chµs,nα 6= β1β2 + γ1γ2, s = 1, 2... , (5)òî çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà.Òåîðåìà 2. Åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
γ2 shµs,nα 6= µs,nβ2, s = 1, 2... , (6)òî çàäà÷à 2 ðàçðåøèìà, ãäå µs,n− ïîëîæèòåëüíûå íóëè �óíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà

J
n+

(m−2)
2

(z).



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 7Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è Ïóàíêàðå (β1 = 0, γ2 = 0) è çàäà÷è Äèðèõëå (β2 6=
6= 0), ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèé (5) è (6) âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ, îäíîçíà÷íûå ðàçðåøèìîñòèêîòîðûõ ïîêàçàíû â [5, 4].2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ (1) èìååòâèä

Lu ≡ urr +
m− 1

r
ur −

δu

r2
+ utt +

m∑

i=1

ai(r, θ, t)uxi
+ b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0 , (7)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)

2 , j > 1 .Èçâåñòíî [6℄, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà δ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn = n(n +m−
−2), n = 0, 1, ..., êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò kn îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé Y k

n,m(θ).Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 áóäåì èñêàòü â âèäå
u(r, θ, t) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūkn(r, t)Y
k
n,m(θ) , (8)ãäå ūkn(r, t)− �óíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), óìíîæèâ çàòåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà ρ(θ) 6= 0 è ïðîèíòåãðè-ðîâàâ ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå H, äëÿ ūkn ïîëó÷èì [4,5℄

ρ10ū
1
0rr + ρ10ū

1
0tt +

(
m− 1

r
ρ10 +

m∑

i=1

a1i0

)
ū10r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0+

+

∞∑

n=1

kn∑

k=1

{
ρknū

k
nrr + ρknū

k
ntt+

(
m− 1

r
ρkn +

m∑

i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2

+

m∑

i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0 .

(9)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ρ10ū

1
0rr + ρ10ū

1
0tt +

m− 1

r
ρ10ū

1
0r = 0 , (10)

ρk1ū
k
1rr + ρk1ū

k
1tt +

m− 1

r
ρk1ū

k
1r −

λ1
r2
ρk1ū

k
1 =

= − 1

k1

(
m∑

i=1

a1i0ū
1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0

)
, n = 1 , k = 1, k1 ,

(11)
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ρknū

k
nrr + ρknū

k
ntt +

m− 1

r
ρknū

k
nr −

λn
r2
ρknū

k
n =

= − 1

kn

kn−1∑

k=1

{
m∑

i=1

akin−1 ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t + [c̃kn−1+

+

m∑

i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)]ū
k
n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... .

(12)

Ñóììèðóÿ óðàâíåíèå (11) îò 1 äî k1, à óðàâíåíèå (12) � îò 1 äî kn, à çàòåì ñëîæèâïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âìåñòî ñ (10), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (9).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè {ūkn}, k = 1, kn, n = 0, 1, ... � ðåøåíèå ñèñòåìû (10)-(12),òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9).Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10)-(12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå
ūknrr +

m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn + ūkntt = fk

n(r, t) , (13)ãäå fk
n(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì f 1

0 (r, t) ≡
≡ 0.Äàëåå, èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) â ñèëó (8), ñ ó÷åòîì ëåììû 1 áóäåì èìåòü

β1ū
k
n(r, 0) = γ1ū

k
n(r, α) + ϕk

1n(r), β2ū
k
nt(r, 0) = γ2ū

k
nt(r, α) + ϕk

2n(r) ,

ūkn(1, t) = ψk
n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

(14)Â (13), (14) ïðîèçâåäÿ çàìåíó ῡkn(r, t) = ūkn(r, t)− ψk
n(t) ïîëó÷èì

ῡknrr +
m− 1

r
ῡknr −

λn
r2
ῡkn + ῡkntt = f̄k

n(r, t) , (15)

β1ῡ
k
n(r, 0) = γ1ῡ

k
n(r, α) + ϕk

1n(r), β2ῡ
k
nt(r, 0) = γ2ῡ

k
nt(r, α) + ϕk

2n(r) ,

ῡkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(16)

f̄k
n(r, t) = fk

n(r, t)− ψk
ntt +

λn
r2
ψk
n, ϕ

k
1n(r) = ϕ̄k

1n(r) + γ1ψ
k
n(α)− β1ψ

k
n(0) ,

ϕk
2n(r) = ϕ̄k

2n(r) + γ2ψ
k
nt(α)− β2ψ

k
nt(0) .Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ῡkn(r, t) = r

(1−m)
2 υkn(r, t) çàäà÷ó (15), (16) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåéçàäà÷å

Lυkn ≡ υknrr + υkntt +
λ̄n
r2
υkn = f̃k

n(r, t) , (17)

β1υ
k
n(r, 0) = γ1υ

k
n(r, α) + ϕ̃k

1n(r), β2υ
k
nt(r, 0) = γ2υ

k
nt(r, α) + ϕ̃k

2n(r),

υkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(18)

λ̄n =
(m− 1)(3−m)− 4λn

4
, f̃k

n(r, t) = r
(m−1)

2 f
k

n(r, t) , ϕ̃k
jn(r) = r

(m−1)
2 ϕk

jn(r) , j = 1, 2.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 9�åøåíèå çàäà÷è (13), (14) ðàññìîòðèì â âèäå
υkn(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(t) , (19)ïðè ýòîì ïóñòü
f̃k
n(r, t) =

∞∑

s=1

akns(t)Rs(r) , ϕ̃
k
1n(r) =

∞∑

s=1

bknsRs(r), ϕ̃
k
2n(r) =

∞∑

s=1

eknsRs(r) . (20)Ïîäñòàâëÿÿ (19) â (17), (18), ñ ó÷åòîì (20), ïîëó÷èì
Rsrr +

(
λn
r2

+ µ

)
Rs = 0 , 0 < r < 1 , (21)

Rs(1) = 0 , |Rs(0)| <∞ , (22)

Tstt − µTs(t) = akns(t) , 0 < t < α , (23)

β1Ts(0) = γ1Ts(α) + bkns , β2Tst(0) = γ2Tst(α) + ekns . (24)Îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (21), (22) ÿâëÿåòñÿ [7℄
Rs(r) =

√
rJν(µs,nr) , (25)ãäå ν = n+ (m− 2)/2, µ = µ2

s,n.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) ïðåäñòàâèìî â âèäå [7℄
Ts,n(t) = c1s chµs,nt + c2s sh µs,nt−

chµs,nt

µs,n

t∫

0

akns(ξ) shµs,nξdξ +

+
sh µs,nt

µs,n

t∫

0

akns(ξ) chµs,nξdξ , (26)

c1s, c2s− ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðèâ óñëîâèþ (24) ïîëó÷èì àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé





(β1 − γ1 ch µs,nα)c1s − γ1c2s shµs,nα =

=
γ1
µs,n

[shµs,nα

α∫

0

akns(ξ) chµs,nξdξ − chµs,nα

α∫

0

akns(ξ) shµs,nξdξ] + bkns,

γ2c1s shµs,nα + (γ2 chµs,nα− β2)c2s =

=
[
µs,n

]−1
[γ2(sh µs,nα

α∫

0

akns(ξ) shµs,nξdξ − ch µs,nα

α∫

0

akns(ξ) chµs,nξdξ)− ekns] ,

(27)



10 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5).Ïîäñòàâëÿÿ (25) â (20) ïîëó÷èì
r−

1
2 f̃k

n(r, t) =
∞∑
s=1

akns(t)Jν(µs,nr), r
− 1

2 ϕ̃k
1n(r) =

∞∑
s=1

bknsJν(µs,nr),

r−
1
2 ϕ̃k

2n(r) =
∞∑
s=1

eknsJν(µs,nr) , 0 < r < 1 .
(28)�ÿäû (28) � ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå-Áåññåëÿ [8℄, åñëè

akns(t) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫

0

√
ξf̃k

n(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ ,

bkns = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ,

ekns = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

2n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ ,

(29)

µs,n, s = 1, 2, ...− ïîëîæèòåëüíûå íóëè �óíêöèé Áåññåëÿ Jν(z), ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿä-êå âîçðàñòàíèÿ èõ âåëè÷èíû.Èç (25),(26) ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18) â âèäå
υkn(r, t) =

∞∑

s=1

√
rTs,n(t)Jn+ (m−2)

2

(µs,nr) , (30)ãäå akns(t), bkns, ekns, îïðåäåëÿþòñÿ èç (29), à c1s, c2s− èç (27).Ñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà ðåøèâ çàäà÷ó (10), (14) (n = 0), à çàòåì (11), (14)(n = 1) èò.ä. íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå υkn(r, t) èç (30), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .Èòàê, â îáëàñòè Dα, èìååò ìåñòî
∫

H

ρ(θ)LudH = 0 . (31)Ïóñòü f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), ïðè÷åì R(r) ∈ V0, V0-ïëîòíà â L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H)-ïëîòíà â L2(H), à T (t) ∈ V1, V1-ïëîòíà â L2((0, α)). Òîãäà f(r, θ, t) ∈ V ,
V = V0 ⊗H ⊗ V1-ïëîòíà â L2(Dα) [9℄.Îòñþäà è èç (31), ñëåäóåò, ÷òî

∫

Dα

f(r, θ, t)LudDα = 0 è Lu = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Dα.
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u(r, θ, t) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

[ψk
n(t) + r

(1−m)
2 υkn(r, t)]Y

k
n,m(θ) , (32)ãäå υkn(r, t) íàõîäÿòñÿ èç (30).Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó [8℄ 2J ′

ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z) îöåíêè [10,6℄
Jν(z) =

√
2
πz

cos
(
z − π

2
ν − π

4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν ≥ 0 ,

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣
∂q

∂θqj
Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1, m− 1, q = 0, 1, ... ,à òàêæå ëåììû, óñëîâèÿ íà çàäàííûå �óíêöèè ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ), ψ(t, θ), êàê â [4,5℄ ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (32) ïðèíàäëåæèò êëàññó

C(D̄α) ∩ C1(Dα ∪ S0 ∪ Sα) ∩ C2(Dα).Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 1 óñòàíîâëåíî. �3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. �åøåíèå çàäà÷è (1), (3) áóäåì èñêàòü â âèäå (8),ãäå �óíêöèè ūkn(r, t) áóäóò îïðåäåëåíû íèæå. Òîãäà, àíàëîãè÷íî ï.2, �óíêöèè ūkn(r, t)óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìû óðàâíåíèé (10)-(12).Äàëåå, èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (3), â ñèëó (8), ïîëó÷èì
ūkn(r, 0) = ϕk

1n(r), β2ū
k
nt(r, 0) = γ2u

k
n(r, α) + ϕ̄k

2n(r), ū
k
n(1, t) = ψk

n(t),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
(33)Êàê ðàíåå çàìå÷åíî, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10)-(12) ïðåäñòàâèìî â âèäå(13).Ïðîèçâåäÿ ñíà÷àëà çàìåíó ῡkn(r, t) = ūkn(r, t) − ψk

n(t), à çàòåì ïîëîæèâ ῡkn(r, t) =

= r
(1−m)

2 υkn(r, t) çàäà÷ó (13), (33) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å
Lυkn = f̃k

n(r, t) , (17)

υkn(r, 0) = ϕ̃k
1n(r), β2υ

k
nt(r, 0) = γ2υ

k
n(r, α) + ϕ̃k

2n(r), υ
k
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,

(34)ãäå ϕ̃k
1n(r) = r

(m−1)
2 (ϕ̄k

1n(r)− ψk
n(0)), ϕ̃

k
2n(r) = r

(m−1)
2 (ϕ̄k

2n(r) + γ2ψ
k
n(α)− β2ψ

k
nt(0)) .Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (17), (34) áóäåì èñêàòü â âèäå (19), òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å (21),(22) è ê çàäà÷å äëÿ (23) ñ äàííûìè

Ts(0) = bkns, β2Tst(0) = γ2Ts(α) + ekns . (35)Óäîâëåòâîðèâ îáùåå ðåøåíèå (26) óðàâíåíèÿ (23) êðàåâîìó óñëîâèþ (35) áóäåìèìåòü




c1s = bkns ,
(µs,nβ2 − γ2 shµs,nα)c2s =

= γ2b
k
ns ch µs,nα +

γ2
µs,n

(shµs,nα

α∫

0

akns(ξ) chµs,nξdξ − chµs,nα

α∫

0

akns(ξ) shµs,nξdξ) + ekns ,

(36)
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akns(t), b

k
ns, e

k
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Bk,αu(t) ≡

d

dt
CDα

0,tu(t) +
k

t

(
CDα

0,tu(t)− CDα
0,tu(0)

)
= Au(t) , t > 0 , (1)ãäå CDα

0,tu(t) � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî
CDα

0,tu(t) =
d

dt
I1−α
0,t (u(t)− u(0)) , CDα

0,tu(0) = lim
t→0

CDα
0,tu(t) ,

I1−α
0,t u(t) =

1

Γ(1− α)

t∫

0

u(τ)

(t− τ)α
dτ� ëåâîñòîðîííèé äðîáíûé èíòåãðàë �èìàíà-Ëèóâèëëÿ, Γ(·) � ãàììà-�óíêöèÿ.Óðàâíåíèå (1) ñîäåðæèò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé �óíêöèè è åå äðîáíîé ïðîèçâîäíîéâ òî÷êå t = 0, ïîýòîìó, ñëåäóÿ [1℄, [2℄, áóäåì íàçûâàòü åãî íàãðóæåííûì óðàâíåíèåì.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå â óðàâíåíèè (1) çàäàííîé ïðè t = 0 íàãðóçêè ïîçâîëÿåòóñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü èìåííî çàäà÷è Êîøè, à íå âåñîâîé íà÷àëüíîé çàäà÷è, êàê ýòîñâîéñòâåííî äëÿ ðÿäà ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé.Ïðè α = 1 óðàâíåíèå (1) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó

u′′(t) +
k

t
(u′(t)− u′(0)) = Au(t) , t > 0 , (2)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 13-01-00378 À-2013
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u(0) = u0 , u′(0) = u1 , (3)äîëæíà èññëåäîâàòüñÿ îñîáî ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3℄, [4℄.Ïðè α = 0 óðàâíåíèå (1) ïðåâðàùàåòñÿ â íàãðóæåííîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêàâèäà

u′(t) +
k

t
(u(t)− u(0)) = Au(t) , t > 0 , (4)äëÿ êîòîðîãî ìû òàêæå èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè, íî, åñòåñòâåííî, óæå ñîäíèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.Áóäåì ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0) = u0 ,
CDα

0,tu(0) = u1 , (5)è âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k = 0, u1 = 0.Óñëîâèå 1. Åñëè Re λ > ω ≥ 0 è 0 < α < 1, òî λα+1 ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìóìíîæåñòâó ρ(A) îïåðàòîðà A è äëÿ âñåõ öåëûõ n ≥ 0 ðåçîëüâåíòà R(λ) = (λI − A)−1óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
∥∥∥∥
dn

dλn
(
λαR

(
λα+1

))∥∥∥∥ ≤ M n!

(Re λ− ω)n+1
. (6)Òåîðåìà 1. Ïóñòü k = 0, 0 < α < 1, u0 ∈ D(A), u1 = 0 è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ 1. Òîãäà çàäà÷à (1), (5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

� Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèþ (1) îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Iα0,t èäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó
u′(t) =

1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1Au(s) ds , t ≥ 0 , (7)
u(0) = u0. (8)Çàäà÷à (7), (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé çàäà÷è èññëåäîâàííîé â [5℄.Â òåîðåìå 3 óêàçàííîé ðàáîòû [5℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûìè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íà îïåðàòîð A, îáåñïå÷èâàþùèì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòüçàäà÷è (7), (8), à ñòàëî áûòü, è ýêâèâàëåíòíîé åé, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âäîêàçûâàåìîé òåîðåìå, çàäà÷å (1), (5). �àçðåøàþùèé îïåðàòîð çàäà÷è (7), (8) îáîçíà÷èì÷åðåç Y0,α(t), ïðè ýòîì u(t) = Y0,α(t)u0. Äëÿ Y0,α(t) â [5℄ óñòàíîâëåíû ïðåäñòàâëåíèå èîöåíêà

Y0,α(t)u0 =
1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

eλt λαR
(
λα+1

)
u0 dλ , u0 ∈ D

(
A2
)
,

‖Y0,α(t)‖ ≤ M eσt , σ > ω . �
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Pk,αu(t) = ck,α

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1)−1
u(ts) ds , (9)

ck,α =
α + 1

B(k/(α + 1), 1/(α+ 1))
,ãäå B(·, ·) � áåòà-�óíêöèÿ, è êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðîáíûé èíòåãðàë Ýðäåéè-Êîáåðà Iγ0+,σ,η (ñì. [6℄, ñ. 246) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Pk,αu(t) =
Γ ((k + 1)/(α+ 1))

Γ (1/(α+ 1))
I
k/(α+1)
0+,α+1,−α/(α+1)u(t) .Ïîñòîÿííàÿ ck,α ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû

lim
t→0

Pk,αu(t) = u(0) .Òåîðåìà 2. Ïóñòü k > 0, α ≥ 0 è �óíêöèÿ u(t) òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò äðîáíàÿïðîèçâîäíàÿ âèäà (CDα
0,tu(t)

)′. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
Bk,α Pk,αu(t) = Pk,α

(
CDα

0,tu(t)
)′
+
ck,α
t

CDα
0,tu(0) . (10)

� Ïðèìåíÿÿ ê (9) îïåðàòîð Bk,α, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì
Bk,α Pk,αu(t) = ck,α

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1)−1
sα+1 d

d(ts)
CDα

0,tsu(t) ds+

+
k ck,α
t

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1)−1
sα CDα

0,tsu(t) ds =

= ck,α

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1)−1
sα+1 d

d(ts)
CDα

0,tsu(t) ds+

+
ck,α
t

CDα
0,tu(0) + ck,α

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1) d

d(ts)
CDα

0,tsu(t) ds =

= ck,α

1∫

0

(
1− sα+1

)k/(α+1)−1 (
sα+1 + 1− sα+1

) d

d(ts)
CDα

0,tsu(t) ds+
ck,α
t

CDα
0,tu(0) =

= Pk,α

(
CDα

0,tu(t)
)′
+
ck,α
t

CDα
0,tu(0) . �



16 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (5) äëÿ
k > 0 è u1 = 0.Òåîðåìà 3. Ïóñòü k > 0, 0 < α < 1, u0 ∈ D(A), u1 = 0 è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ 1. Òîãäà �óíêöèÿ u(t) = Pk,αY0,α(t)u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (5).Â äàëüíåéøåì ïðè 0 < α < 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Yk,α(t) = Pk,αY0,α(t).Çàìå÷àíèå 1. Åñëè 0 < α < 1 è A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî

Yk,α(t) =
Γ ((k + 1)/(α+ 1))

Γ (1/(α + 1))

∞∑

j=0

Γ (j + 1/(α + 1)) t(α+1)jAj

Γ ((α + 1)j + 1) Γ (j + (k + 1)/(α+ 1))
. (11)Îòìåòèì, ÷òî ïðè α = 1 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (11) ïðåâðàùàåòñÿ â îïåðàòîðíóþ�óíêöèþ Áåññåëÿ (ñì. [4℄)

Yk(t) = Γ(k/2+1/2)

∞∑

j=0

(
t
√
A/2

)2j

j! Γ(j + k/2 + 1/2)
= Γ(k/2+1/2)

(
t
√
A/2

)1/2−k/2

Ik/2−1/2

(
t
√
A
)
,ãäå Iν(·) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, à ïðè k = 0 � â �óíêöèþ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà Eα+1,1(t

α+1A).Äëÿ ïîñòðîåííîé îïåðàòîðíîé �óíêöèè Yk,α(t) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñäâèãà ïî ïåð-âîìó ïàðàìåòðó.Òåîðåìà 4. Ïóñòü m > k > 0, 0 < α < 1 è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.Òîãäà
Ym,α(t) =

α + 1

B((m− k)/(α+ 1), (k + 1)/(α+ 1))

∫ 1

0

sk (1− sα+1)(m−k)/(α+1)−1 Yk,α(ts) ds.(12)
� Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóÿ èíòåãðàë 2.2.5.1 [7℄, ïîëó÷èì

∫ t

0

τk (tα+1 − τα+1)(m−k)/(α+1)−1 Yk,α(τ) dτ =

= ck,α

∫ t

0

τα (tα+1 − τα+1)(m−k)/(α+1)−1

τ∫

0

(
τα+1 − ξα+1

)k/(α+1)−1
Y0,α(ξ) dξdτ =

= ck,α

∫ t

0

Y0,α(ξ)

t∫

ξ

τα (tα+1 − τα+1)(m−k)/(α+1)−1
(
τα+1 − ξα+1

)k/(α+1)−1
dτdξ =

=
ck,α
α + 1

∫ t

0

Y0,α(ξ)

tα+1∫

ξα+1

(tα+1 − η)(m−k)/(α+1)−1
(
η − ξα+1

)k/(α+1)−1
dηdξ =
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=
ck,α B((m− k)/(α+ 1), k/(α+ 1))

α + 1

∫ t

0

(tα+1 − ξ)m/(α+1)−1Y0,α(ξ) dξ =

=
Γ ((m− k)/(α + 1)) Γ ((k + 1)/(α+ 1))

(α+ 1) Γ ((m+ 1)/(α+ 1))
tm−αYm,α(t) ,îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (12). �Ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà k = 0, u0 = 0, à u1 6= 0.Òåîðåìà 5. Ïóñòü k = 0, 0 < α < 1, u0 = 0, u1 ∈ D(A) è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ 1. Òîãäà çàäà÷à (1), (5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

� Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèþ (1) îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Iα0,t èäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó
u′(t) =

1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1Au(s) ds+
tα−1

Γ(α)
u1, t ≥ 0 , (13)

u(0) = 0. (14)Òàêæå êàê è çàäà÷à (7), (8), çàäà÷à (13), (14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ñëó-÷àé çàäà÷è èññëåäîâàííîé â [5℄ è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. �àçðåøàþùèé îïåðàòîð çà-äà÷è (13), (14) îáîçíà÷èì ÷åðåç L0,α(t), ïðè ýòîì u(t) = L0,α(t)u1, à äëÿ L0,α(t) â [5℄óñòàíîâëåíî ïðåäñòàâëåíèå
L0,α(t) = Iα0,tY0,α(t) =

1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1Y0,α(s) ds . �Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (5) äëÿ
k > 0 è u0 = 0.Òåîðåìà 6. Ïóñòü k > 0, 0 < α < 1, u0 = 0, u1 ∈ D(A) è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ 1. Òîãäà �óíêöèÿ u(t) = Pk,αL0,α(t)u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (5).Â äàëüíåéøåì ïðè 0 < α < 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Lk,α(t) = Pk,αL0,α(t).Çàìå÷àíèå 2. Åñëè 0 < α < 1 è A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî

Lk,α(t) = Γ (k/(α + 1) + 1)
∞∑

j=0

Γ(j + 1) t(α+1)j+αAj

Γ ((α + 1)j + α + 1) Γ (j + k/(α+ 1) + 1)
. (15)Ïðè α = 1 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (15) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ñòðóâå

Lk(t) =

√
π

2
Γ (k/2 + 1)

∞∑

j=0

(
t
√
A/2

)2j

Γ (j + 3/2)Γ (j + k/2 + 1)
=

=
2k/2−1/2

√
π Γ(k/2 + 1)

Ak/4+1/4 tk/2−1/2
Lk/2−1/2

(
t
√
A
)
,



18 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ãäå Lν(·) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Ñòðóâå ( [8℄, ñ. 655), à ïðè k = 0 � ÷åðåç�óíêöèþ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà Lk(t) = tαEα+1,α+1(t
α+1A).Äëÿ îïåðàòîðíîé �óíêöèè Lk,α(t) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñäâèãà ïî ïåðâîìó ïàðàìåò-ðó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ òàêæå êàê è â òåîðåìå 4.Òåîðåìà 7. Ïóñòü m > k > 0, 0 < α < 1 è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.Òîãäà

Lm,α(t) =
α + 1

B((m− k)/(α + 1), k/(α+ 1) + 1)

∫ 1

0

sk (1− sα+1)(m−k)/(α+1)−1 Lk,α(ts) ds .Ïîñòðîåííûå îïåðàòîðíûå �óíêöèè Yk,α(t), Lk,α(t) è òåîðåìû 3 è 6 ïîçâîëÿþò óñòà-íîâèòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (5).Òåîðåìà 8. Ïóñòü k > 0, 0 < α < 1, u0, u1 ∈ D(A) è îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ 1. Òîãäà �óíêöèÿ u(t) = Yk,α(t)u0 +Lk,α(t)u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè(1), (5).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (5) ñäåëàåì äîïîë-íèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ îïåðàòîðîì A ïðè íåêîòîðîì m ≥ 0ðàâíîìåðíî êîððåêòíà çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó
u′′(t) +

m

t
u′(t) = Au(t) , t > 0 , (16)

u(0) = u0 , u′(0) = 0 . (17)Â ðàáîòàõ [3℄, [4℄ ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà îïåðàòîð A, îáåñïå÷èâàþùèå êîððåêòíóþðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è. Îíè ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ îöåíêè íîðìû äðîáíîéñòåïåíè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A è åå ïðîèçâîäíûõ. Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ A, ñ êî-òîðûìè çàäà÷à (16), (17) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, îáîçíà÷èì ÷åðåç Gm, à ðàçðåøàþùèéîïåðàòîð ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ym(t) è íàçîâåì îïåðàòîðíîé �óíêöèåé Áåññåëÿ.Òåîðåìà 9. Ïóñòü k > 0, 0 < α < 1, ïóñòü òàêæå ïðè íåêîòîðîì m ≥ 0 îïåðàòîð
A ∈ Gm è Ym(t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Òîãäà ðåøåíèåðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (5) åäèíñòâåííî.

� Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (5) áóäåì âåñòè îò ïðîòèâ-íîãî. Åñëè u1(t) è u2(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (5), òî ðàññìîòðèì �óíêöèþ äâóõïåðåìåííûõ w(t, s) = f (Ym(s) (u1(t)− u2(t))), ãäå f ∈ E∗ (E∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-ñòâî), t, s ≥ 0. Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Bk,αw(t, s) =

∂2w(t, s)

∂s2
+
m

s

∂w(t, s)

∂s
, t, s > 0 (18)è óñëîâèÿì

lim
t→0

w(t, s) = lim
t→0

CDα
0,tw(t, s) = lim

s→0

∂w(t, s)

∂s
= 0 . (19)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 19Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [9℄, èñòîëêóåì w(t, s) êàê îáîáùåííóþ �óíê-öèþ óìåðåííîãî ðîñòà è ïî ïåðåìåííîé s ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Áåññåëÿ
ŵ(t, λ) =

∫ ∞

0

s2p+1 jp(λs) w(t, s) ds , w(t, s) = γp

∫ ∞

0

λ2p+1 jp(λs) ŵ(t, λ) dλ ,

p =
1−m

2
, γp =

1

22p Γ2(p+ 1)
, jp(s) =

2p Γ(p+ 1)

sp
Jp(s) ,ãäå Jp(·) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ.Èç (18), (19) äëÿ îáðàçà ŵ(t, λ) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

Bk,αŵ(t, λ) = −λ2 ŵ(t, λ) , t > 0 , (20)
lim
t→0

ŵ(t, λ) = lim
t→0

CDα
0,tŵ(t, λ) = 0 . (21)Â ñèëó çàìå÷àíèé 1 è 2 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20) èìååò âèä

ŵ(t, λ) =
d1(λ) Γ ((k + 1)/(α + 1))

Γ (1/(α+ 1))

∞∑

j=0

Γ (j + 1/(α+ 1)) t(α+1)j(−λ2)j
Γ ((α + 1)j + 1) Γ (j + (k + 1)/(α+ 1))

+

+d2(λ) Γ (k/(α + 1) + 1)

∞∑

j=0

Γ(j + 1) t(α+1)j+α(−λ2)j
Γ ((α + 1)j + α+ 1) Γ (j + k/(α + 1) + 1)

,è èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (21) ñëåäóþò ðàâåíñòâà d1(λ) = d2(λ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ŵ(t, λ) = w(t, s) = 0 äëÿ ëþáîãî s ≥ 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè �óíêöèîíàëà f ∈ E∗ ïðè
s = 0 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî u1(t) ≡ u2(t), è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíà. �Íàéäåì äàëåå ðåøåíèå íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (4), óäîâëåòâîðÿ-þùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(0) = u0 . (22)×òîáû îïèñàòü êëàññ îïåðàòîðîâ A, äëÿ êîòîðîãî êîððåêòíà çàäà÷à (4), (22), íàïîì-íèì îïðåäåëåíèå ïðîèíòåãðèðîâàííîé ïîëóãðóïïû (ÏÏ).Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü β > 0. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åí-íûõ îïåðàòîðîâ Tβ(t), t ≥ 0 íàçûâàåòñÿ β ðàç ÏÏ, åñëè:1) Γ(β)Tβ(t)Tβ(s) = t+s∫
s

(t+ s− r)β−1Tβ(r) dr −
t∫
0

(t + s− r)β−1Tβ(r) dr, t, s ≥ 0;2) Tβ(0) = 0;3) äëÿ ëþáîãî x ∈ E �óíêöèÿ Tβ(t)x íåïðåðûâíà ïî t ≥ 0;4) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M > 0, ω ∈ R òàêèå, ÷òî
‖Tβ(t)‖ ≤ Meωt , t ≥ 0 .�åíåðàòîð À ÏÏ Tβ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: D (A) � ìíîæåñòâî ýëå-ìåíòîâ x ∈ E òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

Tβ(t)x−
tβ

Γ(α + 1)
x =

t∫

0

Tβ(s)y ds , t ≥ 0 ; (23)



20 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò Ax = y.Òåîðåìà 10. Ïóñòü k > 0, A � ãåíåðàòîð k ðàç ÏÏ Tk(t), u0 ∈ D(A). Òîãäà �óíêöèÿ
u(t) ≡ Yk,0(t)u0 = Γ(k+1) t−k Tk(t)u0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4), (22).

� Èç ðàâåíñòâà (23) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22). Ïðîâåðèì,÷òî �óíêöèÿ u(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4). Äåéñòâèòåëüíî,
u′(t) +

k

t
(u(t)− u(0)) = Γ(k + 1) t−k T ′

k(t)u0 −
k

t
u0 =

= Γ(k + 1) t−k

(
ATk(t)u0 +

tk−1

Γ(k)
u0

)
− k

t
u0 = Γ(k + 1) t−k ATk(t)u0 = Au(t) .Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (4), (22) áóäåì âåñòè îò ïðîòèâíîãî.Ïóñòü u1(t) è u2(t) � äâà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = u1(t)−u2(t).Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

v′(t) = Av(t) , v(0) = 0 ,êîòîðàÿ èìååò (ñì. [10℄) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v(t) ≡ 0 è, ñòàëî áûòü, u1(t) ≡ u2(t). �Çàìå÷àíèå 3. Åñëè A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî Yk,0(t) = Γ(k + 1) E1,k+1(tA).Èç òåîðåìû 2 äëÿ îïåðàòîðíîé �óíêöèè Yk,0(t) âûòåêàåò �îðìóëà ñäâèãà ïî ïàðà-ìåòðó.Òåîðåìà 11. Ïóñòü m > k > 0 è îïåðàòîð A � ãåíåðàòîð k ðàç ÏÏ. Òîãäà
Ym,0(t) =

1

B(m− k, k + 1)

∫ 1

0

sk (1− s)m−k−1 Yk,0(ts) ds . (24)Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (24) ïðèìûêàåò ê ðàâåíñòâó (12) ïðè α = 0.Åñëè çàäà÷à (16), (17) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, ò.å., A ∈ Gm è Ym(t) � ÎÔÁ äëÿ ýòîéçàäà÷è, òî, êàê äîêàçàíî â [3℄, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû T (t),ïðè ýòîì çàäà÷à
v′(t) = Av(t) , v(0) = v0 ∈ D(A) ,ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, v(t) = T (t)v0 è äëÿ ïîëóãðóïïû T (t) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

T (t) =
1

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

∞∫

0

sm exp

(
−s

2

4t

)
Ym(s) ds . (25)Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå âûðàçèòü îïåðàòîðíóþ �óíêöèþ Yk,0(t)÷åðåç îïåðàòîðíóþ �óíêöèþ Áåññåëÿ Ym(t). Ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàíà Ψ(·, ·; ·) �âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Òðèêîìè (ñì. [8℄, ñ. 365.)Òåîðåìà 12. Ïóñòü k > 0, ïðè íåêîòîðîì m ≥ 0 îïåðàòîð A ∈ Gm è Ym(t) �ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Yk,0(t) =
Γ(k + 1)

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

∞∫

0

sm exp

(
−s

2

4t

)
Ψ

(
k,
m+ 1

2
;
s2

4t

)
Ym(s) ds . (26)
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� Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (25), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

Yk,0(t) =
Γ(k + 1)

tk
Ik0,tT (t) =

Γ(k + 1)

tk
1

Γ(k)

t∫

0

(t− τ)k−1T (τ) dτ = k

1∫

0

(1− ξ)k−1T (tξ) dξ =

=
k

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

1∫

0

(1− ξ)k−1ξ−m/2−1/2

∞∫

0

ηm exp

(
− s2

4tξ

)
Ym(s) dsdξ =

=
k

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

∞∫

0

sm Ym(s)

1∫

0

(1− ξ)k−1ξ−m/2−1/2 exp

(
− s2

4tξ

)
dξds =

=
k

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

∞∫

0

sm Ym(s)

∞∫

1

(η − 1)k−1ηm/2−1/2−k exp

(
−s

2η

4t

)
dηds =

=
Γ(k + 1)

2m Γ(m/2 + 1/2) tm/2+1/2

∞∫

0

sm exp

(
−s

2

4t

)
Ψ

(
k,
m+ 1

2
;
s2

4t

)
Ym(s) ds ,ïðè ýòîì áûë èñïîëüçîâàí èíòåãðàë 2.3.6.6 èç [7℄. �Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî �îðìóëà (26) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðàâåíñòâà (25) äëÿçàäà÷è (4), (22) è ïðåâðàùàåòñÿ â íåå ïðè k = 0.Ëèòåðàòóðà1. Äæåíàëèåâ Ì.Ë. Ê òåîðèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé / Àëìàòû: Èí-ò òåîð. è ïðèêë. ìàòåì., 1995.2. Íàõóøåâ À.Ì. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå / Ì.: Íàóêà, 2012.3. �ëóøàê À.Â., Ïîêðó÷èí Î.À. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àá-ñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó // Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåð. Ìà-òåìàòèêà. Ôèçèêà. � 2012. � �11(130). Âûï. 27. � Ñ.29-37.4. �ëóøàê À.Â., Ïîêðó÷èí Î.À. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àá-ñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó // Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåð. Ìà-òåìàòèêà. Ôèçèêà. � 2014. � �19(190). Âûï. 36. � Ñ.17-26.5. Da Prato G., Iannelli M. Linear integro-di�erential equations in bana
h spa
es / Rend. Sem.Mat. Univ. Padova. � 1980. � 62. � P.207-219.6. Ñàìêî Ñ.�., Êèëáàñ À.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà èíåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ / Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1987.7. Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâ Þ.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ýëåìåíòàðíûå �óíê-öèè / Ì.: Íàóêà, 1981.8. Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâ Þ.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû. Äîïîëíèòåëüíûåãëàâû / Ì.: Íàóêà, 1986.9. Æèòîìèðñêèé ß.È. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ ñ äè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè òèïà Áåññåëÿ // Ìàò. ñá. � 1955. � 36,�2. �Ñ.299-310.10. Ìåëüíèêîâà È.Â., Ôèëèíêîâ À.È. Èíòåãðèðîâàííûå ïîëóãðóïïû è C-ïîëóãðóïïû. Êîð-ðåêòíîñòü è ðåãóëÿðèçàöèÿ äè��åðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ çàäà÷ // ÓÌÍ. � 1994. � 49,âûï. 6(300). � Ñ.111-150.
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 23MSC 60H10, 60H30ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÈÇÓ×ÅÍÈÞ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ËÅÎÍÒÜÅÂÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÑ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÌÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÌÈÞ.Å. �ëèêëèõ, Å.Þ. ÌàøêîâÂîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,Óíèâåðñèòåòñêàÿ ïë., 1, Âîðîíåæ, 394006, �îññèÿ, e-mail: yeg�math.vsu.ruÊóðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. �àäèùåâà, 33, Êóðñê, 305000, �îññèÿ, e-mail: mashkovevgen�yandex.ruÀííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñ ñèíãóëÿðíûìïó÷êîì ïîñòîÿííûõ ìàòðèö êîý��èöèåíòîâ è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â ïðàâîé ÷àñòè.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðîèç-âîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïðàâîé ÷àñòè (âêëþ÷àÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ).Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ìû ïðèìåíÿåì àïïàðàò ïðî-èçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè èññëåäîâàíèè íåèñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå�îðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì, òåêóùàÿ ñêîðîñòü, âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, äè�-�åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà.Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé â �îðìå Èòî âèäà
dL̃ξ(t) = M̃ξ(t)dt+ f(t)dt+ dSζ(t) + Λdw̃(t) , 0 ≤ t ≤ T ,ãäå M̃ + λL̃ � ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ïîñòîÿííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × m; ξ(t) � èñêîìûéñëó÷àéíûé ïðîöåññ; w̃(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåñ
 â Rn; Λ � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöàðàçìåðà n × n; f(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ âíóëå íóëåâîå çíà÷åíèå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè; ζ(t) � n-ìåðíûé ïðîöåññ ñêà÷-êîâ; S � n × n-ìàòðèöà. Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàííîé ñòàòüè ïîñëóæèëà ðàáîòà [1℄,â êîòîðîé äàííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì ïîñòîÿííûõ ìàòðèöêîý��èöèåíòîâ.Ñïåöè�èêà óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ïðåäïîëàãàåò ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîä-íûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò ïðàâîé ÷àñòè (â òîì ÷èñëå è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà). Êàêèçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1℄), ïðîèçâîäíûå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþò òîëüêîâ ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé, êîòîðûå êðàéíå òðóäíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êîíêðåò-íûõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ïðÿìîå èññëåäîâàíèå íàøåãî óðàâíåíèÿñëîæíûì.Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ (êàê è â [3,4℄) äàííîãî óðàâ-íåíèÿ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó-÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå èñïîëüçîâàíû îáîáùåííûå �óíêöèè. À



24 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39èìåííî, ìû ïðèìåíÿåì ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì (òåêóùèå ñêîðîñòè)âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåêóùèå ñêîðîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåîëîãèåé òåîðèèïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè àíàëîãàìè �èçè÷åñêîéñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ ìûïîëó÷àåì �èçè÷åñêè îñìûñëåííûå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèé â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ îñíîâ òåîðèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì â îáú-åìå, íåîáõîäèìîì äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ñòàòüè. Äàëåå, ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå êàíîíè÷å-ñêîé �îðìû Êðîíåêåðà-Øóðà ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ïîñòîÿííûõ ìàòðèö. Çàòåì, èçó÷àþò-ñÿ âîïðîñû î ïðèâåäåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèíãóëÿðíîãîòèïà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ðåøåíèéñèíãóëÿðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâè-ÿìè.Ìîäè�èêàöèè àïïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì (ðàçä. 1) è êàíîíè÷åñêîé �îðìûØóðà (ðàçä. 2), ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû, âûïîëíåíû ïðè �èíàí-ñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �13-01-00041 è �15-01-00620).�åçóëüòàòû ðàçä. 3 ïîëó÷åíû ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-íèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ âóçàì â ñ�åðåíàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè íà 2014�2016 ãîäû (ïðîåêò 1.1539.2014/K).�åçóëüòàòû ðàçäåëà 4 ïîëó÷åíû ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî�îíäà (ïðîåêò �14-21-00066, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå).1. Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. �àññìîòðèì ñòîõàñòè÷å-ñêèé ïðîöåññ ξ(t) â Rn, t ∈ [0, l], îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-ñòâå (Ω,F,P) è òàêîé, ÷òî ξ(t) ÿâëÿåòñÿ L1-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé äëÿ âñåõ t. Èçâåñòíî,÷òî êàæäûé òàêîé ïðîöåññ ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî σ-ïîäàëãåáð σ-àëãåáðû F ”íàñòîÿùåå”
N

ξ
t , êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü ïîëíûì, ò. å. ïîïîëíåííûì âñåìè ìíîæåñòâàìè âåðîÿòíîñòèíóëü.�àäè óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(·|Nξ

t ) îòíîñè-òåëüíî ¾íàñòîÿùåãî¿ N
ξ
t äëÿ ξ(t) ÷åðåç Eξ

t . Îáû÷íîå (”áåçóñëîâíîå”) ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì E.Âîîáùå ãîâîðÿ, ïî÷òè âñå âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè ïðîöåññà ξ(t) íå äè��åðåíöè-ðóåìû, òàê ÷òî åãî ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé.×òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé, ñîãëàñíî Íåëüñîíó äàåì ñëåäó-þùåå îïðåäåëåíèå:Îïðåäåëåíèå 1 [1℄.(i) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñïðàâà Dξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1-ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà
Dξ(t) = lim

∆t→+0
Eξ

t (
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t
) ,ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F,P) è ∆t → +0 îçíà÷àåò, ÷òî ∆tñòðåìèòñÿ ê 0 è ∆t > 0.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 25(ii) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëåâà D∗ξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1-ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
D∗ξ(t) = lim

∆t→+0
Eξ

t (
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t
) ,ãäå (êàê è â (i)) ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F,P) è∆t→ +0 îçíà÷àåò,÷òî ∆t ñòðåìèòñÿ ê 0 è ∆t > 0.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, Dξ(t) 6= D∗ξ(t), íî åñëè, íàïðèìåð, ξ(t) ïî÷òèíàâåðíîå èìååò ãëàäêèå âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè, ýòè ïðîèçâîäíûå î÷åâèäíî ñîâïàäàþò.Èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì. [5℄) ñëåäóåò, ÷òî Dξ(t) è

D∗ξ(t) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñóïåðïîçèöèè ξ(t) è áîðåëåâñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé(ðåãðåññèé)
Y 0(t, x) = lim

∆t→+0
Eξ

t (
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t
|ξ(t) = x)

Y 0
∗ (t, x) = lim

∆t→+0
Eξ

t (
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t
|ξ(t) = x)íà Rn, òî åñòü, Dξ(t) = Y 0(t, ξ(t)) è D∗ξ(t) = Y 0

∗ (t, ξ(t)).Îïðåäåëåíèå 2 [1℄. Ïðîèçâîäíàÿ DS = 1
2
(D+D∗) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïðî-èçâîäíîé â ñðåäíåì. Ïðîèçâîäíàÿ DA = 1

2
(D − D∗) íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷åñêîéïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì.�àññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ vξ(t, x) = 1

2
(Y 0(t, x) + Y 0

∗ (t, x)) è uξ(t, x) = 1
2
(Y 0(t, x) −

Y 0
∗ (t, x)).Îïðåäåëåíèå 3 [1℄. vξ(t) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) íàçûâàåòñÿ òåêóùåé ñêîðîñòüþ ïðî-öåññà ξ(t); uξ(t) = vξ(t, ξ(t)) = DAξ(t) íàçûâàåòñÿ îñìîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t).Òåêóùàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðÿìûì àíàëîãîì îáû÷íîé�èçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ (ñì. [1℄). Îñìîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòüèçìåðÿåò íàñêîëüêî áûñòðî íàðàñòàåò ¾ñëó÷àéíîñòü¿ ïðîöåññà.Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â íàøèõ êîíñòðóêöèÿõ èãðàåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ( [1℄), êî-òîðûé ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì w(t).Ëåììà 1 [1, 3℄. Äëÿ t ∈ (0, l] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Dw(t) = 0, D∗w(t) =
w(t)

t
, DSw(t) =

w(t)

2t
.Ïðè öåëîì k ≥ 2

Dk
Sw(t) = (−1)k−1

k−1∏
i=1

(2i− 1)

2k
w(t)

tk
.2. Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ïîñòîÿííûõ ìàòðèö. Ïðèâåäåìíåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîñòîÿííûõ ìàòðèö, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êîòîðûõèìååòñÿ â êíèãàõ [6, 7℄.



26 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè A è B � ìàòðèöû ðàçìåðà n × m, òî ìàòðèöà λA + B íà-çûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïó÷êîì, èëè ïðîñòî ïó÷êîì. Çäåñü λ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, à íåêîíêðåòíûì ÷èñëîì.Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû è det(λA + B) íå ðàâåí íóëþòîæäåñòâåííî, òî ïó÷îê λA + B íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïó÷îêíàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.Òåîðåìà 1 (Îáîáùåííàÿ âåùåñòâåííàÿ �îðìà Øóðà). Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà λA+
B íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû QL èQR, òàêèå, ÷òî ìàòðèöà QLAQR� âåðõíÿÿ êâàçèòðåóãîëüíàÿ(ò. å. âåðõíÿÿ áëî÷íî-òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíû-ìè áëîêàìè ðàçìåðà 1 × 1 è 2 × 2; áëîêè ðàçìåðà 1 × 1 ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûìñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, à áëîêè ðàçìåðà 2 × 2 � ñîïðÿæåííûì ïàðàì êîìïëåêñíûõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé), à ìàòðèöà QLBQR � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ.Òåîðåìà 2. Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö λA + B ðàçìåðà n × m èìååòñÿ ïðå-îáðàçîâàíèå Êðîíåêåðà (îïèñûâàåòñÿ ïàðîé íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (îïåðàòîðîâ) PL è
PR ðàçìåðîâ n × n è m × m ñîîòâåòñòâåííî), ïðè êîòîðîì ìàòðèöà PLBPR + λPLAPRèìååò êâàçèäèàãîíàëüíûé âèä




λA0 +B0 0
Lε1

Lε2 . . .
Lεp

LT
η1

LT
η2 . . .

0 LT
ηq




, (1)
(0 < ε1 ≤ ε2 ≤ . . . ≤ εp, 0 < η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤ ηp),ãäå

Lε =




λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . λ 1



,êàíîíè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíàÿ êëåòêà Êðîíåêåðà ðàçìåðà ε× (ε+1), LT

η � ìàòðèöà, òðàíñ-ïîíèðîâàííàÿ ê Lη è λA0 +B0 � ðåãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö.Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ �èãóðèðóþùèé â (1) ðåãóëÿðíûé ïó÷îê λA0 + B0 åãîîáîáùåííîé âåùåñòâåííîé �îðìîé Øóðà, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêóþ �îðìó Êðîíåêåðà-Øóðà ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö λA+B â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå.Çàìå÷àíèå 1. Ñòîÿùèé â (1) ðåãóëÿðíûé ïó÷îê λA0+B0 ìîæíî òàêæå çàìåíèòü åãîêàíîíè÷åñêîé �îðìîé Âåéåðøòðàññà è òîãäà ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêóþ �îðìó Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ïîñòîÿííûõ ìàòðèö.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 273. Î ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñèíãóëÿðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõóðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà. Êàê ñêàçàíî âî ââåäåíèèè, ñèíãóëÿðíîå ñòîõàñòè÷å-ñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè � ýòî ñòîõàñòè÷åñêîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â Rn âèäà
dL̃ξ(t) = M̃ξ(t)dt+ f(t)dt+ dSζ(t) + Λdw̃(t), 0 ≤ t ≤ T , (2)ãäå âñå îáúåêòû, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå, îïèñàíû âî ââåäåíèè. Êðîìå ýòîãî, çäåñüïðîöåññ ñêà÷êîâ ζ(t) = ζ(t, ω) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ζ(t, ω) =

N∑

k=1

ζ̃k(ω)χ(t− tk) , 0 = t0 < t1 < · · · < tN < tN+1 = T ,ãäå χ(t) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà èåäèíèöå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ; ζ̃k(ω) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Èç âèäà(2) ïîíÿòíî, ÷òî (äëÿ ïðîñòîòû) íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ðåøåíèÿ (2) ïðåäïîëàãàåòñÿâèäà
ξ(0, ω) = 0 . (3)Ñêàæåì ñðàçó, ÷òî âûïèñàííîå íèæå ðåøåíèå ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò, è, áî-ëåå òîãî, ïðè t = 0 îíî íå îïðåäåëåíî. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿïðîöåññàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, íî ñòàíîâÿòñÿ ðåøå-íèÿìè ëèøü ñ íåêîòîðîãî (çàðàíåå çàäàííîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ìîìåíòà âðåìåíè

t0 > 0 (ñì. íèæå).Ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (2), (3) áóäåì èñêàòü ñðåäè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ξ(t, ω), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (â òîì ñìûñëå êàê îïèñûâàåòñÿ íèæå) ñòîõàñòè÷åñêèìóðàâíåíèÿì

L̃ξk(t) = M̃

∫ t

tk

ξk(τ)dτ +

∫ t

tk

f(τ)dτ + Λw̃(t) , tk ≤ t ≤ tk+1 ,ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , N , â òî÷êàõ tk P -ï. í. óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì
L̃ξ(tk + 0, ω)− L̃ξ(tk − 0, ω) = Sζ̃k(ω) , k = 1, 2, . . . , N ,è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 P -ï. í. óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3).Èòàê, ïðîöåññ ξ(t) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

k = 0, 1, . . . , N ÷åðåç ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ξk(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
L̃ξk(t)− L̃ξk(tk) = M̃

∫ t

tk

ξk(τ)dτ +

∫ t

tk

f(τ)dτ + Λw̃(t) ,ï. â. tk ≤ t ≤ tk+1, ω ∈ Ω, ãäå
ξ0(0) = 0, L̃ξk(tk) = L̃ξk−1(tk, ω) + Sζ̃k(ω) , k = 1, . . . , N .



28 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Êàê íåòðóäíî âèäåòü, óðàâíåíèå (2) â îáùåé �îðìå íåóäîáíî äëÿ èçó÷åíèÿ, ïîýòîìóïðèâåäåì åãî ê íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ìåòîä, îïèñàííûéâ ðàáîòàõ [3, 4℄ äëÿ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà áåç ïðîöåññà ñêà÷êîâ â ïðàâîé ÷à-ñòè. Ïðèìåíèì ê ïó÷êó ìàòðèö M̃ + λL̃ ïðåîáðàçîâàíèå Êðîíåêåðà-Øóðà, îïèñàííîå âïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å. Òîãëà óðàâíåíèå (2) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
PLL̃PRη(t) =

∫ t

0

PLM̃PRη(τ)dτ +

∫ t

0

PLf(τ)dτ + PLSζ(t) + Cw̃(t) ,ãäå C = PLΛ, η(t) = P−1
R ξ(t).�åãóëÿðíóþ êîìïîíåíòó ïó÷êà PLM̃PR+λPLL̃PR =M+λL îáîçíà÷èì ÷åðåç λA+B.Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè âåêòîðîâ áàçèñà â M + λL âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëèñòîÿò ïó÷îê λA + B è êàíîíè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå êëåòêè Êðîíåêåðà Lε, LT

ε â ïîðÿäêå,óêàçàííîì â (1). Ýëåìåíòû λA + B ðàñïîëàãàþòñÿ òàêèì îáðàçîì: â A ñíà÷àëà âäîëüãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò áëîêè ðàçìåðà 2 × 2, ïîòîì íåâûðîæäåííûå áëîêè ðàçìåðà
1× 1, à çàòåì âûðîæäåííûå áëîêè ðàçìåðà 1× 1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗ îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ C, à (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå â Rn. Ââåäåì â Rn íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 �îðìóëîé

〈X, Y 〉 = ((CC∗)−1X, Y ) .Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ â ðàáîòàõ [3, 4℄ íåñëîæíî äîêàçûâàþòñÿ óòâåð-æäåíèÿ:Òåîðåìà 3.(i) Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ X è Y èç Rn âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî 〈CX,CY 〉 = (X, Y ).(ii) Ïðîöåññ w(t) = Cw̃(t) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì â ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü e1, e2,..., en � åñòåñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rnñ (·, ·). Âåêòîðû Ce1, Ce2,..., Cen îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉.Ñëåäñòâèå 2. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ 〈·, ·〉 â ðàçëîæåíèè ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áà-çèñó Ce1, Ce2,..., Cen ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà èìååò âèä
Lη(t) =

∫ t

0

Mη(τ)dτ +

∫ t

0

PLf(τ)dτ + PLSζ(t) + w(t) .Íàïîìíèì, ÷òî â âûðàæåíèÿ äëÿ òåêóùåé ñêîðîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â äàí-íîì ñëó÷àå âõîäèò Grad(C−1x, C−1x), ãäå Grad � ãðàäèåíò îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ 〈·, ·〉.Ëåììà 2. d〈x, x〉 = d(C−1x, C−1x) = 2(C∗)−1C−1x, ãäå d � âíåøíèé äè��åðåíöèàë.Ëåììà 3. Grad 〈x, x〉 = Grad(C−1x, C−1x) = 2x.Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â [3, 4℄, ïðè îòîáðàæåíèè â Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈·, ·〉 �îðìóëû äëÿ òåêóùèõ ñêîðîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñîõðàíÿþò ñâîé âèä.
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Lη(t) =

∫ t

0

Mη(τ)dτ +

∫ t

0

PLf(τ)dτ + PLSζ(t) + w(t) , (4)
η(0) = 0 . (5)Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñêàçàíîå âûøå, �îðìóëû äëÿ ðåøåíèé η(t) çàäà÷è (4), (5) îïðåäå-ëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ k = 0, 1, . . . , N ÷åðåç ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ηk(t), êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Lηk(t)− Lηk(tk) =

∫ t

tk

Mηk(τ)dτ +

∫ t

tk

PLf(τ)dτ + w(t) , (6)ï. â. tk ≤ t ≤ tk+1, ω ∈ Ω, ãäå
η0(0) = 0, Lηk(tk) = Lηk−1(tk, ω) +Qζ̃k(ω) , k = 1, . . . , N , (7)è Q = PLS. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ìî-äåëü, çàäàííóþ óðàâíåíèÿìè (6), íóæíû ïðîèçâîäíûå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (âêëþ÷àÿ âè-íåðîâñêèé ïðîöåññ). Ïðîèçâîäíûå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëåîáîáùåííûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó ÷òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé,ìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ìîäåëü, çàäàííóþ (6), áóäåì èñïîëüçîâàòüïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Çàìå÷àíèå 2. Ïåðåïèñàâ (6) â âèäå
Lηk(t)− Lηk(tk)−M

∫ t

tk

ηk(τ)dτ −
∫ t

tk

PLf(τ)dτ = w(t) ,âèäíî, ÷òî ¾íàñòîÿùåå¿ äëÿ ïðîöåññà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè, ñîâïàäàåò ñ ¾íàñòîÿùèì¿äëÿ w(t). Ïîýòîìó ïîñëåäíþþ σ-àëãåáðó ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè íàõîæäåíèèïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, ò. å. ïðèìåíÿòü ê (6) ïðîèçâîäíûå Dw, Dw
∗ èëè Dw

S .Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ïó÷êà ìàòðèö λL+M íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è (4), (5) è,ñëåäîâàòåëüíî, (6), (7) ðàñïàäàþòñÿ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïÿòèòèïîâ (òðè òèïà ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþò ðåãóëÿðíîìó ïó÷êó λA + B, äâà òèïà ñèñòåìñîîòâåòñòâóþò ñîîòâåòñòâóþò ñèíãóëÿðíûì êëåòêàì Lε è LT
ε ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(t),

ς(t) è θ(t) êîìïîíåíòû âåêòîðà η(t), ñîîòâåòñòâóþùèå ïó÷êó λA + B è êëåòêàì Lε,
LT
ε ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ÷åðåç g(t), u(t), v(t) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòûâåêòîðà PLf(t). Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà áóäóò òîæå âèíå-ðîâñêèìè ïðîöåññàìè è áóäåì îáîçíà÷àòü èõ êàê è ñàì âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÷åðåç w(t).Èññëåäóåì êàæäûé òèï óðàâíåíèé.



30 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Â ñîîòâåòñòâèè ñ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé Êðîíåêåðà-Øóðà, óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ïó÷êó λA +B, êàê è â ðàáîòå [8℄ ðàñïàäàåòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëåäó-þùèõ òèïîâ. Äëÿ áëîêîâ ðàçìåðà 2× 2 ïîëó÷àåì ïîäñèñòåìó1) èç ïàðû óðàâíåíèé
aiiη

i
k(t) + ai,i+1η

i+1
k (t) + ai,i+2η

i+2
k + . . .+ aisη

s
k =

=

∫ t

tk

(biiη
i
k(τ) + bi,i+1η

i+1
k (τ) + . . .+ bisη

s
k(τ))dτ +

∫ t

tk

gi(τ)dτ + wi(t) ,

ai+1,iη
i
k(t) + ai+1,i+1η

i+1
k (t) + ai+1,i+2η

i+2
k + . . .+ ai+1,sη

s
k =

=

∫ t

tk

(bi+1,i+1η
i+1
k (τ) + bi+1,i+2η

i+2
k (τ) + . . .+ bi+1,sη

s
k(τ))dτ+

+

∫ t

tk

gi+1(τ)dτ + wi+1(t) .Â ìàòðè÷íîé �îðìå â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòà ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä
η̄k(t) + ϑ(t) =

∫ t

tk

Kη̄k(τ)dτ +

∫ t

tk

υ(τ)dτ +

∫ t

tk

ḡ(τ)dτ + Jw̄(t) ,ãäå
η̄ =

(
ηi

ηi+1

)
, Bii =

(
bii bi,i+1

0 bi+1,i+1

)
, J =

(
aii ai,i+1

ai+1,i ai+1,i+1

)−1

,

ϑ = J

(
ai,i+2 · · · ais
ai+1,i+2 · · · ai+1,s

)(
ηi+2
k . . . ηsk

)T
, υ(t) = J

(
bi,i+2 · · · bis
bi+1,i+2 · · · bi+1,s

)(
ηi+2
k . . . ηsk

)T
,

ḡ = J

(
gi

gi+1

)
, w̄ =

(
wi

wi+1

)
, K = JBii .Äëÿ ýòîé ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò ìåñòî àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèé

η̄k(t) =

∫ t

tk

eK(t−τ)Jdw̄τ +

∫ t

tk

eK(t−τ) (υ(τ) + ḡ(τ)−Kϑ(τ)) dτ − ϑ(t) .Ñêëàäûâàÿ âñå η̄k(t), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ η̄(t)
η̄(t) =

N∑

k=1

eK(t−tk)Qζ̃k(ω)χ(t− tk) +

∫ t

0

eK(t−τ)Jdw̄τ +

+

∫ t

0

eK(t−τ) (υ(τ) + ḡ(τ)−Kϑ(τ)) dτ − ϑ(t) , (8)ãäå èç ïðîèçâåäåíèÿ Qζ̃k(ω) áåðóòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû èç i, i+ 1 ñòðîê.1Îòìåòèì, îïå÷àòêè â [8℄: òàì íà ñòð. 124 â ïîäñèñòåìå òàêîãî æå âèäà â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãîóðàâíåíèÿ îøèáî÷íî îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ai+1,iη
i, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðèâåäåíû îøèáî÷íûå �îðìóëû äëÿåå ðåøåíèé.
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ajjη

j
k(t) + aj,j+1η

j+1
k (t) + . . .+ ajsη

s
k(t) =

=

∫ t

tk

(bjjη
j
k(τ) + bj,j+1η

j+1
k (τ) + . . .+ bjsη

s
k(τ))dτ +

∫ t

tk

gj(τ)dτ + wj(t) ,Äëÿ òàêîãî òèïà óðàâíåíèé òîæå åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèé
ηjk(t) =

∫ t

tk

ebjj (t−τ)/ajj
dwj

τ

ajj
+

∫ t

tk

ebjj(t−τ)/ajj

[
1

ajj
gj(τ) +

bj,j+1

ajj
ηj+1
k (τ) + . . .

+
bjs
ajj

ηsk(τ)−
bjj
a2jj

(aj,j+1η
j+1
k (τ) + . . .+ ajsη

s
k(τ))

]
dτ − aj,j+1

ajj
ηj+1
k − . . .− ajs

ajj
ηsk .Ñóììèðóÿ âñå ηjk(t), ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ηj(t)

ηj(t) =
N∑

k=1

ebjj (t−tk)/ajjQζ̃k(ω)χ(t− tk) +

∫ t

0

ebjj(t−τ)/ajj
dwj

τ

ajj
+

+

∫ t

0

ebjj (t−τ)/ajj

[
1

ajj
gj(τ) +

bj,j+1

ajj
ηj+1
k (τ) + . . .+

bjs
ajj

ηsk(τ)

− bjj
a2jj

(aj,j+1η
j+1
k (τ) + . . .+ ajsη

s
k(τ))

]
dτ − aj,j+1

ajj
ηj+1
k − . . .− ajs

ajj
ηsk , (9)ãäå èç ïðîèçâåäåíèÿ Qζ̃k(ω) áåðåòñÿ òîëüêî ýëåìåíò èç j ñòðîêè.Êîìïîíåíòû ïðîöåññà ηk, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì äèàãîíàëüíûì áëîêàì, ñîáåðåìâ îäíî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå




0 ap,p+1 ap,p+2 . . . aps
0 0 ap+1,p+2 . . . ap+1,s... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0







ηpk(t)

ηp+1
k (t)...
ηsk(t)


−

−




0 ap,p+1 ap,p+2 . . . aps
0 0 ap+1,p+2 . . . ap+1,s... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0







ηpk(tk)

ηp+1
k (tk)...
ηsk(tk)


 =

=

∫ t

tk




bpp bp,p+1 . . . bps
0 bp+1,p+1 . . . bp+1,s... ... . . .

...
0 0 . . . bss







ηpk(τ)

ηp+1
k (τ)...
ηsk(τ)


 dτ+

+

∫ t

tk




gp(τ)
gp+1(τ)...
gs(τ)


 dτ +




wp(t)
wp+1(t)...
ws(t)


 , (10)
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∫ t

tk

bssη
s
k(τ)dτ = −

∫ t

tk

gs(τ)dτ − ws(t) .Òàê êàê èìåííî òåêóùàÿ ñêîðîñòü (ñèììåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì) ñîîòâåò-ñòâóåò �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè, èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû íàõîäèì ηsk(t) ïðèìåíåíèåì ê îáåèì÷àñòÿì ïðîèçâîäíîé Dw
S . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì Dw è

Dw
∗ (è, ñëåäîâàòåëüíî, Dw

S ) ê èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè äàåò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò ηsk(t).Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé 1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ηsk(t) = − 1

bss
gs(t)− 1

bss
DSw

s(t) = − 1

bss
gs(t)− 1

bss
· w

s(t)

2t
. (11)Èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

as−1,sη
s
k =

∫ t

tk

(bs−1,s−1η
s−1
k (τ) + bs−1,sη

s
k(τ))dτ +

∫ t

tk

gs−1(τ)dτ + ws−1(t) ,îòêóäà, ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íî ñäåëàííûì âûøå, âûâîäèì
ηs−1
k (t) =

as−1,s

bs−1,s−1
DSη

s
k −

bs−1,s

bs−1,s−1
ηsk −

1

bs−1,s−1
gs−1(t)− 1

bs−1,s−1
DSw

s−1(t) .Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ ηsk(t) è èñïîëüçîâàâ Ëåììó 1, ïîëó-÷àåì
ηs−1
k (t) = − as−1,s

bssbs−1,s−1

dgs(t)

dt
+

as−1,s

bssbs−1,s−1

ws(t)

4t2
+

+
bs−1,s

bssbs−1,s−1
gs(t) +

bs−1,s

bssbs−1,s−1

ws(t)

2t
− 1

bs−1,s−1
gs−1(t)− 1

bs−1,s−1

ws−1(t)

2t
.Â òî÷íîñòè òàêæå, äëÿ p ≤ l ≤ s− 1 ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ηlk(t)

DS(al,l+1η
l+1
k + al,l+2η

l+2
k + . . .+ alsη

s
k) = bllη

l
k + bl,l+1η

l+1
k + . . .

+ bl,sη
s
k + gl(t) +DSw

l(t) . (12)Ñ ïîìîùüþ Ëåììû 1 è �îðìóëû (12) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ëþáîãî
ηlk(t). Ñòàëî áûòü, êîìïîíåíòû ïðîöåññà ηl(t), ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì äèàãîíàëüíûìáëîêàì â A, íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

ηs(t) = − 1

bss
gs(t)− 1

bss
· w

s(t)

2t
, (13)

DS(al,l+1η
l+1 + al,l+2η

l+2 + . . .+ alsη
s) = bllη

l + bl,l+1η
l+1 + . . .+ bl,sη

s + gl(t) +DSw
l(t) ,(14)
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


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1







ς1k(t)
ς2k(t)...
ς lk(t)
ς l+1
k (t)




−




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1







ς1k(tk)
ς2k(tk)...
ς lk(tk)
ς l+1
k (tk)




=

=

∫ t

tk




1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0







ς1k(τ)
ς2k(τ)...
ς lk(τ)
ς l+1
k (τ)



dτ+

+

∫ t

tk




u1(τ)
u2(τ)...
ul−1(τ)
ul(τ)



dτ +




w1(t)
w2(t)...
wl−1(t)
wl(t)



, (15)ò.å. 





ς2k(t)− ς2k(tk) =

∫ t

tk

(ς1k(τ) + u1(τ))dτ + w1 ,

ς3k(t)− ς3k(tk) =

∫ t

tk

(ς2k(τ) + u2(τ))dτ + w2 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ς l+1
k (t)− ς l+1

k (tk) =

∫ t

tk

(ς lk(τ) + ul(τ))dτ .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ς l+1
k ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿêîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà l, à ïîòîì ðåêó-ðåíòíî ïîëó÷èòü âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðîöåññà ςk. Äåëî îáñòîèò òàêèì îáðàçîìïîòîìó, ÷òî â ñèñòåìå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé,ò. å. ñèñòåìà íåäîîïðåäåëåíà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðâîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, èìåþòìåñòî �îðìóëû:

ς lk(t) = Dw
S ς

l+1
k −Dw

Sw
l − ul(t) = Dw

S ς
l+1
k − wl(t)

2t
− ul(t) ,

ς lk(t) =

∫ t

tk

(ς l−1
k (s) + ul−1(s))ds+ wl−1 ,

ς l−1
k (t) = Dw

S ς
l
k −Dw

Sw
l−1 − ul−1(t) = D2

Sς
l+1
k +

wl(t)

4t2
− wl−1

2t
− ul−1 .
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ς ik(t) = Dw

S ς
i+1
k −Dw

Sw
i(t)− ui(t) . (16)Ñ ïîìîùüþ Ëåììû 1, ïî �îðìóëàì (16), íåñëîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿëþáîãî ς ik(t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ς(t) èìååò ìåñòî �îðìóëà

ς i(t) = Dw
S ς

i+1 −Dw
Sw

i(t)− ui(t) , (17)ïðè÷åì, âñå âû÷èñëåííûå êîìïîíåíòû ς i(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì (7).È, íàêîíåö, äëÿ êëåòîê LT
r èìååì ñèñòåìó, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòíîé �îðìå èìååò âèä




0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1







θ1k(t)
θ2k(t)...
θr−1
k (t)
θrk(t)




−




0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1







θ1k(tk)
θ2k(tk)...
θr−1
k (tk)
θrk(tk)




=

∫ t

tk




1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0







θ1k(τ)
θ2k(τ)...
θr−1
k (τ)
θrk(τ)



dτ +

∫ t

tk




v1(τ)
v2(τ)...
vr(τ)
vr+1(τ)



dτ +




w1

w2...
wr

wr+1




(18)èëè 



0 =

∫ t

tk

(θ1k(τ) + v1(τ))dτ + w1 ,

θ1k(t)− θ1k(tk) =

∫ t

tk

(θ2k(τ) + v2(τ))dτ + w2 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

θr−1
k (t)− θr−1

k (tk) =

∫ t

tk

(θrk(τ) + vr(τ))dτ + wr ,

θrk(t)− θrk(tk) =

∫ t

tk

vr+1(τ)dτ + wr+1 .Íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì
θ1k(t) = −v1(t)−Dw

Sw
1 = −v1 − w1(t)

2t
, (19)

θ2k(t) = −v2(t) +Dw
S θ

1
k −Dw

Sw
2(t) = −v2(t)− dz1(t)

dt
+
w1(t)

4t2
− w2(t)

2t
,

θrk(t) = −vr(t)− dvr−1(t)

dt
− ...− dr−1v1(t)

dtr−1
−DSw

r(t)−D2
Sw

r−1(t)− ...−Dr
Sw

1(t) ,
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∫ t

tk

vr+1(s)ds+ wr+1(t) = −vr(t)− dvr−1(t)

dt
− ...− dr−1v1(t)

dtr−1
−

−DSw
r(t)−D2

Sw
r−1(t)− ...−Dr

Sw
1(t) . (20)Åñëè êîìïîíåíòû wi íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.Çäåñü ÷èñëî óðàâíåíèé íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, ò. å. äàííàÿ ïîäñè-ñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà. Êàê è ðàíåå, äëÿ 2 ≤ i ≤ r èìååò ìåñòî ðåêóðåíòíàÿ �îðìóëà

θik(t) = −vi(t) +Dw
S θ

i−1
k −Dw

Sw
i(t) . (21)Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò θi(t)

θ1 = −v1 − w1

2t
, (22)

θi(t) = −vi(t) +Dw
S θ

i−1 −Dw
Sw

i(t) , (23)ïðè÷åì, ïðåæäå ÷åì âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé �îðìóëîé, ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ ñî-ãëàñîâàíèÿ (20). Êðîìå âñåãî, âû÷èñëåííûå êîìïîíåíòû θi(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüîãðàíè÷åíèÿì (7).Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ïðè k = 0 ) äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì(10), (15) è (18). Èç îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âèäíî, ÷òîîíè êîððåêòíî îïðåäåëåíû òîëüêî íà îòêðûòûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, ïîñêîëüêó â èõêîíñòðóêöèè èñïîëüçîâàíû, êàê ïðèðàùåíèÿ ïî âðåìåíè âïðàâî, òàê è âëåâî. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå Ëåììó 1, à òàêæå �îðìóëû (11) è (12), (16), (19) è (21), íåòðóäíî âèäåòü,÷òî ïîëó÷åííûå âûøå ðåøåíèÿ ηi(t), ς i(t), è θi(t) îïèñûâàþòñÿ êàê ñóììû, â êîòîðûõêàæäîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ñîìíîæèòåëü âèäà wj(t)
tk

, k ≥ 1. Òàê ÷òî ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ 0, ò. å. çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ïðè t = 0 íå ñóùåñòâóþò.Îäèí èç âàðèàíòîâ ðàçðåøåíèÿ óêàçàííîé ñèòóàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çà�èêñè-ðóåì ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ (0, l) è çàäàäèì �óíêöèþ t0(t) �îðìóëîé
t0(t) =

{
t0, åñëè 0 ≤ t ≤ t0 ;

t, åñëè t0 ≤ t .Ýëåìåíòû wj(t)/tk ïðè âû÷èñëåíèè ηi(t), ς i(t) è θi(t) ïî �îðìóëàì (13) è (14), (17),(22) è (23) çàìåíèì íà wj(t)
(t0(t))k

. Ïîëó÷åííûå ïðîöåññû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áóäóòïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ, îäíàêî îíè ñòàíóò ðåøåíèÿìè (10), (15) è (18) òîëüêî ïðè
t > t0. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t(1)0 è t(2)0 ïðè t > max(t

(1)
0 , t

(2)
0 )çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ ï. í. ñîâïàäàþò.Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðóÿ âûøå ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 4. Ïðè óñëîâèÿõ, óêàçàííûõ âûøå, óðàâíåíèå (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè òðàíñ�îðìèðóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (4) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè



36 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39óñëîâèÿìè, �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé êîòîðîãî èìåþò âèä (8), (9), (13) è (14),(17), (22) è (23). Ëèòåðàòóðà1. Vlasenko L.A., Lyshko S.L., Rutkas A.G. On a sto
hasti
 impulsive system // ISSN 1025-6415Reports of the National A
ademy of S
ien
es of Ukraine. � 2012. � �2. � P.50-55.2. �ëèêëèõ Þ.Å. �ëîáàëüíûé è ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè /Ì.: Êîìêíèãà, 2005. � 416 ñ.3. �ëèêëèõ Þ.Å., Ìàøêîâ Å.Þ. Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà è ïðîèç-âîäíûå â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ // Âåñòíèê Þæíî-Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà. � 2013. � 6,�2. � Ñ.25-39.4. Ìàøêîâ Å. Þ. Ñèíãóëÿðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà è ïðîèçâîä-íûå â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ // Íàó÷íûå Âåäîìîñòè Áåëãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåí-íîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà è Ôèçèêà. - 2014. � �5(176), Âûï.34. � Ñ.49-60.5. Ïàðòàñàðàòè Ê.�. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèþ ìåðû / Ì.: Ìèð, 1988. -343 ñ.6. �àíòìàõåð Ô.�. Òåîðèÿ ìàòðèö / Ì.: Ôèçìàòëèò, 1967. � 575 ñ.7. Äåììåëü Äæ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà / Ì.: Ìèð, 2001. � 435 ñ.8. Ìàøêîâ Å.Þ. Î ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ëåîíòüåâñêîãî òèïà / Âåñòíèê Âîðîíåæ-ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêà è Ìàòåìàòèêà. � 2014. � �3. �Ñ.121-128. ON A CERTAIN APPROACH TO INVESTIGATIONOF SINGULAR STOCHASTIC LEONTIEFF's TYPE EQUATIONSWITH IMPULSIVE INFLUENCEYu.E. Gliklikh, E.Yu. MashkovVoronezh State University,Univesitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394006, Russia, e-mail: yeg�math.vsu.ruKursk State University,Radish
heva St., 33, Kursk, 305000, Russia, e-mail: mashkovevgen�yandex.ruAbstra
t. Sto
hasti
 Leontie� type equation with singular pen
il of 
onstant matri
es andwith impulsive in�uen
e in the right-hand side is investigated. For the study of solutions of su
hequations it is ne
essary to use high order derivatives of free terms in the right-hand side in
ludingthe Wiener pro
ess. For di�erentiation of the Wiener pro
ess, the ma
hinery of Nelson's meanderivatives of sto
hasti
 pro
esses is applied. It allows us to avoid using the generalized fun
tionstheory. As a result, we obtain analyti
al formulae for solutions in terms of mean derivatives ofsto
hasti
 pro
esses.Key words: mean deivative, 
urrent velo
ity, Wiener pro
ess, di�erential-algebrai
 equation,Leontie�'s type equation.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 37MSC 05A18ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ Ä�ÅÂÅÑÍÛÕ ��ÀÔÎÂÍÀÄ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÂÅ�ØÈÍÞ.Ï. Âèð÷åíêî, Ë.Ï. ÎñòàïåíêîÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, 308007, ã. Áåëãîðîä, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à î ÷èñëå Nn òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ äðå-âåñíûõ ñâÿçíûõ ãðà�îâ íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èç n çàíóìåðîâàííûõ âåð-øèí. Âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ F çíà÷åíèé �óíêöèè Nn, n ∈ N.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ, àëãåáðàñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé, äðåâåñíûå ãðà�û.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåîðèåíòèðîâàííûé êîíå÷íûé ïðîñòîé ãðà� (ò.å. ãðà� ñîäíèì òèïîì âåðøèí è ðåáåð è íå èìåþùèé ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð) ïðåäñòàâëÿåòñÿïàðîé 〈V,Φ〉, â êîòîðîé V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âåðøè-íàìè è Φ ⊂ V (2), ãäå V (2) � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ýëåìåíòîâ èç V . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
Φ íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ãðà�à (ñì., íàïðèìåð, [1℄).Ìíîæåñòâî Φ ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå ñìåæíîñòè íà V . Îíî ïîðîæäàåòáèíàðíîå îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè íà V . À èìåííî, ïàðà {x, y} ⊂ V îïðåäåëÿåòñÿ êàêñâÿçíàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈x, x1, x2, ..., xn−1, y〉 âåðøèí èç V òàêàÿ,÷òî {xj , xj+1} ∈ Φ, j = 0, 1, ..., n− 1, x0 = x, xn = y. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿïóòåì íà ãðà�å 〈V,Φ〉. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé íà ýòîì ãðà�å äîïîë-íèòü òðèâèàëüíûìè ïóòÿìè 〈x, x〉, x ∈ V , òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå îòíîøåíèåñâÿçíîñòè ñòàíîâèòñÿ ðå�ëåêñèâíûì. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè, ñîãëàñíî îñíîâíîìó ñâîéñòâóîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-ñòâà ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé âåðøèí. Êàæäîå òàêîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî V ′, âìåñòå ñî âñå-ìè ðåáðàìè, êîòîðûå îáðàçîâàíû ïàðàìè {x′, y′} âåðøèí èç V ′ òàêèìè, ÷òî {x′, y′} ∈ Φñîñòàâëÿåò îòäåëüíûé ãðà�. Îí íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé èñõîäíîãî ãðà�à.�ðà� 〈V,Φ〉 íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ó íåãî, ïðè óêàçàííîì ðàçáèåíèè, èìååòñÿòîëüêî îäíî ïîäìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü îí ñîñòîèò èç îäíîé ñâÿçíîé êîì-ïîíåíòû.Ïóòü 〈x, x1, x2, ..., xn−1, y〉 íà ãðà�å, â ñîñòàâå êîòîðîãî èìååòñÿ íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷-íûõ âåðøèí è òàêîé, ÷òî x = y íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Åñëè íà ãðà�å 〈V,Φ〉 îòñóòñòâóþòöèêëû, òî òàêèå ãðà�û íàçûâàþòñÿ äðåâåñíûìè.Ïîñòàâèì êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ÷èñëà Nn âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷-íûõ ñâÿçíûõ äðåâåñíûõ ãðà�îâ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå V ,
|V | = n âåðøèí. Ïðè ýòîì ãðà�û ñ÷èòàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûìè, åñëè èìååòñÿòàêàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà V ñ ñàìèì ñîáîé, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò áèåêöèþ ñ ñàìèì ñîáîé



38 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ìíîæåñòâà ðåáåð Φ. Òàêîå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðà�îâ ïðåä-ïîëàãàåò, ÷òî âñå âåðøèíû èç V ñóòü ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû è èõ ïåðåñòàíîâêà ìîæåòèçìåíèòü òîïîëîãè÷åñêèé òèï ãðà�à. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèèðàçëîæåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì [2℄. Ïî-ÿñíèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ÷èñëîì Nn, âû÷èñëåíèåì åãî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.Ïðèìåð: Îïðåäåëèì íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Nn. Íà÷èíàÿ ñ n = 4 ïåðåáîðâñåõ âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ äåðåâüåâ ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ðóòèííûì.1. Ïðè n = 1, V = {1} èìååòñÿ òîëüêî îäèí ãðà� 〈{1},∅〉, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîéâåðøèíû 1. Îí æå, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è äðåâåñíûì, òî åñòü N1 = 1.2. Ïðè n = 2, V = {1, 2} èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñâÿçíûé ãðà� 〈{1, 2},Φ = {1, 2}∅〉,êîòîðûé, èç-çà íàëè÷èÿ òîëüêî äâóõ âåðøèí, íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíÿâëÿåòñÿ äðåâåñíûì, òî åñòü N2 = 1.3. Ïðè n = 3, V2 = {1, 2, 3} èìååòñÿ òðè ñâÿçíûõ ãðà�à áåç öèêëîâ, ñîîòâåòñòâåííî,ñî ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè ñìåæíîñòè: Φ = {{1, 2}, {2, 3}}, Φ = {{1, 2}, {1, 3}}, Φ =
{{1, 3}, {2, 3}}. Âñå îíè ðàçëè÷íû â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîéýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, N3 = 3.4. Ïðè n = 4, V = {1, 2, 3, 4}. Èìååòñÿ 16 ðàçëè÷íûõ äðåâåñíûõ ãðà�îâ, ñîîòâåòñòâó-þùèå ìíîæåñòâà ñìåæíîñòè êîòîðûõ ìû ðàñïðåäåëèì íà äâå ãðóïïû:

Φ = {{1, 2}, {1, 3}{1, 4}}, Φ = {{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}}, Φ = {{1, 3}, {2, 3}, {3, 4}}, Φ =
{{1, 4}, {2, 4}, {3, 4}};

Φ = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}}, Φ = {{1, 3}, {2, 3}, {2, 4}}, Φ = {{2, 3}, {1, 3}, {1, 4}}, Φ =
{{1, 2}, {1, 3}, {3, 4}}, Φ = {{1, 3}, {1, 2}, {2, 4}}, Φ = {{2, 3}, {1, 2}, {1, 4}};

Φ = {{1, 4}, {2, 4}, {2, 3}}, Φ = {{1, 4}, {3, 4}, {2, 3}}, Φ = {{2, 4}, {1, 4}, {1, 3}}, Φ =
{{2, 4}, {3, 4}, {2, 3}}, Φ = {{3, 4}, {1, 4}, {1, 2}}, Φ = {{3, 4}, {2, 4}, {1, 2}}.Ñëåäîâàòåëüíî, N4 = 16.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äàäèì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè
Nn â ñìûñëå âû÷èñëåíèÿ åå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè [3℄

F (z) =
∞∑

n=0

zn

n!
Nn+1 , (1)êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííîé â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 â êîì-ïëåêñíîé ïëîñêîñòè z. Ïðè èçëîæåíèè ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáî-çíà÷åíèÿ íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòû [4℄.2. �åêóððåíòíàÿ �îðìóëà. Ïóñòü In = {1, 2, ..., n} � ñòàíäàðòíîå n-ýëåìåíòíîåìíîæåñòâî. �àçëîæåíèåì ìíîæåñòâà In íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåïóñòûõìíîæåñòâ ωj, j = 1÷s, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ è êîòîðûåñîñòàâëÿþò äèçúþíêòèâíîå ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà In,

s⋃

l=1

ωl = In , ωj ∩ ωk 6= ∅ , j 6= k , j, k = 1÷ s ,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 39ãäå s � ìîùíîñòü ðàçëîæåíèÿ.Ïóñòü Pn � êëàññ âñåõ ðàçëîæåíèé Ω ìíîæåñòâà In = {1, 2, ..., n}.Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà
Nn+1 =

∑

Ω∈Pn

∏

ω∈Ω

|ω|N|ω| . (2)

� Äëÿ êàæäîãî äðåâåñíîãî ãðà�à G = 〈V,Φ〉 íàä ìíîæåñòâîì âåðøèí V = In+1âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ñîïîñòàâèì ãðà�ó G ñîâîêóïíîñòü ñâÿçíûõ ãðà�îâ
Gj , j = 1, ..., s, ïîëó÷àþùèõñÿ èç G óäàëåíèåì èç íåãî âåðøèíû (n+1) âìåñòå ñî âñåìèðåáðàìè, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò ýòà âåðøèíà. Èíûìè ñëîâàìè, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèéãðà� 〈V \ {n+1},Φ \ {x ∈ V \ {n+1} : {n+1, x} ∈ Φ}〉. Çàòåì â ýòîì ãðà�å âûäåëÿþò-ñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Èìåííî ýòè ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîâîêóïíîñòüãðà�îâ Gj, j = 1, ..., s. Êàæäàÿ èç ýòèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ äðåâåñíûì ãðà-�îì, òàê êàê åñëè â êàêîé-òî èç íèõ èìåëñÿ öèêë, òî ýòîò öèêë ïðèñóòñòâîâàë áû è âèñõîäíîì ãðà�å. Êàæäàÿ èç íèõ îáðàçîâàíà íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí ωj ⊂ Inè ìíîæåñòâîì ðåáåð Φj .Îòìåòèì âåðøèíû xj ∈ ωj, j = 1÷ s òàêèå, ÷òî ðåáðî {xj, n+1} ñîäåðæèòñÿ â Φ, íîêîòîðûå óäàëÿþòñÿ âìåñòå ñ óäàëåíèåì âåðøèíû (n+ 1).Äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ {ωj; j = 1÷ s} è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ðåáåð {Φj ; j =
1÷ s} âûïîëíÿåòñÿ
s⋃

j=1

ωj = In , ωk ∩ ωl = ∅ ;

s⋃

j=1

Φj = Φ \ {{xj, n + 1}; j = 1÷ s} , Φk ∩ Φl = ∅ ïðè k 6= l .Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãðà�ó G íà îñíîâå îïèñàííîé êîíñòðóêöèè, ñîïîñòàâëÿåò-ñÿ, ñíà÷àëà, ðàçëîæåíèå Ω ∈ Pn, çàòåì, íà îñíîâå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, ìíîæåñòâî îòìå-÷åííûõ âåðøèí {xj ∈ ωj : ωj ∈ Ω, j = 1 ÷ s} è íàáîð äðåâåñíûõ ãðà�îâ Gj = 〈ωj,Φj〉,
j = 1 ÷ s. Îíè õàðàêòåðèçóþò ãðà� G, òî åñòü ïðè �èêñàöèè óêàçàííûõ ìàòåìàòè÷å-ñêèõ îáúåêòîâ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ãðà� G. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåìê âåðøèíàì In âåðøèíû (n+1) è ðåáåð {xj, n+1}, j = 1÷s ê ñîâîêóïíîñòè ðåáåð s⋃

j=1

Φj .Â ñâÿçè ñ äîêàçàííîé õàðàêòåðèçàöèåé êàæäîãî èç äåðåâüåâ íà ìíîæåñòâå âåðøèí
V = In+1, ðàñïðåäåëèì âñå äåðåâüÿ íàä V ïî êëàññàì, çàíóìåðîâàííûì ðàçëîæåíèÿìè
Ω ∈ Pn òàê, ÷òî êàæäîìó äðåâåñíîìó ãðà�ó èç �èêñèðîâàííîãî êëàññà P(Ω), Ω ∈ Pnñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå ðàçëîæåíèå Ω. Òîãäà

Nn+1 =
∑

Ω∈Pn

|P(Ω)| . (3)Íàéäåì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîì êëàññå P(Ω), Ω ∈ Pn. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òîäëÿ �èêñèðîâàííîãî Ω = {ωj; j = 1 ÷ s} êàæäàÿ èç âåðøèí xj è êàæäûé äðåâåñíûéãðà� Gj íàä ìíîæåñòâîì âåðøèí ωj, j = 1 ÷ s ìîãóò áûòü âûáðàíû íåçàâèñèìî îò



40 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí xk èç ìíîæåñòâ ωk è âñåõ ãðà�îâ Gk íàä ýòèìè ìíîæåñòâàìè,
k ∈ Is \{j}. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3℄), |P(Ω)| =∏

ω∈Ω

S(ω), ãäå S(ω) � ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà îòìå÷åííîé âåðøèíû x â ω è, îäíîâðåìåííî,âûáîðà äðåâåñíîãî ãðà�à íàä ìíîæåñòâîì âåðøèí ω. Òàê êàê êàæäûé èç ýòèõ îáúåêòîâìîæåò áûòü âûáðàí íåçàâèñèìî îò äðóãîãî, òî, â ñèëó ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ, S(ω) ðàâíîïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà âåðøèí â ω íà ÷èñëî äðåâåñíûõ ãðà�îâ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòüíà ìíîæåñòâå ω, S(ω) = |ω|N|ω|. Òîãäà èç (3) ñëåäóåò
|P(Ω)| =

∏

ω∈Ω

|ω|N|ω| . �3. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ. Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ (1). Âû-÷èñëåíèå �óíêöèè F (z) áóäåò âûïîëíåíî íà îñíîâå ñïåöèàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé òåõ-íèêè, èñïîëüçóåìîé â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, [2℄), âîçíèêíîâåíèå êî-òîðîé áûëî ñâÿçàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì [5℄. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψ = 〈nNn;n ∈ N+〉 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò èäå-àëà A0 êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈ϕm;m ∈ N+〉 ñèììåòðè÷íûõ�óíêöèé ϕm, îïðåäåëåííûõ è èçìåðèìûõ íà [0, 1]m ñî çíà÷åíèÿìè â R, ϕm(Xm) ≡
ϕm(x1, x2, ..., xm), Xm = 〈x1, x2, ..., xm〉. Ïðè m = 0 ýëåìåíòû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé ïîëàãàþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ëèíåéíûå îïåðàöèè â ýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿþòñÿ åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì êàê ëèíåéíûå îïåðàöèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïðîèçâåäåíèå ∗ âýòîé àëãåáðå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Υ = 〈υm;m ∈ N+〉 è
Ψ = 〈ψm;m ∈ N+〉 íà îñíîâå �îðìóëû (ñì. [2℄)

(Υ ∗Ψ)n(X(In)) =
∑

ω⊂In

υ|ω|(X(ω))ψ|In\ω|(X(In \ ω)) ,â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X(ω) = 〈xi1 , xi2 , ..., xis〉 äëÿ êàæäîãî
ω = {i1, i2, ..., is} ⊂ In è |ω| = s � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ω.Åäèíèöåé àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈1, 0, 0, ...〉. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëü-íûé èäåàë A0 ýòîé àëãåáðû ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Υ �óíêöèé ñ υ0 = 0. Äëÿýëåìåíòîâ Υ èç A0 èìååò ìåñòî �îðìóëà (ñì., íàïðèìåð, [2℄,[4℄)

(
exp∗Υ

)
n
(X(In)) =

[
1 +Υ+

1

2!
Υ2

∗ +
1

3!
Υ3

∗ + ...
]
n
(X(In)) =

=
∑

Ω∈Pn

∏

ω∈Ω

υ|ω|(X(ω)) , (4)ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì ìíîæåñòâà In.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ �îðìó L(z; ·) íà àëãåáðå A, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà z ∈
C. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Υ àëãåáðû A çíà÷åíèå L(z; Υ) ýòîé �îðìû îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé

L(z; Υ) =
∞∑

n=0

zn

n!

∫

[0,1]n

υn(Xn)dXn , (5)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 41ãäå dXn = dx1dx2...dxn � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]n. Çíà÷åíèÿ �îðìû çàâåäîìî êîíå÷íû âòîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Υ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.Ôîðìà L ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî åñòü äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ 〈Υ,Ψ〉 ñ ðàâíîìåð-íî îãðàíè÷åííûìè ýëåìåíòàìè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [4℄)
L(z; Υ ∗Ψ) = L(z; Φ)L(z; Ψ) . (6)Ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè �îðìû L(z; ·) ÿâëÿåòñÿ �îðìóëà
L
(
z; exp∗Υ

)
= exp

(
L(z; Υ)

)
, (7)èìåþùàÿ ìåñòî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Υ ∈ A0.Òåîðåìà 2. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé, îïðå-äåëÿåìîé â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íà âåùåñòâåííîé îñè z íàèìåíüøèìðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

F (z) = exp
(
zF (z)

)
. (8)

� Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé S = 〈S(In);n ∈ N+〉, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿâ A0. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2),
Nn+1 =

∫

[0,1]n

(
exp∗ S

)
n
(Xn)dXn .Òîãäà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

F (z) = L
(
z; exp∗ S

)
.Âîñïîëüçîâàâøèñü (8), çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

F (z) = expL
(
z;S

)
.Íàêîíåö, ïðåîáðàçóåì �îðìó, ñòîÿùóþ â ýêñïîíåíòå,

L
(
z;S

)
=

∞∑

n=0

zn

n!

∫

[0,1]n

S(Xn)dXn =

∞∑

n=0

zn

(n− 1)!
Nn = zF (z) . �Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ â êðóãå ñ ðàäèóñîì

e−1. Â ñàìîì äåëå, ââèäó âûïóêëîñòè �óíêöèè ezF îòíîñèòåëüíî F , åå ãðà�èê èìååòäâà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðà�èêîì ëèíåéíîé �óíêöèåé îò F , åñëè z > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî. Îíèìååò îäíî ïåðåñå÷åíèå ïðè z < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8) îòíîñèòåëüíî (8) èìååòäâà ðåøåíèÿ ïðè âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ è äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ z. Â ýòîìñëó÷àå ìû âûáèðàåì, â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè F (z), íàèìåíüøèéêîðåíü óðàâíåíèÿ. Èìåííî îí, ïî íåïðåðûâíîñòè, ïåðåõîäèò â åäèíñòâåííûé êîðåíü



42 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39óðàâíåíèÿ (8) ïðè z < 0. Èñ÷åçíîâåíèå æå êîðíåé óðàâíåíèÿ (8) ïðè z > 0 ïðîèñõîäèòâ òîé òî÷êå z∗, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ ïåðåñå÷åíèé ëèíåéíîéïî F �óíêöèè 
 �óíêöèåé ezF . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ýòîé òî÷êå,êðîìå ðàâåíñòâà F = ez∗F , èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî ïðîèçâîäíûõ ïî F , z∗ez∗F = 1. Èçýòîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì z∗F = 1, òî åñòü òàêîå ïîëîæåíèå äîñòèãàåòñÿ âòî÷êå F = e ïðè z∗ = e−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ïî z ðÿäà äëÿ�óíêöèè F (z) ðàâåí e−1.Ïðèìåð: Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèè, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ Nn ïðè n = 1, 2, 3, 4, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâî-äÿùåé �óíêöèè F (z).Ïîëîæèì F (z) = expR(z), R(z) = zF (z). Òîãäà ïðè n ∈ N èìååì
R(n) = zF (n) + nF (n−1) . (9)Îïðåäåëèì �óíêöèè Gn(z) ðàâåíñòâîì F (n)(z) = eR(z)Gn(z). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿñëåäóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Gn+1(z) = Gn(z)R
′(z) +G′

n(z) , (10)ñïðàâåäëèâîå ïðè n ∈ N, ïðè êîòîðîì G1(z) = zF ′(z) + F (z). �àâåíñòâî (9) ïðè n =
2, 3, ... çàïèøåì â âèäå

R(n)(z) = zGn(z) + nGn−1(z) . (11)Âû÷èñëèì òåïåðü Nn ïðè n = 1, 2, 3, 4, èñõîäÿ èç íåÿâíî çàäàííîé óðàâíåíèåì (8)ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, Nn = F (n−1)(0). Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî R′(0) = 1, à èç (11) �
R(n)(0) = Gn−1(0). Òîãäà N1 = F (0) = 1, N2 = F ′(0) = R′(0) = 1.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé N3, N4 íóæíî âû÷èñëèòü G2(0), G3(0) íà îñíîâå ðåêóð-ðåíöèè (10). Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ G′

1(0), G′
2(0). Îíè ïî-ëó÷àþòñÿ èç ðåêêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

G′
n+1(z) = G′′

n(z) +G′
n(z)R

′(z) +Gn(z)R
′′(z) , n ∈ N (12)è îòäåëüíî

G′
1(z) = zF ′′(z) + 2F ′(z) .Îòñþäà ñëåäóåò ïðè n = 1, ÷òî G′
2(0) = G′′

1(0)+G
′
1(0)R

′(0)+G1(0)R
′′(0). Òàê êàê G′

1(0) =
2F ′(0) = 2 è èç (11) ñëåäóåò R′′(0) = 2G1(0) = 2F (0) = 2, òî G2(0) = G1(0) + G′

1(0) = 3è, ñëåäîâàòåëüíî, N3 = 3.Äàëåå, èç âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé òàêæå ñëåäóåò, ÷òî G′
2(0) = G′′

1(0) + 4 , è, òàê êàê
G′′

1(z) = zF ′′′(z) + 3F ′′(z), òî G′′
1(0) = 3F ′′(0) = 3G2(0) = 9. Ïîýòîìó G′

2(0) = 13 è,ñëåäîâàòåëüíî, èç (11) ñëåäóåò N4 = G3(0) = G2(0) + G′
2(0) = 16. Ïîëó÷åííûå çíà-÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè âî ââîäíîé ÷àñòè ñòàòüè ïîñðåäñòâîìíåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ äðåâåñíûõ ãðà�îâ.Ëèòåðàòóðà1. Îðå Î. Òåîðèÿ ãðà�îâ / Ì.: Íàóêà, 1980. � 336 
.
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44 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39MSC 35M10ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËÎ-�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÊ.Á. ÑàáèòîâÈíñòèòóò ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé �åñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí,óë. Îäåññêàÿ, 68, ã. Ñòåðëèòàìàê, 453103, �îññèÿ, e-mail: sabitov_fmf�mail.ruÀííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòèèçó÷åíà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà. Óñòàíîâëåí êðèòå-ðèé åäèíñòâåííîñòè. �åøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèéñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè âîçíèêàþòìàëûå çíàìåíàòåëè, çàòðóäíÿþùèå ñõîäèìîñòü ðÿäà. Ïðè óñëîâèè, êîãäà îòíîøåíèå ñòîðîíïðÿìîóãîëüíèêà, ÿâëÿþùåãîñÿ îáëàñòüþ ãèïåðáîëè÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì,ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Ïîñëå ÷åãî ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêèîáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè ïðèíåèçâåñòíîé �óíêöèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îïèðàÿñü íà òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ è äëÿ íåêîòîðûõèç íèõ ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ðàçðåøèìîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà, ïðÿìàÿ è îáðàòíûå çàäà÷è, åäèíñòâåí-íîñòü, ñóùåñòâîâàíèå. �1. Ïðÿìàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
Lu =

{
ut − uxx + q(x)u = 0, t > 0,

utt − uxx + q(x)u = 0, t < 0,
(1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t)| 0 < x < π, −α < t < β}, ãäå α è β � çàäàííûåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîòåíöèàë (èëè êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà) q(x) � îïðåäåëåííàÿíà [0, π] äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ïðè÷åì q(x) ≥ 0.Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàë (èëè êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà) q(x)èçâåñòåí, ò.å. èçó÷èì ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó.Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2
x(D+) ∩ C2(D−); (2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D+ ∪D−; (3)

ux(0, t)− hu(0, t) = 0, ux(π, t) +Hu(π, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4)

u(x,−α) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ π, (5)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 45ãäå h è H � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ϕ(x) � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4):
ϕ′(0)− hϕ(0) = 0, ϕ′(π) +Hϕ(π) = 0. (6)Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (2)-(5) âïåðâûå èçó÷åíà âíàøåé ðàáîòå [1℄ ïðè q(x) = b2 =
onst, u(0, t) = u(π, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, ãäå óñòàíîâëåíêðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè è ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå.Íà íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-íèÿ â îäíîé ÷àñòè îáëàñòè è óðàâíåíèÿ äè��óçèè â îñòàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè áûëîóêàçàíî �åëü�àíäîì È.Ì. [2℄. Ñòðó÷èíà �.Ì. [3℄, Ó�ëÿíä ß.Ñ. [4℄, Çîëèíà Ë.À. [5℄ïîêàçàëè âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Çàòåì êðàåâûå çà-äà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èçó÷àëèñü ìíîãèìèàâòîðàìè [6, 7℄ (ñì. ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ). Â ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíûåðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Êàïóñòèíà Í.Þ. [8℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ êðàåâûå çàäà÷èèçó÷àëèñü â ñìåøàííîé îáëàñòè, ó êîòîðîé ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äîêàçûâàëèñü íà îñíîâàíèèïðèíöèïà ìàêñèìóìà èëè ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, à ñóùåñòâîâàíèå � ìåòîäîìèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èëè àïðèîðíûõ îöåíîê.Â ýòîì ïàðàãðà�å åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(5) äîêàçàíà íà îñíîâàíèèñâîéñòâà ïîëíîòû ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. �à-íåå òàêîé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòàõ Ñìîëèöêîãî Õ.Ë. [9℄, Èëüèíà Â.À. [10, 11℄ ïðèäîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ (ñìåøàííûõ) çàäà÷ äëÿóðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è(2)-(5) ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Ïðè îáîñíîâà-íèè ñõîäèìîñòè âîçíèêàþò ìàëûå çíàìåíàòåëè, çàòðóäíÿþùèå ñõîäèìîñòü ðÿäà. Ïðèóñëîâèè, êîãäà ÷èñëî α/π ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, ïîëó÷åíà îöåíêà îá îòäåëåííîñòè îòíóëÿ ìàëîãî çíàìåíàòåëÿ. Ýòà îöåíêà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè q(x) è

ϕ(x) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé (2).1.2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â óðàâíåíèè (1), ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå
u(x, t) = X(x)T (t), îòíîñèòåëüíî X(x) ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

X ′′(x) + (λ− q(x))X(x) = 0, 0 < x < π, (7)

X ′(0)− hX(0) = 0, X ′(π) +HX(π) = 0. (8)Êàê èçâåñòíî [12, �2℄, ÷òî ïðè q(x) ∈ C1[0, π] çàäà÷à (7) è (8) èìååò ñ÷åòíîå ìíî-æåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn, n ∈ N0 = N ∪ {0}, âñå îíè ÿâëÿþòñÿïðîñòûìè, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {Xn(x)} = {X(x, λn)}+∞
n=0îðòîãîíàëüíà è ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π], è ïîýòîìó â íåì îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûéáàçèñ. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû ïðè áîëüøèõ n:

ρn =
√
λn = n +

ω

πn
+O

(
1

n2

)
, (9)
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Xn(x) = cosnx+

ξn(x)

n
+O

(
1

n2

)
, (10)

αn =

π∫

0

X2
n(x) dx =

π

2
+O

(
1

n2

)
,ãäå

ω = h +H +
1

2

π∫

0

q(x) dx , ξn(x) = sin nx


−ωx

π
+ h +

1

2

x∫

0

q(τ) dτ


 ,÷èñëà {λn, αn}n≥0 íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè çàäà÷è (7) è (8).Ñïðàâåäëèâà òàêæå òåîðåìà Â.À. Ñòåêëîâà î ðàçëîæåíèè [13, ñ. 173 ℄: åñëè �óíêöèÿ

f(x) ∈ C1[0, π] è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6), òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå âðÿä
f(x) =

+∞∑

n=0

fnXn(x), fn =
1

αn

π∫

0

f(x)Xn(x) dx,ïðè÷åì äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π], è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîçàìêíóòîñòè ñèñòåìû Xn(x):
+∞∑

n=0

αnf
2
n =

π∫

0

f 2(x) dx.Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2)�(5). �àññìîòðèì �óíêöèè
un(t) =

π∫

0

Xn(x)u(x, t) dx , n ∈ N0. (11)Äè��åðåíöèðóþ ðàâåíñòâî (11) ïî t ïðè t > 0 îäèí ðàç, ïðè t < 0 äâà ðàçà, çàòåìó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1) è èíòåãðèðóþ ïî ÷àñòÿì äâà ðàçà èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî ïðî-èçâîäíóþ uxx, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) è (8), ïîëó÷èì
u′n(t) + λnun(t) = 0, t > 0, (12)

u′′n(t) + λnun(t) = 0, t < 0. (13)Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (12) è (13) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî îáùèå ðåøåíèÿ
un(t) =

{
cne

−λnt, t > 0,

an cos ρnt + bn sin ρnt, t < 0,
(14)ãäå an, bn è cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Â ñèëó (2) äëÿ �óíêöèé (14) ñïðàâåäëèâûóñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

un(0 + 0) = un(0− 0), u′n(0 + 0) = u′n(0− 0). (15)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 47Óäîâëåòâîðÿÿ �óíêöèè (14) óñëîâèÿì (15), ïîëó÷èì an = cn, bn = −cnρn. Òîãäà �óíêöèè(14) ïðèìóò âèä
un(t) =

{
cne

−ρ2nt, t > 0,

cn(cos ρnt− ρn sin ρnt), t < 0.
(16)Òåïåðü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ cn âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (5) è�îðìóëîé (11):

un(−α) =
π∫

0

ϕ(x)Xn(x) dx = ϕn. (17)Òîãäà óäîâëåòâîðÿÿ (16) ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (17), íàéäåì
cn =

ϕn

δα(n)
, (18)ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N0

δα(n) = cos ρnα + ρn sin ρnα 6= 0. (19)Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (16) íàéäåì îêîí÷àòåëüíûé âèä �óíêöèé
un(t) =

{
ϕnδ

−1
α (n)e−ρ2nt, t > 0,

ϕnδ
−1
α (n)[cos ρnt− ρn sin ρnt], t < 0.

(20)Äîêàæåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5). Ïóñòü ϕ(x) ≡ 0 è âûïîë-íåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0. Òîãäà ϕn ≡ 0 è èç �îðìóë (20) è (11) ñëåäóåò,÷òî
π∫

0

u(x, t)Xn(x) dx = 0, n = 0, 1, 2, ... .Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû {Xn(x)} â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) = 0ïî÷òè âñþäó íà [0, π] ïðè ëþáîì t ∈ [α, β]. Ïîñêîëüêó u(x, t) íåïðåðûâíà íà D, òî
u(x, t) ≡ 0 â D.Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ α è n = p ∈ N0 íàðóøåíî óñëîâèå (19), ò.å. δα(p) = 0. Òîãäàîäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2)�(5) (ãäå ϕ(x) ≡ 0) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

up(x, t) =

{
e−ρ2ptXp(x), t > 0,

(cos ρpt− µp sin ρpt)Xp(x), t < 0.
(21)Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íóëåé óðàâíåíèÿ δα(p) = 0. Äëÿ ýòîãî åãî ïðåä-ñòàâèì â âèäå

δα(p) =
√

1 + ρ2p sin(ρpα + γp) = 0, (22)
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√
1 + ρ2p. Îòñþäà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (22) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâîíóëåé îòíîñèòåëüíî α:

α =
πk

ρp
− γp
ρp
, p ∈ N0, k ∈ N. (23)Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè.Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5), òî îíî åäèíñòâåííî òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0.1.3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñêîëüêó α � ëþáîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñ-ëî, òî âûðàæåíèå δα(n) ïðè áîëüøèõ n ìîæåò ñòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ò.å. âîçíèêàåòïðîáëåìà "ìàëûõ çíàìåíàòåëåé"[1℄. Ïîýòîìó äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿçàäà÷è (2)-(5) íàäî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë α, ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèå δα(n) ïðèáîëüøèõ n îòäåëåíî îò íóëÿ.Ëåììà 1. Åñëè α̃ = α/π ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæè-òåëüíûå ïîñòîÿííûå C0 è n0 (n0 ∈ N0), òàêèå, ÷òî ïðè n > n0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|δα(n)| ≥ C0 > 0. (24)

� Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (9) è (22) ïðè áîëüøèõ n èìååì
|δα(n)| ≥ n |sin (α̃πµn + γn)| = n

∣∣∣∣sin
(
πnα̃ +

α̃ω

n
+ γn

)∣∣∣∣ . (25)Ïóñòü α̃ = p ∈ N. Òîãäà âûðàæåíèå (25) ïðèìåò âèä
|δα(n)| ≥ n

∣∣∣sin
(pω
n

+ γn

)∣∣∣ .Îòñþäà íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà sin x > 2x/π, 0 < x < π/2, ïðè áîëüøèõ n, ïîëó÷èì
|δα(n)| >

2n

π

(pω
n

+ γn

)
>

2p(h+H)

π
,òàê êàê nγn → 1 ïðè n→ +∞.Ïóñòü α̃ =

p

q
, p, q ∈ N, (p, q) = 1, p

q
6∈ N. �àçäåëèì np íà q ñ îñòàòêîì: np = sq + r,ãäå s, r ∈ N0, 0 ≤ r < q. Åñëè r = 0, òî ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó, êîãäà α̃ �íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü r > 0. Òîãäà 1 ≤ n ≤ q − 1, q ≥ 2, è èç (25) áóäåì èìåòü

|δα(n)| ≥ n

∣∣∣∣sin
(
πr

q
+
pω

n
+ γn

)∣∣∣∣ . (26)Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
lim
n

∣∣∣∣sin
(
πr

q
+
pω

qn
+ γn

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin

πr

q

∣∣∣∣ = sin
πr

q
≥ sin

π

q
> 0. (27)
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|δα(n)| > n sin

π

q
≥ sin

π

q
> 0.Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (24) óñòàíîâëåíà. �Îòìåòèì, ÷òî åñëè α̃ ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî íà îñíîâàíèè ìíîæåñòâà(23) ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè δα(n) = 0.Åñëè òåïåðü äëÿ ÷èñåë α̃ èç Ëåììû 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè n ∈ [0, n0] è îöåíêà(24) ïðè n > n0, òî ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñóììó ðÿäà

u(x, t) =
+∞∑

n=0

un(t)Xn(x), (28)ãäå un(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (20), à Xn(x) � ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèéçàäà÷è (7), (8).Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (24) ïðè n > n0. Òîãäà äëÿ òàêèõ n ñïðàâåäëèâûîöåíêè
|un(t)| ≤ C1n|ϕn|, |u′n(t)| ≤ C2n

2|ϕn|, −α ≤ t ≤ β ,

|u′′n(t)| ≤ C3n
3|ϕn|, −α ≤ t ≤ 0 ,ãäå Ci � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íåçàâèñÿùèå îò x, t, ϕ(x) è n.Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ îöåíîê, â ñèëó Ëåììû 1, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç �îðìóëû(20).�ÿä (28) è åãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàìêíóòîé îáëàñòè D ìàæîðèðóþòñÿ÷èñëîâûì ðÿäîì

C4

+∞∑

n=0

n2|ϕn|. (30)Â ñèëó òåîðåìû Ñòåêëîâà ðÿä
+∞∑

n=0

λnϕnXn(x) . (30)ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π], êîãäà ϕ(x) ∈ C3[0, π], q(x) ∈ C1[0, π] è
ϕ(0) = ϕ(π) = 0, ϕ′′′(0)− hϕ′′(0) = 0, ϕ′′′(π) +Hϕ′′(π) = 0 . (31)Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé (6)-(8) èìååì
λnϕn =

π∫

0

ϕ(x)λnXn(x) dx =

π∫

0

ϕ(x)[q(x)Xn(x)−X ′′
n(x)] dx =

=

π∫

0

ϕ(x)q(x)Xn(x) dx−
π∫

0

ϕ(x)X ′′
n(x) dx =
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=

π∫

0

[ϕ(x)q(x)− ϕ′′(x)]Xn(x) dx =

π∫

0

ψ(x)Xn(x) dx = ψn .Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ψ(x) ∈ C1[0, π] è â ñèëó (31) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6), òîíà îñíîâàíèè òåîðåìû Ñòåêëîâà ðÿä (30) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π].Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (29), òàê êàê èç ñõîäèìîñòè ðÿäà +∞∑
n=1

λnψ
2
n (ñì.[13, ñ.184℄) ïîëó÷èì, ÷òî

|ψn| =
|εn|√
λn
,

+∞∑

n=0

ε2n < +∞. (32)Òîãäà èç (31) è (32) íàéäåì îöåíêó:
n2|ϕn| ≤ λn|ϕn| = |ψn| =

εn√
λn

≤ 1

2

(
1

λn
+ ε2n

)
,èç êîòîðîé âûòåêàåò óæå ñõîäèìîñòü ðÿäà (29).�ÿäû èç ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ

D+ è D− ìàæîðèðóþòñÿ ðÿäîì
C5

+∞∑

n=n0+1

n3|ϕn|. (33)Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (33) ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî
λnϕ

(2)
n =

π∫

0

ϕ′′(x)λnXn(x) dx =

π∫

0

ϕ′′(x)[q(x)Xn(x)−X ′′
n(x)] dx =

=

π∫

0

ϕ′′(x)q(x)Xn(x) dx−
π∫

0

ϕ′′(x)X ′′
n(x) dx. (34)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (8) è (31), áóäåìèìåòü

π∫

0

ϕ′′(x)X ′′
n(x) dx =

π∫

0

ϕIV (x)Xn(x) dx. (35)Òîãäà èç ðàâåíñòâ (34) è (35), ïîëó÷èì
λnϕ

(2)
n =

π∫

0

[q(x)ϕ′′(x)− ϕIV (x)]Xn(x) dx =

π∫

0

g(x)Xn(x) dx.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 51Åñëè �óíêöèÿ g(x) = q(x)ϕ′′(x) − ϕIV (x) ∈ C1[0, π] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6), ò.å.êîãäà ϕ(x) ∈ C5[0, π] è ϕ′′(0) = ϕ′′(π) = 0, ϕ(5)(0)− hϕ(4)(0) = 0, ϕ(5)(π) +Hϕ(4)(π) = 0,òî ïî òåîðåìå Ñòåêëîâà ðÿä
+∞∑

n=0

λnϕ
(2)
n Xn(x) (36)ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π]. Èç ðàâåíñòâà (31) ñëåäóåò, ÷òî

λnϕn = fn − ϕ(2)
n , (37)ãäå fn =

π∫
0

q(x)ϕ(x)Xn(x)dx, +∞∑
n=1

fnXn(x) � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π] ê�óíêöèè f(x) = q(x)ϕ(x), òàê êàê f(x) ∈ C1[0, π] è f(0) = f(π) = 0.Ïîäñòàâëÿÿ (37) â ðÿä (36), áóäåì èìåòü
+∞∑

n=0

(λnfn − λ2nϕn)Xn(x). (38)Åñëè �óíêöèÿ f(x) ∈ C3[0, π] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6), ò.å. êîãäà q(x) ∈ C3[0, π],
q′(0) = q′(π) = 0 è �óíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6), òî àíàëîãè÷íî îáîñíîâà-íèþ ñõîäèìîñòè ðÿäà (30) ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä

+∞∑

n=0

λnfnXn(x) (39)ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π]. Òîãäà èç ðÿäîâ (38) è (39) ñëåäóåò àáñîëþò-íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑

n=0

λ2nϕnXn(x),èç êîòîðîãî âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (33).Åñëè äëÿ ÷èñåë α̃, óêàçàííûõ â ëåììå 1, ïðè íåêîòîðûõ n = n1, n2, ..., nm, ãäå 0 ≤
n1 < n2 < ... < nm ≤ n0, ni, i = 1, m, è m � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆α(n) = 0, òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2) � (5) íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ϕn =

π∫

0

ϕ(x)Xn(x)dx = 0, n = n1, n2, ..., nm. (40)Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (5) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà
u(x, t) =

(
n1−1∑

n=0

+...+
nm−1∑

n=nm−1+1

+
+∞∑

n=nm+1

)
un(t)Xn(x) +

∑

p

Apup(x, t), (41)



52 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ãäå â ïîñëåäíåé ñóììå p ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ n1, n2, ..., nm, Ap � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-íûå, �óíêöèè up(x, t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (21), åñëè â êîíå÷íûõ ñóììàõ â ïðàâîé÷àñòè (41) âåðõíèé ïðåäåë ìåíüøå íèæíåãî, òî èõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü íóëÿìè.Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü q(x) ∈ C3[0, π],ϕ(x) ∈ C5[0, π], ϕ(j)(0) = ϕ(j)(π) = 0, j = 1, 2, 3;
ϕ(5)(0)− hϕ(4)(0) = 0, ϕ(5)(π) +Hϕ(4)(π) = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (24) ïðè n > n0. Òîãäàåñëè δα(n) 6= 0 ïðè âñåõ n = 0, n0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5),è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (28); åñëè δα(n) = 0 ïðè íåêîòîðûõ n = n1, n2, ..., nm ≤ n0,òî çàäà÷à (2)�(5) ðàçðåøèìà òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (40) è ðåøåíèåîïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (41). �2. Îáðàòíûå çàäà÷èÎòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îòäåëüíûõ òèïîâ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ èýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èçó÷åíû äîñòàòî÷íî ïîëíî; óñèëèÿìè ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâñîçäàíà òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ (ñì. ìîíîãðà�èè [14-20℄ è ïðèâåäåííóþ òàì îáøèðíóþáèáëèîãðà�èþ). À òàêæå îòìåòèì ðàáîòû [21, 22℄, ïîñâÿùåííûå âîïðîñàì ðàçðåøèìî-ñòè êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.Ïóñòü òåïåðü â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2)-(5) íåèçâåñòíû �óíêöèè u(x, t), q(x) è ïîñòî-ÿííûå h è H . Â ñâÿçè ñ ýòèì íàäî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ìîãóòáûòü çàäàíû ïî ðàçíîìó. Íà îñíîâàíèè òåîðèè îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ [23,12, 24℄ áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (Ai), i = 1, 4:� èçâåñòíû ñïåêòðàëüíûå äàííûå {λn, αn}n≥0 çàäà÷è (7), (8) ñ íåèçâåñòíûì ïîòåí-öèàëîì èç êëàññà C3[0, π] è íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè h è H (óñëîâèå (A1));� èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn è µn ñîîòâåòñòâåííî ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ (7),(8) è (7),

X ′(0)− h1X(0) = 0 , X ′(π)−HX(π) = 0 , (42)çäåñü h1 è H � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, h1 6= h (óñëîâèå (A2));� èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè çàäà÷è (2)-(5) íà ñòîðîíå x = π:
u(π, t) = ψ(t) , −α ≤ t ≤ β , (A3)èëè íà ñòîðîíå x = 0:
u(0, t) = ψ0(t) , −α ≤ t ≤ β , (A4)ãäå ψ(t) è ψ0(t) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè.Íà îñíîâàíèè óñëîâèé (A1)�(A4) ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿóðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D.Ïåðâàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèþ u(x, t) è êîý��èöèåíòû q(x), h è H , óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2)�(5) è (A1).Âòîðàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèþ u(x, t) è êîý��èöèåíòû q(x), h è H , óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2)�(5) è (A2).



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 53Òðåòüÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèè u(x, t), q(x) è ÷èñëî h, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì (2), (3), (5), (A3) è
ux(0, t)− hu(0, t) = 0, ux(π, t) = µ(t), −α ≤ t ≤ β , (43)ãäå µ(t) � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.×åòâåðòàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à.Íàéòè �óíêöèè u(x, t) è q(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì(2), (3), (5), (43) è (A4), çäåñü h � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷ 3 è 4 èñõîäèò èç ðàáîòû [18, ñ. 159-163℄, ãäå äëÿ óðàâ-íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìîòðåíû àíàëîãè ýòèõ çàäà÷ ïðè h = H = 0 è äîêàçàíûñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.Ïðèâåäåì äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ òî÷íûå �îðìóëèðîâêè òåîðåì åäèí-ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ [23, 12, 25℄.Òåîðåìà 3. Ïóñòü q(x) è q̃(x) íåïðåðûâíûå íà [0, π] �óíêöèè, à íàáîðû ÷èñåë

{λn, αn}n≥0 è {λ̃n, α̃n}n≥0 � ñïåêòðàëüíûå äàííûå çàäà÷è (7), (8) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèêîý��èöèåíòàìè q(x), h, H è q̃(x), h̃, H̃. Òîãäà åñëè λn = λ̃n è αn = α̃n ïðè âñåõ n ≥ 0,òî q(x) = q̃(x) íà [0, π], h = h̃ è H = H̃.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè q(x) îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = π/2,ò.å. êîãäà q(π− x) = q(x), è H = h äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà q(x) è êîý��èöèåíòà häîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî ñïåêòð {λn}n≥0.Òåîðåìà 4. Åñëè q(x) = q(π − x), q̃(x) = q̃(π − x), H = h, H̃ = h̃ è λn = λ̃n, n ≥ 0,òî q(x) = q̃(x) íà [0, π] è h = h̃.Òåîðåìà 5. Ïóñòü q(x) è q̃(x) � íåïðåðûâíûå íà [0, π] �óíêöèè, à {λn} è {λ̃n} �ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (7) è (8) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîý��èöèåíòàìè q(x), h, Hè q̃(x), h̃, H̃; {µn}n≥0 è {µ̃n}n≥0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (7), (42) ñ ñîîòâåòñòâó-þùèìè êîý��èöèåíòàìè q(x), h1, H è q̃(x), h̃1, H̃. Òîãäà åñëè λn = λ̃n è µn = µ̃n ïðèâñåõ n ≥ 0, òî q(x) = q̃(x) íà [0, π], h = h̃, H = H̃ .Òåîðåìà 6. Ïóñòü u(x, t), q(x), h, H è ũ(x, t), q̃(x), h̃, H̃ � ðåøåíèÿ ïåðâîé îáðàòíîéçàäà÷è è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0. Òîãäà q(x) = q̃(x) íà [0, π], h = h̃,
H = H̃ è u(x, t) = ũ(x, t) íà D.

� Â ñèëó òåîðåìû 3 ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì {λn, αn}n≥0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿêîý��èöèåíòû çàäà÷è (7) è (8), ò.å. q(x) ≡ q̃(x), h = h̃ è H = H̃. Òîãäà èç òåîðåìû 1ïðè óñëîâèè (19) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) = ũ(x, t) â D. �Òåîðåìà 7. Ïóñòü u(x, t), q(x), h, H è ũ(x, t), q̃(x), h̃, H̃ � ðåøåíèÿ âòîðîé îáðàòíîéçàäà÷è è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0. Òîãäà q(x) = q̃(x) íà [0, π], h = h̃,
H = H̃ è u(x, t) = ũ(x, t) â D.

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6 ñ ïðèìåíåíèåìòåîðåì 5 è 1. �Òåîðåìà 8. Ïóñòü u1(x, t), q1(x), h1 è u2(x, t), q2(x), h2 � ðåøåíèÿ òðåòüåé îáðàòíîéçàäà÷è è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0. Òîãäà q1(x) = q2(x) íà [0, π] è h1 = h2,
u1(x, t) = u2(x, t) â D.
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� Ïóñòü u(x, t), q(x) è h � ðåøåíèå òðåòüåé îáðàòíîé çàäà÷è. Ñëåäóÿ [18, ñ. 160℄ââåäåì �óíêöèþ

vn(x, p) =

β∫

−α

e−ptξn(t)u(x, t) dt , (44)ãäå p � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, ξn(t) ∈ C∞(−α, β), 0 ≤ ξn(t) ≤ 1, ξn(t) = 0 ïðè t ∈
[−α, 1/(2n)]∪ [β − 1/2, β] è ξn(t) = 1 ïðè t ∈ [1/n, β − 1/n]. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè
ξn(t) èíòåãðàë (44) ïðèìåò âèä

vn(x, p) =

β∫

0

e−ptξn(t)u(x, t) dt ,êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
v′′n(x, p) = (q(x) + p) vn(x, p)−

β∫

0

e−βtu(x, t)ξ′n(t) dt .Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞, ïîëó÷èì
v′′(x, p)− (q(x) + p)v(x, p) = 0, 0 < x < π , (45)

v′(0, p)− hv(0, p) = 0 , (46)

v′(π, p) =

β∫

0

e−ptµ(t) dt = ν(p) . (47)�àññìîòðèì �óíêöèþ w(x, p), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-íåíèÿ (45) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
w(0, p) = 1, w′(0, p) = h . (48)Ôóíêöèè v(x, p) è w(x, p) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (45) è îïðåäåëèòåëü Âðîí-ñêîãî â òî÷êå x = 0:

W [w, v] =

∣∣∣∣
w v
w′ v′

∣∣∣∣ = w(0, p)v′(0, p)− v(0, p)w′(0, p) = v′(0, p)− hv(0, p) = 0â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (46). Òîãäà îíè ëèíåéíî çàâèñèìû íà [0, π], ïîýòîìó v(x, p) =
c(p)w(x, p). Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (47), íàéäåì

c(p) =
ν(p)

w′(π, p)è
v(x, p) =

ν(p)w(x, p)

w′(π, p)
. (49)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 55Ïóñòü qi(x), ui(x, t) è hi, i = 1, 2, � ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2), (3), (5), (43),
(A3); vi(x, p) =

β∫
0

e−ptui(x, t) dt, wi(x, t) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (45) ñ
q(x) = qi(x) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (48) ñ h = hi. Èç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (A3)ñëåäóåò, ÷òî v1(π, p) = v2(π, p). Òîãäà â ñèëó �îðìóëû (49) èìååì

w1(π, p)

w′
1(π, p)

=
w2(π, p)

w′
2(π, p)

. (50)Ïîñêîëüêó �óíêöèè wi(x, p) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (45) ñ q(x) = qi(x) è íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (48) ñ h = hi, òî wi(x, p) è w′
i(x, p) ïðè �èêñèðîâàííîì x êàê�óíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé p ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âî âñåé êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè. Òîãäà îòíîøåíèÿ

wi(x, p)

w′
i(x, p)òàêæå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì íóëåé

w′
i(x, p), ÿâëÿþùèõñÿ îñîáûìè òî÷êàìè. Èç ðàâåíñòâà (50) ñëåäóåò, ÷òî íóëè è îñîáûåòî÷êè �óíêöèé

w1(π, p)

w′
1(π, p)

è w2(π, p)

w′
2(π, p)ñîâïàäàþò. Ïîêàæåì, ÷òî íóëè �óíêöèé w1(π, p) è w′

1(π, p) íå ñîâïàäàþò. Äîïóñòèì, ÷òîïðè p = p0
w1(π, p0) = w′

1(π, p0) = 0 . (51)Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ w1(x, p0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (45) ñ q(x) = q1(x)è óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (51). Òîãäà w1(x, p0) = 0 íà [0, π], ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî w1(0, p0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, íóëè �óíêöèé w1(π, p) è w′
1(π, p)íå ñîâïàäàþò. Àíàëîãè÷íî íå ñîâïàäàþò íóëè �óíêöèé w2(π, p) è w′

2(π, p). Òîãäà èç (50)ñëåäóåò, ÷òî âñå íóëè �óíêöèé w1(π, p) è w2(π, p) ñîâïàäàþò, òàêæå ñîâïàäàþò âñå íóëè�óíêöèé w′
1(π, p) è w′

2(π, p).Ïóñòü p = pi0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì �óíêöèè wi(π, p), i = 1, 2. Ïîêàæåì, ÷òî λi0 = −pi0ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
−y′′ + qi(x)y = λiy , (52)

y′(0)− hiy(0) = 0 , y(π) = 0 . (53)Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ wi(x, p) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (45) ñ
q(x) = qi(x) è p = pi0, òî �óíêöèÿ yi(x) = wi(x, p

i
0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (52) ñ

λ = λi0 = −pi0. Ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (53) ñëåäóåò èç (48), à âòîðîå èç òîãî, ÷òî pi0íóëü �óíêöèè wi(π, p). Ýòî ðåøåíèå íåíóëåâîå, òàê êàê â ñèëó (48) yi(0) = wi(0, p
i
0) = 1.Ñëåäîâàòåëüíî, λi0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (52), (53), ò.å. ëþáîé íóëü�óíêöèè wi(π, p), âçÿòûé ñî çíàêîì ìèíóñ, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîé çàäà-÷è. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè λi0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à

yi(x) � ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé çàäà÷è (52), (53), òî pi0 = −λi0 ÿâëÿåòñÿ



56 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39íóëåì �óíêöèè wi(π, p). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó íóëÿìè �óíêöèè
wi(π, p) ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (52), (53) ñ q(x) = qi(x) è h = hi. Àíàëîãè÷íî,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó íóëÿìè �óíêöèè w′

i(π, p) è ñîáñòâåí-íûìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (52) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
y′(0)− hiy(0) = 0, y′(π) = 0 . (54)Ïóñòü λin, n = 0, 1, 2, ..., ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (52), (53), à µi

n � ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ çàäà÷è (52), (54). Èç ñîâïàäåíèÿ íóëåé �óíêöèé w1(π, p) è w2(π, p) ñëåäóåòðàâåíñòâî λ1n = λ2n ïðè âñåõ n ∈ N0, à èç ñîâïàäåíèÿ íóëåé �óíêöèé w′
1(π, p) è w′

2(π, p)ñëåäóåò, ÷òî µ1
n = µ2

n, n ∈ N0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è (52), (53) è (52), (54)ñ q1(x), h1 è q2(x), h2 èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû5 ïîëó÷èì, ÷òî q1(x) ≡ q2(x) ïðè x ∈ [0, π] è h1 = h2. Ïðè q1(x) = q2(x) = q(x),
h1 = h2 = h è �óíêöèè ui(x, t), i = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2), (3), (5) è (43).Èõ ðàçíîñòü u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (2), (3),(5), (42) ñ µ(t) ≡ 0 è ϕ(x) ≡ 0. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ïðè óñëîâèè (19), ïîëó÷èì,÷òî u1(x, t) = u2(x, t) â D. �Òåîðåìà 9. Ïóñòü ui(x, t) è qi(x), i = 1, 2, ðåøåíèÿ ÷åòâåðòîé îáðàòíîé çàäà÷è ñ
qi(x) = qi(π − x) è h = H = 0, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) ïðè âñåõ n ∈ N0. Òîãäà
q1(x) = q2(x) íà [0, π] è u1(x, t) = u2(x, t) â D.

� Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî îáîñíîâàíèþ òåîðåìû 8. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ �óíê-öèÿ (44) è äëÿ ïðåäåëüíîé �óíêöèè v(x, p) ïîëó÷àåì çàäà÷ó (45)�(47). Òî÷íî òàêæåîïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ w(x, p) è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (49). Èçóñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ (A4) èìååì, ÷òî v1(0, p) = v2(0, p). Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ(49) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ w1(0, p) = w2(0, p) = 1, ïîëó÷èì
1

w′
1(π, p)

=
1

w′
2(π, p)

, (55)ãäå wi(x, p) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (45) ñ q(x) = qi(x), i = 1, 2, èíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (48). Èç ðàâåíñòâà (55) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8ïîëó÷èì ñîâïàäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: µ1
n = µ2

n, n ∈ N0, çàäà÷è (52), (54) ñ q(x) =
qi(x), i = 1, 2. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 4 î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷èñ ïîòåíöèàëîì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè π/2, ïîëó÷èì, ÷òî q1(x) = q2(x) íà
[0, π]. Ïîñëå ÷åãî àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 8 èìååì, ÷òî u1(x, t) = u2(x, t) â D. �Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííûå âûøå òåîðåìû 6-9 ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿìè î åäèí-ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè îáðàòíûõ çàäà÷. Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íàâîïðîñàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 2. Äëÿ ýòîãî ñíî-âà îáðàòèìñÿ ê òåîðèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ïðèâåäåìñëåäóþùóþ òåîðåìó [22, ñ. 45℄, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîéçàäà÷è (7) è (8) ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè q(x), h è H , è â íåé ïðèâåäåíû íåîáõî-äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì {λn, αn}n≥0.Òåîðåìà 10. Äëÿ òîãî âåùåñòâåííûå ÷èñëà {λn, αn}n≥0 áûëè ñïåêòðàëüíûìè äàí-íûìè îáðàòíîé çàäà÷è (7) è (8) ñ q(x) ∈ L2[0, π], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-
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ρn =

√
λn = n+

ω

πn
+

κn

n
, λn 6= λm ïðè n 6= m,

αn =
π

2
+ +

κ1n

n
, αn > 0,ãäå

κn =
1

2π

π∫

0

q(t) cos 2nt dt+O

(
1

n

)
, κ1n = −1

π

π∫

0

(π − t)q(t) sin 2nt dt+O

(
1

n

)
.Êðîìå òîãî, q(x) ∈ C3[0, π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ √

λn è αn ñïðàâåäëèâûïðåäñòàâëåíèÿ
√
λn = n+

4∑

i=1

ωi

ni
+
ωn

n4
, ω1 =

ω

π
, ω2p = 0, p ≥ 1, λn 6= λm ïðè n 6= m; (56)

αn =
π

2
+

4∑

i=1

ω+
i

ni
+
ω1n

n4
, ω+

2p+1 = 0 , p ≥ 0 , αn > 0 , (57)ãäå ωn, ω1n ∈ l2, ïðè ýòîì �óíêöèÿ h(x) è ÷èñëà h, H ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãî-ðèòìó:
1. Ïî çàäàííûì ÷èñëàì {λn, αn}n≥0 ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ

F (x, t) =

+∞∑

n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
,çäåñü α0

n = π/2 ïðè n > 0 è α0
n = π ïðè n = 0.

2. Íàõîäèì �óíêöèþ G(x, t) èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ �åëü�àíäà-Ëåâèòàíà
G(x, t) + F (x, t) +

x∫

0

G(x, s)F (s, t) ds = 0 , 0 < t < x ,êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â L2[0, x] ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x ∈
(0, π].

3. Âû÷èñëÿåì q(x), h è H ïî �îðìóëàì
q(x) = 2

d

dx
G(x, x) , h = G(0, 0) , H = ω − h− 1

2

π∫

0

q(t) dt .
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λn è αn âûïîëíåíû óñëîâèÿ (56) è (57), òî ïîóêàçàííîìó àëãîðèòìó âîññòàíàâëèâàþòñÿ êîý��èöèåíòû q(x), h è H , ïðè ýòîì q(x) ∈

C3[0, π]. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 íàõîäèì �óíêöèþ u(x, t).Òåïåðü ïðèâåäåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âòîðîé îáðàòíîé çàäà÷è ïî äâóì èçâåñòíûìñïåêòðàì λn è µn ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷ (7), (8) è (7), (42) [12, ãë. VI, � 11℄, [23℄.Òåîðåìà 11. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåùåñòâåííûå ÷èñëà λn è µn, n ≥ 0, áûëè ñîîòâåò-ñòâåííî ñïåêòðàìè çàäà÷ (7), (8) è (7), (42) ñ q(x) ∈ C3[0, π], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (56) è
√
µn = n +

4∑

i=1

ω′
i

ni
+
ω′
n

n4
, ω′

1 =
ω′

π
, ω′

2p = 0 , p ≥ 1 , (58)ãäå ω′ = h1 +H + 1
2

π∫
0

q(x) dx,
λn < µn < λn+1 , n ≥ 0 . (59)Ïðè ýòîì �óíêöèÿ q(x) è ÷èñëà h è H ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1) ïî çàäàííûì ÷èñëàì λn è µn íàõîäÿòñÿ ÷èñëà
αn =

h1 − h

µn − λn

+∞∏

k=0
k 6=n

λk − µk

µk − µn
; (60)

2) ïî ÷èñëàì λn è µn ïî óêàçàííîìó â òåîðåìå 10 àëãîðèòìó ñòðîèòñÿ q(x), h è H .Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 11 ñàìûì ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå αn ïî �îðìóëå(60). Â ðàáîòàõ [12, ãë. V, � 11℄, [25℄ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ÷èñåë αnâ âèäå �îðìóë (57).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âîïðîñû î ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ 3 è 4 îñòàþòñÿîòêðûòûìè. Ëèòåðàòóðà1. Ñàáèòîâ Ê.Á. Çàäà÷à Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãîòèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Ìàò. çàìåòêè. 2009. Ò. 86. Âûï. 2. Ñ. 273-279.2. �åëü�àíä È.Ì. Íåêîòîðûå âîïðîñû àíàëèçà è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // ÓÌÍ.1959. Ò. 14. � 3. Ñ. 3�19.3. Ñòðó÷èíà �.Ì. Çàäà÷à î ñîïðÿæåíèè äâóõ óðàâíåíèé // Èíæåíåðíî-�èçè÷åñêèé æóðíàë.1961. Ò. 4. � 11. Ñ. 99�104.4. Ó�ëÿíä ß.Ñ. Ê âîïðîñó î ðàñïðîñòðàíåíèè êîëåáàíèé â ñîñòàâíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ëè-íèÿõ // Èíæåíåðíî-�èçè÷åñêèé æóðíàë. 1966. Ò. 7. � 1. Ñ. 89�92.5. Çîëèíà Ë.À. Î êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãîòèïà // ÆÂÌ è ÌÔ. 1966. Ò. 6. � 6. Ñ. 991�1001.6. Äæóðàåâ Ò.Ä., Ñîïóåâ À., Ìàìàæàíîâ À. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Òàøêåíò: Èçä-âî "Ôàí". 1986. 220 ñ.7. Ñàáèòîâ Ê.Á. Ê òåîðèè óðàâíåíèé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûìïàðàìåòðîì // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1989. Ò. 25. � 1. Ñ. 117�126.
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60 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39MSC 44A05ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÁÓØÌÀÍÀ-Ý�ÄÅÉÈ, ÈÕÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß, ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ È Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÑ.Ì. ÑèòíèêÂîðîíåæñêèé èíñòèòóò ÌÂÄ �îññèè,ïð. Ïàòðèîòîâ, 53, Âîðîíåæ, 394065, �îññèÿ, e-mail: mathsms�yandex.ruÀííîòàöèÿ. Â îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè, ÿä-ðà êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà. Ïðèâîäÿòñÿ èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îáýòîì êëàññå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, èõ êëàññè�èêàöèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Âûäåëÿþò-ñÿ íåñêîëüêî êëàññîâ îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîâ: îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéèòð¼õ ðîäîâ, îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè, óíèòàð-íûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà. �àññìàòðèâàþòñÿïðèëîæåíèÿ ââåä¼ííûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè ê ðàçëè÷íûìçàäà÷àì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè �óíêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè, îïåðàòîðÁåññåëÿ. 1. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-ÝðäåéèÎáçîð ïîñâÿùåí òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè, ÿäðà êîòîðûõâûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûåîïðåäåëåíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îáèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðàõ Áóøìàíà-Ýðäåéè. Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ è èçó÷àþò-ñÿ îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà, à òàêæå èõ ïðåäåëüíûéïîäêëàññ � îïåðàòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè. ßäðà îïåðàòîðîâ ýòîãî êëàññà âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ èçâåñò-íûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà è Ïóàññîíà, à òàêæå íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèåèíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿÁóøìàíà-Ýðäåéè âòîðîãî ðîäà, ÿäðà êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðàâòîðîãî ðîäà. Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå âíà÷àëå èçëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îïå-ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèîííûì ìåòîäîì, íà îñíîâå êîìáèíèðîâàíèÿ êëàññè-÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè. Çàòåì ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ êîìïîçèöèîííîãî ìåòîäà ê îïðåäåëåíèþ è èçó÷åíèþîïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè òðåòüåãî ðîäà, îïðåäåëÿåìûõ ñòåïåííû-ìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ óíèòàðíûå îïåðàòîðûïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäå-ëå êðàòêî ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè: �îð-ìóëû ñâÿçè äëÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ, ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ È.À. Êèïðèÿíîâà è Ñ.Ë. Ñîáîëåâà,îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâ Õàðäè è óñëîâèé óíèòàðíîñòè ¾ñäâèíóòûõ¿ íåðàâåíñòâ Õàðäè,ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 612. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿÒåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå òåîðèè ïîäîáèÿêîíå÷íîìåðíûõ ìàòðèö. Äàäèì îñíîâíîå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü äàíà ïàðà îïåðàòîðîâ (A,B). Îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ ¾îïå-ðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ¿ (ÎÏ, ñïëåòàþùèé îïåðàòîð, transmutation, intertwining ope-rator), åñëè íà ýëåìåíòàõ ïîäõîäÿùèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñî-îòíîøåíèå
T A = B T. (1)ßñíî, ÷òî ïîíÿòèå ÎÏ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì è äàëåêî èäóùèì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïîäî-áèÿ ìàòðèö èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Íî ÎÏ íå ñâîäÿòñÿ ê ïîäîáíûì (èëè ýêâèâàëåíòíûì)îïåðàòîðàì, òàê êàê ñïëåòàåìûå îïåðàòîðû êàê ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè âåñòåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ê òîìó æå îáðàòíûé ê ÎÏ íå îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü, äåé-ñòâîâàòü â òîì æå ïðîñòðàíñòâå èëè áûòü îãðàíè÷åííûì. Òàê ÷òî ñïåêòðû îïåðàòîðîâ,ñïëåòàåìûõ ÎÏ, êàê ïðàâèëî íå ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ñàìè ÎÏ ìîãóò áûòü íåîãðàíè-÷åííûìè. Ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó, ïðåäìåòîì êî-òîðîé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîäñòàíî-âîê èëè çàìåí) ìåæäó ïàðîé äè��åðåíöèàëüíûõ æå îïåðàòîðîâ, òàêèì îáðàçîì â ýòîìñëó÷àå âñå òðè ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè â åñòåñòâåííûõïðîñòðàíñòâàõ. Ïðè ýòîì òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåëòåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå âïèñûâàåòñÿ â îáùóþ ñõåìó òåîðèè îïåðà-òîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè å¼ ðàñøèðåííîì ïîíèìàíèè. Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ íå òîëüêî äëÿ ïàðû äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.Â òåîðèè ÎÏ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è äëÿ ñëåäóþùèõ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ îïåðàòîðîâ:èíòåãðàëüíûõ, èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ, äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ (íàïðèìåð,òèïà Äóíêëà), äè��åðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ áåñêîíå÷íîãî ïî-ðÿäêà (íàïðèìåð, â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ëåììîé Øóðà î äîïîëíÿåìîñòè), îáùèõ ëè-íåéíûõ â �èêñèðîâàííûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõè îïåðàòîðíî-äè��åðåíöèàëüíûõ (àáñòðàêòíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ).Âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òîáû èñõîäíàÿ è ïðåîáðàçîâàííàÿ �óíêöèè ïðèíàäëåæàëè ðàç-ëè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì, ÷òî ïðèíÿòî ïîä÷¼ðêèâàòü èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ îáî-çíà÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â îáùóþ ñõåìó ÎÏ âñå êëàññè÷åñêèåèíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: Ôóðüå, Ëàïëàñà (íà ñàìîì äåëå, Ïåòöâàëÿ), Ìåëëè-íà, Õàíêåëÿ, Âåéåðøòðàññà, Êîíòîðîâè÷à-Ëåáåäåâà, Ìåëåðà-Ôîêà, Ñòàíêîâè÷à è äðó-ãèå. Â îáùóþ ñõåìó ÎÏ òàêæå âêëþ÷àþòñÿ êîíå÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ�.À. �ðèíáåðãà.Â êâàíòîâîé �èçèêå ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà è çàäà÷ òåîðèè ðàñ-ñåÿíèÿ âñòðå÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ ÎÏ � âîëíîâûå îïåðàòîðû.Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû ëþáîé ïðèðîäû òàêæå ïîäõîäÿò ïîä îïðåäåëåíèå ÎÏ.Íàèáîëåå áëèçêî ê äóõó è çàäà÷àì òåîðèè ÎÏ îòíîñèòñÿ èçó÷åíèå îïåðàòîðîâ, êîì-ìóòèðóþùèõ ñ ïðîèçâîäíûìè. Ñàìè ÎÏ â ýòîì ñëó÷àå çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îð-ìàëüíûìè ðÿäàìè, ïñåâäî-äè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè èëè äè��åðåíöèàëüíûìè



62 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39îïåðàòîðàìè áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îïèñàíèå êîììóòàíòîâ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ îïèñà-íèåì âñåãî ñåìåéñòâà ÎÏ äëÿ çàäàííîé ïàðû ïî åãî åäèíñòâåííîìó ïðåäñòàâèòåëþ.Â ýòîì êëàññå çàäà÷ �óíäàìåíòàëüíûå ïðèëîæåíèÿ íàøëà òåîðèÿ îïåðàòîðíûõ ñâ¼ð-òîê, îñîáåííî ñâåðòêè Áåðãà-Äèìîâñêè. Íà÷èíàþò íàõîäèòü ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ÎÏè ðåçóëüòàòû äëÿ êîììóòèðóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîñõîäÿùèå ê êëàñ-ñè÷åñêèì ðàáîòàì Á¼ð÷íåëà è ×îíäè (J.L.Bur
hnall, T.W.Chaundy). Òåîðèÿ ÎÏ òàêæåñâÿçàíà ñ âîïðîñàìè �àêòîðèçàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.Îòäåëüíûé êëàññ ÎÏ ñîñòàâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå äëÿ îäíîãî è òîãî æåóðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò êðàåâûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, íàïðèìåð, Íåéìàíà è Äèðè-õëå.Êàê æå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ? Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû èçó-÷àåì íåêîòîðûé äîñòàòî÷íî ñëîæíî óñòðîåííûé îïåðàòîð A. Ïðè ýòîì íóæíûå ñâîéñòâàóæå èçâåñòíû äëÿ ìîäåëüíîãî áîëåå ïðîñòîãî îïåðàòîðà B. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò ÎÏ(??), òî ÷àñòî óäà¼òñÿ ïåðåíåñòè ñâîéñòâà ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà B è íà A. Òàêîâà âíåñêîëüêèõ ñëîâàõ ïðèìåðíàÿ ñõåìà òèïè÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÎÏ â êîíêðåòíûõ çàäà-÷àõ.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Au = f ñ îïåðàòîðîì A, òî ïðèìåíÿÿê íåìó ÎÏ T ñî ñïëåòàþùèì ñâîéñòâîì (??), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðîì B âèäà
Bv = g, ãäå îáîçíà÷åíî v = Tu, g = Tf . Ïîýòîìó, åñëè âòîðîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðîì Bÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, è äëÿ íåãî óæå èçâåñòíû �îðìóëû äëÿ ðåøåíèé, òî ìû ïîëó-÷àåì è ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ u = T−1v. �àçóìååòñÿ, ïðè ýòîìîáðàòíûé îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæåí ñóùåñòâîâàòü è äåéñòâîâàòü â ðàññìàòðè-âàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé äîëæíî áûòüïîëó÷åíî è ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà. Òàêîâî îäíî èç ïðîñòåéøèõïðèìåíåíèé òåõíèêè ÎÏ â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê îáûêíîâåííûõ,òàê è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.Èçëîæåíèþ òåîðèè ÎÏ è èõ ïðèëîæåíèÿì ïîñâÿùåíû ìîíîãðà�èè [1℄- [12℄, à òàêæåïîäðîáíûå îáçîðû àâòîðà [13℄- [14℄.Ñäåëàåì îäíî òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò äëÿ ÎÏòåðìèí ¾transmutation¿, âîñõîäÿùèé ê Æ.Äåëüñàðòó. Êàê îòìå÷àåò �.Êýððîëë, ïîõî-æèé òåðìèí "transformation" ïðè ýòîì çàêðåïëÿåòñÿ çà êëàññè÷åñêèìè èíòåãðàëüíûìèïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, Ëàïëàñà, Ìåëëèíà, Õàíêåëÿ è äðóãèìè ïîäîáíûìè èì. Ïðè-âåä¼ì äîñëîâíóþ öèòàòó èç [3℄: ¾Su
h operators are often 
alled transformation operatorsby the Russian s
hool (Levitan, Naimark, Mar
henko et. al.), but transformation seems toobroad a term, and, sin
e some of the ma
hinery seems "magi
al" at times, we have followedLions and Delsarte in using the word transmutation¿.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíî-ñòüþ î�îðìèâøèéñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå äè�-�åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè �óíê-öèé, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé è äðîáíîãî èíòåãðîäè��å-ðåíèöðîâàíèÿ. Íåîáõîäèìîñòü òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîêàçàíà áîëüøèì÷èñëîì å¼ ïðèëîæåíèé. Ìåòîäû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèèîáðàòíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿÿ îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñïåêòðàëüíóþ �óíê-



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 63öèþ è ðåøåíèÿ çíàìåíèòîãî óðàâíåíèÿ Ëåâèòàíà; â òåîðèè ðàññåÿíèÿ ÷åðåç îïåðàòîðûïðåîáðàçîâàíèÿ âûïèñûâàåòñÿ äðóãîå çíàìåíèòîå óðàâíåíèå Ìàð÷åíêî; â ñïåêòðàëü-íîé òåîðèè ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûå �îðìóëû ñëåäîâ è àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé �óíê-öèè; îöåíêè ÿäåð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòâå÷àþò çà óñòîé÷èâîñòü îáðàòíûõ çàäà÷è çàäà÷ ðàññåÿíèÿ; â òåîðèè íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîä Ëàêñàèñïîëüçóåò îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé èïîñòðîåíèÿ ñîëèòîíîâ. Îïðåäåë¼ííûìè ðàçíîâèäíîñòÿìè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿÿâëÿþòñÿ ÷àñòè òåîðèé îáîáù¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííî-ãî ñäâèãà è îáîáù¼ííûõ îïåðàòîðíûõ ñâ¼ðòîê, ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó. Â òåîðèèóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìåòîäû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþò-ñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèé âîçìóù¼ííûõ çàäà÷ ÷åðåç ðåøåíèÿíåâîçìóù¼ííûõ, èçó÷åíèè ñèíãóëÿðíûõ è âûðîæäàþùèõñÿ êðàåâûõ çàäà÷, ïñåâäîäè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, çàäà÷ äëÿ ðåøåíèé ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè íà÷àñòè ãðàíèöû âî âíóòðåííèõ èëè óãëîâûõ òî÷êàõ, îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèéíåêîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è óëüòðàýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò äàòü íîâóþ êëàññè�èêàöèþ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé è èíòåãðàëü-íûõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè â ÿäðàõ, â òîì ÷èñëå ðàçëè÷íûõ îïåðà-òîðîâ äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ. Â òåîðèè �óíêöèé íàéäåíû ïðèëîæåíèÿîïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âëîæåíèÿì �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è îáîáùåíèþîïåðàòîðîâ Õàðäè, ðàñøèðåíèþ òåîðèè Ïýëè-Âèíåðà, ïîñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóê-öèé îáîáù¼ííîãî ñäâèãà è îñíîâàííûì íà íèõ îáîáù¼ííûõ âàðèàíòîâ ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. Ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ óñïåõîì ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ: îöåíêàõ ðåøåíèé Éîñòà â êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ, îáðàòíûõçàäà÷àõ, èññëåäîâàíèè ñèñòåìû Äèðàêà è äðóãèõ ìàòðè÷íûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé, îïåðàòîðíûõ è äè��åðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿõ, ðàçëè÷íûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, â òîì ÷èñëå ñî ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè â ÿäðàõ, òåîðèè âå-ðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ëèíåéíîì ñòîõàñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè, �èëüòðàöèè,ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ óðàâíåíèÿõ, îáðàòíûõ çàäà÷àõ ãåî�èçèêè è òðàíñçâóêîâîéãàçîäèíàìèêè. Êðîìå óæå èçâåñòíûõ äëÿ ìåòîäà Ëàêñà è ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó âñ¼âðåìÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî íîâûõ ïðèëîæåíèé ÎÏ ê íåëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûìóðàâíåíèÿì è èññëåäîâàíèþ ñîëèòîíîâ.Ôàêòè÷åñêè ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ âîçíèêëà èç äâóõ ïðè-ìåðîâ, ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè [13℄- [14℄. Ïåðâûì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ÎÏ, ïåðåâîäÿùèåîïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåêîòîðûì ïîòåíöèàëîì q(x) âî âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:
D2y(x) + q(x)y(x) = D2Ty(x) , D2y(x) = y′′(x) (2)ïðè íåêîòîðîì âûáîðå åñòåñòâåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé [7℄- [11℄.Âòîðîé ïðèìåð � çàäà÷à î ïðåîáðàçîâàíèè îïåðàòîðà Áåññåëÿ âî âòîðóþ ïðîèçâîä-íóþ:

TBνf = D2Tf , Bν = D2 +
2ν + 1

x
D , D2 =

d2

dx2
, ν ∈ C . (3)Íà ýòîì ïóòè âîçíèêëè ÎÏ Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëüñàðòà, Áóøìàíà-Ýðäåéè è èõ ìíî-ãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ [1℄- [3℄, [13℄- [15℄. Òàêèå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ íàõîäÿò



64 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ îñî-áåííîñòÿìè.2. Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðàõ Áóøìàíà-ÝðäåéèÎïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ìîäè�èêàöèè. Àâòîðîì ïðåä-ëîæåíà óäîáíàÿ êëàññè�èêàöèÿ èõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ. Îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéèïåðâîãî ðîäà ñîäåðæàò ÿäðà, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà.Èõ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè, èãðàþùèåâàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè âòîðîãî ðîäàñîäåðæàò ÿäðà, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà. Êîìáèíàöèÿîïåðàòîðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ïðèâîäèò ê îïåðàòîðàì Áóøìàíà-Ýðäåéè òðåòüåãîðîäà. Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ îíè ñâîäÿòñÿ ê óíèòàðíûì îïåðàòîðàì ïðå-îáðàçîâàíèÿì, êîòîðûå àâòîð íàçâàë óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà, â ÷åñòü Â.Â. Êàòðàõîâà, íà÷àâøåãî èõ èçó÷åíèå.�àññìîòðèì âàæíûé êëàññ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûé ïðè îïðåäåë¼ííîìâûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííûì îáîáùåíèåì ÎÏ Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëü-ñàðòà è èõ ñîïðÿæ¼ííûõ, îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ �èìàíà-Ëèóâèëëÿ è Ýðäåéè-Êîáåðà, à òàêæå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ìåëåðà-Ôîêà.Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîðàìè Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ èíòå-ãðàëüíûå îïåðàòîðû
Bν,µ

0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 P µ

ν

(x
t

)
f(t)d t ,(4)

Eν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµ

ν

(
t

x

)
f(t)d t ,(5)

Bν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 P µ

ν

(
t

x

)
f(t)d t ,(6)

Eν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµ

ν

(x
t

)
f(t)d t .(7)Çäåñü P µ

ν (z) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà [16℄, P µ
ν (z) � òà æå �óíêöèÿ íà ðàçðåçå

−1 ≤ t ≤ 1, f(x)� ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì îãðà-íè÷åíèÿì íà ðîñò ïðè x → 0, x → ∞. Ïàðàìåòðû µ, ν � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Reµ < 1,ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíèÿìè Reν ≥ −1/2.Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè âîçíèêëè âïåðâûå â òåîðèè óðàâíåíèÿÝéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó â 1957 ãîäó â ðàáîòå Êîïñîíà [17℄, ñì. òàêæå [18℄. Ïðèâåä¼ìñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, èìåþùèé â òîì ÷èñëå èñòîðè÷åñêèé èíòåðåñ, êîòîðûé ìûíàçîâ¼ì ¾Ëåììà Êîïñîíà¿.Ëåììà 1. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äâó-ìÿ ïåðåìåííûìè:
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∂2u(x, y)

∂x2
+

2α

x

∂u(x, y)

∂x
=
∂2u(x, y)

∂y2
+

2β

y

∂u(x, y)

∂y(îáîáù¼ííîå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó èëè Â-ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîòåðìèíîëîãèè È.À.Êèïðèÿíîâà) â îòêðûòîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè x > 0, y > 0 ïðèïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðàõ β > α > 0 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà îñÿõ êîîðäèíàò (õà-ðàêòåðèñòèêàõ)
u(x, 0) = f(x) , u(0, y) = g(y) , f(0) = g(0) .Ïóñòü ðåøåíèå u(x,y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûì â çàìêíóòîì ïåðâîìêâàäðàíòå, èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îòêðûòîì êâàäðàíòå, ãðàíè÷íûå�óíêöèè f(x), g(y) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè.Òîãäà, åñëè ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñî-îòíîøåíèÿ:

∂u

∂y
= 0 , y = 0 ,

∂u

∂x
= 0 , x = 0 , (8)
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0

f(xt)tα+β+11− t2
β−1
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1

2
)
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0

g(xt)tα+β+11− t2
α−1
2 P 1−α

−β t dt ,

⇓

g(y) =
2Γ(β + 1

2
)

Γ(α + 1
2
)Γ(β − α)

y1−2β

∫ y

0

x2α−1f(x)y2 − x2
β−α−1

x dx , (10)ãäå P µ
ν (z) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà [16℄.Òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæàíèå ëåììû Êîïñîíà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî íà÷àëüíûå äàí-íûå íà õàðàêòåðèñòèêàõ íåëüçÿ çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî, îíè äîëæíû áûòü ñâÿçàíû îïå-ðàòîðàìè Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà. Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîé ëåììû èñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè ñì. â [13℄- [14℄, [19℄- [20℄. Äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Êîïñîíàíîñÿò íåñòðîãèé õàðàêòåð, èç ïðèâåä¼ííîé ëåììû íå ñëåäóåò �îðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿîïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè.Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èçó÷åíèå äàííîãî êëàññà èíòåãðàëüíûõ îïåðà-òîðîâ áûëî ïðîâåäåíî âïåðâûå â ðÿäå ðàáîò �. Áóøìàíà è À. Ýðäåéè [22℄- [25℄. Ýòèðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ìîíîãðà�èè [21℄, õîòÿ ñëó÷àé âûáðàííûõ íàìè ïðåäåëîâ èíòå-ãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òàì îñîáûì è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéèèëè èõ àíàëîãè èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòàõ T.P. Higgins, Ta Li, E.R. Love, Äèíü ÕîàíãÀíü, Â.È. Ñìèðíîâà, Â.Â. Êàòðàõîâà, Í.À. Âèð÷åíêî, À.À. Êèëáàñà, Î.Â. Ñêîðîìíèê,Á. �óáèíà è ðÿäå äðóãèõ. Ïðè ýòîì èçó÷àëèñü çàäà÷è î ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè, èõ �àêòîðèçàöèè è îáðàùåíèÿ, ñì. [26℄- [29℄.Àâòîðîì áûëî çàìå÷åíî íîâîå îñíîâíîå ñâîéñòâî èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ÎÏ è ñïëåòàþò âòîðóþ ïðîèç-âîäíóþ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ [30℄- [31℄. Çàòåì â ðàáîòàõ àâòîðà ýòîò êëàññ îïåðàòîðîâïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû, ñì. [13℄, [19℄- [20℄, [30℄- [40℄.



66 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Âàæíîñòü îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè âî ìíîãîì îáóñëîâëåíà èõ ìíîãî÷èñëåííû-ìè ïðèëîæåíèÿìè. Íàïðèìåð, îíè âñòðå÷àþòñÿ â ñëåäóþùèõ âîïðîñàõ òåîðèè óðàâíå-íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè: ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè, óñòàíîâëåíèè ñîîòíîøåíèé ìåæäó çíà÷åíèÿìèðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó íà ìíîãîîáðàçèè íà÷àëüíûõ äàííûõ è õà-ðàêòåðèñòèêå, òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà, òàê êàê â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ëþäâèãà äåé-ñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì ñâîäèòñÿêàê ðàç ê îïåðàòîðàì Áóøìàíà-Ýðäåéè ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé, ïðè èññëåäîâàíèèêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè âíóòðè îáëàñòè, ñì. [13℄- [14℄, [19℄- [20℄.3. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäàÏðèâåä¼ì îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ âûøå ÎÏ (4). Âíà÷àëå ðàñïðîñòðàíèì îïðå-äåëåíèå 2 íà ñëó÷àé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ = 1.Îïðåäåëåíèå 3. Ââåä¼ì ïðè µ = 1 îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêàãëàäêîñòè ïî �îðìóëàì
lBν,1

0+f =
d

dx

∫ x

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt ,(11)

Eν,1
0+f =

∫ x

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt ,(12)

Bν,1
− f =

∫ ∞

x

Pν

(
t

x

)(
− df(t)

dt

)
dt ,(13)

Eν,1
− f =

(
− d

dx

)∫ ∞

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt ,(14)ãäå Pν(z) = P 0

ν (z) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà.Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå �îðìóëû �àêòîðèçàöèè îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè íà ïîäõîäÿùèõ �óíêöèÿõ ÷åðåç äðîáíûå èíòåãðàëû �èìàíà-Ëèóâèëëÿ è Áóø-ìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè:
Bν, µ

0+ f = I1−µ
0+ 1S

ν
0+f, B

ν, µ
− f = 1P

ν
− I1−µ

− f , (15)
Eν, µ

0+ f = 1P
ν
0+ I1−µ

0+ f, Eν, µ
− f = I1−µ

− 1S
ν
−f . (16)Ýòè �îðìóëû ïîçâîëÿþò ¾ðàçäåëèòü¿ ïàðàìåòðû ν è µ. Ìû äîêàæåì, ÷òî îïåðàòî-ðû (11-14) ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�èçìàìè ïðîñòðàíñòâ L2(0,∞), åñëè ν íå ðàâíî íåêîòîðûìèñêëþ÷èòåëüíûì çíà÷åíèÿì. Ïîýòîìó îïåðàòîðû (11-14) ïî äåéñòâèþ â ïðîñòðàíñòâàõòèïà L2 â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïîäîáíû îïåðàòîðàì äðîáíîãî èíòåãðîäè��åíöèðîâà-íèÿ I1−µ, ñ êîòîðûìè îíè ñîâïàäàþò ïðè ν = 0. Äàëåå îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéèáóäóò äîîïðåäåëåíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ µ.Èñõîäÿ èç ýòîãî, ââåä¼ì ñëåäóþùåå



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 67Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî ρ = 1 − Reµ íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè îïåðàòîðîâÁóøìàíà-Ýðäåéè (11-14)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ρ > 0 (òî åñòü ïðè Reµ > 1) îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè ÿâëÿ-þòñÿ ñãëàæèâàþùèìè, à ïðè ρ < 0 (òî åñòü ïðè Reµ < 1) óìåíüøàþùèìè ãëàäêîñòüâ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà L2(0,∞). Îïåðàòîðû (11)-(14), äëÿ êîòîðûõ ρ = 0, ÿâëÿþòñÿ ïîäàííîìó îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà (11-14) ñ�óíêöèåé Ëåæàíäðà I ðîäà â ÿäðå. Ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ν, µ îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè ñâîäÿòñÿ ê áîëåå ïðîñòûì. Òàê ïðè çíà÷åíèÿõ µ = −νèëè µ = ν + 2 îíè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ýðäåéè-Êîáåðà; ïðè ν = 0 îïåðàòîðàìèäðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ I1−µ

0+ èëè I1−µ
− ; ïðè ν = −1

2
, µ = 0 èëè µ = 1 ÿäðàâûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû; ïðè µ = 0, x = 1, v = it− 1

2
îïåðàòîð Bν, 0

−ëèøü íà ïîñòîÿííóþ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëåðà-Ôîêà.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ òàêæå òåñíî ñâÿçàííûé ñ íèìäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
Lν = D2 − ν(ν + 1)

x2
=

(
d

dx
− ν

x

)(
d

dx
+
ν

x

)
, (17)êîòîðûé ïðè ν ∈ N ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óãëîâîãî ìîìåíòà èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Èõâçàèìîñâÿçü óñòàíàâëèâàåòÒåîðåìà 2. Ïóñòü ïàðà ÎÏ Xν , Yν ñïëåòàþò Lν è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

XνLν = D2Xν , YνD
2 = LνYν . (18)Ââåä¼ì íîâóþ ïàðó ÎÏ ïî �îðìóëàì

Sν = Xν−1/2x
ν+1/2 , Pν = x−(ν+1/2)Yν−1/2 . (19)Òîãäà ïàðà íîâûõ ÎÏ Sν , Pν ñïëåòàþò îïåðàòîð Áåññåëÿ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

SνBν = D2Sν , PνD
2 = BνPν . (20)Òåîðåìà 3. Ïóñòü Reµ ≤ 1. Òîãäà îïåðàòîð Bν, µ

0+ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçî-âàíèÿ òèïà Ñîíèíà è óäîâëåòâîðÿåò íà ïîäõîäÿùèõ �óíêöèÿõ ñîîòíîøåíèþ (18).Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ äðóãèõ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè. Ïðèýòîì Eν, µ
− òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òèïà Ñîíèíà, à Eν, µ

0+ è Bν, µ
− � îïåðàòîðàìè òèïàÏóàññîíà.Òåïåðü ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåä¼ííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÎÏ Áóø-ìàíà-Ýðäåéè ñâÿçûâàþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ è âòîðîé ïðîèçâîä-íîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîâèíà ÎÏ Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðåâîäÿò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èëèýêñïîíåíöèàëüíûå �óíêöèè â ïðèâåä¼ííûå �óíêöèè Áåññåëÿ, à äðóãàÿ ïîëîâèíà íàîáî-ðîò. Ýòè �îðìóëû çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ, èõ íåòðóäíî âûïèñàòü ÿâíî. Âñå îíè ÿâëÿþò-ñÿ îáîáùåíèÿìè èñõîäíûõ �îðìóë Ñîíèíà è Ïóàññîíà è ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííûé



68 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39èíòåðåñ. Åù¼ ðàç îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåä-ñòâèÿìè äîêàçàííûõ ñïëåòàþùèõ ñâîéñòâ ÎÏ Áóøìàíà-Ýðäåéè, è ìîãóò áûòü íåïî-ñðåäñòâåííî ïðîâåðåíû ïðè ïîìîùè òàáëèö èíòåãðàëîâ îò ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé.Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòèÿâëÿåòñÿ èõ óíèòàðíîñòü ïðè öåëûõ ν. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èíòåðïðåòàöèè Lν êàê îïåðà-òîðà óãëîâîãî ìîìåíòà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ïàðàìåòð ν êàê ðàç è ïðèíèìàåò öåëûåíåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.Òåîðåìà 4. Äëÿ óíèòàðíîñòè â L2 îïåðàòîðîâ (11-14) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ÷èñëî ν áûëî öåëûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðû îïåðàòîðîâ (1S
ν
0+, 1P

ν
−) è (1S

ν
−, 1P

ν
0+)âçàèìíî îáðàòíû.4. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè âòîðîãî ðîäàÒåïåðü îïðåäåëèì è èçó÷èì îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè âòîðîãî ðîäà.Îïðåäåëåíèå 3. Ââåä¼ì íîâóþ ïàðó îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè ñ �óíêöèÿìèËåæàíäðà âòîðîãî ðîäà â ÿäðå

2S
νf =

2

π



−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(x
y

)
f(y)dy +

∞∫

x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(x
y

)
f(y)dy



 , (21)
2P

νf =
2

π


−

x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y)dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y)dy


 . (22)Ýòè îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàä-êîñòè. Ïðè y → x±0 èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Îòìåòèì áåçäîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ñïëåòàþùèìè ïðè íåêîòî-ðûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè f(x) (ïðè ýòîì îïåðàòîð (21) áóäåò òèïà Ñîíèíà, (22) � òèïàÏóàññîíà).Òåîðåìà 5. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû äëÿ íîðì

‖2Sν‖L2 = max(1,
√
1 + sin πν),(23)

‖2P ν‖L2 = 1/min(1,
√
1 + sin πν).(24)Îïåðàòîð 2S

ν îãðàíè÷åí ïðè âñåõ ν. Îïåðàòîð 2P
ν íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà sin πν = −1.Äëÿ óíèòàðíîñòè â L2 îïåðàòîðîâ 2S

ν è 2P
ν íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïàðà-ìåòð ν áûë öåëûì ÷èñëîì.Îïåðàòîðû âòîðîãî ðîäà ñâÿçàíû ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè �èëüáåðòà íà ïîëóîñè.Òåîðåìà 6. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

2S
0f =

2

π

∞∫

0

y

x2 − y2
f(y) dy,(25)
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2S

−1f =
2

π

∞∫

0

x

x2 − y2
f(y) dy.(26)Äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ðîäà ââåä¼ì òàêæå áîëåå îáùèå àíàëîãè îïåðàòîðîâ ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïî �îðìóëàì:

2S
ν,µf =

2

π




x∫

0

(x2 + y2)−
µ
2 e−µπiQµ

ν (
x

y
)f(y) dy +(27)

+

∞∫

x

(y2 + x2)−
µ
2Qµ

ν (
x

y
)f(y) dy


 ,ãäå Qµ

ν (z) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà, Qµ
ν (z) � çíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè íà ðàç-ðåçå, Re ν < 1. Âòîðîé ïîäîáíûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê �îðìàëüíî ñîïðÿæ¼ííûéâ L2(0,∞) ê (27).5. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè òðåòüåãî ðîäàÏåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, óíèòàðíûõ ïðè âñåõ ν. Òàêèåîïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

Sν
Uf = − sin

πν

2
2S

νf + cos
πν

2
1S

ν
−f ,(28)

P ν
Uf = − sin

πν

2
2P

νf + cos
πν

2
1P

ν
−f .(29)Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ν ∈ R îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè 1 è 2 ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè. Èõ ìîæíî îòíåñòèê îïåðàòîðàì Áóøìàíà-Ýðäåéè òðåòüåãî ðîäà (ñì. íèæå). Â èíòåãðàëüíîé �îðìå ýòèîïåðàòîðû èìåþò âèä:

Sν
Uf = cos

πν

2

(
− d

dx

) ∞∫

x

Pν
x

y
f(y) dy+ (30)

+
2

π
sin

πν

2




x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

x

y
f(y) dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

x

y
f(y) dy


 ,

P ν
Uf = cos

πν

2

x∫

0

Pν
y

x

(
d

dy

)
f(y) dy− (31)

−2

π
sin

πν

2


−

x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

y

x
f(y) dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

y

x
f(y) dy


 .



70 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Òåîðåìà 7. Îïåðàòîðû (28-29), (30-31) ïðè âñåõ ν ∈ R ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè, âçà-èìíî ñîïðÿæ¼ííûìè è îáðàòíûìè â L2. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñïëåòàþùèìè è äåéñòâóþò ïî�îðìóëàì (17). Ïðè ýòîì Sν
U ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òèïà Ñîíèíà (Ñîíèíà-Êàòðàõîâà), à

P ν
U � òèïà Ïóàññîíà (Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà).ÎÏ â �îðìå ïîäîáíîé (30)-(31), íî òîëüêî ñ ÿäðàìè, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç îáùóþãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ �àóññà, áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû â 1980 ã. Â.Â.Êàòðàõî-âûì. Ïîýòîìó àâòîð ïðåäëàãàåò íàçâàíèÿ: îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Êàòðàõîâàè Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà. Èõ âûðàæåíèå ÷åðåç �óíêöèè Ëåæàíäðà ïåðâîãî è âòîðîãî ðî-äîâ ïîëó÷åíî àâòîðîì, êðîìå òîãî èõ óäà¼òñÿ âêëþ÷èòü â îáùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿîïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèîííûì ìåòîäîì [35℄- [38℄. Ïðè ýòîì îñíîâíû-ìè ñòàíîâÿòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûå �îðìóëû �àêòîðèçàöèè âèäà (28-29). Íà ýòîì ïóòèïîñòðîåíèå ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïåðåñòà¼ò áûòü ñïåöèàëüíûì èñêóñíûì ïðè¼ìîì, àâñòðàèâàåòñÿ â îáùóþ ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ öåëûõ êëàññîâ ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïðå-îáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèîííûì ìåòîäîì, ñõåìó êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ êðàòêî ðàññìîòðèì.�àññìîòðèì ñèíóñ è êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðàòíûå ê íèì

Fcf =

√
2

π

∞∫

0

f(y) cos(ty) dy , F−1
c = Fc, (32)

Fsf =

√
2

π

∞∫

0

f(y) sin(ty) dy , F−1
s = Fs . (33)Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Áåññåëÿ ïî �îðìóëàì

Fνf =
1

2νΓ(ν + 1)

∞∫

0

f(y) jν(ty) y
2ν+1 dy =

=

∞∫

0

f(y)
Jν(ty)

(ty)ν
y2ν+1 dy =

1

tν

∞∫

0

f(y)Jν(ty) y
ν+1 dy,(34)

F−1
ν f =

1

(y)ν

∞∫

0

f(t)Jν(yt) t
ν+1 dt.(35)Çäåñü Jν(·) � îáû÷íàÿ [16℄, à jν(·) � íîðìèðîâàííàÿ [15℄ �óíêöèè Áåññåëÿ. Îïåðàòîðû 1-2ñàìîñîïðÿæåííûå óíèòàðíûå â L2(0,∞). Îïåðàòîðû 3-4 ñàìîñîïðÿæåííûå óíèòàðíûåâ L2, ν(0,∞).Òîãäà ïåðâàÿ ïàðà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè òðåòüåãî ðîäà íàïîäõîäÿùèõ �óíêöèÿõ ñ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé �óíêöèåé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè

S(ϕ)
ν, c = F−1

c

(
[ϕ(t)]−1Fν

)
,(36)

P (ϕ)
ν, c = F−1

ν (ϕ(t)Fc) ,(37)
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S(ϕ)
ν, s = F−1

s

(
[ϕ(t)]−1Fν

)
,(38)

P (ϕ)
ν, s = F−1

ν (ϕ(t)Fs) ,(39)ãäå ϕ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ âåñîâàÿ �óíêöèÿ.Ââåäåííûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïîäõîäÿùèõ �óíêöèÿõ ñïëåòàþò Bν è D2,ìîæíî äàòü èõ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.Òåîðåìà 8. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèå Bν è D2, ñîãëàñíî�îðìóëàì
S
(ϕ)

ν,

{
s
c

} = F−1{
s
c

}
(
[ϕ(t)]−1Fν

)
, P

(ϕ)

ν,

{
s
c

} = F−1
ν

(
ϕ(t)F{

s
c

}
)
.Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà òèïà Ñîíèíà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (�îðìàëüíîå)

(
S
(ϕ)

ν,

{
s
c

}f
)
(x) =

√
2

π

∞∫

0

K(x, y)f(y) dy , (40)ãäå
K(x, y) = yν+1

∞∫

0

[ϕ(t) tν ]−1
{sin(xt)
cos(xt)

}
Jν(yt)dt .Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà òèïà Ïóàññîíà èìååò âèä

(
P

(ϕ)

ν,

{
s
c

}f
)
(x) =

√
2

π

∞∫

0

G(x, y)f(y) dy , (41)ãäå
G(x, y) =

1

xν

∞∫

0

ϕ(t) tν+1

{
sin(yt)
cos(yt)

}
Jν(xt)dt .×àñòíûì ñëó÷àåì ââåä¼ííûõ îïåðàòîðîâ òðåòüåãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ îïðåäåë¼ííûå âû-øå óíèòàðíûå îïåðàòîðû Ñîíèíà-Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà, êîòîðûå ïîëó÷à-þòñÿ ïðè âûáîðå âåñîâîé �óíêöèè ϕ(t) â âèäå íåêîòîðîé çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà νñòåïåíè.6. Ïðèëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-ÝðäåéèÏðèâåä¼ì êðàòêèé ñïèñîê ïðèëîæåíèé, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå â [13℄- [14℄, [19℄- [20℄.

• C ïîìîùüþ ÎÏ Áóøìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè äàí ïîëîæèòåëüíûéîòâåò íà âîïðîñ, êîòîðûé äàâíî îáñóæäàëñÿ â óñòíîì ¾�îëüêëîðå¿ � ïðîñòðàíñòâà



72 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39È.À.Êèïðèÿíîâà èçîìîð�íû âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. �àçóìååòñÿ, ñ ïî-ìîùüþ ÎÏ Áóøìàíà-Ýðäåéè ðàññìîòðåí òîëüêî ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, ðåçóëüòàòûìîæíî îáîáùàòü íà äðóãèå âèäû íîðìèðîâîê, ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, çàìåíó íåîãðàíè-÷åííûõ îáëàñòåé íà îãðàíè÷åííûå, ÷òî åù¼ ïðåäñòîèò ðàññìîòðåòü â áóäóùåì, íî ýòîíå èçìåíèò ïðèíöèïèàëüíî îñíîâíîãî âûâîäà. Ñêàçàííîå íè â êîåì ñëó÷àå íå óìàëÿåò íèñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ È.À.Êèïðèÿíîâàäëÿ ïîäõîäÿùåãî êðóãà çàäà÷ òåîðèè �óíêöèé è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-íûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðèíöèïèàëüíàÿ âàæíîñòü ïðîñòðàíñòâ È.À.Êèïðèÿíîâà äëÿ òåî-ðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ îòðà-æàåò îáùèé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé âûðàçèë â âèäå à�îðèçìà ÷ë.-êîðð.�ÀÍ Ë.Ä.Êóäðÿâöåâ:¾Êàæäîå óðàâíåíèå äîëæíî èçó÷àòüñÿ â ñâî¼ì ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå!¿Ïîëó÷åííûå âëîæåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðÿìîãî ïåðåíîñà èçâåñòíûõîöåíîê äëÿ ðåøåíèé B-ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ È.À.Êèïðèÿíîâà [15℄íà îöåíêè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèåïðèâåä¼ííûõ â ñòàòüå óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè è ñïëåòàþùèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ïðå-îáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà-Ýðäåéè.
• Ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò âûïèñûâàòü ÿâíûå �îðìóëû,âûðàæàþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ÷åðåçíåâîçìóù¼ííûå óðàâíåíèÿ. Ïðèìåðîì ñëóæèò B-ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòî-ðàìè Áåññåëÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé âèäà

n∑

k=1

Bν,xk
u(x1, . . . , xn) = f , (42)àíàëîãè÷íûå B-ãèïåðáîëè÷åñêèå è B-ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ [15℄. Ýòà èäåÿ ðàíååîñóùåñòâëÿëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëü-ñàðòà, ñì. [41℄- [46℄. Íîâûå òèïû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûåêëàññû ïîäîáíûõ �îðìóë ñîîòâåòñòâèÿ.

• �àññìîòðèì óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó â ïîëóïðîñòðàíñòâå
Bα, tu(t, x) =

∂2 u

∂t2
+

2α+ 1

t

∂u

∂t
= ∆xu+ F (t, x) ,ãäå t > 0, x ∈ Rn. Äàäèì íåñòðîãîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷àòü ðàç-ëè÷íûå ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè t = 0 åäèíûì ìåòîäîì. Îáðàçóåì ïî �îð-ìóëàì (17) îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Xα, t è Yα, t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âû-ðàæåíèÿ Xα, tu = v(t, x), Xα, tF = G(t, x). Ïóñòü îáû÷íàÿ (íåñèíãóëÿðíàÿ) çàäà÷à Êîøè

∂2 v

∂t2
= ∆xv +G, v|t=0 = ϕ(x), v′t|t=0 = ψ(x) (43)êîððåêòíî ðàçðåøèìà â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Yα, t = X−1

α, tïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ÝÏÄ:
Xαu|t=0 = a(x), (Xαu)

′|t=0 = b(x) . (44)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 73Ïðè ýòîì ðàçëè÷íîìó âûáîðó îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Xα,t (îïåðàòîðû Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëüñàðòà, Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî ðîäîâ, Áóøìàíà-Ýð-äåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè, óíèòàðíûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Êàò-ðàõîâà è Ïóàññîíà-Êàòðàõîâà, îáîáùåííûå îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè) áóäóò ñîîò-âåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñëåäóÿ èçëîæåííîé ìåòîäèêå â êàæäîìêîíêðåòíîì ñëó÷àå èõ ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå ïðîñòûì àíàëèòè÷åñêèì �îðìóëàì.Îïèñàííàÿ ñõåìà îáîáùàåòñÿ íà äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîìïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì ìîãóò äåéñòâîâàòü îïåðàòîðû Áåññåëÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðà-ìåòðàìè, à òàêæå óðàâíåíèÿ äðóãèõ òèïîâ. Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèéïîçâîëÿåò ñâîäèòü ñèíãóëÿðíûå (èëè èíà÷å âûðîæäàþùèåñÿ) óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìèÁåññåëÿ ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì (óðàâíåíèÿ ÝÏÄ, ñèíãóëÿðíîå óðàâíå-íèå òåïëîïðîâîäíîñòè, B-ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ È.À.Êèïðèÿíîâà,óðàâíåíèÿ îáîáù¼ííîé îñåñèììåòðè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà � òåîðèè GASPT
(Generalized Axially Symmetric Potential Theory) � À.Âàéíñòåéíà è äðóãèå) ê íåñèí-ãóëÿðíûì. Ïðè ýòîì àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àþòñÿ êàê ñëåä-ñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, åñëè òîëüêî óäà-ëîñü îöåíèòü ñàìè îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ â íóæíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-ñòâàõ. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïîäîáíûõ îöåíîê áûëî ïðèâåäåíî âûøå.
• Êëàññ îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííîãî ñäâèãà ââåä¼í è ïîäðîáíî èçó÷åí â ðàáîòàõ Á.Ì.Ëåâè-òàíà. Îí èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè, â òîì ÷èñëå ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, ïîçâîëÿÿ â ÷àñòíîñòè ïåðåíîñèòü îñîáåííîñòüâ óðàâíåíèÿõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ëþáóþ òî÷êó. Îïåðàòîðû îáîáù¼ííîãî ñäâèãà ïîÿâíûì �îðìóëàì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó íîâûå êëàññûîïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü è èçó÷àòü íîâûå êëàññû îïåðàòîðîâîáîáù¼ííîãî ñäâèãà.
• Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëà òåîðèÿ îïåðàòîðîâ Äóíêëà. Ýòî âñóùåñòâåííîì äè��åðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, ñîäåðæàùèå ëèíåéíûå êîìáè-íàöèè îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ è êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ îïåðàòîðûÄóíêëà ñâÿçàíû ñ àëãåáðàìè Ëè è ãðóïïàìè îòðàæåíèé è ñèììåòðèé. Äëÿ ýòîãî êëàññàîïåðàòîðîâ çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëà òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàêêëàññè÷åñêèõ, òàê â îòäåëüíûõ ðàáîòàõ è Áóøìàíà-Ýðäåéè.
• Èçâåñòíî, ÷òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ëþäâèãà [19℄- [20℄ ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ïðè îïè-ñàíèè ÷åðåç ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè äåéñòâóåò íà êàæäîé ãàðìîíèêå ïî ðàäèàëüíîéïåðåìåííîé â íàøåé òåðìèíîëîãèè êàê íåêîòîðûé îïåðàòîð Áóøìàíà-Ýðäåéè ïåðâî-ãî ðîäà. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî ýòà �îðìóëà â äâóìåðíîì ñëó÷àå áûëà èñïîëüçîâàíàÀ.Êîðìàêîì äëÿ ðàñ÷¼òà ïåðâîãî òîìîãðà�à, çà ÷òî âïîñëåäñòâèè îí áûë óäîñòîåíÍîáåëåâñêîé ïðåìèè.×àñòíûìè ñëó÷àÿìè �îðìóëû Ëþäâèãà, ïîëó÷åííîé â 1966 ãîäó, ÿâëÿþòñÿ ÿâíûå�îðìóëû, îïèñûâàþùèå äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà ïî ëþáîé ñ�åðè÷åñêîé ãàðìî-íèêå, â ÷àñòíîñòè, íà ÷èñòî ðàäèàëüíûõ �óíêöèÿõ. Íà ýòîì ïóòè ñëåäñòâèåì ïîëó÷åí-íûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, îöåíêè íîðì â �óíêöèî-íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, �îðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà. �åçóëüòàòû�îðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëüñàðòà, Ýðäåéè-Êîáåðà,
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• Åù¼ ñ 1950-õ ãîäîâ ñïåöèàëèñòàì áûëî èçâåñòíî, ÷òî íèêàêîé íîâîé òåîðèè äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé Â-ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå òðåáóåòñÿ. Ýòî ñëå-äóåò èç ïðîñòîãî �àêòà, ÷òî óæå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà-Ïóàññîíà-Äåëüñàð-òà ïåðåâîäÿò ñòåïåíü â ñòåïåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåâîäÿò Â-ãàðìîíè÷åñêèå ïîëè-íîìû â ãàðìîíè÷åñêèå è íàîáîðîò ïî ÿâíûì �îðìóëàì. Ïîýòîìó è îáîáù¼ííûå ñ�å-ðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ñòðîÿòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì èç îáû÷íûõ, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿñóæåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ íà åäèíè÷íóþ ñ�åðó. Äàííûé ïîäõîä ïîäðîáíîèçëîæåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Á. �óáèíà [29℄. Îïåðàòîðû Áóøìàíà-Ýðäåéè äîáàâëÿþòíîâóþ ñòåïåíü ñâîáîäû êî âñåì ýòèì ïîñòðîåíèÿì.
• Óíèòàðíîñòü ñäâèíóòûõ íà åäèíè÷íûé êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Õàðäè � ýòî èçâåñò-íûé ðåçóëüòàò, îí ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå òåîðåì. Ïîä-ñòàíîâêà äðóãèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê íîâîìó áåñêîíå÷íîìóñåìåéñòâó èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîñòîãî âèäà, óíèòàðíûõ â L2(0,∞).Òåîðåìà 8. Ñëåäóþùèå îïåðàòîðû îáðàçóþò ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ óíèòàðíûõîïåðàòîðîâ â L2(0,∞):
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h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. �àçâèâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ñâÿçíîñòèíà ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, íå èñïîëüçóþùèé ïðåäâàðèòåëüíîãî ââåäåíèÿ íà íèõïîíÿòèÿ ãðà�à.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâÿçíîñòü, îòíîøåíèå, ãðà�, ìíîæåñòâî, ñìåæíîñòü.1. Ââåäåíèå. Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç áàçîâûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè-÷åñêîãî àíàëèçà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, â öåëîì, îñíîâàí íà ïðåä-ñòàâëåíèè î áëèçîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ, êîòîðîå �îðìàëèçóåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèâ ðàìêàõ îáùåé òîïîëîãèè. Íà ýòîì ïóòè ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîéñòðóêòóðû, çàäàâàåìîé íà àáñòðàêòíîì ìíîæåñòâå è íàçûâàåìîé òîïîëîãèåé. Òîïîëî-ãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âûäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðàÿ îáëàäàåò íàáîðîìñâîéñòâ, âûðàæåííûõ â âèäå àêñèîì (ñì., íàïðèìåð, [1-3℄). Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå îñâÿçíîñòè ìåæäó ýëåìåíòàìè â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåìî íåïðåðûâíîñòè (áëèçîñòè). Îòñþäà âîçíèêàåò àáñòðàêòíûé ïîäõîä ê ýòîìó ïîíÿòèþ,ïðè êîòîðîì ñâÿçíîñòü òðàêòóåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ [1-3℄.Âìåñòå ñ òåì ñâÿçíîñòü èìååò, ïî ñóòè ñâîåé, àëãåáðàè÷åñêóþ ïðèðîäó è ÿâëÿåò-ñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè (ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄).Ýòî ïîëîæåíèå íàèáîëåå ÿâíûì îáðàçîì äåìîíñòðèðóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçíîñòüîïðåäåëÿåòñÿ íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå, òîïîëîãèÿ, êàê ìàòåìà-òè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, îïðåäåëÿþùàÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïî-âèäèìîìó, èãðàåòâòîðîñòåïåííóþ ðîëü, èëè ñîâñåì íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåììàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå îñíîâàíû íà ïîíÿòèè ñâÿçíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ãðà�û, èäëÿ ãðà�îâ óêàçàííîå ïîëîæåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÿðêî. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èìååò-ñÿ íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ñâÿçíîñòè íå òîëüêî â ðàìêàõ êàêîãî-ëèáî òîïîëîãè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà è åå îïðåäåëåíèå ïîñðåäñòâîì òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ëèøü ÷àñòíûìñëó÷àåì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ èäåÿ ñ÷èòàòü ñòðóêòóðó ñâÿçíîñòè íà êàêîì-òî ìíîæå-ñòâå ýëåìåíòîâ ñàìîñòîÿòåëüíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ, íåçàâèñèìûì îò òîãî, èìååòñÿëè íà íåì êàêàÿ-ëèáî òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Èìåííî ðàçâèòèþ òàêîé òî÷êè çðåíèÿïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ïóáëèêàöèÿ. Ïðè÷åì çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ àíàëèçîì âîçìîæ-íîñòè àêñèîìàòè÷åñêîãî ââåäåíèÿ ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè òîëüêî íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõòàê, ÷òîáû íå ïðèâëåêàòü íèêàêèõ àêñèîì, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ áåñ-êîíå÷íîñòè. Ìû ñòðåìèëèñü �îðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè, íå èñïîëüçóÿ ïîíÿòèåñìåæíîñòè è ïóòè, êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè ãðà�îâ, à îïåðèðîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè



78 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39òåîðèè, ïî íàøåìó ìíåíèþ, áîëåå îáùèìè ïîíÿòèÿìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè òàêîì ïîä-õîäå âîçíèêàþò ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, íàäåëåííûå ñòðóêòóðîé ñâÿçíîñòè íà îñíîâåïðåäëàãàåìîé â ñòàòüå ñèñòåìû àêñèîì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãðà�àìè â ÷èñòîì âè-äå. Èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ãðà�û òîëüêî ïðè áîëåå øèðîêîì ïîíèìàíèè òîãî, ÷òîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü íà ãðà�å. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íàìè íàáîð àêñèîìÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè.Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ ñîçäàíèÿ îáùåãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòèíà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ áåçîòíîñèòåëüíî ê ñóùåñòâîâàíèþ íà íåì òîïî-ëîãèè, âîçíèêëà â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì òàêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëó÷àéíûõìíîæåñòâ, íà îñíîâå êîòîðûõ âîçìîæíî îïðåäåëåíèå ïîíÿòèå ïåðêîëÿöèè (ïðîñà÷èâà-íèÿ), ÷òî âàæíî äëÿ ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè ïåðêîëÿöèè [6℄.Ïîäõîä, ðàçâèâàþùèéñÿ â ðàáîòå, îñíîâàí íà òîì, ÷òî ñâÿçíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñå-ìåéñòâîì ñïåöèàëüíûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ýëåìåíòàìè àáñòðàêòíîãîìíîæåñòâà è, ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîíÿòèåì.2. Câÿçíîñòü íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè âîçíèêàåò òîãäà,êîãäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè Σ ýëåìåíòîâ äîëæíî áûòü óêàçàíî ïðàâè-ëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü îäíîçíà÷íûì îáðàçîì â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå A ⊂ Σðàçëîæåíèå åãî íà äèçúþíêòèâíûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè êîì-ïîíåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðè òàêîì äèçúþíêòèâíîì ðàçëîæåíèè ïîäìíîæåñòâà Aâñå ýëåìåíòû, ñîñòàâëÿþùèå êàæäóþ èç åãî ñâÿçàííûõ êîìïîíåíò, îáúÿâëÿþòñÿ ñâÿ-çàííûìè äðóã ñ äðóãîì. Íàïðèìåð, â îáùåé òîïîëîãèè ñâÿçíîñòü ââîäèòñÿ ïîñðåäñòâîìñîãëàøåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî íå ìîæåò áûòü ðàçëîæå-íî äèçúþíêòèâíî íà îòäåëåííûå, â ñìûñëå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà, ñîñòàâëÿþùèå [1℄.Åñëè çàìåíèòü ñëîâî ¾ñâÿçàííûå¿ íà ¾ýêâèâàëåíòíûå¿, è âñïîìíèòü, ÷òî îäíîçíà÷-íîå äèçúþíêòèâíîå ðàçëîæåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ãåíåðèðóåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-ëåíòíîñòè äëÿ ïàð ýëåìåíòîâ èç A, òî åñòåñòâåííî äóìàòü, ÷òî ïðàâèëî, ðåàëèçóþùååïîíÿòèå ñâÿçíîñòè, äîëæíî áûòü òàêèì, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó
A ⊂ Σ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó áèíàðíîå îòíîøåíèå ϕ

A
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì íóæíî,êîíå÷íî æå, ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñåìåéñòâî {ϕ

A
, A ⊂ Σ} âñåõ òàêèõ áèíàðíûõ îòíîøå-íèé áûëî ïîä÷èíåíî íåêîòîðûì îáùèì óñëîâèÿì, êîòîðûå îòâå÷àþò ïðåäñòàâëåíèÿìî ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòàõ, äëÿ êîòîðûõýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî.Èòàê, ñòðóêòóðà ñâÿçíîñòè íà ìíîæåñòâå Σ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îòíîøåíèé Φ =

{ϕ
A
;A ∈ Σ} ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ýëåìåíòîâ èç Σ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèàëüíîéñèñòåìå àêñèîì.Ìû ïîñâÿòèì ýòîò ðàçäåë îáñóæäåíèþ âîçìîæíîãî âûáîðà òàêîé ñèñòåìû àêñèîì,êîòîðûå îòâå÷àþò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î ñâÿçíîñòè, ïðè êîòîðîì íàëè÷èå óîòíîøåíèé ϕ

A
, A ⊂ Σ ñâîéñòâ, âûðàæàåìûõ ýòèìè àêñèîìàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåð-øåííî íåîáõîäèìûì.Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî åñëè ñòðóêòóðà ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà Σ, òî íóæíîïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñàìî ìíîæåñòâî Σ ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó,òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 791. Îòíîøåíèå ϕ
Σ
≡ ϕ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, ò.å. ïðè A = Σ, âñå ýëåìåíòû èç Σñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.Äàëåå, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè A = ∅ áûëî âîîáùå ëèøåíî ñìûñëà ãîâîðèòüî ñâÿçíîñòè êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ èç Σ, òî åñòü:2. Îòíîøåíèå ϕ∅ íå ñâÿçûâàåò íè îäíó èç âåðøèí Σ íè ñ êàêîé äðóãîé.Íàêîíåö, ÿñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà A = {x} ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì,èìååòñÿ òîëüêî îäíà ñâÿçàííàÿ êîìïîíåíòà, òî åñòü:3. Äëÿ âñåõ A = {x}, x ∈ Σ èìååò ìåñòî òîëüêî îäíî îòíîøåíèå xϕ

A
x, òî åñòü xϕ

A
yïðè y 6= x.Ýòè òðè àêñèîìû íîñÿò òðèâèàëüíûé õàðàêòåð. Îíè ñîâåðøåííî íåîáõîäèìû äëÿîïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè, íî îíè åùå íèêàê íå âñêðûâàþò ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷-íûìè îòíîøåíèÿìè ϕ

A
. Ïåðâîå, ÷òî äîëæíî áûòü ó÷òåíî ïðè îïèñàíèè ñâÿçåé ìåæäóýòèìè îòíîøåíèÿìè ñ öåëüþ èõ ñîîòâåòñòâèÿ ïîíÿòèþ ñâÿçíîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåí-íîå ñâîéñòâî ñâÿçíîñòè.4. Äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäìíîæåñòâ A è B ìíîæåñòâà Σ òàêèõ, ÷òî B ⊂ A, è äëÿêàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ x è y èç B ⊂ Σ, èç îòíîøåíèÿ xϕ

B
y ñëåäóåò îòíîøåíèå xϕ

A
y.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî B ⊂ A ÿâëÿåòñÿ ϕ

A
-ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðûýëåìåíòîâ x è y èç B âûïîëíÿåòñÿ xϕ

A
y. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì îáðàçîì äàåòñÿ îïðåäå-ëåíèå ñâÿçàííîãî ìíîæåñòâà A â ðàìêàõ ââîäèìîé ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè. À èìåííî,ñâÿçàííûìè ìíîæåñòâàìè áóäåì íàçûâàòü òàêèå, êîòîðûå ñâÿçàíû îòíîñèòåëüíî ϕ

A
, òîåñòü îíè ÿâëÿþòñÿ ñàìîñâÿçàííûìè, â äàëüíåéøåì, ìû èõ ïðîñòî íàçûâàåì ñâÿçàííû-ìè ìíîæåñòâàìè, åñëè ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé. Îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà,ñîãëàñíî àêñèîìå 3, òðèâèàëüíûì îáðàçîì, ñâÿçàííûå.Èç àêñèîìû 4 ñëåäóåò, ÷òî èç ñàìîñâÿçàííîñòè ìíîæåñòâà B ñëåäóåò åãî ñâÿçàííîñòüîòíîñèòåëüíî áîëåå øèðîêîãî ìíîæåñòâà A.Òàê êàê êàæäîå îòíîøåíèå ϕ

A
, A ⊂ Σ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ëþ-áîì ìíîæåñòâå B ⊂ A, òî êàæäîå òàêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòèâíîãîîáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ B1, B2, ..., êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäóñîáîé ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñâÿçíîñòè,âñå ýòè êîìïîíåíòû äîëæíû ïîíèìàòüñÿ êàê ñàìîñâÿçàííûå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââåäåìñëåäóþùóþ àêñèîìó, êîòîðàÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíà ê àêñèîìå 4.5. Åñëè ïîäìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé îòíîñèòåëüíî ϕ

A
ìíîæåñòâà

B ⊂ A, òî C ñâÿçíî îòíîñèòåëüíî ϕ .Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìà 5 îïèñûâàåò ñâîéñòâî îòíîøåíèé ϕ
A
ïðè ñóæåíèè ìíîæåñòâà

A, íî îíà åùå íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñàìîñâÿçàííîå íåîäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Bîáÿçàòåëüíî äîëæíî ñîäåðæàòü âíóòðè ñåáÿ äðóãèå ñàìîñâÿçàííûå íåîäíîýëåìåíòíûåïîäìíîæåñòâà. Íàîáîðîò, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îíî íå èìååò ñâÿçàííûõ íåîäíîýëå-ìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ìû íå èìååì â âèäó òðèâèàëüíûé ñëó÷àé,êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âñåâîçìîæíûìè ñâÿçíûìè äâóõýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè.Òàêîå ïîëîæåíèå, íå ñëåäóåò èñêëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ è, çàâåäîìî, îáåäíÿòü ïîíÿòèåñâÿçíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââåäåì ñëåäóþùåå



80 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Îïðåäåëåíèå 1. Ñâÿçàííîå íåîäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ Σ íàçîâåì ìíîæå-ñòâîì æåñòêî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ, åñëè óäàëåíèå ëþáîãî èç åãî ýëåìåíòîâ u ∈ A ïðè-âîäèò ê òîìó, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A \ {u} ñòàíîâÿòñÿ èçîëèðîâàííûìè äðóã îòäðóãà, òî åñòü äëÿ ëþáîé ïàðû {x, y} ⊂ A \ {u} èìååò ìåñòî xϕ
A\{u}

y.Äâóõýëåìåíòíûå ñâÿçàííûå ìíîæåñòâà, òðèâèàëüíûì îáðàçîì, æåñòêî ñâÿçàíû. Ñëå-äóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî æåñòêî ñâÿçàííûõ òðåõ âåðøèí.Ïðèìåð. Ïóñòü Σ = {xi; i = 1, 2, 3} è, ñîãëàñíî àêñèîìå 2, xiϕ{xi}xj = δij , ãäå δij �ñèìâîë Êðîíåêåðà è çíà÷åíèå 0 ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ñâÿçè, à 1 � åå íàëè÷èþ:
xkϕ{xi,xj}xl = δikδjl + δjkδil ñ i 6= j ïðè k, l = 1, 2, 3è ϕ

Σ
= 1.Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîñòðîèòü ïðèìåðû æåñòêî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõëþáîå èõ ÷èñëî.Ìíîæåñòâà æåñòêî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ áóäåì, â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè, íàçû-âàòü ñâÿçÿìè. Åñëè ñâÿçü B ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî ìû èõ áóäåì íàçûâàòü n-ñâÿçÿìè.Íàêîíåö, ââåäåì ñëåäóþùèå âàæíûå â îïåðàöèîííîì îòíîøåíèè àêñèîìû.6. Åñëè ñâÿçíîå ìíîæåñòâî A ïðè óäàëåíèè èç íåãî ýëåìåíòà z èìååò íåîäíîýëåìåíò-íóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó C, òî C ∪ {z} � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.7. Åñëè ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ è {z} ∪ C � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî íàéäåòñÿòàêîå B ⊂ C, ÷òî ìíîæåñòâî B ∪ {z} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ.Ïî íàøåìó ìíåíèþ, àêñèîìû 1-7 ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ñåìåéñòâî îòíîøåíèé

Φ, êîòîðûå ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ñòðóêòóðà ñâÿçíîñòè.Äëÿ �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå êëàññ Ψ âñåõ ñâÿçåé íà Σ è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ Σ � êëàññ Ψ(x) âñåõñâÿçåé B ∈ Ψ, ñîäåðæàùèõ ýòîò ýëåìåíò. Êàæäûé òàêîé êëàññ áóäåì íàçûâàòü êëàññîìñìåæíîñòè ýëåìåíòà x. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ Σ êëàññ ñìåæíîñòè Ψ(x) ìîæåòñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Σ âñå ìíîæåñòâàæåñòêî ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû 5. Â ñî-îòâåòñòâèè ñ ýòèì, îïðåäåëåíû âñå êëàññû ñìåæíîñòè. Åñëè ìíîæåñòâî Σ èìååò |Σ|ýëåìåíòîâ, òî êàæäûé êëàññ Ψ(x), x ∈ Σ ñîäåðæèò íå áîëåå 2(2|Σ| − 1) ñâÿçåé. Ñîîòâåò-ñòâåííî, ÷èñëî âñåõ ñâÿçåé â êëàññå Ψ íå ïðåâîñõîäèò 2|Σ|(2|Σ| − 1).Íàøåé çàäà÷åé áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Σ,ëþáàÿ ñòðóêòóðà ñâÿçàííîñòè Φ íà Σ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì Ψ âñåõæåñòêî ñâÿçàííûõ îòíîñèòåëüíî ϕ
Σ
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Σ. Ñ ýòîé öåëüþ äàäèìñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 2. Ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçåé 〈B0, B1, B2, ..., Bn〉, ãäå x ∈ B0,

y ∈ Bn, Bj ∈ Ψ, j = 0, 1, ..., n òàêóþ, ÷òî Bj−1 ∩ Bj 6= ∅, , j = 1, 2, ..., n, íàçîâåì ïóòåì
γ(x, y) íà Σ, èìåþùèì äëèíó n. Ïðè ýòîì x � íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïóòè, ñîîòâåòñòâåííî,
y � êîíå÷íûé åãî ýëåìåíò.Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ïóòü ïîðîæäàåòñÿ çàäàíèåì ñåìåéñòâà âñåõ ñâÿçåé Ψ.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 81Î÷åâèäíî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ïóòè γ(x, y) èìåþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòî-ðÿþùèåñÿ ñâÿçè, òî åñòü Bk = Bk+1 = ... = Bk+l ïðè íåêîòîðûõ k, l ∈ N, òî ïóòü γ(x, y)ìîæíî ¾óêîðîòèòü¿, òî åñòü ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
γ′(x, y) = 〈B0, B1, ..., Bk, Bk+l+1, ..., Bn〉 ,êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïóòåì, ñîåäèíÿþùèì x è y.Ïîêàæåì êàê íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ïóòè ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ñâÿç-íîñòè ïîäìíîæåñòâà A è, òåì ñàìûì, ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàòü ñòðóêòóðó ñâÿçíîñòèíà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Σ.Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ {u, v} ⊂ A ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Σñóùåñòâóåò ïóòü γ(u, v), ïîëíîñòüþ ðàñïîëîæåííûé â A, òî ýòè ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ âîòíîøåíèè ϕ

A
, òî åñòü A � ñâÿçíî.

� Ïóñòü äëÿ çàäàííîé ïàðû {u, v} ⊂ A èìååòñÿ ïóòü γ(u, v) = 〈B0, B1, B2, ..., Bn〉,
B0 ∋ u, Bn ∋ v, ïîëíîñòüþ ðàñïîëîæåííûé â A. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïóòè, èñïîëüçóÿóñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ϕ

A
, èìååì òðåáóåìîå îòíîøåíèå uϕ

A
v. ��àññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíîñòü ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíîãî Òåîðåìå 1.Äîêàæåì, òåïåðü, ÷òî äëÿ ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Σ, ïîä÷èíåííîéàêñèîìàì 1-7, ýòî, äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåéëåììå.Ëåììà. Ïóñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ A = C1 ∪ C2äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ C1 è C2. Òîãäà íàéäåòñÿ ñâÿçüB òàêàÿ, ÷òîB∩Ci 6= ∅,

i = 1, 2.

� Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ Al, l = 1, ..., mòàêèõ, ÷òî Al ∩ Ci 6= ∅.Ïóñòü A1 = A. Åñëè â A1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò z1, óäàëåíèå êîòîðîãî äàåò íåïóñòûåìíîæåñòâà A1 ∩ Ci \ {z1}, i = 1, 2 è îñòàâëÿåò ñâÿçíûì ìíîæåñòâî A \ {z}, òî ïîëîæèì
A2 = A1\{z1}. Åñëè æå óäàëåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà äåëàåò A1\{z1} íå ñâÿçíûì, òî ïðîöåññïîñòðîåíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïîëàãàåì m = 1. Ïóñòü â A2 íàéäåòñÿ ýëåìåíò z2 òàêîé,÷òî ìíîæåñòâà A2∩Ci\{z1}, i = 1, 2 íå ïóñòû è A2\{z2} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì A3 = A2 \ {z2}. Åñëè æå òàêîãî ýëåìåíòà íå ñóùåñòâóåò, òîïîëîæèì m = 2 è ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàíàâëèâàåòñÿ.Ïóñòü ïîñòðîåíî íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Al = Al−1 \ {zl−1} òàêîå, ÷òî Al ∩ Ci,
i = 1, 2 � ñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Åñëè â íåì íàéäåòñÿ ýëåìåíò zl òàêîé, ÷òî íå ïóñòûìíîæåñòâà Al \ {zl} ∩ Ci, i = 1, 2 è Al \ {zl} ñâÿçíî, òî ïîëîæèì Al+1 = Al \ {zl}. Åñëèýòî íå òàê, òî ïîëîæèì m = l è îñòàíîâèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Êîíñòðóèðóåìàÿ èíäóêöèåé ïî l ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáÿçàíà ïðåðâàòüñÿ, ââèäó êî-íå÷íîñòè ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì Am íå ïóñòî è ñâÿçíî, à òàêæå íå ïóñòû ìíîæå-ñòâà Am∩Ci, i = 1, 2. Êðîìå òîãî Am ìèíèìàëüíî, òî åñòü îíî íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî òàêèìè æå ñâîéñòâàìè. Ïîêàæåì, ÷òî â Am íàéäåòñÿ ñâÿçü B,î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â �îðìóëèðîâêå ëåììû. Óäàëèì èç ýòîãî ìíîæåñòâà êàêóþ-ëèáîèç âåðøèí z. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, z ∈ C1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ìíîæå-



82 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ñòâà Am, ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: 1) C1 ∩ (Am \ {z}) = ∅, ëèáî 2)
C1 ∩ (Am \ {z}) 6= ∅, íî Am \ {z} íå ñâÿçíî. Ïðîàíàëèçèðóåì îáå ýòè âîçìîæíîñòè.Â ñëó÷àå 1), ââèäó ñâÿçíîñòè Am, íàéäåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòû A′ â Am \ {z}. Ñî-ãëàñíî àêñèîìå 6, {z} ∪ A′ � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, A′ ⊂ C2. Èç ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòèìíîæåñòâà Am ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíñòâåííà, A′ = Am \ {z}. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå, âñå îñòàëüíûå ìîæíî áûëî áû óäàëèòü è òåì ñàìûì óìåíüøèòüìíîæåñòâî Am. Áîëåå òîãî, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè Am, ìíîæåñòâî A′ äîëæíî áûòü ëèáîîäíîýëåìåíòíûì, A′ = {y}, ëèáî ñâÿçüþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå, Am = {z, y} è, ñëåäîâàòåëü-íî, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî, àêñèîìå 7, âíóòðè ñâÿçè A′ äîëæíîíàéòèñü ïîäìíîæåñòâî A′′ òàêîå, ÷òî A′′ ∪ {z} ñâÿçü.�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Äîïóñòèì, ÷òî Am íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ. Ïóñòü A(j), j =
1, ..., l � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Am \{z}. Òîãäà ñðåäè ýòèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,êîòîðûå, ñîãëàñíî àêñèîìå 6, íàéäóòñÿ òàêèå A(j′), äëÿ êîòîðûõ A(j′)∪{z} � ñâÿçíîå ìíî-æåñòâî. Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè Am, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ A(j′) 6⊂ C1. Åñëè æå ñ÷èòàòü,÷òî A(j′) ⊂ C2, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ 1. Åñëè æå äîïóñòèòü, ÷òîîäíîâðåìåííî íå ïóñòû ìíîæåñòâà A(j) ∩ C1 è A(j) ∩ C2, òî, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè âû-áîðà Am, òàêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìîæåò áûòü åäèíñòâåííîé è ïðè ýòîì îíà äîëæíàñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà. �Òåîðåìà 2. Ïóñòü Σ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, òî äëÿ ëþáîéïàðû {u, v} ⊂ A ñóùåñòâóåò ïóòü γ(u, v) = 〈B0, B1, B2, ..., Bn〉, u ∈ B0, v ∈ Bn, ïîëíîñòüþðàñïîëîæåííûé â A.

� �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ýëåìåíòîâ {u, v} ⊂ A. Òàê êàê A ñâÿçíî, òî äëÿïàðû {u, v} âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå uϕ
A
v. Êëàññ Ψ âñåõ ñâÿçåé êîíå÷åí. Ïîýòîìó ñåìåé-ñòâî Γ âñåõ ïóòåé � êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç ñâÿçåé, êîíå÷íî.Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïóòè γ = 〈B0, B1, ..., Bn〉 ìíîæåñòâî ∆(γ) =

n⋃

j=0

Bj. Ïîñòðîèììíîæåñòâî ⋃

γ∈Γ(u)

∆(γ) ≡ ∆[u], ãäå Γ(u) � êëàññ ïóòåé ñ íà÷àëîì íà ýëåìåíòå u. Ïóñòüýòî ìíîæåñòâî íå ñîâïàäàåò ñ Σ. Òîãäà, ïîñòðîèâ äëÿ ýëåìåíòà v, ïî òàêîìó æå ïðèí-öèïó, ìíîæåñòâî ⋃

γ∈Γ(v)

∆(γ) ≡ ∆[v], Γ(v) � êëàññ ïóòåé ñ íà÷àëîì íà ýëåìåíòå v, èìååìäâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâà ∆[u] è ∆[v], ∆[u] ∩ ∆[v] = ∅ è ïðè ýòîì,ââèäó uϕ
A
v, èõ îáúåäèíåíèå ñâÿçíî. Â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû, íàéäåòñÿ ñâÿçü B òà-êàÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ýëåìåíòû u′ ∈ ∆[u] è v′ ∈ ∆[v] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ïóòåéêëàññà Γ(u) íàéäåòñÿ ïóòü, êîòîðûé ìîæíî ïðîäîëæèòü ýòîé ñâÿçüþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòïóñòîòå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ∆[u] è ∆[v]. �Òàêèì îáðàçîì, èç Òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ {u, v} òîãäàè òîëüêî òîãäà íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ϕ

A
, êîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü γ(u, v), ïîëíîñòüþðàñïîëîæåííûé â A. Ýòè òåîðåìû äàþò ïîëíîå îïèñàíèå êîíñòðóêöèè ñåìåéñòâà îòíî-øåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ óêàçàííûìè â ïï.1-7 ãëîáàëüíûìè ñâîéñòâàìè íà îñíîâå ïî-íÿòèÿ ïóòè. Òàê êàê êàæäûé ïóòü êîíñòðóèðóåòñÿ èç ñâÿçåé, òî ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâàîòíîøåíèé ϕ

A
, A ⊂ Σ ñâÿçíîñòè íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Σ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
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∗∗Õàðüêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,óë. Ôðóíçå, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÀííîòàöèÿ.Èçó÷àþòñÿ ñàìîïîäîáíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì ñàìîïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ñ �èêñèðîâàííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèìïîêàçàòåëåì è êëàññîì ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîïîäîáèå, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü, ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àé-íûå ïðîöåññû.1. Ââåäåíèå. Ôðàêòàëàìè, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íàçûâàþòñÿ òàêèå ñòðóê-òóðû, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ ñàìîïîäîáíûì îáðàçîì ïðè èçìåíåíèè â øèðîêîì äèàïà-çîíå ïðîñòðàíñòâåííûõ è/èëè âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ. Îáúåêòîì òåîðèè �ðàêòàëüíûõñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ó êîòîðûõ ñàìîïîäîáèå äîëæ-íî ïîíèìàòüñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ïîýòîìó, ñ ìàòåìàòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, �ðàêòàëû äîëæíû îïèñûâàòüñÿ ñëó÷àéíûìè ïîëÿìè (ïðîöåññàìè), êîòî-ðûå îáëàäàþò èíâàðèàíòíîñòüþ ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ. Óòâåðæäåíèå î ñàìîïîäîáèèñëó÷àéíîãî ïîëÿ, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ æ�eñòêèì òðåáîâàíèåì ê âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòíîé ìî-äåëè îïèñûâàåìîãî �èçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, íî îíî âñ�e æå èìååò äîâîëüíî îáùèé õàðàêòåðè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé âåðîÿòíîñòíîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëèèçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ íà å�e îñíîâå êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñëåäñòâèåîòñóòñòâèÿ îáùèõ �èçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ �ðàêòàëüíûõ ìîäåëåé �è-çè÷åñêèõ �ðàêòàëîâ, âàæíî âûïîëíèòü èññëåäîâàíèå âîçìîæíî áîëåå øèðîêîãî ñåìåé-ñòâà ïîäõîäÿùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñîâìåñòèìûõ ñ ïðèíöèïîì ñàìîïîäîáèÿ. Âýòîì ñîîáùåíèè ìû ïîêàæåì, ÷òî èçó÷åíèå ñàìîïîäîáíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êî-òîðûå ìîãóò áûòü ïðèâëå÷åíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �ðàêòàëüíîé âðåìåíí�îé ýâîëþöèè�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê áîëåå òðàäèöèîííîé äëÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ çàäà÷å � èçó÷åíèþ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.2. Ñàìîïîäîáíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ñëó÷àéíûå ñàìîïîäîáíûå ñëó÷àéíûåïðîöåññû {a(t); t ∈ R+} îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñ�îðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïðè ïðåîáðà-çîâàíèè ïîäîáèÿ âðåìåííîé øêàëû. Ìû áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûåïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè [2℄, òî åñòü îáëàäàþò ¾ñëàáûì âàðèàíòîì¿ ñòî-õàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè. Áåç ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîöåññà {a(t); t ∈ R+},â îáùåì ñëó÷àå, íåëüçÿ ïðèäàòü ñìûñëà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ íå ïðå-âîñõîäèò íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ a, èçìåíÿÿñü íà íåêîòîðîì âðåìåííîìîòðåçêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íåëüçÿ ïðèäàòü ñìûñëà ïîíÿòèþ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòèñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 85Äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà {a(t); t ∈ R+} ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåéìîæíî îïðåäåëèòü, ñîãëàñíî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà [3℄, ïîñðåäñòâîì íàáîðà ÷àñòíûõ ìíî-ãîòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè âðåìåííûõ òî÷åê.Ýòè ìíîãîòî÷å÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ñîãëàñîâàííî-ñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ìíîãîòî÷å÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ïëîòíîñòè
fn(a1, t1 ; a2, t2 ; ... ; an, tn) = 〈δ(a(t1)− a1)δ(a(t2)− a2) ... δ(a(tn)− an)〉 ,óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè âûðàæàþòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà

fn(a1, t1; ...; 6aj, 6 tj ; ...; an, tn; an+1, tn+1) =

∞∫

−∞

fn+1(a1, t1; ...; a2, t2; ...; an, tn; an+1, tn+1)daj ,

(1)
j = 1, ..., n+ 1; n = 1, 2, ... . Çäåñü çíàê 〈·〉 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ âå-ðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ôóíêöèè fn(a1, t1; a2, t2 ; ... ; an, tn) èìåþò ñìûñë ïëîò-íîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî ïðîöåññ {a(t); t ∈ R+} ïðèíèìàåò â òî÷êàõ
t1, t2, ..., tn ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ a1, a2, ..., an.Ââåä�eì òåïåðü òî÷íîå ïîíÿòèå ñàìîïîäîáíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Òðåáîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñàìîäîáèÿ, ò.å. ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ìíîãîòî÷å÷íûåïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fn, ïðè ìàñøòàáíîì èçìåíåíèè âðåìåííîé øêàëû, ïðåîáðà-çóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(µ(λ))n fn(µ(λ)a1, λt1 ;µ(λ)a2, λt2 ; ... ; µ(λ)an, λtn) =

= fn(a1, t1 ; a2, t2 ; ... ; an, tn) , (2)ãäå ìíîæèòåëü (µ(λ))n ñâÿçàí ñ ñîõðàíåíèåì íîðìèðîâêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fnïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ. Òàê êàê ýòèì óðàâíåíèÿì ïëîòíîñòè fn äîëæíû óäîâëå-òâîðÿòü ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè λ > 0, òî �óíêöèÿ µ(λ) äîëæíà îáëàäàòü ãðóïïî-âûì ñâîéñòâîì
µ(λ1λ2) = µ(λ1)µ(λ2) . (3)�ðóïïîâîå ñâîéñòâî íàâÿçûâàåò ïðîñòóþ �îðìó ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ, µ(λ) = λc, ãäå

c ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà {a(t); t ∈ R+}.Ñàìîïîäîáíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòå [4℄. Îäíàêî íàè-áîëåå ðàííåé ïóáëèêàöèåé íà ýòó òåìó, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàáîòó [5℄.Ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (1), (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþ-ùèå âîçìîæíûå ñàìîïîäîáíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Âîçíèêàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷àîïèñàíèÿ è êëàññè�èêàöèè âñåõ âîçìîæíûõ ñàìîïîäîáíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.3. Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè. Èòàê, äëÿ ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà ìíîãîòî÷å÷íûåïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì
λcnfn(λ

ca1, λt1 ;λ
ca2, λt2 ; ... ; λ

can, λtn) = fn(a1, t1 ; a2, t2 ; ... ; an, tn) . (4)



86 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ïðè ëþáîì λ > 0 ñ �èêñèðîâàííûì ïîêàçàòåëåì c, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîéïðîöåññà. Ââåä�eì ëîãàðè�ìè÷åñêóþ øêàëó, ïîëîæèâ s = ln t ïðè t > 0. Òîãäà ïðîöåññ
a (es) èìååò ìíîãîòî÷å÷íûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

gn(a1, s1 ; ... ; an, sn) = fn (a1, e
s1 ; ... ; an, e

sn) .Ïîëîæèì â (4) λ = ln τ . Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïëîòíîñòè gn îáëàäàþò ñâîéñòâîì
ecτngn (e

cτa1, s1 + τ ; ... ; ecτan, sn + τ) = gn(a1, s1 ; ... ; an, sn) . (5)Îïðåäåëèì, òåïåðü, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {b(s) = e−csa (es) ; s ∈ R}, ìíîãîòî÷å÷íûå ïëîò-íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî îáîçíà÷èì êàê hn(b1, s1 ; ... ; bn, sn). Òàê êàê
hn(b1, s1 ; ... ; bn, sn) = 〈δ(b(s1)− b1) ... δ(b(sn)− bn)〉 =

=
〈
δ
(
e−cs1a (es1)− b1

)
... δ

(
e−csna (esn)− bn

)〉
, (6)òî, íà îñíîâàíèè ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ δ-�óíêöèè,

hn(b1, s1 ; ... ; bn, sn) =

= exp (c(s1 + ... + sn)) 〈δ (a (es1)− ecs1b1) ... δ (a (e
sn)− ecsnbn)〉 =

= exp (c(s1 + ... + sn)) gn (b1e
cs1, s1 ; ... ; bne

csn, τn) .Òîãäà
hn(b1, s1 + τ ; ... ; bn, sn + τ) =

= ecτn exp (c(s1 + ...+ sn)) gn
(
b1e

c(s1+τ), s1 + τ ; ... ; bne
c(sn+τ), sn + τ

)
=Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñâîéñòâî (5) ïëîòíîñòåé gn çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå

exp (c(s1 + ...+ sn)) [e
cτngn

(
b1e

c(s1+τ), s1 + τ ; ... ; bne
c(sn+τ), sn + τ

)
] =

= exp (c(s1 + ...+ sn)) gn (b1e
cs1, s1 ; ... ; bne

csn, sn) = hn(b1, s1 ; ... ; bn, sn) .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîòî÷å÷íûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ hn ïðîöåññà {b(s); s ∈ R}òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíû ïî âðåìåííûì àðãóìåíòàì, s1, ..., sn. Ïðîöåññû, îáëàäàþ-ùèå òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè (â óçêîì ñìûñëå) [2℄.Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñïðàâåäëèâû è â îáðàòíîì íà-ïðàâëåíèè. Âçÿâ ïðîèçâîëüíûé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ {b(s); s ∈ R}, êîòîðûé îïðåäå-ëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûìè ìíîãîòî÷å÷íûìè ïëîòíîñòÿìè hn, è ïîñòðîèâïðîöåññ {a(t); t ∈ R+} ïî �îðìóëå
a(es) = ecsb(s) , (7)ìû ïîëó÷èì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ñ ïîêàçàòåëåì c. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åí-íûé ðåçóëüòàò.
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a(es) = ecsb(s) äëÿ òðàåêòîðèé îáîèõ ïðîöåññîâ òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàáîðûìíîãîòî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ fn è hn, n =∈ N ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéñâÿçàíû �îðìóëîé

exp (c(s1 + ... + sn)) fn (a1e
cs1 , es1 ; ... ; ane

csn, esn) = hn(a1, s1 ; ... ; an, sn) .Òåì ñàìûì çàäà÷à îá îïèñàíèè ñàìîïîäîáíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñâîäèòñÿ ê çà-äà÷å îïèñàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.4. Ìàðêîâñêèå ñàìîïîäîáíûå ïðîöåññû. �àññìîòðèì ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Èõïëîòíîñòè fn ñòðîÿòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå
fn(a1, t1 ; ... ; an, tn) = f(an, tn; an−1, tn−1) ... f(a2, t2; a1, t1)f1(a1, t1) , (8)ãäå t1 < ... < tn è f(a, t; a′, t′) � ïëîòíîñòü óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç òî÷êè a′â ìîìåíò t′ â òî÷êó a â ìîìåíò t. Ïëîòíîñòü f(a2, t2; a1, t1) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà

f(a, t; a′, t′) =

∫ ∞

−∞

f(a, t; a′′, t′′)f(a′′, t′′; a′, t′)da′′ (9)äëÿ ëþáûõ a, a′, t, t′. Òîãäà ïëîòíîñòè fn, îïðåäåë�eííûå ñîãëàñíî (8), àâòîìàòè÷åñêèïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèÿì ñîãëàñîâàííîñòè (1).Äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ïëîòíîñòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäàäîëæíà, êàê ñëåäóåò èç (8), (9), îáëàäàòü ñâîéñòâîì
λcf(λa,λt;λ

ca′,λt′) = f(a,t;a′,t′) .(10)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (7) íàõîäèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ
{b(s); s ∈ R}, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññó {a(t); t ∈ R+}, äîëæåí áûòü ìàðêîâñêèì, òàêêàê �óíêöèÿ h(b, s; b′, s′) = ecsf

(
becs, es; b′ecs

′
, es

′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà è ïëîòíîñòè hn äëÿ ïðîöåññà {b(s); s ∈ R} ñòðîÿòñÿ ïî �îðìóëå àíàëîãè÷-íîé (8). Íàêîíåö, èç (10) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ h(b, s; b′, s′) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîîäíîâðåìåííîãî ñäâèãà àðãóìåíòîâ s è s′, ò.å. çàâèñèò îò ðàçíîñòè (s− s′).Òàêèì îáðàçîì ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ b(τ) äîëæåí áûòü ìàðêîâñêèì è îáðàòíî ïîêàæäîé �óíêöèè h(b, s; b′, s′) ìàðêîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà âûáîðîì ïîêàçàòåëÿ
c ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé ìàðêîâñêèé ñàìîïîäîáíûé ïðîöåññ.Ïðèìåð.Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðî-öåññ {w(t); t ∈ R+}, ìîäåëèðóþùèé áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðå-õîäà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

f(a, t; a′, t′) = (2πσ(t− t′))
−1/2

exp

(
− (a− a′)2

2σ(t− t′)

)
, t > t′ . (11)
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h(b, s; b′, s′) =

(
2πσ

(
1− e(s

′−s)
))−1/2

exp

(
−(b− b′e(s

′−s)/2)2

2σ (1− e(s′−s))

)
, s > s′ . (12)Ñòàöèîíàðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ïëîòíîñòüþ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà òà-êîãî âèäà íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà [6℄.Ëèòåðàòóðà1. Ôåäåð E. Ôðàêòàëû / Ì.: Ìèð, 1991.Feder J. Fra
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 89MSC 37J05ÎÁ�ÀÒÈÌÛÅ Â ØÈ�ÎÊÎÌ ÑÌÛÑËÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛÞ.Ï. Âèð÷åíêî, À.Â. ÑóááîòèíÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, Áåëãîðîä, 308007, �îññèÿ, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç ïîíÿòèÿ îáðàòèìîñòè â øèðîêîì ñìûñëå êîíå÷íîìåð-íûõ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ëîêàëüíîé èãëîáàëüíîé îáðàòèìîñòè â øèðîêîì ñìûñëå òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèåñèãíàòóðû îáðàòèìîé â øèðîêîì ñìûñëå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åîìîð�èçì, îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ëîêàëüíàÿ îáðà-òèìîñòü, êàñàòåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñèãíàòóðà.1. Ââåäåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîìåðíûå àâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñè-ñòåìû ðàçìåðíîñòè n. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �àçîâûì ïðîñòðàí-ñòâîì êàæäîé èç òàêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ Rn. Îáîçíà÷èì X = 〈x1, x2, ..., xn〉 ∈ Rn òî÷êèýòîãî ïðîñòðàíñòâà è F : Rn 7→ Rn � íåêîòîðûé äè��åîìîð�èçì. Äèíàìè÷åñêîé ñè-ñòåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äè��åîìîð�èçìó F, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé
Ẋ = F(X) . (1)Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà, êàñàþùèåñÿêëàññà îáðàòèìûõ ñèñòåì âèäà (1). Èñõîäÿ èç àíàëîãèè ñî ñâîéñòâàìè îáðàòèìîñòèãàìèëüòîíîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàìè â ïðåäûäóùåì ñîîáùåíèè [1℄ áûëè ââåäåíûïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îáðàòèìîñòåé.Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ëîêàëüíî-îáðàòèìîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëèñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì V òàêîé, êîòîðûé ïåðåâîäèò (1) â ñèñòåìó

Ẏ = −F(Y ) , Y = V(X) (2)è ïðè ýòîì V2 = 1, òî åñòü V(V(X)) = X äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ Rn.Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî-îáðàòèìîé â øèðîêîì ñìûñëå,åñëè ñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì U òàêîé, ÷òî U2 = 1 è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ X =
X(t;X0) ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè X0 èìååò ìåñòî

U(X0) = X(t,U(X(t))) . (3)Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû äîêàæåì, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò è äàäèì îáùóþêëàññè�èêàöèþ ñïåöèàëüíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñè-ñòåì íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ñèãíàòóðû.
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Wij =

∂Vi(X)

∂Xj
, V(X) = 〈V1(X), ..., Vn(X)〉 ,êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò òî÷êè Rn �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê äëÿ êàæ-äîé òî÷êè X ∈ Rn, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âûïîëíÿåòñÿ V(V(X)) = X , òî èìååò ìåñòîìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî W(V(X))W(X) = 1,

n∑

k=1

Wik(V(X))Wkj(X) = δij , i, j = 1÷ n . (4)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöàW(X) â ëþáîé òî÷êåX ∈ Rn íå âûðîæäåíà, detW(X) 6=
0. Óìíîæàÿ (4) íà W(V(X)) ñïðàâà, ïîëó÷èì, ÷òî èìååò ìåñòî òàêæå ðàâåíñòâî
W(X)W(V(X)) = 1.Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì V, óêàçàííûé â Îïðåäåëåíèè 1.Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó W(X) ñèñòåìó (2) ïðåäñòàâèì â âèäå, íå ñîäåðæàùåì ïðîèç-âîäíîé ïî âðåìåíè,

W(X)F(X) = −F(V(X)) , (5)êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè ñè-ñòåìû (1).Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1) áûëà ãëîáàëüíî îáðàòèìîé, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îáðàòèìîé ëîêàëüíî.
� Íåîáõîäèìîñòü. Íóæíî, íà îñíîâàíèè âûïîëíèìîñòè óðàâíåíèÿ (3), äîêàçàòü, ÷òîèìååò ìåñòî (5) äëÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííîãî îòîáðàæåíèÿ V(·)Ïóñòü ðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì çíà-÷åíèåì X0. Âîçüìåì ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êîé. Òîãäàïðè ∆ → 0 èìååì

X(∆) = X(∆;X0) = X0 + F(X0)∆ + o(∆) . (6)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3) ñëåäóåò, ÷òî
U(X0) = X(∆;U(X(∆))) ,òî åñòü

U(X0) = U(X(∆)) + F(U(X(∆)))∆ + o(∆) . (7)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U � äè��åîìîð�èçì, íàõîäèì, ÷òî èìååò ìåñòî
U(X(∆)) = U(X0) + (∇U)(X0)F(X0)∆ + o(∆) .Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (7), èìååì

U(X0) = U(X0) + [(∇U)X0F(X0) + F(U(X(∆)))]∆ + o(∆) .
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(∇U)X0F(X0) = −F(U(X0)) .Òàê êàê, ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 2, U2 = 1 è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè X0, ìîæíîïîëîæèòü, ÷òî äè��åîìîð�èçì V â Îïðåäåëåíèè 1 ñîâïàäàåò ñ U èW(X) = ∂U(X)/∂X ,÷òî îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ îáðàòèìîñòü ñèñòåìû.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå V òàêîå, ÷òî V2 = 1,è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5). Ïîñòðîèì îïåðàòîð S(∆; ·) : Rn 7→ Rn ïî �îðìóëå
S(∆;X) = X + F(X)∆ .Ïóñòü Y = S(∆;X). Òîãäà

X = Y − F(X)∆ = Y − F(Y −∆F(X))∆ = Y − F(Y )∆ + o(∆) ,è ïîýòîìó
X = Y +W

−1(Y )F(V(Y ))∆ + o(∆) .Îòñþäà ñëåäóåò
V(X) = V

(
Y +W

−1(Y )F(V(Y ))∆ + o(∆)
)
= V(Y ) + (∇V)YW

−1(Y )F(V(Y ))∆ + o(∆)è òàê êàê (∇V)Y = W(Y ), òî
V(X) = V(Y ) + F(V(Y ))∆ + o(∆) .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

V(X) = S(∆;V(Y )) + o(∆) .Îïðåäåëèì X((n+ 1)∆) = S(∆;X(n∆)), è, âìåñòå ñ òåì,
V(X(n∆)) = S(∆;V(X((n + 1)∆))) + o(∆) .Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî n èòåðàöèé íà îñíîâå ýòèõ ðåêóððåíòíûõ ñâÿ-çåé,

X(n∆) = S(n∆;X0) + n · o(∆) ,

V(X((N − n)∆)) = S(n∆;V(N∆)) + n · o(∆) .Òîãäà, ïîëîæèâ N = t/∆, ïîëó÷èì
X(N∆) = S(N∆;X0) +N · o(∆) ,

V(X0) = S(N∆;V(N∆)) +N · o(∆) .Òàê êàê N · o(∆) = o(1), â ðåçóëüòàòå, íàõîäèì
X(t) = lim

∆→0
X(N∆) = X(t;X0) .
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V(X0) = lim

∆→0
S(N∆;V(N∆)) = X(t;V(X(t))) .Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (7) èìååò ìåñòî ïðè V = U. �Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ñèñòåìû íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàòíîéñèñòåìû, íà îñíîâå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà.Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç îáðàòèìîé â øèðîêîìñìûñëå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì çàìåíû åå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿ-åòñÿ äè��åîìîð�èçìîì, ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.

� Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà (1), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîé äè��åîìîð�èçì V,
V2 = 1, ÷òî èìååò ìåñòî (5). Ïóñòü, äàëåå, G � ïðîèçâîëüíûé äè��åîìîð�èçì. Ïðîèç-âåäåì íà åãî îñíîâå çàìåíó êîîðäèíàò X = G(X ′). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) ïåðåéäåòâ ñëåäóþùóþ

Ẋ ′ = F
′(X ′) ,ãäå F′(X ′) = H−1(X ′)(F(G−1))(X ′), H(X ′) = ∂G(X ′)/∂X ′ � ìàòðèöà. Îïðåäåëèì äè��åî-ìîð�èçì V′ = G−1VG. Îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì

V
′2 = (G−1

VG)(G−1
VG) = G

−1
V(GG−1)VG = G

−1(VV)G = G
−1
G = 1.�àññìîòðèì âûðàæåíèå

(F′
V
′)(X ′) = H

−1(V(X ′))(FGV′)(X ′) = H
−1(V(X ′))(FV)(X) = −H

−1(V(X ′))W(X)F(X) ,
(8)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì (5) îáðàòèìîñòè ñèñòåìû (1) è òåì, ÷òî (GV′)(X ′) =

(G(G−1VG))(X ′) = V(X).Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äè��åîìîð�èçìà F′, èìååì F(X) = (FG)(X ′) = H(X ′)F′(X ′).Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (8) âìåñòî F(X), íàõîäèì
(F′

V
′)(X ′) = −H

−1(V(X ′))W(X)H(X ′)F′(X ′) = −H
−1(V(X ′))W(G(X ′))H(X ′)F′(X ′) . (9)Òàê êàê (G−1G)(X ′) = X ′, òî

(∂G−1(X ′)

∂X ′

)
X′⇒G(X′)

H(X ′) = 1 .Ïîýòîìó äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû
H

−1(X ′) =
(∂G−1(X ′)

∂X ′

)

X′⇒G(X′)èìååò ìåñòî
H

−1(G−1(X ′)) =
∂G−1(X ′)

∂X ′
,è ïîýòîìó (∂G−1(X ′)

∂X ′

)
X′⇒(VG)(X′)

= H
−1((G−1

VG)(X ′)) = H
−1(V′(X ′)) .
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H

−1(V′(X ′))W(G(X ′))H(X ′) =
(∂G−1(X ′)

∂X ′

)
X′⇒(VG)(X′)

W(G(X ′))H(X ′) =

=
∂

∂X ′
(G−1

VG)(X ′) =
∂V(X ′)

∂X ′
≡ W

′(X ′) .Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (9), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþW
′(X ′)F′(X ′) =

−F′(V′(X ′)). �3. Cèãíàòóðà îáðàòèìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïðèïîèñêå íàëè÷èÿ ñâîéñòâà îáðàòèìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îãðàíè÷èâàòüñÿ èññëåäî-âàíèåì âûïîëíèìîñòè ëîêàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (5). Ñ ýòîé öåëüþ íóæíî ñíà÷àëà èñ-ñëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé V, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ V2 = 1,êîòîðîå íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà òèï îòîáðàæåíèé V. Äàëåå, ìûîãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (5) â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå F àíàëè-òè÷åñêè çàâèñèò îò òî÷êè X . Ýòî óñëîâèå àâòîìàòè÷åñêè íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîåîãðàíè÷åíèå íà âûáîð îòîáðàæåíèé V â òðåáîâàíèè èõ àíàëèòè÷íîñòè. Â ýòèõ óñëî-âèÿõ ìîæíî äàòü îáùóþ êëàññè�èêàöèþ îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, êîòîðîé ìû ïîñâÿòèì ýòîò ðàçäåë. Ñíà÷àëà, ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íàïðèìåðå îäíîìåðíûõ ñèñòåì.Ïðèìåð. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå V(·) ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ v(·), àóñëîâèå V
2 = 1 ïðåâðàùàåòñÿ �óíêöèîíàëüíîå óðíå àâíåíèå v(v(x)) = x. Ýòîìó óñëî-âèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ìîòîíîííàÿ �óíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ îáðàòíîé ê íåé �óíê-öèåé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ãðà�èêè òàêèõ �óíêöèé äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íûìèîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x íà ïëîñêîñòè 〈x, y〉. Ñðåäè âîçðàñòàþùèõ �óíêöèé èìååòñÿòîëüêî îäíà �óíêöèÿ v(x) = x, êîòîðàÿ íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ïîñòðîåíèþ îäíîìåðíûõñèñòåì, îáðàòèìûõ â øèðîêîì ñìûñëå. Ìîíîòîííî óáûâàþùèå �óíêöèè, ãðà�èêè êî-òîðûõ îáëàäàþò óêàçàííîé ñèììåòðèåé ìîãóò áûòü, âñå-òàêè, äîâîëüíî ðàçíîîáðàçíû,îäíàêî, åñëè íàëîæèòü óñëîâèå àíàëèòè÷íîñòè, òî êëàññ äîïóñòèìûõ �óíêöèé v(x) ðåç-êî ñóæàåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ãðà�èê ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = xàíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè v(x) äîëæåí ïåðåñåêàòü ýòó ïðÿìóþ, òî ýòà �óíêöèÿ îáëàäàåòíåïîäâèæíîé òî÷êîé x∗, v(x∗) = x∗. �àññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä îêîëî ýòîéòî÷êè.Èç v(v(x)) = x âûòåêàåò �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

v′
(
v(x)

)
v′(x) = 1 . (8)Â òî÷êå x∗ ïîëó÷àåì (v′(x∗))2 = 1, v′(x∗) = ±1. Äàëåå, ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ,÷òî âñå ïðîèçâîäíûå v(n)(x∗) = 0 ïðè n ≥ 2. Â ñàìîì äåëå, åñëè âñå ýòè ïðîèçâîäíûåâïëîòü äî m-é ðàâíû íóëþ, òî òàê êàê m-ÿ ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâà (8) èìååò âèä

v(m+1)
(
v(x)

)(
v′(x)

)m+1
+ v(m+1)(x)v′

(
v(x)

)
+Rm(v

(2), v(3), ..., v(m)) = 0 ,



94 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ãäå Rn � ïîëèíîì îò óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ â òî÷êàõ x b è. Îí îáðàùà-åòñÿ â íóëü ïðè ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ àðãóìåíòîâ. Òîãäà, ïîëàãàÿ x = x∗, v(x∗) = x∗, ïîëó-÷èì, ÷òî, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè v(n)(x∗) = 0, n = 2, 3, ..., m,
Rm(v

(2), v(3), ..., v(m)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, v(m+1)(x∗) = 0.Â ðåçóëüòàòå, êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé v(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ (8), ñîñòîèò èçëèíåéíûõ �óíêöèé v(x) = a− x.Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ Rn ñ
n > 1, îòîáðàæåíèå V, ñ êà÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîæåò áûòü óñòðîåíî î÷åíü ñëîæíî.Ìû â ýòîì ñîîáùåíèè ðàññìîòðèì îáùèå ñâîéñòâà îáðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, óêîòîðûõ îòîáðàæåíèå V êà÷åñòâåííî óñòðîåíî àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ïðè
n = 1. Ñ ýòîé öåëüþ äàäèì ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Îáðàòèìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íàçîâåì ïðîñòîé, åñëè ñîîòâåò-ñòâóþùåå åé îòîáðàæåíèå V îáëàäàåò åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé.Äàëåå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìûè äàäèì èõ ïðåäâàðèòåëüíóþ êëàññè�èêàöèþ íà îñíîâå ñâîéñòâ ìàòðèöû W(X). Ïóñòü,íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ V ïðîñòîé îáðàòèìîé äè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ 0. Îáîçíà÷èì W ≡ W(0). Ïîëîæèì X = 0 â (5). Òîãäàèìååì W2 = 1.Ëåììà. Åñëè ìàòðèöà W îáëàäàåò ñâîéñòâîì W2 = 1, òî îíà èìååò ñêàëÿðíûé òèï(èìååò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) è âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû ±1.

� Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû W ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Y , òî åñòü
WY = λY . Òîãäà, ïðèìåíÿÿ W äâàæäû ê âåêòîðó Y , ïîëó÷èì, íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà
W2 = 1, ÷òî λ2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, λ = ±1.Ïóñòü ìàòðèöàW, ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ SWS−1, det S 6=
0, ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó æîðäàíîâó ïðåäñòàâëåíèþ, êîòîðîå ñîñòîèò èç êëåòîêÆîðäàíà T(λi), i = 1, ..., s òàê, ÷òî SWS−1 =

s⊕

i=1

T(λi). Òîãäà ìàòðèöà W2 ñîñòîèò èçêëåòîê T
2(λi), òî åñòü SW

2
S
−1 =

s⊕

i=1

T
2(λi). Íî åñëè êëåòêà Æîðäàíà T(λ) èìååò ïîðÿ-äîê, áîëüøèé 1, òî T2(λ) íå ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîæäåñòâó SW2S−1 = 1. �Ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàòðèöà W = W(0) îáëàäàåò ïîë-íûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ðàâíûõ ±1. Ïðè÷åì, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõäîëæíî áûòü ðàâíî -1. Ýòî ñëåäóåò èç Îïðåäåëåíèÿ 1. Â ñàìîì äåëå, èç óðàâíåíèÿ (5),ïîëîæèâ â íåì X = 0, íàõîäèì WF(0) = −F(0) , òî åñòü W èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð

F(0) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì -1.Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òàêèõ îáðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,ó êîòîðûõ F � àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, òî äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ñèñòåì îòîáðàæå-íèå V, ðåàëèçóþùåå (5), òàêæå äîëæíî áûòü àíàëèòè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå, ìàòðèö-�óíêöèÿ W(X) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Äëÿ íåå ñèãíàòóðà íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðèèçìåíåíèè òî÷êè X , òàê êàê äëÿ ïåðåìåíû çíàêà ó êàêîãî-ëèáî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 95îíî, â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ X , äîëæíî: ëèáî îáðàòèòüñÿ â íóëü, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàêâ êàæäîé òî÷êå X âûïîëíÿåòñÿ detW(X) 6= 0, ëèáî îäíîâðåìåííî ïàðà ñîâïàäàþùèõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïðåâðàòèòüñÿ âî âçàèìíî ñîïðÿæåííóþ ïàðó, ÷òî áóäåò îçíà÷àòüñóùåñòâîâàíèå òî÷êè âåòâëåíèÿ ó ìàòðèö-�óíêöèè W(X).Ââèäó íåèçìåííîñòè ÷èñåë n± ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±1 ó ìàòðèöû W(X), ñâÿçàí-íîé ñ àíàëèòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì V, îíè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé îáðàòèìîé âøèðîêîì ñìûñëå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââåäåì ïîíÿòèå ñèãíàòóðûè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ïðîñòîé îáðàòèìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñèãíàòóðîéìû áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó 〈n−, n+〉 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ, ñîîò-âåòñòâåííî, ÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé -1 è +1 ìàòðèöû W. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòûåîáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìû áóäåì îòíîñèòü ê îäíîìó è òîìó æå õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîìó êëàññó, åñëè îíè îáëàäàþò îäíîé è òîé æå ñèãíàòóðîé.Èçó÷åíèå êàæäîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè åãî íà ñå-ìåéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå îáëàäàþò êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûì äè��åðåí-öèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè òàêîé êëàññè�èêàöèèîáðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 3. Àíàëèòè÷åñêèé äè��åîìîð�èçì îáðàòèìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íåèçìåíÿåò åå ñèãíàòóðû.
� Ïóñòü àíàëèòè÷åñêèé äè��åîìîð�èçì G ïåðåâîäèò îáðàòèìóþ â øèðîêîì ñìûñëåñèñòåìó (1), óäîâëåòâîðÿþùóþ (5) ñ àíàëèòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì V, V2 = 1, V(0) = 0,ïîñðåäñòâîì çàìåíû êîîðäèíàò X = G(X ′), â îáðàòèìóþ â øèðîêîì ñìûñëå ñèñòåìó

Ẋ ′ = F′(X ′), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåòW′(X)F′(X ′) = −F′(V′(X ′)), V′2 = 1. ÇäåñüW′(X ′) =
∂V′(X ′)/∂X ′ è èìååò ìåñòî ñâÿçü H−1(V′(X ′))W(X ′)H(X ′) = W′(X ′).Ïîëîæèì G−1(0) = X0. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ V′,
V
′(X0) = X0 è äëÿ ìàòðèöû W(X0) âûïîëíÿåòñÿ

W
′2(X0) =

(
H

−1(V′(X0))W(G(X0))H(X0)
)(
H

−1(V′(X0))W(G(X0))H(X0)
)
=

= H
−1(V′(X0))W(0)W(0)H(X0) = H

−1(V′(X0))H(X0) = 1 .Ïîëîæèì Y � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû W(0) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Òîãäà
H−1(X0)Y � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ ìàòðèöû W′(X0),òàê êàê

W
′(X0)H(X0)Y = H

−1(V′(X0))W(G(X0))Y = H
−1(0)W(0)Y = λH−1(0)Y .Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà n± â ïðåîáðàçîâàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñîâïàäàþò ñî çíà-÷åíèÿìè â èñõîäíîé. �Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íîñòè â �îðìóëèðîâêå òåîðåìûíóæíî òîëüêî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ñàìî ïîíÿòèå ñèãíàòóðû äàíî íàìè òîëüêî äëÿñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ F.
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h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Ñêîíñòðóèðîâàíà äè��óçèîííàÿ ìîäåëü �ðàãìåíòàöèè õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòà ìîäåëü ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó â òåîðèè �ðàãìåíòàöèè ëîãàðè�ìè÷åñêèíîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ðàãìåíòàöèÿ, ðàçìåð, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ìàðêîâñêèé ïðî-öåññ.1. Ââåäåíèå. Ôðàãìåíòàöèÿ èëè èçìåëü÷åíèå õðóïêèõ òâåðäîòåëüíûõ ìàòåðèàëîâÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðàñïðîñòðàí�eííûì ïðèðîäíûì è òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì. Ïðî-öåññû �ðàãìåíòàöèè ïðîòåêàþò â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ: ïîëó÷åíèå ïîðîøêîâñ ìèêðî- è íàíîðàçìåðíûìè ÷àñòèöàìè, äðîáëåíèå êàìíåé, �ðàãìåíòàöèÿ ãîðíûõ ïî-ðîä, îáðàçîâàíèå ðåãîëèòà ïëàíåò, óäàðíàÿ �ðàãìåíòàöèÿ êîñìè÷åñêèõ òåë.Ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ è ìîäåëèðîâàíèþ �ðàãìåíòàöèè ïîñâÿù�eí öåëûé ðÿäèññëåäîâàíèé [1-4℄. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîò â òåîðèè �ðàãìåíòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèåðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ðàçìåðîâ îáðàçóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåëü-÷åíèÿ ìàòåðèàëà �ðàãìåíòîâ è åãî ýâîëþöèÿ â ïðîäîëæåíèå ïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè.Òàê, íàïðèìåð, ðàáîòû [1,2℄ ïîñâÿùåíû âûâîäó òàêîãî ðîäà ¾óíèâåðñàëüíûõ¿ ðàñïðå-äåëåíèé, â ðàìêàõ íàèáîëåå îáùèõ �èçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå ïðîöåññà�ðàãìåíòàöèè, â òî âðåìÿ êàê â ðàáîòàõ [3, 4℄ èññëåäóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ñïåöè-àëüíîì ñëó÷àå äðîáëåíèÿ îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ � ò.í. ¾random s
ission models¿. Íàèáî-ëåå èíòåðåñíûì, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ èçó÷åíèå îäíîêðàòíîé, óäàðíîé�ðàãìåíòàöèè, îäíàêî, ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü çàâèñèìûì îò ðàçíîîáðàçíûõ óñëî-âèé åãî ïðîâåäåíèÿ. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèÿ �ðàãìåíòà-öèè îãðàíè÷èâàåòñÿ èçó÷åíèåì ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùèõñÿ àêòîâ èçìåëü÷åíèÿ ìàòå-ðèàëà â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, êîãäà ñèñòåìà �ðàãìåíòîâ ¾òåðÿåòïàìÿòü¿ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è, â ðåçóëüòàòå, îáðàçóåòñÿ íåêîòîðîå �èíàëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàçìåðîâ �ðàãìåíòîâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþçàäà÷è, ñâÿçàííîé èìåííî ñ ýòèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé â òåîðèè �ðàãìåíòàöèè.Ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, îñíîâàí íà îïèñàíèè ïðîöåññà äðîá-ëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî â [1℄ è èñïîëüçóåìîãî ìíîãèìè àâòîðàìè. Îí ñâÿçàí ñ âûáîðîìåäèíîé äëÿ âñåõ �ðàãìåíòîâ, õàðàêòåðèçóþùåé èõ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðàÿ



98 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39â äàëüíåéøåì íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì. Ñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû èç N �ðàãìåíòîâ â êàæ-äûé ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîâûì íàáîðîì ρ1, ..., ρN èõ ðàçìåðîâ. Ìåõàíèçìäðîáëåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàñøòàáíî èí-âàðèàíòíûì, òî åñòü âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà �ðàãìåíòà ñ ðàçìåðîì r íà íàáîð �ðàãìåíòîâñ ðàçìåðàìè {ρ1, ..., ρN} ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îòíîøåíèé ρ1/r, ..., ρN/r.Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè �èíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéìàñøòàáíî èíâàðèàíòíîãî ïðîöåññà ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè, êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ âòîì æå ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå, ÷òî è â ðàáîòàõ [1℄, [2℄. Ýòî àñèìïòîòèêà ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì ïðè t→ ∞. Ôèçè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðíîå âðåìÿ äëÿ ïîñòóïëåíèÿ èçâíåýíåðãèè, ñóùåñòâåííî èçìåíÿþùåé ñèñòåìó �ðàãìåíòîâ, íàìíîãî ïðåâîñõîäèò âñå äðó-ãèå âðåìåíà, õàðàêòåðíûå äëÿ ïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íàòî, ÷òî âñþäó äàëåå ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè, ïðè-íÿòûé â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [1℄, [2℄, ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì íàøåãî èññëåäîâàíèÿÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ìåäëåííîãî ïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè, êîòîðîå ðàçúÿñíÿåòñÿâ ñëåäóþùåì ðàçäåëå.2. Ìåäëåííàÿ �ðàãìåíòàöèÿ. Èçó÷åíèå ñèñòåì �ðàãìåíòàöèè â ðàìêàõ âåðîÿò-íîñòíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîãäà �ðàãìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåîìåòðè÷å-ñêèå òåëà ñëó÷àéíîé �îðìû è ðàçìåðîâ, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèè ðàçâàëèâàòüñÿíà áîëåå ìåëêèå òåëà ëèáî ïîñðåäñòâîì ñòîëêíîâåíèÿ äðóã ñ äðóãîì, ëèáî ïîñðåäñòâîìâíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïðèâîäèò ê î÷åíü ñëîæíûì ìàòåìàòè÷åñêîì çàäà÷àì. Òðóäíîñòèâîçíèêàþò óæå íà ýòàïå ñèíòåçà ïîäõîäÿùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âïèîíåðñêîé ðàáîòå [1℄ áûë ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì �ðàãìåí-òàöèè, êîòîðûé îñíîâàí íà èõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè. Èäåÿ ïîäõîäà ñîñòîèòâ òîì, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü êàæäóþ ñëó÷àéíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, â ëþáîì ñî-ñòîÿíèè ñèñòåìû, òîëüêî îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé r̃ > 0 � ðàçìåðîì, ïîíèìàåìûì âíåêîòîðîì îáîáù�eííîì ñìûñëå. Òîãäà êàæäîå ñîñòîÿíèå ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìû, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè, âìåñòî èìåþùåãîñÿ øèðî-êîãî �óíêöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëà â îïèñàíèè ñëó÷àéíîé �îðìû êàæäîãî �ðàãìåíòà,îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êîíå÷íûì ñëó÷àéíûì íàáîðîì 〈r̃1, ..., r̃Ñ〉 ñëó÷àéíîé äëèíû, ñî-ñòàâëåííûì èç ñëó÷àéíûõ ðàçìåðîâ òàê, ÷òî Ñ ðàâíî ÷èñëó ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñèñòå-ìû. Ôèçè÷åñêè, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå �ðàãìåíòû èìåþò ïðèìåðíî îäèíàêî-âóþ, ñëàáî îòëè÷àþùóþñÿ äðóã îò äðóãà ñëó÷àéíóþ �îðìó, è êàæäûé �ðàãìåíò ìîæåòáûòü ïðèáëèæ�eííî ñîâìåù�eí ñ ëþáûì äðóãèì �ðàãìåíòîì ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåãîèçìåíåíèÿ ìàñøòàáà. Äëÿ èçó÷åíèÿ òàêîé ñèñòåìû �ðàãìåíòîâ, ñóùåñòâåííû òîëüêîèõ ðàçìåðû. Äèíàìèêà ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè îïèñûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå âåòâÿùèì-ñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñî ñëó÷àéíûìè òðàåêòîðèÿìè {r̃1(t), ..., r̃Ñ(t)(t)}, t > 0. Òà-êîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè ñòàíîâèòñÿ óæå îáîçðèìûìñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî çàäàâàòü ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîâåòâÿùèéñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþñèñòåìó â âåðîÿòíîñòíî-ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå.Ìû â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåì äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ìàòåìàòè÷åñêîãîîïèñàíèÿ ñèñòåì �ðàãìåíòàöèè ïîñðåäñòâîì ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòîâ.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 99Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíûé âûáîð òèïè÷íîãî �ðàã-ìåíòà ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûì ðàçìåðîì r̃(t). Ïîñëå �èêñàöèè âåëè÷èíû ýòîãî ðàçìåðà,�ðàãìåíò âîçâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó. Â ðåçóëüòàòå, òàêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿâîçíèêàåò òðàåêòîðèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈r̃(t) > 0; t ≥ 0〉. Ïîýòîìó, äëÿîïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè, íóæíî òîëüêî ñìîäåëèðîâàòü ýòîò ñëó÷àé-íûé ïðîöåññ. Îïðåäåëÿÿ ïðîöåññ 〈r̃(t); t ≥ 0〉, ìû îïðåäåëÿåì ïëîòíîñòü f(r, t) ðàñïðåäå-ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî ðàçìåðàì r �ðàãìåíòîâ â ìîìåíò âðåìåíè t. Îäíàêî, ïðè òàêîììàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè, äàæå â ðàìêàõ îäíîïàðàìåò-ðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, òåðÿåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èí�îðìàöèè îá ýâîëþöèè ñèñòåìû. Â÷àñòíîñòè, òåðÿåòñÿ î÷åíü âàæíàÿ èí�îðìàöèÿ îá èçìåíåíèè âî âðåìåíè ïîëíîãî ÷èñ-ëà �ðàãìåíòîâ Ñ(t) â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîýòîìó, â ðàìêàõ òàêîãî îïèñàíèÿïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè, íåâîçìîæíî îòñëåäèòü èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà N(r, t)�ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì â ìîìåíò âðåìåíè t, òàê êàê
N(r, t) = N(t)

r∫

0

f(r′, t)dr′ ,è ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ ó÷åñòü òå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîòåêàíèå ïðîöåññà �ðàãìåíòàöèè,êîòîðûå âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ ó÷�eòîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ îáú�eìà è ýíåðãèè. Ïîýòîìó,â ðàìêàõ ïîäõîäà íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòà, íåîáõîäèìî ñìîäåëèðîâàòüñëó÷àéíûé ïðîöåññ 〈Ñ(t); t ≥ 0〉 èçìåíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà �ðàãìåíòîâ â ñèñòåìå, íà-ïðèìåð, ïîëîæèòü åãî ïóàññîíîâñêèì. Òîãäà, ïîëîæèâ N(t) = MÑ(t), óñòðàíÿåòñÿ óêà-çàííûé íåäîñòàòîê. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t, êîãäà ïîëíîå÷èñëî �ðàãìåíòîâ âåëèêî, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 〈Ñ(t); t ≥ 0〉 ñòàíîâèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèíåçàâèñèìûì îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈r̃(t); t ≥ 0〉.Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè. Áóäåì ðàññóæäàòü â òåðìèíàõ�óíêöèè E(t), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé âåëè÷èíó ýíåðãèè, ïîñòóïèâøåé â ñèñòåìó è ïî-òðà÷åííóþ íà äðîáëåíèå �ðàãìåíòîâ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Ââåäåìîáðàòíóþ ìîíîòîííî-âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþ t = ϕ(E). Òîãäà, ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðå-ìåííîé â ðàñïðåäåëåíèè N(r, t) ÷èñëà �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì,
N(r, t) = N(r, ϕ(E)) ≡ N̄(r, E) , (1)Ñâÿæåì âåëè÷èíó ýíåðãèè E(t) ñ N̄(r, E) ñîîòíîøåíèåì

E = α

∞∫

0

r2dN(r, ϕ(E)) = α

∞∫

0

r2dN̄(r, E) (2)ñ íåêîòîðûì êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α, êîòîðîå ó÷èòûâàåò, ÷òî �ðàãìåí-òû èìåþò ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ �îðìó. Ïðè ýòîì ïîëíîå ÷èñëî �ðàãìåíòîâ N(t) âìîìåíò t ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìûì òîëüêî îò E(t), N(t) = N(ϕ(E)) ≡ N(E).Ââåäåì �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (r, t) =

N̄(r, E)

N̄(E)
.
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E

N̄(E)
= α

∞∫

0

r2dF (r, t) .Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèè òàêîé, ÷òî F (r, t) → 1, r > 0 ïðè t → ∞, òîåñòü ðàçìåðû âñåõ �ðàãìåíòîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó t → ∞ âïðèâåäåííîì âûøå ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì
lim
E→∞

E

N̄(E)
= α lim

t→∞

∞∫

0

r2dF (r, t) = 0 .Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè, â óñëîâèÿõ ïðåíåáðåæèìîìàëûõ òåïëîâûõ ïîòåðü, óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïîòðà÷åííàÿ íà îáðàçîâàíèå îäíîãî �ðàã-ìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå, îòíîøåíèå Ė(t)/αṄ(t) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè t→ ∞, åñëè �óíêöèè E(t) è N(t) èçìåíÿþòñÿ ïëàâíî.Ïóñòü F (r, t) → 1, r > 0 ïðè t→ ∞ òàê, ÷òî ñðåäíèé ðàçìåð
ρ(t) =

∞∫

0

rdF (r, t)ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî
Ė(t)

αρ2(t)Ṅ(t)
→ 0è, îäíîâðåìåííî, ê íóëþ ñòðåìèòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ Dr̃(t)/[Mr̃(t)]2, Dr̃(t) =

Mr̃2(t) − (Mr̃(t))2 ñëó÷àéíîãî ðàçìåðà r̃(t), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà �èíàëüíîì ýòàïåýâîëþöèè ðåàëèçóåòñÿ ìåäëåííàÿ �ðàãìåíòàöèÿ.Ôèçè÷åñêè ìåäëåííàÿ �ðàãìåíòàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ âñèñòåìå �ðàãìåíòîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò çà õàðàêòåðíîå äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì âðåìÿ,ê î÷åíü ìàëîìó èçìåíåíèþ ñðåäíåãî ðàçìåðà �ðàãìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåêóùèìñðåäíèì ðàçìåðîì.3. Äè��óçèîííîå îïèñàíèå ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè. Â ñõåìå ñëó÷àéíîãîâûáîðà �ðàãìåíòà, êîãäà �ðàãìåíòàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì 〈r̃(t); t ∈
R+〉, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïðîöåññ èíäóöèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì 〈Ẽ(t); t ∈
R+〉, îïèñûâàþùèì âåëè÷èíó ýíåðãèè, ïîãëîù�eííîé ñèñòåìîé �ðàãìåíòàöèè. Ïðîöåññ
〈Ẽ(t); t ∈ R+〉 åñòåñòâåííî ìîäåëèðîâàòü êàê ìàðêîâñêèé ñêà÷êîîáðàçíûé ïðîöåññ, óêîòîðîãî êàæäûé èç ñëó÷àéíûõ ñêà÷êîâ ε̃l = Ẽ(τ̃l) − Ẽ(τ̃l − 0), l ∈ N, ïðîèñõîäÿùèõâ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè τ̃l, îïèñûâàåò âåëè÷èíó ýíåðãèè,ïîòðà÷åííîé íà äðîáëåíèå êàêîãî-òî èç �ðàãìåíòîâ ñèñòåìû â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.Îäíàêî, äàæå ïðè ÿâíîì çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
〈Ẽ(t); t ∈ R+〉, âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, íà îñíîâå êàêèõ-òî åñòåñòâåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 101ïðåäïîëîæåíèé, ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåå èíäóöèðîâàííûéïðîöåññ 〈r̃(t); t ∈ R+〉. Èç îáùèõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðà-íåíèÿ, ìîæíî òîëüêî ñâÿçàòü îäíîòî÷å÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Mr̃2(t), Mr̃3(t)ýòîãî ïðîöåññà ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé MẼ(t) è îáú�eìîì ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè. Áîëååòîãî, äàæå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâêè ýòèõ ñâÿçåé òðåáóåòñÿ çíàíèå âåëè÷èíûìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ N(t) = MÑ(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈Ñ(t); t ∈ R+〉, îïè-ñûâàþùåãî èçìåíåíèå ïîëíîãî ÷èñëà �ðàãìåíòîâ â ñèñòåìå. Ýòîò ñëó÷àéíûé ïðîöåññèíäóöèðóåòñÿ ïðîöåññîì 〈Ẽ(t); t ∈ R+〉, îïèñûâàþùèì ýíåðãèþ, ïîòðà÷åííóþ êî ìî-ìåíòó âðåìåíè t íà äðîáëåíèå �ðàãìåíòîâ òàê, ÷òî E(t) = MẼ(t), òàêæå êàê è ïðîöåññ
〈r̃(t); t ∈ R+〉. Îäíàêî, òàêæå êàê è äëÿ ýòîãî ïîñëåäíåãî ïðîöåññà, èç îáùèõ òåîðå-òè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïðîöåññ 〈Ñ(t); t ∈ R+〉 äîâîëüíî ñëîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâåïðîöåññà 〈Ẽ(t); t ∈ R+〉.Â òàêîé ñèòóàöèè, îïèñàíèå �ðàãìåíòàöèè â ñõåìå ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòà,ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü, ïðèíèìàÿ ïðîöåññ 〈r̃(t); t ∈ R+〉 çà îñíîâíîé, è, ïðè çàäàíèè åãîðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçü ñ ïðîöåññàìè 〈Ẽ(t); t ∈ R+〉, 〈Ñ(t); t ∈ R+〉 ó÷èòû-âàòü òîëüêî ïîñðåäñòâîì óêàçàíèÿ çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà
〈r̃(t); t ∈ R+〉 îò ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé MẼ(t), MÑ(t) = N(t).Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì f(r, t) ïëîòíîñòü ÷àñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêàñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈r̃(t); t ∈ R+〉,

f(r, t) =
d

dr
Pr{r̃(t) < r} .Òîãäà, ñ÷èòàÿ çàäàííûì çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ MÑ(t) = N(t), ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ g(r, t) ïî ðàçìåðàì r ñëó÷àéíîãî ÷èñëà �ðàãìåíòîâ âûðàæàåòñÿ �îðìó-ëîé

g(r, t) = N(t)f(r, t) . (3)Èñïîëüçóÿ ýòó ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, âûðàçèì ïîëíûé îáú�eì ñèñòåìû �ðàãìåíòîâè çàòðà÷åííóþ ê ìîìåíòó âðåìåíè t ñðåäíþþ ýíåðãèþ E(t) = MẼ(t) �îðìóëàìè
V = N(t)

∞∫

0

r3f(r, t)dr , (4)

E(t) = αN(t)

∞∫

0

r2f(r, t)dr . (5)Òîãäà, îïèñàíèå �ðàãìåíòàöèè â ñõåìå ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòà ñîñòîèò â çà-äàíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈r̃(t); t ∈ R+〉, ó êîòîðîãî ïëîòíîñòü ÷àñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
f(r, t) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (4) è (5).Ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò î÷åíü øèðîêèé êëàññ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,òàê êàê íà ñâîéñòâà êîíñòðóèðóåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äâóõ-,ñ òð�eõ- è, âîîáùå, ñ ëþáûì ìíîãîòî÷å÷íûì ÷àñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íå íàêëàäûâà-åòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Êëàññ âîçìîæíûõ ïðîöåññîâ ñóùåñòâåííî ñóæàåòñÿ, åñëè



102 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ïîòðåáîâàòü, è ýòî åñòåñòâåííî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òîáû ñëó÷àéíûé ïðîöåññáûë ìàðêîâñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå, îí õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà f(r, t; r′, t′) èç ñîñòîÿíèÿ r̃(t′) = r′ â ìîìåíò âðåìåíè t′â ñîñòîÿíèå r̃(t) = r â ìîìåíò âðåìåíè t, t ≥ t′, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ḟ(r, t; r′, t′) = (Lt[f ])(r, t; r

′, t′) (6)ñ ëèíåéíûì, âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè t, êàê îò ïàðàìåòðà, îïåðàòîðîì Ltè íà÷àëüíîìó óñëîâèþ f(r, t; r′, t′) = δ(r − r′) ïðè t = t′. Ýòîìó æå óðàâíåíèþ óäîâëå-òâîðÿåò ïëîòíîñòü f(r, t),
ḟ(r, t) = (Lt[f ])(r, t) , (7)êîòîðàÿ ïðè t = 0 ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé, íàïåð�eä çàäàííîé ïëîòíîñòüþ

f(r, 0) = f0(r).Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè ìàðêîâîñòè ïðîöåññà 〈r̃(t); t ∈ R+〉, çàäàíèå åãîðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñâîäèòñÿ ê óêàçàíèþ îïåðàòîðà Lt, îïðåäåëÿþùåãî óðàâ-íåíèå (7). Ñ ó÷�eòîì óñëîâèé (4) è (5) äëÿ ïëîòíîñòè f(r, t), ýòîò îïåðàòîð äîëæåí,äîïîëíèòåëüíî, óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì
∞∫

0

r3[γ(t)f(r, t) + (Lt[f ])(r, t)]dr = 0 , (8)

∞∫

0

r2[γ(t)f(r, t) + (Lt[f ])(r, t)]dr =
Ė(t)

αN(t)
, (9)

γ(t) =
Ṅ(t)

N(t)
, (10)êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî t ðàâåíñòâ (4) è (5).�àâåíñòâà (8) è (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé �îðìå

∞∫

0

f(r, t)[r3γ(t) + L
∗
t [r

3]]dr = 0 ,

∞∫

0

f(r, t)[r2γ(t) + L
∗
t [r

2]]dr =
Ė(t)

αN(t)
, (11)ãäå ââåä�eí îïåðàòîð L∗t , ñîïðÿæ�eííûé ê îïåðàòîðó Lt. Ýòè ðàâåíñòâà äîëæíû âûïîë-íÿòüñÿ ïðè ëþáîé íàïåð�eä çàäàííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(r, 0). Òàêêàê â êà÷åñòâå òàêîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ïëîòíîñòü

f(r, t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t, òî âûïîëíèìîñòü ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (11) âîçìîæíàòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü âûðàæåíèå â êâàäðàòíîéñêîáêå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
r3γ(t) + L

∗
t [r

3] = 0 . (12)×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà (11), òî ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè ïëîòíîñòè f(r, t),
∞∫

0

f(r, t)dr = 1 , (13)
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∞∫

0

f(r, t)[r2γ(t) + L
∗
t [r

2]− Ė(t)/αN(t)]dr = 0 (14) ,è ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè òàêèõ æå ðàññóæäåíèé, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îíî ýêâè-âàëåíòíî ðàâåíñòâó
r2γ(t) + L

∗
t [r

2]− Ė(t)/αN(t) = 0 . (15)Ïî ñðàâíåíèþ ñ âûâîäîì óðàâíåíèÿ (12), òðåáîâàíèå ÷òîáû ðàâåíñòâî (15) èìåëî ìå-ñòî äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè f(r, t) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, òàê êàê â í�eì ïðèñóòñòâóþòíàïåð�eä çàäàííûå �óíêöèè E(t) è N(t).Èòàê, ðåçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãîïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî �ðàãìåíòàöèþ òâåðäîòåëüíîãî ìàòåðèàëà â ñõåìå ñëó÷àéíî-ãî âûáîðà �ðàãìåíòà, ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Lt, ñîõðàíÿþùåãîïîëîæèòåëüíîñòü ïëîòíîñòè f(r, t) è å�e íîðìèðîâêó (13),
∞∫

0

(Lt[f ])(r, t)dr = 0 , (16)è òàêîãî, ÷òî ñîïðÿæ�eííûé ê íåìó îïåðàòîð L∗t óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (12) è (15).4. Ìàðêîâñêèé íåïðåðûâíûé ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùå-ñòâóåò ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà äè��óçèîííîãî òèïà, â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿ-þùåãî ýòèì óñëîâèÿì. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò òàêîé äè��óçèîííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12), (15) àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî â òîì ñëó÷àå, êîãäàïðè t→ ∞ èìååò ìåñòî
Ė(t)

αṄ(t)ρ2(t)
→ 0 . (16)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ 〈r̃(t); t ∈ R+〉, îïèñûâàþùèé ìåäëåííóþ�ðàãìåíòàöèþ â ñõåìå ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ìàðêîâ-ñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, òî åñòü îí îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-íèöà òðàåêòîðèÿìè. ßñíî, ÷òî, â òî÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèèíå ìîæåò áûòü òàêîâûì, òàê êàê ñîñòîÿíèå ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè âñåãäà èçìåíÿåòñÿñêà÷êàìè â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå êàêîãî-òîèç �ðàãìåíòîâ. Îäíàêî, åñëè ïðåíåáðå÷ü ñðåäíåé âåëè÷èíîé âðåìåíè ìåæäó òàêèìèäðîáëåíèÿìè, ïî ñðàâíåíèþ ñ êàêèì-òî âðåìåíåì, çà êîòîðîå ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîåèçìåíåíèå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû �ðàãìåíòàöèè â öåëîì, à òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíÿÿâåëè÷èíà ñêà÷êîâ ðàçìåðîâ �ðàãìåíòîâ î÷åíü ìàëà, ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ñðåä-íèì ðàçìåðîì â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, ÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî íà �èíàëüíîìýòàïå ýâîëþöèè ñèñòåìû, òî ñêà÷êîîáðàçíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 〈r̃(t); t ∈ R+〉 äîïóñòè-ìî àïïðîêñèìèðîâàòü íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî ìåäëåííîñòè �ðàãìåíòàöèè, äëÿ êîíñòðóèðóåìîãî ïðîöåññà ìûòðåáóåì åãî íåïðåðûâíîñòè.



104 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà 〈r̃(t); t ∈ R+〉 ðåçêî ñóæà-åò âîçìîæíûé âûáîð îïåðàòîðîâ Lt, íà îñíîâå êîòîðûõ �îðìóëèðóåòñÿ ýâîëþöèîííîåóðàâíåíèå (7). Ñîãëàñíî òåîðåìå À.Í.Êîëìîãîðîâà, âñÿ ñîâîêóïíîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé
Lt[·] =

∂

∂r
[a(r, t)(·)] + 1

2

∂2

∂r2
[b2(r, t)(·)] , (17)ãäå a(r, t), b2(r, t) > 0 � ïðîèçâîëüíûå êîý��èöèåíòû, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðå-øåíèé óðàâíåíèÿ (7), õîòÿ áû â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0. Îíè ñîäåðæàò âñþ èí�îðìà-öèþ îá óñëîâèÿõ äðîáëåíèÿ. Íàëè÷èå òîëüêî äâóõ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ïîçâî-ëÿåò âîññòàíîâèòü îïåðàòîð íà îñíîâàíèè äâóõ óðàâíåíèé (12) è (15). Â ñàìîì äåëå, òàêêàê ïëîòíîñòü f(r, t) èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿìâûðàæåíèÿ rj(Lt[f ])(r, t), j = 2, 3, ... â ïðåäåëàõ îò 0 äî ∞, ïîëó÷èì

L
∗
t [r

j] = −a(r, t) d
dr
rj +

1

2
b2(r, t)

d2

dr2
rj = −a(r, t)jrj−1 +

1

2
b2(r, t)j(j − 1)rj−2 .Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì âûðàæåíèåì äëÿ äåéñòâèÿ ñîïðÿæ�eííîãî îïåðàòîðà íà ñòå-ïåííóþ �óíêöèþ ïðè j = 2, 3, óðàâíåíèÿ (12) è (15) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå

r2γ(t)− 3a(r, t)r + 3b2(r, t) = 0 . (18)

r2γ(t)− 2a(r, t)r + b2(r, t) = Ė(t)/αN(t) . (19)�åøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåí-òîâ a(r, t), b2(r, t) îïåðàòîðà Lt ÿâëÿþòñÿ
a(r, t) = γ(t)

(
2

3
r − Ė(t)

αrṄ(t)

)
, (20)

b2(r, t) = γ(t)

(
1

3
r2 − Ė(t)

αṄ(t)

)
, (21)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (10).Óðàâíåíèå (7) ñ îïåðàòîðîì Lt âèäà (17), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëàìè (20) è (21), íå èìååò ðåøåíèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîý��èöèåíò b2(r, t)ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè r2 < 3[αṄ(t)]−1Ė(t), îäíàêî, ïðè ýòîì êîý��èöèåíò

a(r, t) â òî÷êå r2 = 3[αṄ(t)]−1Ė(t) ïîëîæèòåëåí.
� Â ñàìîì äåëå, åñëè áû óðàâíåíèå (7) è, ñîîòâåòñòâåííî, (6) èìåëè ðåøåíèÿ, òî ñó-ùåñòâîâàë áû íåïðåðûâíûé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 〈r̃(t); t ∈ R+〉 ñ ïëîòíîñòüþóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà f(r, t; r′, t′), óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó óðàâíåíèþ. Ýòîòïðîöåññ ñóùåñòâóåò íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ýòà ïëîòíîñòü. Íîòîãäà, ýòîò ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèÿìè r̃(t) ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ Èòî

dr̃(t) = −a(r̃(t), t)dt + b2(r̃(t), t)dw̃(t) , (22)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 105ãäå w̃(t) � òðàåêòîðèè ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè r òà-êîé, ÷òî r2 > 3[αṄ(0)]−1Ė(0) èìååòñÿ íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ r̃(t),íà÷èíàþùàÿñÿ â ýòîé òî÷êå, äîñòèãàåò âïåðâûå òî÷êè 3[αṄ(t)]−1Ė(t) â íåêîòîðûé íà-ïåð�eä çàäàííûé âðåìåíè t è, â ýòîé òî÷êå, èìåþò ìåñòî b2(r̃(t), t) = 0, a(r̃(t), t) > 0.Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ r̃(t) äîñòèãàåò ýòîé ãðàíè÷íîé òî÷êè ðàçðåø�eííîé îáëàñòèðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, îáëàäàÿ îòðèöàòåëüíîéñêîðîñòüþ. Ýòî âëå÷�eò íåïðîäîëæàåìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè. Òàêèì îáðà-çîì, ïîñòðîåííûé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îáëàäàåò, ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ,íåïðîäîëæàåìûìè òðàåêòîðèÿìè, êîòîðûå ìîãóò îáðûâàòüñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-íè. Ïîýòîìó, ïîëíàÿ îäíîòî÷å÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîöåññà, ðàñïðåäåë�eííàÿ ñ ïëîòíîñòüþ
f(r, t), íå äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ. Â òî æå âðåìÿ, îíà, ÿâíûì îáðàçîì, ñîõðàíÿåòñÿ âñëåä-ñòâèå å�e ïîä÷èí�eííîñòè óðàâíåíèþ (7). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñäåëàííîåâûøå óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7), â êîòîðîì îïåðàòîð Lt îïðå-äåëÿåòñÿ �îðìóëîé (17) ñ êîý��èöèåíòàìè (20),(21). �Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (7) ñ êîý��èöèåíòàìè (20), (21) ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé ìàòåìà-òè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè. Îäíàêî, åñëè ýòóìîäåëü ñ÷èòàòü êàê ïðèáëèæåíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé áîëåå îáùåé ìîäåëè, â óñëî-âèÿõ, êîãäà ïàðàìåòð Ė/αṄ ïðåíåáðåæèìî ìàë, òî, â �îðìóëàõ (20), (21), ìîæíî îòáðî-ñèòü âòîðûå ñëàãàåìûå, ñ÷èòàÿ èõ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè. Èññëåäóåìûé ðå-æèì ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè, â ýòîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåòñÿ êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïîýòîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ýòî òåì áîëåå áóäåò âåðíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Ė(t)/Ṅ(t) → 0ïðè t→ ∞ è ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì óðàâíåíèå äîëæíî îïèñûâàòü ýâîëþöèþ �ðàãìåíòà-öèè äëÿ ðàçìåðîâ r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ r2 > 3[αṄ(t)]−1Ė(t). ×òîáû òàêîå îïèñà-íèå áûëî ïðèãîäíûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè, íóæíî ÷òîáû â îáëàñòè (3[αṄ(t)]−1Ė(t))1/2,∞) èçìåíåíèÿïåðåìåííîé r ñîäåðæàëàñü ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïëîòíîñòüþ
f(r, t). Êðèòåðèåì âûïîëíèìîñòè òàêîãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå, ñîñòîÿùåå â òîì,÷òî ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ρ(t) ðàçìåðà �ðàãìåíòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì Mr̃(t) = ρ(t), ìíîãî áîëüøå, ÷åì ëåâàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ðàçðåø�eííîé îáëà-ñòè çíà÷åíèé, òî åñòü äîëæíî èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

3[αṄ(t)]−1Ė(t) ≪ ρ2(t) , (23)êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ðàçâèâàåìûõ â ýòîìðàçäåëå ïðåäñòàâëåíèé îá îïèñàíèè ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè. Íåðàâåíñòâî (23) íàêëà-äûâàåò îãðàíè÷åíèå íà òåìï ðîñòà ÷èñëà �ðàãìåíòîâ â ñèñòåìå N(t) äëÿ òîãî, ÷òîáûèìåëà ìåñòî ìåäëåííàÿ �ðàãìåíòàöèÿ. Òàê êàê
ρ2(t) ≤

∞∫

0

r2f(r, t)drè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí E(t)/αN(t), ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òî èç (23)ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
E(t)/αN(t) ≫ 3Ė(t)/αṄ(t) .
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Ṅ(t)/N(t) ≫ 3Ė(t)/E(t) ,÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ
N(t) ≫ (E(t)/E(0))3 . (24)Ñ÷èòàÿ óñëîâèå (23) âûïîëíåííûì, ïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû (20), (21) îïðåäå-ëÿþòñÿ ïðèáëèæ�eííûìè �îðìóëàìè
a(r, t) =

2

3
rγ(t) , (25)

b2(r, t) =
1

3
r2γ(t) . (26)Â ýòîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä

γ−1(t)ḟ(r, t) =
2

3

∂

∂r
[rf(r, t)] +

1

6

∂2

∂r2
[r2f(r, t)]èëè, ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâîé âðåìåíí�îé øêàëå t⇒ s, ds = γ(t)dt, �

∂

∂s
f(r, s) =

2

3

∂

∂r
[rf(r, s)] +

1

6

∂2

∂r2
[r2f(r, s)] , (27)ãäå f(r, s) òåïåðü îáîçíà÷àåò �óíêöèþ f(r, t(s)) ñ çàâèñèìîñòüþ t(s) îïðåäåëÿåìîé äè�-�åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ds/dt = γ(t).Óðàâíåíèå (27) ñâÿçàíî ñ íåïðåðûâíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, òðàåêòîðèè r̃(s) êî-òîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñòîõàñòè÷åñêîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Èòî

dr̃(s) = −2

3
r̃(s)ds+

1

3
r̃(s)dw̃(s) .Ýòîò ïðîöåññ âïîëíå îïðåäåë�eí è óðàâíåíèå (27) èìååò ðåøåíèÿ íà âñåé ïîëîæèòåëüíîéïîëóîñè âðåìåíè s.5. Ôèíàëüíîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè. Â ýòîì ïóíêòåìû ïðèâåä�eì ÿâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) è, íà èõ îñíîâå, âûÿñíèì êàêîå �èíàëüíîåïîâåäåíèå ïðîÿâëÿåò ìåäëåííàÿ �ðàãìåíòàöèÿ ïðè s→ ∞. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (27)ðåøàåòñÿ òî÷íî ïîñðåäñòâîì ñâåäåíèÿ åãî ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-ìè. Ââåäÿ �óíêöèþ u(r, s) = rf(x, s), çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

∂

∂s
u(r, s) =

5r

6

∂

∂r
u(r, s) +

r

6

∂

∂r

[
r
∂

∂r
u(r, s)

]
. (28)Ïðîèçâåäåì â ýòîì óðàâíåíèè çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ x = ln r. Ïðèýòîì ìû ïåðåîáîçíà÷èì u(r, s) = u(ex, s) ≡ ū(x, s). Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

∂

∂s
ū(x, s) =

5

6

∂

∂x
ū(x, s) +

1

6

∂2

∂x2
ū(x, s) . (29)
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∂

∂s
ū(x, s) =

∂

∂s
v(y, s) +

5

6

∂

∂y
v(y, s) ,

∂

∂x
ū(x, s) =

∂

∂y
v(y, s) ,óðàâíåíèå (29) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

∂

∂s
v(y, s) =

1

6

∂2

∂y2
v(y, s) . (30)Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â êàíîíè÷åñêîì âèäå

v(y, s) =
1√

2πs/3

∞∫

−∞

exp

(
−3(y − y′)2

2s

)
v(y′, 0)dy′ ,ãäå �óíêöèÿ v(y, 0) = ū(x, 0) = u(ex, 0) = u(r, 0) = rf(r, 0) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîéïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(r, 0). Ïîýòîìó,

ū(x, s) =
1√

2πs/3

∞∫

−∞

exp

(
−3(x+ 5/6s− x′)2

2s

)
ū(x′, 0)dx′ = u(er, s) ,

u(r, s) =
1√

2πs/3

∞∫

0

exp

(
−3[ln(re5s/6/r′)]2

2s

)
u(r′, 0)

dr′

r′
,

f(r, s) =
r−1

√
2πs/3

∞∫

0

exp

(
−3[ln(re5s/6/r′)]2

2s

)
f(r′, 0)dr′ . (31)Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîãäà-òî â äàë�eêîì ïðîøëîì èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà �ðàãìåíòàöèèñîñòîÿëà èç îäíîãî öåëüíîãî îáðàçöà ñ ðàçìåðîì r0, òî, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ïëîòíî-ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî âçÿòü f(r, 0) = δ(r − r0). Â ýòîì ñëó÷àå, �îðìóëà (31)ïðåîáðàçóåòñÿ ê êîëìîãîðîâñêîìó âèäó

f(r, s) =
r−1

√
2πs/3

exp

(
−3[ln(re5s/6/r0)]

2

2s

)
. (32)Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé, íàéäåííîé â ðàáîòå [1℄.Òàêèì îáðàçîì, êàê òîëüêî â ïðîöåññå ìåäëåííîé �ðàãìåíòàöèè èìååòñÿ íåîãðàíè-÷åííûé ðîñò ÷èñëà �ðàãìåíòîâ N(t), è Ė(t) òåìï ðîñòà íàêà÷èâàåìîé ñèñòåìó òîé ÷àñòèýíåðãèè, êîòîðàÿ òðàòèòñÿ íà äðîáëåíèÿ �ðàãìåíòîâ íàìíîãî ìåäëåííåå òåìïà ðîñòà

Ṅ(t) ïîëíîãî èõ ÷èñëà, òî, ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû ñëó÷àéíîãî âûáîðà �ðàãìåíòà, â àí-ñàìáëå îäíîòèïíûõ ñèñòåì, ïðîÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðàçìåðàì �ðàãìåíòîâ, íåçàâèñèìî îò òîãî êàêîå ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååòñÿ â



108 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39êàæäîé èç ñèñòåì ýòîãî àíñàìáëÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íèêàê íåñâÿçàí ñ êîíå÷íîñòüþ âòîðîãî ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïëîòíîñòè
f(r, 0) íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [1℄.Âåðè�èöèðóåì òåïåðü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçâèòîé òåîðèè. Òàê êàê â òåðìè-íàõ ý��åêòèâíîé øêàëû âðåìåíè s = t∫

0

γ(t′)dt′, ÷èñëî �ðàãìåíòîâ N(s) óäîâëåòâîðÿåòñëåäóþùåìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
dN(s)

ds
=

dN(t)

dt
· dt
ds

=

(
dN(t)

dt

/
N(s)

)
γ−1(t)N(s) =

[
γ(t)γ−1(t)

]
N(s) = N(s) ,òî N(s) = N0e

s. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà (23) óäîáíî ïðîâåðÿòü âòåðìèíàõ ý��åêòèâíîãî âðåìåíè s, êîãäà îíî ïðèíèìàåò �îðìó
ρ2(s) ≫ 3

αN0es
dE(s)

ds
.Â íåðàâåíñòâå èìååòñÿ ïðîèçâîë òîëüêî â âûáîðå �óíêöèè E(s). Òàêèì îáðàçîì, ïîñðàâíåíèþ ñ íåðàâåíñòâîì (23), ó íàñ èìååòñÿ òîëüêî îäíà ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, òàêêàê ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà �óíêöèè N(t) â (23) îòðàæàåòñÿ íà âûáîðå øêàëû âðåìåíè.Âûðàçèì òåïåðü �óíêöèþMr̃2(s) ÷åðåç E(s) äëÿ ñëó÷àÿ f(r, 0) = δ(r−r0). Ñ ýòîé öåëüþ,âû÷èñëèì, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ïëîòíîñòè f(r, s), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Mr̃2(s) =

∞∫

0

r2f(r, s)dr =
1√

2πs/3

∞∫

0

x exp

(
−3
[
ln(xe5s/6)

]2

2s

)
dxMr̃2(0) = e−s

Mr̃2(0) .Òîãäà
E(s) = αN(s)

∞∫

0

r2f(r, s)dr = αN0Mr̃
2(0) ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî, çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê, â ïðèíÿòîìíàìè ïðèáëèæåíèè, ïðîèçâîäíàÿ dE(s)/ds î÷åíü ìàëà.Ëèòåðàòóðà1. Êîëìîãîðîâ À.Í. Î ëîãàðè�ìè÷åñêè-íîðìàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ ÷àñòèöïðè äðîáëåíèè // ÄÀÍ ÑÑÑ�.� 1941.� 31., 2.� C.99-101.2. Ñàãäååâ �.Ç., Òóð À.Â., ßíîâñêèé Â.Â. Ôîðìèðîâàíèå è óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ðàñïðå-äåëåíèé ïî ðàçìåðàì â òåîðèè äðîáëåíèÿ // ÄÀÍ ÑÑÑ�.� 1987.� 294., 5.� Ñ.1105-1110.3. Âèð÷åíêî Þ.Ï., Øåðåìåò Î.È. �åîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè �ðàãìåí-òàöèè // Òåîð. è ìàò. �èçèêà.� 2001.� 128.,2.� Ñ.161-177.4. Zi� R.M. An expli
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∗∗Èíñòèòóò ìîíîêðèñòàëëîâ ÍÀÍÓ,ïð. Ëåíèíà, 60, Õàðüêîâ, 61001, ÓêðàèíàÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèóñîâ ñëó÷àé-íûõ êðóãîâ, ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ íà ïëîñêîñòè, îñíîâàííîìó íà çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèèâåðîÿòíîñòåé èõ õîðä, êîòîðûå îòñåêàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè äðóã äðóãó è ýêâèäèñòàíòíî ðàñ-ïîëîæåííûìè íà ïëîñêîñòè ïðÿìûìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè, ñëó÷àéíûå îêðóæíîñòè, ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòåé.1. Ââåäåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, ïîñòàíîâêó êîòîðîé ìîæ-íî ïîíèìàòü êàê íåêîòîðîå óñèëåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Áþ��îíà â ñòîõàñòè÷åñêîéãåîìåòðèè (ñì., íàïðèìåð, [1℄) è êîòîðàÿ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷å-íèÿ îäíîé èç ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó, ýêâèäèñòàíòíî ðàñïîëîæåííûõ ñ ðàññòîÿíèåì

2d, d ∈ R íà ýòîé ïëîñêîñòè ïðÿìûõ ñïðÿìëÿåìûì �èêñèðîâàííûì (ñ òî÷íîñòüþ äîåãî ïåðåìåùåíèÿ) ïëîñêèì êîíòóðîì ïðè åãî ñëó÷àéíîì ðàçìåùåíèè íà ïëîñêîñòè. Âíàøåì ñëó÷àå, êîíòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü. Óñèëåíèå æå çàäà÷è ñîñòîèò âòîì, ÷òî îêðóæíîñòü óæå íå áóäåò �èêñèðîâàííîé ïî ðàçìåðó, à, íàîáîðîò, êàæäàÿ åeðåàëèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ðàäèóñîì ξ > 0 ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì çàêî-íîì ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûì ïëîòíîñòüþ fξ(x), x > 0. Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòèîòíîñèòåëüíî âðàùåíèé, ñëó÷àéíîå ðàñïîëîæåíèå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, â îòëè÷èåîò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Áþ��îíà, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ñëó÷àéíûì ïàðà-ìåòðîì � åå öåíòðîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñðàçó æå, íåñìîòðÿ íà ñëó÷àéíîñòü ãåîìåòðèèêîíòóðà, óïðîùàåò çàäà÷ó Áþ��îíà â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Òàê, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òîöåíòðû îêðóæíîñòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê è â çàäà÷å Áþ��îíà, îäíîðîäíîå ñëó÷àé-íîå ïóàññîíîâñêîå òî÷å÷íîå ïîëå, òî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ P , î÷åâèäíûì îáðàçîì,îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé ïëîòíîñòüþ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé �îðìóëû
P =

1

d

d∫

0

xfξ(x)dx .Ïðè ýòîì çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ξ < d,òî åñòü fξ(x) = 0 ïðè x ≥ d.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 111Â ñàìîì äåëå, åñëè η � ñëó÷àéíàÿ êîîðäèíàòà öåíòðà îêðóæíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ,ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ñåìåéñòâó ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò áëèæàéøåé êíåé ïðÿìîé, òî, ïî óêàçàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ î ðàñïðåäåëåíèè öåíòðîâ ñëó÷àé-íûõ îêðóæíîñòåé, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ hη(y), |y| < d ýòîé âåëè÷èíû èìååò âèä
hη(y) =

1

2d
Θ(d− |y|) , Θ(y) =

{
1, y ≥ 0

0, y < 0 .
(1)Óñëîâíàÿ æå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò ýòó áëèæàéøóþ ïðÿìóþ ïðèóñëîâèè η = y ðàâíà

Pr{ξ > |y|} =

d∫

|y|

fξ(x)dx .Òîãäà
P =

1

2d

d∫

−d

Pr{ξ > |y|}dy = 1

2d

d∫

−d

dy

d∫

|y|

fξ(x)dx =
1

d

d∫

0

xfξ(x)dx .Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå, çàäà÷à î ïåðåñå÷åíèè ñëó÷àéíîéîêðóæíîñòè èìååò î÷åíü ïðîñòîå ðåøåíèå. Áîëåå èíòåðåñíàÿ, êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì gζ(x), 0 < x < 2d, ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû ζ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äëèíîé îòðåçêà � õîðäû ñëó÷àéíîé îêðóæíîñòè, îòñå-êàåìîãî íà ïðÿìîé îêðóæíîñòüþ ïðè åå ïåðåñå÷åíèè îêðóæíîñòüþ. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà-÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ξ è η,
ζ = 2

√
ξ2 − η2 . (2)Òîãäà âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè gζ(x) íà îñíîâå çàäàííîé ïëîòíîñòè fξ(x) óæå ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé äàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.Ñ ïðèêëàäíîé æå òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ðàç îáðàòíàÿ çàäà÷à (êîòî-ðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ñòåðåîëîãèè) � âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè fξ(x)ïî çàäàííîé ïëîòíîñòè gζ(x), ðåøåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå. Ýòîðåøåíèå ïîçâîëÿåò ïî îïðåäåëÿåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîä ìèêðîñêîïîì ñòàòèñòèêåäëèí õîðä âîññòàíàâëèâàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñîâ ñ�åðè÷åñêèõ ïîð, îá-ðàçóþùèõñÿ â îïòè÷åñêè ïîëóïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ.2. Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè gζ .Òåîðåìà 1. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(u) è gζ(z) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

gζ(z) =
z

4d

∫ d

z/2

fξ(u)du√
u2 − (z/2)2

. (3)
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� Âûðàçèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ gζ(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ , â ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ õîðä òàêæå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûì ïî ìåðåËåáåãà. Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà �îðìóëîé

fξ(x) = 〈δ(x− ξ)〉ξ ,ãäå óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãîñîáûòèÿ {ζ < z} = {2
√
ξ2 − y2 < z} ïðè óñëîâèè, ÷òî η = y ïðåäñòàâèìà â âèäå

〈δ(z− 2
√
ξ2 − y2)〉ξ, è ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ ïî y ñ ïëîòíîñòüþ hη(y), áåçóñëîâíóþ ïëîò-íîñòü gζ(z) çàïèøåì â ñëåäóþùåé �îðìå

gζ(z) =
1

2d

d∫

−d

〈δ(z − 2
√
ξ2 − y2)Θ(ξ − |y|)〉ξdy . (4)Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ïðàâè-ëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ δ-�óíêöèè, çàâèñÿùåé îò ñëîæíîãî àðãóìåíòà a(ξ) = z−2

√
ξ2 − y2.À èìåííî,

δ(a(ξ)) =
δ(ξ − ξ∗(z, y))

| a′(ξ∗(z, y))|
,ãäå ξ∗(z, y) =√(z/2)2 + y2 � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ a(ξ) = 0.Òàê êàê

| a′(ξ∗(z, y))| =
4

z

√
(z/2)2 + y2 ,òî èç (4) èìååì

gζ(z) =
1

2d

d∫

−d

dy

d∫

0

δ

(
z − 2

√
(x/2)2 − y2

)
fξ(x)Θ (x− |y|)dx =

=
z

4d

d∫

0

dy

d∫

0

Θ (x− y) fξ(x)

δ

(
x−

√
(z/2)2 + y2

)

√
(z/2)2 + y2

dx =

=
z

4d

d∫

0

fξ

(√
(z/2)2 + y2

)
dy√

(z/2)2 + y2
.Ââîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ u =

√
(z/2)2 + y2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âû-ðàæåíèå

gζ(z) =
z

4d

d∫

z/2

fξ(u)du√
u2 − (z/2)2

,
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√
u2 − (z/2)2 è fξ(u) = 0 ïðè

u > d. �Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è, êîãäà ïî èçìå-ðåííîé, ïîñðåäñòâîì îáðàáîòêè ñòàòèñòèêè äëèí õîðä, ïëîòíîñòè gζ èõ ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé, â îïèñàííîé âî ââåäåíèè ïîñòàíîâêå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, òðå-áóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äèàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ êðó-ãîâ, îäíîðîäíî ðàçáðàñûâàåìûõ íà ïëîñêîñòè, òî åñòü âîññòàíîâèòü ïëîòíîñòü fξ [2, 3℄.Î÷åâèäíî, èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷èíåîáõîäèìî ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (3), åñëè ñ÷èòàòü,â ýòîì ñîîòíîøåíèè �óíêöèþ gζ çàäàííîé, à fξ èñêîìîé. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà, êîòîðîå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìóèíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Àáåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [4℄) è ïîýòîìó ðåøàåòñÿ ÿâíî â òåðìè-íàõ êâàäðàòóð. Ïðèâåäåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ, ââåäåì�óíêöèþ g(z) òàê, ÷òî g(z/2) = gζ(z). Òîãäà
g(z) =

z

2d

d∫

z

fξ(u)du√
u2 − z2

.Ïîëîæèì z2 = w, u2 = v è ââåäåì �óíêöèè F (v) = fξ(v)/
√
v, G(w) = g(w)/

√
w. Òîãäàýòè �óíêöèè ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

G(w) =
1

4d

d2∫

w

F (v)dv√
v − w

, (5)êîòîðîå, êàê ðàç, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì òèïà óðàâíåíèÿ Àáåëÿ îòíîñè-òåëüíî �óíêöèè F è, ïî ýòîé ïðè÷èíå, ðåøàåòñÿ ÿâíî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àíàëè-òè÷åñêîãî ïðèåìà.Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèÿ ïî z ñ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòå-ëåì (w − t)−1/2

∫ d2

t

G(w)dw√
w − t

=
1

4d

∫ d2

t

dw√
w − t

∫ d2

w

F (v)dv√
v − w

, (6)Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
∫ d2

t

dw√
w − t

∫ d2

w

F (v)dv√
v − w

=

∫ d2

t

F (v)dv

∫ v

t

dw√
(w − t)(v − w)

=

∫ d2

t

F (v)dv .Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
∫ d2

t

G(w)dw√
w − t

=
π

4d

∫ d2

t

F (v)dv . (7)Äè��åðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
F (t) = −4d

π
· d
dt

∫ d2

t

G(w)dw√
w − t

. (8)
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√
v ) =

F (
√
v )

√
v è g(√w ) = G(

√
w )

√
w, à çàòåì w = z2, v = u2, íàõîäèì

fξ(
√
v )√
v

= −4d

π
· d
dv

∫ d2

v

g(
√
w )dw√

w(w − v)
,

fξ(u)

u
= − 4d

πu
· d
du

∫ d

u

g (z) dz√
z2 − u2

.Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ õîðä âîññòà-íîâèòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñîâ ñëó÷àéíûõ êðóãîâ íà ïëîñêîñòè äàåòñÿñëåäóþùåé �îðìóëîé â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîòíîñòè gζ,
fξ(u) = −4d

π
· d
du

2d∫

2u

gζ(z)dz√
z2 − 4u2

. (9)Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 2. Åñëè gζ(z) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé õîðä êðóãîâ ñëó-÷àéíîãî ðàäèóñà, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íå ïðåâîñõîäÿùåãî d ∈ R, òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-íîñòåé ðàäèóñîâ ýòèõ êðóãîâ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûì ïî ìåðå Ëåáåãà è åãîïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(v) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (9).Ëèòåðàòóðà1. �íåäåíêî Á.Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé - Ì: Ó�ÑÑ, 2005.-448 ñ.2. Ïîäæèäàåâ Â.Ô., Òàíüêî ß.À., Ñâÿçü ìåæäó �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ õîðä ïî ðàçìåðàìè äèàìåòðîâ ñå÷åíèé ñ�åðîëèòîâ // Âiñíèê ñõiäíîóêðàíñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíèiâåðñè-òåòó iì. Â.Äàëÿ.-2012.-8(179).-C.198-204.3. Àðõàíãåëüñêèé Ñ.È., Áîðîäèõèí Â.Ì. Ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè äèàìåòðîâ ñ�å-ðè÷åñêèõ ÷àñòèö è õîðä èõ ñëó÷àéíûõ ñå÷åíèé // Ñèáèðñêèé æóðíàë èíäóñòðèàëüíîéìàòåìàòèêè.-2002.-V, 3(11).-C.27-34.4. Êðàñíîâ Ì.Ë. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.- Ì.: Íàóêà, 1975.-304 ñ.RECONSTRUCTION OF PROBABILITY DISTRIBUTIONOF RANDOM CIRCLES RADIIBASED ON PROBABILITY DISTRIBUTION OF THEIR CHORDSYu.P. Vir
henko, O.L. ShpilinskayaBelgorod State University,Studen
heskaja St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruInstitute for Single Crystals of NANU,Lenin Av., 60, Kharkiv, 61001, UkraineAbstra
t. It is solved the problem of re
onstru
tion of random 
ir
les radii probability distributionwhi
h are randomly pla
ed on plane. It is based on the given probability distribution of 
hords whi
hare 
ut o� by straight lines being parallel to ea
h other and pla
ed equidistant on the plane.Key words: geometri
 probabilities, random 
ir
les, probability distribution.
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ist20�mail.ruÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ çàðÿäà ïóçûðüêîâ â ïåðåîõëà-æäåííûõ îáëà÷íûõ êàïëÿõ. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò, �ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà îáëàêîâ, à åå ðåøåíèåáûëî ïîëó÷åíî ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îáëà÷íàÿ êàïëÿ,ïóçûðüêè.Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî îáëàêà ñ ìîùíûìè êîíâåêòèâíûìè òîêàìè èìåþò �ðàê-òàëüíóþ ñòðóêòóðó [1℄, òî åñòü îáëàêî ÿâëÿåòñÿ �ðàêòàëüíîé ñðåäîé. Ïîýòîìó ìîæíîäóìàòü, ÷òî ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â òàêîé ñðåäå, õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþàïïàðàòà äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Íåñìîòðÿ íà íåñîìíåííûå óñïåõè â èçó÷åíèè ïðîöåññîâ â îáëàêàõ (Êà÷óðèí Ë.�.,Ìåéñîí Á.Äæ., Ìó÷íèê Â.Ì., ×àëìåðñ Äæ.À., Þìàí Ì., Ribeira J.C., Workman E.J.,Reynold S.E., Èìÿíèòîâ È.Ì., Ôðåíêåëü ß.È., è ò.ä.), ìíîãèå èç íèõ äî íàñòîÿùåãîâðåìåíè èçó÷åíû íà íåäîñòàòî÷íîì óðîâíå. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ïðîöåññàì ýëåêòðèçà-öèè îáëà÷íûõ ÷àñòèö (êàïåëü), ê âëèÿíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ìèêðî�èçè÷åñêèåïðîöåññû, ê âëèÿíèþ ìèêðîñòðóêòóðû îáëàêà íà çàðÿä è ïîëå, è êî ìíîãèì äðóãèìïðîöåññàì.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �èçèêè îáëàêîâ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ðàçðàáîòêà ìà-òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîíâåêòèâíûõ îáëàêîâ ñ äåòàëüíûì ó÷åòîì âëèÿíèÿ �ðàêòàëü-íîñòè ñðåäû íà ðàçëè÷íûå ãåîïðîöåññû â îáëàêàõ, ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâèòèþ îáùåéêàðòèíû �èçèêè îáëàêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò äåòàëüíî èçó÷àòüêàê îòäåëüíûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû, òàê è èõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîáîé, à ïðèìåíå-íèå àïïàðàòà äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîçâîëÿåò íåÿâíî âêëþ÷àòü äîïîëíèòåëüíûå �àêòî-ðû âçàèìîäåéñòâèÿ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû. Íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿÿâëÿåòñÿ òîò �àêòîð, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü íåäîñòóïíûå èëè ìàëîäîñòóïíûå äëÿýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññû ñ ó÷åòîì �ðàêòàëüíîñòè ñðåäû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèÿ çàðÿäà ïóçûðüêîâ â îáëà÷-íûõ êàïëÿõ ñ ó÷åòîì �ðàêòàëüíîñòè ñðåäû, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðîöåññåýëåêòðèçàöèè îáëà÷íûõ ÷àñòèö.Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è. Â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ ïóçûðüêà çà ñ÷åò äè�-�óçèîííûõ ìåõàíèçìîâ, âàæíûì ìîìåíòîì â îáëà÷íûõ êàïëÿõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé óòå÷êèãàçà â îáùåì áàëàíñå ãàçà â êàïëå. Óòå÷êà ãàçà áóðíî ïðîòåêàåò â òîò ìîìåíò, êîãäàïåðåîõëàæäåííàÿ îáëà÷íàÿ êàïëÿ ðàäèóñà r ñòàëêèâàåòñÿ ñ ãðàäèíîé [2, 3℄ â ðåçóëüòàòå



116 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39êîòîðîãî, âûõîäÿ íà ïîâåðõíîñòü è ðàçðóøàÿñü, óíîñÿò ñ ñîáîé îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâîçàðÿäà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé qa = 4πε0ξa.Èçâåñòíî [3℄, ÷òî ñðåäíèé çàðÿä qr, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ îäíîé îáëà÷íîé êàïëåé, ðà-äèóñà r çà ñ÷åò ïóçûðüêîâ ñîäåðæàùèõñÿ â íåé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
qr = 4πε0ξna , (1)ãäå ε0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, a � ðàäèóñ ïóçûðüêà, ξ � ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèé ïî-òåíöèàë, n � êîëè÷åñòâî ïóçûðüêîâ ðàäèóñà a, îáðàçóþùèõñÿ â îáëà÷íîé êàïëå ðàäèóñà

r. Â �îðìóëå (1) ââîäÿ ïåðåìåííóþ t, ïåðåïèøåì çàðÿä îäíîãî ïóçûðüêà â êàïëå âñëåäóþùåé �îðìå
qr (t) = 4πε0ξa (t) , (2)à èçìåíåíèå çàðÿäà ïóçûðüêà îáðàçóþùåãîñÿ â îáëà÷íîé êàïëå ïðèìåò âèä

∂

∂t
qr (t) = 4πε0ξ

∂

∂t
a (t) , (3)Ó÷èòûâàÿ �ðàêòàëüíîñòü ñðåäû, (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ∂α0tqr (t) = 4πε0ξ
∂

∂t
a (t) , (4)ãäå λ = const > 0, ∂α0ta (t) = Dα−1

0t
∂a(t)
∂t

- ðåãóëÿðèçîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà
α îò �óíêöèè a (t) ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êàõ 0 è t (ïðîèçâîäíàÿ ïî Êàïóòî) [4℄, Dα

ax- îïåðàòîð èíòåãðî�äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå �èìàíà-Ëèóâèëëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà
α íà÷àëîì â òî÷êå a ∈ [A,B] , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [5℄:

Dα
axu (t) =





sign (x− a)

Γ (−α)

x∫

a

u (t) dt

|x− t|α+1 , α < 0,

u (t) , α = 0,

sign (x− a)
∂[α]+1

∂x[α]+1
Dα−[α]−1

ax u (t) , α > 0.ãäå ñèìâîë sign z îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè sign0 = 0 , sign z = z/ |z|, z 6= 0.Çàìåíà ∂/∂t íà ∂α0t èëè íà Dα
0t â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, íåÿâíî âêëþ÷àåòäîïîëíèòåëüíûå �àêòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåð-æäàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò �ðàêòàëüíûé ïðîöåññ.Ñ ó÷åòîì, ÷òî ∂

∂t
a (t) = 2, 4φ

p2

p0σ
a (t), ãäå a � ðàçìåð ïóçûðüêà, ϕ � ïåðåñûùåíèå, p �äàâëåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû, p0 � àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå, σ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèåâîäû, ïåðåïèøåì (4)

λ∂α0tqr (t) = 4πε0ξ · 2, 4φ
p2

p0σ
a (t) , (5)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 117Îáîçíà÷èì 4πε0ξ · 2, 4φp2/λp0σ = B (â ñëó÷àå ðàñ÷åòà ïîëíîãî çàðÿäà âñåõ ïóçûðüêîâîáðàçóþùèõñÿ â êàïëå, B óìíîæàåòñÿ íà n - êîëè÷åñòâî ïóçûðüêîâ ðàäèóñà a), òîãäà(5) ïðèìåò âèä
∂α0tqr (t) = Ba (t) , (6)Ê óðàâíåíèþ (6) äîáàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

qr (0) = q0 , (7)�åøèì çàäà÷ó (6), (7). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóÿ �îðìóëó ∂α0ta (t) = Dα−1
0t

∂a (t)

∂t
ïåðåïèøåì(6) â âèäå

Dα−1
0t D1

0tqr (t) = Ba (t) , (8)Ïðèìåíèâ îáîáùåííóþ �îðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ê óðàâíåíèþ (8) ïîëó÷èì
Dα−1+1

0t qr (t)−
|t− 0|−α+1−1

Γ (1− α + 1− 1)
lim
t→0

D1−1
0t qr (t) = Dα

0tqr (t)−
t−α

Γ (1− α)
D0

00qr (t) =

= Dα
0ta (t)−

t−α

Γ (1− α)
q0 = Ba (t) , (9)Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9) îïåðàòîðîì D−α

0t òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùååâûðàæåíèå
D−α

0t D
α
0tqr (t) = D−α

0t

[
t−α

Γ (1− α)
q0 +Ba (t)

]
, (10)â êîòîðîé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîé �îðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà èìååì

Dα−α
0t qr (t)−

|t− 0|α−1

Γ (1 + α− 1)
Dα−1

00 qr (t) = D−α
0t

t−α

Γ (1− α)
q0 +D−α

0t [Ba (t)] , (11)Òàê êàê Dα−1
00 qr (t) = 0, (11) ïðèíèìàåò âèä

qr (t) = D−α
0t

t−α

Γ (1− α)
q0 +D−α

0t [Ba (t)] , (12)�åøåíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
D−α

0t

t−α

Γ (1− α)
q0 +D−α

0t [Ba (t)] =
1

Γ (α)

t∫

0

τ−αq0dτ

Γ (1− α) |t− τ |1−α +
1

Γ (α)

t∫

0

B
a (t) dτ

|t− τ |1−α =

=
q0

Γ (α) Γ (1− α)

t∫

0

τ−α (t− τ)α−1 dτ +
B

Γ (α)

t∫

0

a (t) (t− τ )α−1 dτ =

= q0 +
B

Γ (α)

t∫

0

a (t) (t− τ)α−1 dτ , (13)
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t∫

0

τ−α (t− τ )α−1 dτ =

∣∣∣∣∣∣

s = τ
t
,

τ = ts
dτ = tds

∣∣∣∣∣∣
=

1∫

0

t−αs−α (t− st)α−1 ds = β (1− α, α) =

=
Γ (α) Γ (1− α)

Γ (1− α + α)
= Γ (α) Γ (1− α) .�åøåíèå çàäà÷è (6), (7) â èòîãå ïðèíèìàåò âèä

qr (t) = q0 +BD−α
0t a (t) , (14)Óðàâíåíèå (14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå óðàâíåíèå çàêîíà èçìåíåíèÿ çàðÿäàïóçûðüêîâ ñîçäàâàåìîå îáëà÷íîé êàïëåé ñ ó÷åòîì �ðàêòàëüíîñòè ñðåäû.�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) èìååò âèä [6℄

qr (t) = q0 +Ba0

t∫

0

(t− τ )α−1Eα,α (B (t− τ)α) dτ ,ãäå ñ ó÷åòîì Eα,α (B (t− τ )α) =

∞∑

i=0

Bi (t− τ)αi

Γ (αi+ α)
� �óíêöèè òèïà Ìèòòàã-Ëå��ëåðà,îêîí÷àòåëüíî (14) ïðèìåò âèä

qr (t) = q0 +Bq0

t∫

0

(t− τ)α−1
∞∑

i=0

Bi (t− τ)αi

Γ (αi+ α)
dτ .Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-äåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêèWolfram Mathemati
a 9. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëü-íîãî çàðÿäà ïóçûðüêà qr (t) â îáëà÷íîé êàïëå ñîãëàñíî ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåò-ðîâ t è α.
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�èñ. 1. �àñ÷åòíûå êðèâûå îïðåäåëÿþùàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ qr (t) â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-ìåòðîâ t è α, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî �îðìóëå (14): α=0,2 (êðèâàÿ 1); α=0,4 (êðèâàÿ 2); α= 0,6(êðèâàÿ 3); α=0,8 (êðèâàÿ 4).Âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α ðàñ÷¼òíûå êðèâûå ïåðåãðóïïèðîâû-âàþòñÿ ñ áåñêîíå÷íî äëèííûìè ¾ñòåïåííûìè õâîñòàìè¿. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî¾ñòåïåííûå õâîñòû¿ óêàçûâàþò íà íåëèíåéíîñòü �ðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ â îáëà÷íîéñðåäå. Ïîëó÷åííûå äàííûå õîðîøî ñîãëàñîâûâàþòñÿ ñ äàííûìè Èðèáàðíå è Ìåéñå-íà [7℄ â êîòîðîì íà îäèí ïóçûðåê ðàäèóñîì áîëåå 0,1 ìì îáðàçóþòñÿ çàðÿäû ïîðÿäêà
10−14 − 10−15 Êë.Çàêëþ÷åíèå. Îäíèì èç ïðèìåðîâ �ðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ â ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ îáëà-êà. Îáëàêà íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ñàìîà�èííûìè �ðàêòàëàìè, ò.ê. àòìîñ�åðà ñòðàòè-�èöèðîâàíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå íåðàâíîìåðíî ñ ãîðèçîíòàëü-íûì, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàêà íå ìîãóò áûòü ñàìîïîäîáíû ïî �îðìå. Ïîýòîìó âàæíûììîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðîöåññîâ âíóòðè îáëàêà ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ �ðàêòàëüíîñòèñðåäû, äðóãèìè ñëîâàìè �ðàêòàëüíûå ãåîïðîöåññû.Îáëàêà èìåþò ðàçíóþ ñòðóêòóðó, è èìåþò ñâîþ êëàññè�èêàöèþ ïî ïðîèñõîæäåíèþè ìîð�îëîãè÷åñêèì ïðèçíàêàì, ê êîòîðûì, äîáàâëÿÿ äàííûå îá èõ �ðàêòàëüíîé ñòðóê-òóðå è �ðàêòàëüíûõ ïðîöåññàõ, â äàëüíåéøåì áóäåò âîçìîæíûì �îðìèðîâàíèå áîëååîáùåé êàðòèíû ñîñòîÿíèÿ �èçèêè îáëàêîâ.Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ çàðÿäà ïóçûðüêîâ îáðàçó-þùèåñÿ â îáëà÷íûõ êàïëÿõ ñ ó÷åòîì �ðàêòàëüíîñòè ñðåäû. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîéìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè áóäóò íàïðàâëåíû íàáîëåå ãëóáîêîå èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ýëåêòðèçàöèè è ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçäåëåíèÿ çà-ðÿäîâ â ãðîçîâûõ îáëàêàõ ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ âíóòðè îáëàêà è �ðàê-òàëüíîñòè ñðåäû.
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h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ ìîäåëü ñ ñóììèðóåìûì ïàðíûì îáìåííûì âçàèìîäåé-ñòâèåì â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå äàëüíîäåéñòâóþùåãî îáìåíà,ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà áëèçîñòè ýíåðãèè ýòîé ìîäåëè ê ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëèñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîãî êðèñòàëëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ ìîäåëü, ãàìèëüòîíèàí, ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå, ïåðèîäè÷å-ñêèå óñëîâèÿ.Ââåäåíèå. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîé åå ãàìèëüòîíèàí H çàìåíÿåòñÿ íà ãà-ìèëüòîíèàí H̃ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè(ñì. [1℄). Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óïðîùàåò âñåâîçìîæíûå êîíñòðóêöèè â ðàìêàõ ñòàòè-ñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î ñâîéñòâàõ ðàçëè÷íûõ ðåøåòî÷íûõñèñòåì. ×àñòî, îíà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê äî êî-íå÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî âîîáùå âîçìîæíî. Ïðè ýòîìñóùåñòâåííî, ÷òî ïîíÿòèå àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè ââîäèòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèó-ñîì. Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íàîñíîâå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ, åñëè ãà-ìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó B ñóììèðóåìûõ ãàìèëüòî-íèàíîâ [1℄. Îäíàêî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðèõîäèòñÿ äàâàòü îöåíêè ýíåðãèè êîíêðåòíîãîñîñòîÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å î âû÷èñëåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîé ñèñòå-ìû, ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà H ∈ B ñèñòåìû,êîòîðûé �èçè÷åñêè íå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, íåêîòîðûì ãàìèëüòî-íèàíîì êîíå÷íîãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ, äîëæíà ïðèâîäèòü ê áëèçîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõñîñòîÿíèé. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû ââîäèì ïîíÿòèå àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû ñïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà íå îáëàäàåò êîíå÷íûìðàäèóñîì äåéñòâèÿ, è äëÿ ýòîé ñèñòåìû äàåì îöåíêó áëèçîñòè åå ýíåðãèè ê ýíåðãèèàïïðîêñèìèðóåìîé ñèñòåìû â òîì æå �àçîâîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìûîãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèìè (íå êâàíòîâûìè) ðåøåòî÷íûìè ñèñòåìàìè ñòà-òèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è, áîëåå òîãî, îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ñèñòåìàìè ñ ïàðíûì âçàè-ìîäåéñòâèåì, òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ âåêòîðíàÿìîäåëü â �èçèêå ìàãíåòèçìà. �àñïðîñòðàíåíèå ïðåäëàãàåìûõ â ñîîáùåíèè ïîñòðîåíèéíà ñàìûé øèðîêèé êðóã ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíàìè èç B íå ïðåäñòàâëÿåòçàòðóäíåíèé.



122 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 392. Âåêòîðíàÿ ìîäåëü. Áóäåì, äàëåå, ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìå-õàíèêè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S =
⊗

x∈Λ

{s(x) ∈ Rn; s2(x) = s2}; d, n ∈ N, ãäå
Λ ⊂ Zd � ìíîæåñòâî ÿâëÿþùååñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ êîíå÷íîãî êðèñòàëëà, |Λ| =
N < ∞. Ýòî ìíîæåñòâî ìû, îïÿòü æå äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèé, ïîëîæèì â âèäå
Λ = {0, 1, ..., L}d, L ∈ N � ðàçìåð êðèñòàëëà. �àñïðîñòðàíåíèå äàþùèõñÿ íèæå ïî-ñòðîåíèé íà ñëó÷àé ìíîæåñòâ Λ, íà îñíîâå êîòîðûõ âîçìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä êòåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó ïî Âàí Õîâó (ñì. [1℄), íå äîëæåí âûçâàòü çàòðóäíåíèé.Ïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ s(x), x ∈ Λèìååò âèä

HΛ[s] =
1

2

∑

x,y∈Λ

I(x− y)
(
s(x), s(y)

)
, (1)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðè n = 1, 2, 3 ìîäåëÿì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðûå îïèñûâà-þò ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ èîíîâ, îáëàäàþùèõ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì s, ñî ñ�åðè-÷åñêè ñèììåòðè÷íûì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿîáìåííûì èíòåãðàëîì I(·). Â �îðìóëå (1) �óíêöèÿ I(·) : Zd 7→ R îáëàäàåò ñâîéñòâîì

I(−x) = I(x) è ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ∑
x∈Zd

|I(x)| < ∞. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ãàìèëüòîíèàíà HΛ[s] ê ïðîñòðàíñòâó B.Ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå â îáëàñòü �èçèêè ìàãíåòèçìà. Îáû÷íî, â ìèêðî-ñêîïè÷åñêîé òåîðèè ìàãíåòèçìà èìåþò äåëî ñ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì, ó êîòîðîãî
I(·) î÷åíü áûñòðî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ ñ ðîñòîì âåëè÷èíû |x| (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Äëÿìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òàêèì îáìåíîì àïïðîêñèìàöèÿ åãî �èíèòíîé �óíêöèåé,êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ ïðè |x| > R, R < ∞ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü òî÷íîé ïî ñóòè, è ïðèêîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ óäàåòñÿ ÷àñòî äàâàòü ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè èõ òî÷íîñòè âðåçóëüòàòå òàêîé àïïðîêñèìàöèè. Â òî æå âðåìÿ, â òåîðèè ìàãíåòèçìà èìåþòñÿ è èñ-êëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèì(ò.í. êîñâåííûé îáìåí). Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåðîì òàêîãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ò.í. �ÊÊÈ-îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå îïèñûâàåò êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-äó ìàãíèòíûìè èîíàìè, îñóùåñòâëÿåìîå ÷åðåç êîëëåêòèâèçèðîâàííûå ýëåêòðîíû ïðî-âîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [3, 4℄). Îíî ïðîÿâëÿåòñÿ â ìåòàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ, ãäåêîëëåêòèâèçèðîâàííûå ýëåêòðîíû âûñòóïàþò ïîñðåäíèêàìè îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿèîíîâ, îáëàäàþùèõ ëîêàëèçîâàííûìè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè, ÷à-ñòè÷íî çàïîëíåííûõ d- è f -îáîëî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå

I(x) ∼ 1

r4
(r cos r − sin r)ïðè r = 2kF |x| → ∞.Â ñëó÷àå äàëüíîäåéñòâóþùåãî îáìåíà àïïðîêñèìàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà H âèäà (1) ïî-ñðåäñòâîì çàìåíû �óíêöèè I íà �èíèòíóþ �óíêöèþ ìîæåò ñòàòü íåàäåêâàòíîé. Â÷àñòíîñòè, òàêîå ïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì çàòðóäíåíèÿì ïðè èññëåäîâàíèèîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [5℄). Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïðîÿâëÿåòñÿ â íåâîç-ìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèè ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùèì ãà-



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 123ìèëüòîíèàíîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, êîòîðàÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿñèñòåì ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ (ñì. [2℄). Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå àïïðîêñè-ìàöèè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà(1) â îáùåì ñëó÷àå.Çà�èêñèðóåì ìíîæåñòâî Λ è íà åãî îñíîâå îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Zdäåéñòâèå îïåðàòîðà PΛ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Òî÷êà x ∈ Zd îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå
x = (L+1)(n1e1+ ...nded)+y, y ∈ Λ, ej � îðòû â Rd, (ej)i = δij . Òîãäà ïîëîæèì PΛx = y.Îïðåäåëåíèå. �àìèëüòîíèàí H̃Λ[s], îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

H̃Λ[s] =
1

2

∑

x∈Λ,y∈Zd

I(x− y)
(
s(x), s(PΛy)

)íàçîâåì ãàìèëüòîíèàíîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, àïïðîêñèìèðóþ-ùèì ãàìèëüòîíèàí HΛ[s].Íîðìà ‖ · ‖ â ïðîñòðàíñòâå B ãàìèëüòîíèàíîâ â ïðèìåíåíèè åå ê ãàìèëüòîíèàíàì íàïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S îïðåäåëÿåòñÿ êàê (ñì. [2℄)
‖HΛ[s]‖ = max{|Λ|−1|HΛ[s]| : s(x) ∈ S,Λ ⊂ Zd} . (2)Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàíà ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòüìåæäó ýíåðãèÿìè HΛ[s] è H̃Λ[s] äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòèêðèñòàëëà, òî åñòü Ld−1 ïðè L→ ∞. Åñëè æå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâó-þùèì, òî òàêàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü ñëàáåå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê áëèçîñòè ïî íîðìå ‖·‖ ãàìèëüòîíèàíîâ HΛ[s] è H̃Λ[s] óñòàíîâèìïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ îöåíêóËåììà. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Zd èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

|Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| ≤ dLd−1max{|zj |; j = 1, ..., d} ≡ dLd−1‖z‖0 (2)è ïðè |z| > L âûïîëíÿåòñÿ |Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| = 0.
� Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â �îðìóëèðîâêå ëåììû î÷åâèäíî. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåí-ñòâà (2) ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî d. Ïðè d = 1 è |z| ≤ L èìååì òî÷íîå ðàâåíñòâî, òàê êàê

Λ = {0, 1, ..., L} è Λ+ z = {z, z+1, ..., z+L}. Òîãäà |Λ∩ (Z \Λ+ z)| = L− (L− |z|) = |z|.Ïóñòü íåðàâåíñòâî (2) èìååò ìåñòî äëÿ çíà÷åíèÿ d. Òîãäà, òàê êàê, â îáùåì ñëó÷àå,
|Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| = Ld −

d∏

j=1

(L− |zj|) ,òî äëÿ çíà÷åíèÿ (d + 1), äëÿ ëþáîé òî÷êè z = 〈z1, ..., zd, zd+1〉, èìååì, ñîãëàñíî ïðåäïî-ëîæåíèþ èíäóêöèè,
|Λ ∩ (Zd+1 \ Λ+ z)| = Ld+1 −

d+1∏

j=1

(L− |zj |) =
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= L

(
Ld −

d∏

j=1

(L− |zj|)
)
+
(
L
( d∏

j=1

(L− |zj |)−
d+1∏

j=1

(L− |zj |)
)
≤

≤ dLd+1max{|zj|; j = 1, ..., d}+
( d∏

j=1

(L− |zj |)
)
(L− (L− |zd+1|)) ≤

≤ dLd+1max{|zj|; j = 1, ..., d}+ Ld|zd+1| ≤ (d+ 1)Ld+1 max{|zj|; j = 1, ..., d+ 1} . �Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ.Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà
‖HΛ[s]− H̃Λ[s]‖ ≤ s2d

2
Ld−1

∑

x∈2Λ

|I(x)| ‖x‖0 . (3)

� Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà
‖HΛ[s]− H̃Λ[s]‖ ≤ 1

2

∑

x∈Λ,
y∈Zd\Λ

|I(x− y)|
∣∣∣
(
s(x), s(PΛy)

)∣∣∣ ≤ s2

2

∑

x∈Λ,
y∈Zd\Λ

|I(x− y)| =

=
s2

2

∑

z∈Zd

|I(z)| |Γ(z; Λ)| , (4)ãäå Γ(z; Λ) = {〈x,y〉 : x − y = z,x ∈ Λ,y 6∈ Λ}. Ìíîæåñòâî Γ(z; Λ) ïóñòî â òîìñëó÷àå, êîãäà z 6∈ 2Λ. Åñëè îíî íå ïóñòî, òî êàæäàÿ ïàðà, ïðèíàäëåæàùàÿ åìó âçàèìíîîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé x ∈ Λ òàê, ÷òî y = x− z ∈ Λ, òî åñòü x ∈ (Zd \Λ) + z.Ñëåäîâàòåëüíî, Γ(z; Λ) = |Λ ∩ (Zd \ Λ + z)|. Òåïåðü îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü îöåíêó (2). �Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè (3) ðàçíîñòè ýíåðãèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàëüíîäåéñòâóþùèõâçàèìîäåéñòâèé òàêèõ, ÷òî HΛ[s] ∈ B, íî äëÿ êîòîðûõ
∑

x∈Zd

|I(x)| ‖x‖0 = ∞ ,ýòà ðàçíîñòü âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, ÷òî è çàòðóäíÿåòèñïîëüçîâàíèå â ýòîì ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåé åéñèñòåìîé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâîÑëåäñòâèå. Åñëè HΛ[s] ∈ B, òî ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå èìååòìåñòî
lim

|Λ|→∞

1

|Λ|‖HΛ[s]− H̃Λ[s]‖ = 0 .
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� Òàê êàê HΛ[s] ∈ B, òî ∑x∈Zd |I(x)| < ∞. Äëÿ �óíêöèé I(·) òàêîãî òèïà èìååòìåñòî

lim
L→∞

1

L

∑

x∈Λ

I(x)‖x‖0 = 0 .Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0 è íàéäåì òàêîé ðàçìåð Lε, äëÿ êîòî-ðîãî ∑

x :|x|>Lε

|I(x)| < ε .Òîãäà ∑

x∈Λ

I(x)‖x‖0 =
∑

x∈Λ :|x|>Lε

|I(x)| ‖x‖0 +
∑

x∈Λ :|x|≤Lε

|I(x)| ‖x‖0 .Äëÿ îöåíêè ïåðâîé ñóììû èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ‖x‖0 < L è çà�èêñèðîâàâ Lε èïîäåëèâ íà L, ïåðåéäåì ê ïðåäåëó L→ ∞. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì, ÷òî
lim
L→∞

1

L

∑

x∈Λ

I(x)‖x‖0 ≤ ε .Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. �Ëèòåðàòóðà1. Ruelle D. Statisti
al Me
hani
s, Rigorous Results / Ney York-Amsterdam: W.A.Benjamin,In
., 1969. (�þýëü Ä. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ñòðîãèå ðåçóëüòàòû / Ì.: Ìèð, 1971.)2. Àõèåçåð À.È., Áàðüÿõòàð Â.�., Ïåëåòìèíñêèé Ñ.Â. Ñïèíîâûå âîëíû / Ì.: Íàóêà, 1967. �368 
.3. Stohr J., Siegmann H.C. Magnetism: From Fundamentals to Nanos
ale Dynami
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126 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39MSC 81P20ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÅ ÏÎËßÂ ÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÉ Ñ�ÅÄÅ.2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉËàì Òàí Ôàò, Þ.Ï. Âèð÷åíêîÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Êîíñòðóèðóåòñÿ ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå ñòîõàñòè÷åñêîåýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå, ñâÿçàííîå ñ åå òåïëîâûìè �ëóêòóàöèÿìè.Ñëó÷àéíîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ýâîëþöèîííûìè óðàâ-íåíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ àääèòèâíûì øóìîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ãàóññîâñêîå ïîëå, óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïðåäûäóùåé ïóáëèêàöèè àâòîðîâ áûëà ïîñòàâëåíà çà-äà÷à î ïîñòðîåíèè ïîäõîäÿùåé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òåïëîâûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ �ëóêòóàöèé ïðè ðåøåíèè òåî-ðåòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåíîñîì èçëó÷åíèÿ â òâåðäîòåëüíîé ñðåäå. Òåîðåòè÷å-ñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ�ëóêòóàöèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áûë ðàíåå ïðåäëîæåí â [2, 3℄. Â ðàìêàõ òàêîãî ïî-ëó�åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà íå ó÷èòûâàþòñÿ êîíêðåòíûå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìåõà-íèçìû, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, îäíàêî, îí ïîçâîëÿåòîïèñûâàòü òåïëîïåðåíîñ âíóòðè ñðåäû ïîñðåäñòâîì èçëó÷åíèÿ óæå ñ ó÷åòîì åãî âîë-íîâûõ ñâîéñòâ, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, îñíîâàííîé íàïðåäñòàâëåíèÿõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (ñì., íàïðèìåð, [4℄). Â ðàáîòå [1℄ íàìè áûëàïîñòðîåíà, ïî íàøåìó ìíåíèþ, îäíà èç ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé äîïóñòèìî ñòàòèñòè÷åñêîå èçó÷åíèå ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â òâåðäûõ äèýëåêòðèêàõ. Ñòîõàñòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèò-íîå ïîëå â ýòîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðîì èìåþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå ñòîõàñòè÷åñêèåèñòî÷íèêè, ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó, îïèñûâàþùèå íà ìèêðîóðîâíå �ëóêòóà-öèîííûå ýëåêòðè÷åñêèå òîêè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãîýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïëîò-íîñòè �ëóêòóàöèîííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ââèäó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîëå, ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-íûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Òîãäà, òàê êàê ñòîõàñòè÷åñêèå èñ-òî÷íèêè îïèñûâàþòñÿ ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì, òî ñëó÷àéíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîåðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Áîëåå òîãî, îíî îáëà-äàåò íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé òàêîãî ïîëÿ ïîëíîñòüþ



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 127îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Â íàñòîÿ-ùåé, âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ìû âû÷èñëèì ýòè êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè. Ïðè ýòîì ìûáóäåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ïåðâîé ÷àñòè è ññûëàòüñÿ â òåêñòå íà âû-ïèñàííûå â íåé �îðìóëû, íåîáõîäèìûå â ïðîöåññå èçëîæåíèÿ. Ýòè ññûëêè ìû áóäåìäàâàòü â ñêîáêàõ íîìåðàìè �îðìóë èç ïåðâîé ÷àñòè è ñîïðîâîæäàòü åãî ìåòêîé I.2. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈F̄l1(k1, t1)F̄
∗
l2
(k2, t2)〉. Èìåÿ ÿâíûåâûðàæåíèÿ èç ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû äëÿ òðàåêòîðèé ïðîöåññà, ìû â ñîñòîÿíèè ïîä-ñ÷èòàòü êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ââèäó îïðåäåëåíèÿ �ëóê-òóàöèîííîãî òîêà (ñì. (12), (15), I), èìååì 〈 ˜̄j⊥(k, s)〉 = 0 . Ïàðíûå æå êîððåëÿöèîí-íûå �óíêöèè ïîïåðå÷íîãî òîêà ˜̄j⊥(k, t) îïðåäåëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìèïîëÿ ψ(k),

〈ψl1(k1)ψl2(k2)〉 = Ll1l2(k1,k2) , 〈ψl1(k1)ψ
∗
l2
(k2)〉 = Kl1l2(k1,k2) .Ââèäó ñâîéñòâà ψ∗(k) = ψ(−k), èìåþùåãî ìåñòî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ýòè êîððåëÿ-öèîííûå �óíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à, íàîáîðîò, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Ll1l2(k1,k2) = Kl1l2(k1,−k2) .Ïîýòîìó, â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ
Kl1l2(k1,k2) è, ñîîòâåòñòâåííî, êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ 〈 ˜̄jl1(k1, t1)

˜̄jl2(k2, t2)〉, êîòîðàÿ,ââèäó (12), ðàâíà
〈 ˜̄jl1(k1, t1)

˜̄jl2
∗(k2, t2)〉 = δ(t1 − t2)Kl1l2(k1,k2) . (1)Âû÷èñëèì êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ïîïåðå÷íîãî òîêà

〈( ˜̄j⊥)l1(k1, s1)(
˜̄j⊥)

∗
l2
(k2, s2)〉 = δ(s1 − s2)K

⊥
l1l2

(k1,k2) ,ãäå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (ñì. (15), I), èìååì
K⊥

l1l2(k1,k2) =
[
k2
1k

2
2

]−1 〈[
k1, [k1,ψ(k1)]

]
l1

[
k2, [k2,ψ

∗(k2)]
]
l2

〉
.Âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëàì òåíçîðíîé àëãåáðû, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

K⊥
l1l2(k1,k2) =

(
δl1m1 −

(k1)l1(k1)m1

k2
1

)(
δl2m2 −

(k2)l2(k2)m2

k2
2

)
Km1m2(k1,k2) . (2)Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé 〈F̄l1(k1, s1)F̄

∗
l2
(k2, s2)〉,

〈H̄l1(k1, s1)H̄
∗
l2
(k2, s2)〉, 〈F̄l1(k1, s1)H̄

∗
l2
(k2, s2)〉. Íà÷íåì ñ ïåðâîé êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèè èç ýòîãî ñïèñêà. Ñîãëàñíî �îðìóëàì, îïðåäåëÿþùèì ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ (ñì. (24), I),

〈F̄l1(k1, t1)F̄
∗
l2(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)F̄0

)
l1
(k1)+

(
S
(EH)(t1)H̄0

)
l1
(k1)−

4π

ε

∫ t1

0

(
S
(E)(k1, t1−s1)̃̄j⊥(k1, s1)

)
l1
ds1

]
×
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×
[(
S
(E)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(EH)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)−

4π

ε

∫ t2

0

(
S
(E)(k2, t2 − s2)̃̄j⊥(k2, s2)

)∗
l2
ds2

]〉
.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî íóëþ ñðåäíåãî çíà÷åíèå òîêà,

〈F̄l1(k1, t1)F̄
∗
l2(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)

)
l1m1

(
F̄0

)
m1

(k1) +
(
S
(EH)(t1)

)
l1m1

(
H̄0

)
m1

(k1)
]
×

×
[(
S
(E)(t2)

)∗
l2m2

(
F̄0

)∗
m2

(k2) +
(
S
(EH)(t2)

)∗
l2m2

(
H̄0

)∗
m2

(k2)
]〉

+

+

(
4π

ε

)2 ∫ t1

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1−s1)
∫ t2

0

S
(E)∗

l2m2
(k2, t2−s2)〈

( ˜̄j⊥
)
m1

(k1, s1)
( ˜̄j⊥

)∗
m2

(k2, s2)〉ds1ds2 .Äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ââèäó ñèììåòðèè âûðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðå-ñòàíîâîê çíà÷åíèé èíäåêñîâ 1 è 2, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî t2 > t1. Èñïîëüçóÿ (1), ïðåîáðà-çóåì ýòî âûðàæåíèå,
〈F̄l1(k1, t1)F̄

∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)

)
l1m1

(
F̄0

)
m1

(k1) +
(
S
(EH)(t1)

)
l1m1

(
H̄0

)
m1

(k1)
]
×

×
[(
S
(E)(t2)

)
l2m2

(
F̄0

)
m2

(k2) +
(
S
(EH)(t2)

)
l2m2

(
H̄0

)
m2

(k2)
]∗〉

+

+

(
4π

ε

)2

K⊥
m1m2

(k1,k2)

∫ t1

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(E) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds (3)Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ (ñì.(26), (28), I) äëÿ îïåðàòîðîâ S(E)(t), S(EH)(t), âû-÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïîñëåäíåé �îðìóëå.
∫ t1

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(E) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds =
δl1m1

2r(k1)
· δl2m2

2r∗(k2)
×

×
[
r+(k1)r

∗
+
(k2)

∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗

+
(k2)(t2 − s)

)
ds +

+ r−(k1)r
∗
−
(k2)

∫ t1

0

exp
(
r−(k1)(t1 − s) + r∗

−
(k2)(t2 − s)

)
ds −

− r+(k1)r
∗
−
(k2)

∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗

−
(k2)(t2 − s)

)
ds −

− r−(k1)r
∗
+
(k2)

∫ t1

0

exp
(
r∗
+
(k2)(t2 − s) + r−(k1)(t1 − s)

)
ds
]
. (4)Èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî,

∫ t1

0

exp
(
rα(k1)(t1 − s) + r∗β(k2)(t2 − s)

)
ds =
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= exp

(
r∗β(k2)(t2 − t1)

) ∫ t1

0

exp
[(
rα(k1) + r∗β(k2)

)(
t1 − s

)]
ds =

= − e
r∗
β
(k2)(t2−t1)

rα(k1) + r∗
β
(k2)

(
1− e

(
rα(k1)+r∗

β
(k2)
)
t1
)
, (5)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ α, β ∈ {±}.Çàìåòèì, ÷òî Re r±(ki) < 0, i = 1, 2. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå ïîäñòàíîâêèÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ r±(ki), i = 1, 2,

r±(ki) = −γ
2

±
[ (γ

2

)2
− a2k2

i

]1/2
.Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëåííûõ èíòåãðàëîâ ïðè

t1 → ∞, t2 − t1 = 
onst, ðàâíûå
lim

t1→∞ ,
t2−t1=const

∫ t1

0

exp
(
rα(k1)(t1 − s) + r∗β(k2)(t2 − s)

)
ds = − e

r∗
β
(k2)(t2−t1)

rα(k1) + r∗
β
(k2)

. (6)Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â �îðìóëó äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (3)
〈F̄l1(k1, t1)F̄

∗
l2(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)

)
l1m1

(
F̄0

)
m1

(k1) +
(
S
(EH)(t1)

)
l1m1

(
H̄0

)
m1

(k1)
]
×

×
[(
S
(E)(t2)

)
l2m2

(
F̄0

)
m2

(k2) +
(
S
(EH)(t2)

)
l2m2

(
H̄0

)
m2

(k2)
]∗〉

−

−
(
4π

ε

)2 K⊥
l1l2

(k1,k2)

4r(k1)r∗(k2)

[
r+(k1)r

∗
+
(k2)

r+(k1) + r∗
+
(k2)

er
∗
+
(k2)(t2−t1)

(
1− e

(
r+(k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
+

+
r∗
−
(k2)r−(k1)

r∗
−
(k2) + r−(k1)

er
∗
−
(k2)(t2−t1)

(
1− e

(
r−(k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)
−

−
r−(k1)r

∗
+
(k2)

r−(k1) + r∗
+
(k2)

er
∗
+
(k2)(t2−t1)

(
1− e

(
r−(k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
−

−
r+(k1)r

∗
−
(k2)

r+(k1) + r∗
−
(k2)

er
∗
−
(k2)(t2−t1)

(
1− e

(
r+ (k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)]

. (7)Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà äàåò âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè
〈F̄l1(k1, t1)F̄

∗
l2
(k2, t2)〉 ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííûõ àðãóìåíòîâ t1 è t2. Îäíà-êî, äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò åå âûðàæåíèå â ïðåäåëåïðè t1 → ∞, t2−t1 = 
onst, t2 > t1. Ýòî âàæíî âî âñåõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ýëåêòðîìàãíèò-íîå ïîëå (â äàííîì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîå) îáëàäàåò î÷åíü áîëüøîé òèïè÷íîé ÷àñòîòîé.



130 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èçó÷àåìûé ãàóññîâ-ñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �ëóêòóàöèîííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé ïðèáëèæàåòñÿê ñòàöèîíàðíîìó ãàóññîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó.Ïåðåéäåì â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè (7) ê óêàçàííîìó ïðåäåëó, òî åñòü ïîëó÷èì êîð-ðåëÿöèîííóþ �óíêöèþ 〈F̄l1(k1, t1)F̄
∗
l2
(k2, t2)〉 äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê êàê r±(ki) < 0, i = 1, 2, òî èç �îðìóë((26), (28), I) ñëåäóåò, ÷òî (S(E)(k1, t1)
)
lm

→ 0, (S(EH)(k1, t1)
)
lm

→ 0 ïðè t1 → ∞. Òîãäàèç (7) ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ, êîòîðóþ ìû ïîìåòèì íèæíèìèíäåêñîì ∞,
〈F̄l1(k1, t1)F̄

∗
l2
(k2, t2)〉∞ =

=

(
4π

ε

)2 K⊥
l1l2

(k1,k2)

4r(k1)r∗(k2)

[(
r−(k1)r

∗
+
(k2)

r−(k1) + r∗
+
(k2)

−
r+(k1)r

∗
+
(k2)

r+(k1) + r∗
+
(k2)

)
er

∗
+
(k2)(t2−t1)+

+

(
r+(k1)r

∗
−
(k2)

r+(k1) + r∗
−
(k2)

−
r∗
−
(k2)r−(k1)

r∗
−
(k2) + r−(k1)

)
er

∗
−
(k2)(t2−t1)

]
,ëèáî, ïîñëå ñëîæåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâ

(
r−(k1) + r∗

+
(k2)

)(
r+(k1) + r∗

+
(k2)

)
= γ2 − 2γr∗(k2) + a2(k2

1 − k2
2) ,

(
r+(k1) + r∗

−
(k2)

)(
r−(k1) + r∗

−
(k2)

)
= γ2 + 2γr(k1) + a2(k2

1 − k2
2) ,

〈F̄l1(k1, t1)F̄
∗
l2
(k2, t2)〉∞ =

= 2

(
2π

ε

)2 K⊥
l1l2

(k1,k2)

r∗(k2)

[
r2
−

∗(k2)e
r∗
−
(k2)(t2−t1)

γ2 + 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)
−

r2
+

∗(k2)e
r∗
+
(k2)(t2−t1)

γ2 − 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)

]
.

(8)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà �ëóêòóàöèîííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå �èçè÷åñêè ïðîñò-ðàíñòâåííî-îäíîðîäíî, íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êîíñòðóèðóåìîé ìîäåëè ñëó÷àéíîå ýëåê-òðîìàãíèòíîå ïîëå ñòîõàñòè÷åñêè òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíî. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñòîõà-ñòè÷åñêîé òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ �ëóêòóàöèîííîãî òîêà. Ïîýòîìó äîëæ-íà áûòü òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé åãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, Kl1l2(k1,k2) ≡
δ(k1 − k2)K(k1). Ïîëàãàÿ äëÿ òàêîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â �îðìóëå (8) k1 = k,
k2 = k′, l = l1, l2 = l′, t1 = t, t2 = t′, è ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ âûðàæåíèÿ âñêîáêàõ ñ ó÷åòîì k = k′, èìååì

〈F̄l(k, t)F̄
∗
l′ (k

′, t′)〉∞ =

= 2

(
2π

ε

)2

γ−1K⊥
ll′(k)

[
ch
(
r(k)(t′ − t)

)
− γ

2r(k)
sh
(
r(k)(t′ − t)

)]
δ(k− k′) , (9)
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∗
l2
(k′, t2)〉. Ââèäó îïðå-äåëåíèÿ �ëóêòóàöèîííîãî òîêà (ñì. (12), (15), I), èìååì 〈̃̄j⊥(k, s)〉 = 0 . Ïàðíûå æåêîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ïîïåðå÷íîãî òîêà ˜̄j⊥(k, t) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

〈( ˜̄j⊥)l1(k1, s1)(
˜̄j⊥)

∗
l2
(k2, s2)〉 = δ(s1 − s2)K

⊥
l1l2

(k1,k2) ,ãäå K⊥
l1l2

(k1,k2) âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì (2) ÷åðåç ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþïîëÿ ψ(k).Òàê êàê ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ H̄(k, t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê
H̄(k, t) = S

(HE)(k, t)F̄0(k) + S
(H)(k, t)H̄0(k)−

4π

ε

t∫

0

S
(HE)(k, t− s)̃̄j⊥(k, s)ds , (10)òî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ 〈H̄l1(k1, s1)H̄

∗
l2
(k2, s2)〉 äàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

〈H̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(HE)(t1)F̄0 + S

(H)(t1)H̄0

)
l1
(k1)−

4π

ε

∫ t1

0

(
S
(HE)(t1 − s1)

˜̄j⊥(s1)
)
l1
(k1)ds1

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0 + S

(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)−

4π

ε

∫ t2

0

(
S
(HE)(t2 − s2)

˜̄j⊥(s2)
)∗
l2
(k2)ds2

]〉
.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî íóëþ ñðåäíåãî çíà÷åíèå òîêà,

〈H̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(HE)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(H)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
+

+

(
4π

ε

)2
t1∫

0

S
(HE)
l1m1

(k1, t1 − s1)

t2∫

0

S
(HE)
l2m2

∗(k2, t2 − s2)〈
( ˜̄j⊥

)
m1

(k1, s1)
( ˜̄j⊥

)∗
m2

(k2, s2)〉ds1ds2 .Äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ââèäó ñèììåòðèè âûðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðå-ñòàíîâîê çíà÷åíèé èíäåêñîâ 1 è 2, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî t2 > t1. Èñïîëüçóÿ (10), ïðåîá-ðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó
〈H̄l1(k1, t1)H̄

∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(HE)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(H)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
+
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+

(
4π

ε

)2

K⊥
m1m2

(k1,k2)

∫ t1

0

S
(HE)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(HE) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds . (11)Çàïèøåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ýâîëþöèîííîé ìàòðèöû S
(HE)
lm (k, t) (ñì. (28), I):

S
(HE)
lm (k, t) = −i a2ε

2r(k)c

(
exp

(
r+(k)t

)
− exp

(
r−(k)t

))
ǫlnmkn .Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ S(HE)(t), S(H)(t), âû÷èñëèì èíòåãðàëâ ïîñëåäíåé �îðìóëå:

∫ t1

0

S
(HE)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(HE) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds =
a4ε2

4c2
· ǫl1m1n1(k1)n1ǫl2m2n2(k2)n2

r(k1)r∗(k2)
×

×
[ ∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗

+
(k2)(t2 − s)

)
ds +

+

∫ t1

0

exp
(
r−(k1)(t1 − s) + r∗

−
(k2)(t2 − s)

)
ds −

−
∫ t1

0

exp
(
r−(k1)(t1 − s) + r∗

+
(k2)(t2 − s)

)
ds −

−
∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗−(k2)(t2 − s)

)
ds
]
. (12)Èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ, çàïèøåì �îðìóëó (11) äëÿ êîððåëÿ-öèîííîé �óíêöèè â âèäå

〈H̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(HE)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(H)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
−

−
(
2πa2

c

)2 K⊥
m1m2

(k1,k2)

r(k1)r∗(k2)
ǫl1m1n1(k1)n1ǫl2m2n2(k2)n2 ×

×
[

er
∗
+
(k2)(t2−t1)

r+(k1) + r∗
+
(k2)

(
1− e

(
r+ (k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
+

+
er

∗
−
(k2)(t2−t1)

r∗
−
(k2) + r−(k1)

(
1− e

(
r− (k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)
−
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− er

∗
+
(k2)(t2−t1)

r−(k1) + r∗
+
(k2)

(
1− e

(
r−(k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
−

− er
∗
−
(k2)(t2−t1)

r+(k1) + r∗
−
(k2)

(
1− e

(
r+ (k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)]

. (13)Ýòà �îðìóëà äàåò âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈H̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 ïðèïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííûõ àðãóìåíòîâ t1 è t2. Îäíàêî, êàê è ðàíåå, äëÿ íàñÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â ïðåäåëå ïðè t1 → ∞, t2−t1 = 
onst,

t2 > t1, êîãäà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñòàöèîíàðíîìó ãàóññîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó,îïèñûâàþùåìó �ëóêòóàöèîííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.Ïåðåéäåì â �îðìóëå (13) ê óêàçàííîìó ïðåäåëó, òî åñòü ïîëó÷èì êîððåëÿöèîííóþ�óíêöèþ 〈H̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ. Òàê êàê r±(ki) < 0, i = 1, 2, òî (S(HE)(k1, t1)

)
lm

→ 0, (S(H)(k1, t1)
)
lm

→ 0 ïðè
t1 → ∞. Òîãäà èç (13) ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ, êîòîðóþ ìûïîìåòèì íèæíèì èíäåêñîì ∞,
〈H̄l1(k1, t1)H̄

∗
l2
(k2, t2)〉∞ = 2

(
2πa2

c

)2 K⊥
m1m2

(k1,k2)

r∗(k2)
ǫl1m1n1(k1)n1ǫl2m2n2(k2)n2×

×
[

er
∗
+
(k2)(t2−t1)

γ2 − 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)
− er

∗
−
(k1)(t2−t1)

γ2 + 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)

]
. (14)Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â òåðìèíàõîáîçíà÷åíèé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, êîãäà Kll′(k,k

′) ≡ δ(k − k′)Kll′(k), ýòà �îðìóëàïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùóþ:
〈H̄l(k, t)H̄

∗
l′(k

′, t′)〉∞ = 2

(
2πa

c

)2
e−γ(t′−t)/2

γk2
K⊥

mm′(k) ǫlmnkn ǫl′m′n′kn′ δ(k− k′)×

×
[
ch
(
r(k)(t′ − t)

)
+

γ

2r(k)
sh
(
r(k)(t′ − t)

)]
. (15)4. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈F̄l1(k, t1)H̄

∗
l2
(k′, t2)〉. Êàê è â ïðåäû-äóùèõ ðàçäåëàõ, èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ òðàåêòîðèé ïîëÿ F̄l(k, t):

F̄(k, t) = S
(E)(k, t)F̄0(k) + S

(EH)(k, t)H̄0(k)−
4π

ε

t∫

0

S(k, t− s)̃̄j⊥(k, s)dsè (10) � äëÿ ïîëÿ H̄l(k, t), çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè
〈F̄l1(k1, s1)H̄

∗
l2
(k2, s2)〉:

〈F̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 =



134 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39
=
〈[(

S
(E)(t1)F̄0 + S

(EH)(t1)H̄0

)
l1
(k1)−

4π

ε

∫ t1

0

(
S
(E)(t1 − s1)

˜̄j⊥(s1)
)
l1
(k1)ds1

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0 + S

(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)−

4π

ε

∫ t2

0

(
S
(HE)(t2 − s2)

˜̄j⊥(s2)
)∗
l2
(k2)ds2

]〉
.Âûïîëíÿÿ òî÷íî òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìååì

〈F̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(EH)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
+

+

(
4π

ε

)2
t1∫

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1 − s1)

t2∫

0

S
(HE)
l2m2

∗(k2, t2 − s2)〈
( ˜̄j⊥

)
m1

(k1, s1)
( ˜̄j⊥

)∗
m2

(k2, s2)〉ds1ds2 .Ïðè t2 > t1, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîïå-ðå÷íîé ïëîòíîñòè òîêà, èìååì
〈F̄l1(k1, t1)H̄

∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(EH)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
+

+

(
4π

ε

)2

K⊥
m1m2

(k1,k2)

∫ t1

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(HE) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds , (16)Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ,âû÷èñëèì èíòåãðàë â ýòîé �îðìóëå:
∫ t1

0

S
(E)
l1m1

(k1, t1 − s)S
(HE) ∗
l2m2

(k2, t2 − s)ds =
ia2ε

4cr(k1)r∗(k2)
· δl1m1ǫl2n2m2(k2)n2×

×
[
r+(k1)

∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗

+
(k2)(t2 − s)

)
ds +

+ r−(k1)

∫ t1

0

exp
(
r−(k1)(t1 − s) + r∗

−
(k2)(t2 − s)

)
ds −

− r−(k1)

∫ t1

0

exp
(
r−(k1)(t1 − s) + r∗

+
(k2)(t2 − s)

)
ds −

− r+(k1)

∫ t1

0

exp
(
r+(k1)(t1 − s) + r∗−(k2)(t2 − s)

)
ds
]
.
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〈F̄l1(k1, t1)H̄

∗
l2
(k2, t2)〉 =

=
〈[(

S
(E)(t1)F̄0

)
l1
(k1) +

(
S
(EH)(t1)H̄0

)
l1
(k1)

]
×

×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l2
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l2
(k2)

]〉
+

+
i(2πa)2

cεr(k1)r∗(k2)
· ǫl2m2n2(k2)n2K

⊥
l1m2

(k1,k2)×

×
[
r+(k1)e

r∗
+
(k2)(t2−t1)

r+(k1) + r∗
+
(k2)

(
1− e

(
r+ (k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
+

+
r−(k1)e

r∗
−
(k2)(t2−t1)

r∗
−
(k2) + r−(k1)

(
1− e

(
r− (k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)
−

−r−(k1)e
r∗
+
(k2)(t2−t1)

r−(k1) + r∗
+
(k2)

(
1− e

(
r−(k1)+r∗

+
(k2)
)
t1
)
−

−r+(k1)e
r∗
−
(k2)(t2−t1)

r+(k1) + r∗
−
(k2)

(
1− e

(
r+ (k1)+r∗

−
(k2)
)
t1
)]

. (17)Ýòà �îðìóëà äàåò âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈F̄l1(k1, t1)H̄
∗
l2
(k2, t2)〉 ïðèïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííûõ àðãóìåíòîâ t1 è t2.Âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â ïðåäåëå ïðè t1 → ∞, t2−t1 = 
onst, t2 >

t1, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîìó ãàóññîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, îïèñûâàþùåìó�ëóêòóàöèîííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå îòìåòèì èíäåêñîì ∞, èìååò âèä
〈F̄l1(k1, t1)H̄

∗
l2
(k2, t2)〉∞ = − 8iπ2a2

cεr∗(k2)
· ǫl2m2n2(k2)n2K

⊥
l1m2

(k1,k2)×

×
[

r∗
+
(k2)e

r∗
+
(k2)(t2−t1)

γ2 − 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)
−

r∗
−
(k2)e

r∗
−
(k1)(t2−t1)

γ2 + 2γr∗(k2) + a2(k2
1 − k2

2)

]
. (18)Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè

Kll′(k,k
′) ≡ δ(k− k′)Kll′(k), â òåðìèíàõ òåõ æå îáîçíà÷åíèé, ÷òî è ðàíåå, èìååì

〈F̄l(k, t)H̄
∗
l′(k

′, t′)〉∞ = −8iπ2a2

cγε
·e−γ(t′−t)/2 · sh

(
r(k)(t′ − t)

)

r(k)
K⊥

lm(k)ǫl′mn(k)nδ(k−k′) . (19)



136 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 395. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈 ˜̄ρ(k, t1)˜̄ρ∗(k′, t2)〉. Äëÿ çàâåðøåíèÿâû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òâåðäîòåëüíûõ äèýëåêòðèêàõ, ó÷èòûâàþùåé òåïëîâûå êîëåáàíèÿòâåðäîãî îñíîâà (â ÷àñòíîñòè, óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè), íàì íóæíî âû÷èñëèòüêîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ (ñì. (8) è (13),I).
(
Ē(k, t),k

)
= −4πi

ε
˜̄ρ(k, t) , Ē(k, t) = F̄(k, t)− 4πi

ε
˜̄ρ(k, t)

k

k2
. (20)Çäåñü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ρ̄(k, t) îïèñûâàåò òåïëîâûå �ëóêòóàöèè çàðÿäà. Îí ïîä÷èíÿ-åòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ñì. (11), I)

˙̄̃ρ(k, t) + γ ˜̄ρ(k, t) = −i(k, ˜̄j) , ˜̄j(k, t) = ϕ(t)ψ(k) , (21)ñ íîðìèðîâàííûì áåëûì øóìîì ϕ(t), 〈ϕ(t)〉 = 0, 〈ϕ(t)ϕ(t′)〉 = δ(t− t′). Òàêèì îáðàçîì,ïðîöåññ ρ̄(k, t) ÿâëÿåòñÿ, ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì k ïðèáëèæàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèïðè t→ ∞ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïðîöåññîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ñ òðàåêòîðèÿìè
˜̄ρ(t) = ˜̄ρ0e

−γt − i
(
k,ψ(k)

) ∫ t

0

ϕ(s)e−γ(t−s)ds . (22)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé
〈Ēj1(k1, t1)Ē

∗
j2
(k2, t2)〉, 〈Ēj1(k1, t1)H̄

∗
j2
(k2, t2)〉, íåîáõîäèìû âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîí-íûõ �óíêöèé 〈 ˜̄ρ(k1, t1)˜̄ρ

∗
(k2, t2)〉, 〈 ˜̄ρ(k1, t1)F̄

∗
j (k2, t2)〉, 〈 ˜̄ρ(k1, t1)H̄

∗
j(k2, t2)〉. Âû÷èñëèì èõâ ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ.Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (22) äëÿ òðàåêòîðèé, èìååì

〈 ˜̄ρ(k1, t1)˜̄ρ
∗
(k2, t2)〉 =

=
〈[

˜̄ρ0(k1)e
−γt1 − i

(
k1,ψ(k1)

) ∫ t1

0

ϕ(s1)e
−γ(t1−s1)ds1

]
×

×
[
˜̄ρ0(k2)e

−γt2 − i
(
k2,ψ(k2)

) ∫ t2

0

ϕ(s2)e
−γ(t2−s2)ds2

]∗〉
=

= e−γ(t1+t2)〈 ˜̄ρ0(k1)˜̄ρ
∗
0(k2)〉+

+(k1)j1(k2)j2Kj1j2(k1,k2)

∫ t1

0

e−γ(t1−s1)

∫ t2

0

e−γ(t2−s2)〈ϕ(s1)ϕ(s2)〉ds1ds2 ,ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ˜̄ρ0(k) è ψ(k′) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è èìåþòíóëåâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, 〈 ˜̄ρ0〉 = 0 è 〈ψ(k)〉 = 0.Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî s2, ïîëîæèâ íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî t2 > t1, ïîëó÷àåìèñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè
〈 ˜̄ρ(k1, t1)˜̄ρ

∗
(k2, t2)〉 =
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= 〈 ˜̄ρ0(k1)˜̄ρ

∗
0(k2)〉e−γ(t1+t2) + (k1)j1(k2)j2Kj1j2(k1,k2)

∫ t1

0

e−γ(t1+t2−2s)ds =

= 〈 ˜̄ρ0(k1)˜̄ρ
∗
0(k2)〉e−γ(t1+t2) + (k1)j1(k2)j2Kj1j2(k1,k2)e

−γ(t2−t1)
1− e−2γt1

2γ
.Àñèìïòîòè÷åñêè, ïðè t1 → ∞, êîãäà t2 − t1 = 
onst, ýòà �îðìóëà óïðîùàåòñÿ

〈 ˜̄ρ(k1, t1)˜̄ρ
∗
(k2, t2)〉 = e−γ(t2−t1)

(k1)j1(k2)j2
2γ

Kj1j2(k1,k2) . (23)Íàêîíåö, â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå, îíà ïðèíèìàåò âèä
〈 ˜̄ρ(k, t)˜̄ρ∗(k′, t′)〉 = e−γ(t′−t)

2γ
kjkj ′Kjj ′(k)δ(k− k′) . (24)6. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈 ˜̄ρ(k1, t1)F̄

∗(k2, t2)〉. Âû÷èñëåíèå âòî-ðîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñïèñêà, ñîãëàñíî �îðìóëàì äëÿòðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ˜̄ρ(k, t), F̄∗(k, t), ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ñëåäóþùåãîâûðàæåíèÿ
〈 ˜̄ρ(k1, t1)F̄

∗(k2, t2)〉 =

=
〈[

˜̄ρ0(k1)e
−γt1 − i

(
k1,ψ(k1)

) ∫ t1

0

ϕ(s1)e
−γ(t1−s1)ds1

]
×

×
[(
S
(E)(t2)F̄0

)∗
(k2) +

(
S
(EH)(t2)H̄0

)∗
(k2)−

4π

ε

∫ t2

0

S
(E)∗(k2, t2 − s2)

˜̄j
∗

⊥(k2, s2)ds2

]〉
=

=
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(E)(t2)F̄0

)∗
(k2) +

(
S
(EH)(t2)H̄0

)∗
(k2)

]〉
e−γt1 +

+
4πi

ε

∫ t1

0

e−γ(t1−s1)ds1

∫ t2

0

S
(E)∗(k2, t2 − s2)〈ϕ(s1)(k1,ψ(k1))̃̄j

∗
⊥(k2, s2)〉ds2 ,ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ˜̄ρ0(k) è

F̄l(k
′) è ðàâåíñòâîì íóëþ èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Ïîëîæèâ t2 > t1 è âûðàæåíèå äëÿïîïåðå÷íîé ÷àñòè ïëîòíîñòè òîêà ˜̄j⊥ = ˜̄j− k(k, ˜̄j)/k2 (ñì. (15), I), èìååì

〈 ˜̄ρ(k1, t1)F̄
∗
l (k2, t2)〉 =

= e−γt1
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(E)(t2)F̄0

)∗
l
(k2) +

(
S
(EH)(t2)H̄0

)∗
l
(k2)

]〉
+

+
4πi

ε
(k1)j

〈
ψj(k1)

[
ψ∗
m(k2)−

(k2)m
k2

(
k2,ψ

∗(k2)
)]〉 ∫ t1

0

e−γ(t1−s)
S
(E)∗
lm (k2, t2 − s)ds =

= e−γt1
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(E)(t2)F̄0

)∗
l
(k2) +

(
S
(EH)(t2)H̄0

)∗
l
(k2)

]〉
+

+
4πi

ε
(k1)j

(
δlm − (k2)l(k2)m

k2

)
Kjl(k1,k2)

2r∗(k2)
×
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×
∫ t1

0

e−γ(t1−s)
(
r∗
+
(k2)e

r∗
+
(k2)(t2−s) − r∗

−
(k2)e

r∗
−
(k2)(t2−s)

)
ds .Èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ

∫ t1

0

e−γ(t1−s)+ r∗
±
(k2)(t2−s)ds = er

∗
±
(k2)(t2−t1)

∫ t1

0

e−γs+ r∗
±
(k2)sds =

=
e−γt1 + r∗

±
(k2)t1 − 1

r∗
±
(k2)− γ

er
∗
±
(k2)(t2−t1) ,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè. Áîëåå âàæíîå, ñ �èçè÷å-ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðè t1 → ∞, t2 − t1 = 
onst ïîëó÷à-åòñÿ ïðè ó÷åòå íåðàâåíñòâà Re(γ − r∗

±
(k2)) > 0,

∫ t1

0

e−γ(t1−s)+ r∗
±
(k2)(t2−s)ds→ er

∗
±
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
±
(k2)

.Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè èìååò âèä
〈 ˜̄ρ(k1, t1)F̄

∗
l (k2, t2)〉∞ =

2πi(k1)j
εr∗(k2)

(
δlm − (k2)l(k2)m

k2

)
Kjl(k1,k2)

[
r∗
+
(k2)

er
∗
+
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
+
(k2)

− r∗
−
(k2)

er
∗
−
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
−
(k2)

]
.

(25)Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå ýòà �îðìóëà ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:
〈 ˜̄ρ(k, t)F̄ ∗

l (k
′, t′)〉 =

=
2πi

εr∗(k)
δ(k− k′)kj

(
δlm − klkm

k2

)
Kjl(k)

[
r∗
+
(k)

er
∗
+
(k)(t′−t)

γ − r∗
+
(k)

− r∗
−
(k)

er
∗
−
(k)(t′−t)

γ − r∗
−
(k)

]
=

=
4πi

ε

δ(k− k′)

2γ2 + a2k2
kj

(
δlm − klkm

k2

)
Kjl(k)e

−γ(t′−t)/2 ×

×
[
γchr(k)(t′ − t)− γ2/2 + a2k2

r(k)
shr(k)(t′ − t)

]
, (26)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâàìè r∗+(k) + r∗−(k) = −γ, r∗+(k)r∗−(k) = a2k2.7. Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè 〈 ˜̄ρ(k1, t1)H̄

∗(k2, t2)〉. Òî÷íî òàêæå êàêè âûøå, âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ,
〈 ˜̄ρ(k1, t1)H̄

∗(k2, t2)〉 =

=
〈[

˜̄ρ0(k1)e
−γt1 − i

(
k1,ψ(k1)

) ∫ t1

0

ϕ(s1)e
−γ(t1−s1)ds1

]
×
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×
[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
(k2)−

4π

ε

∫ t2

0

S
(HE)∗(k2, t2 − s2)

˜̄j
∗

⊥(k2, s2)ds2

]〉
.

=
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
(k2)

]〉
e−γt1+

+
4πi

ε

∫ t1

0

e−γ(t1−s1)ds1

∫ t2

0

S
(HE)∗(k2, t2 − s2)〈ϕ(s1)

(
k1,ψ(k1)

)̃̄
j
∗

⊥(k2, s2)〉ds2 .Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîé ÷àñòè ïëîòíîñòè òîêà è ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèÿ,íàõîäèì
〈 ˜̄ρ(k1, t1)H̄

∗
l (k2, t2)〉 =

=
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l
(k2)

]〉
e−γt1+

+
4πi

ε

∫ t1

0

e−γ(t1−s)
(
S
(HE)∗

)
lm
(k2, t2 − s)〈

(
k1,ψ(k1)

)(
δmn −

(k2)n(k2)m
k2

)
ψ∗
n(k2)〉ds =

=
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l
(k2)

]〉
e−γt1+

+
4πi

ε
(k1)j

(
δmn −

(k2)n(k2)m
k2

)
Kjn(k1,k2)

∫ t1

0

e−γ(t1−s)
S
(HE)∗
lm (k2, t2 − s)ds =

=
〈
˜̄ρ0(k1)

[(
S
(HE)(t2)F̄0

)∗
l
(k2) +

(
S
(H)(t2)H̄0

)∗
l
(k2)

]〉
e−γt1−

− 2πa2

cr∗(k2)
(k1)j

(
δmn −

(k2)n(k2)m
k2

)
Kjn(k1,k2)ǫlqm(k2)q ×

×
∫ t1

0

e−γ(t1−s)
(
er

∗
+
(k2)(t2−s) − er

∗
−
(k2)(t2−s)

)
ds .Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

∫ t1

0

e−γ(t1−s)+ r∗
±
(k2)(t2−s)ds = er

∗
±
(k2)(t2−t1)

∫ t1

0

e−γs+ r∗
±
(k2)sds =

=
e−γt1 + r∗

±
(k2)t1 − 1

r∗
±
(k2)− γ

er
∗
±
(k2)(t2−t1) ,íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ t1. Àñèìï-òîòè÷åñêîå æå âûðàæåíèå ïðè t1 → ∞ íàõîäèòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Re(γ− r∗

±
(k2)) > 0,

∫ t1

0

e−γ(t1−s)+ r∗
±
(k2)(t2−s)ds→ er

∗
±
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
±
(k2)

.Òîãäà
〈 ˜̄ρ(k1, t1)H̄

∗
l (k2, t2)〉∞ =
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= − 2πa2

cr∗(k2)
(k1)j

(
δmn −

(k2)n(k2)m
k2

)
Kjn(k1,k2)ǫlqm(k2)q

[
er

∗
+
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
+
(k2)

− er
∗
−
(k2)(t2−t1)

γ − r∗
−
(k2)

]
=

= − 2πa2

cr∗(k2)
(k1)j

(
δmn −

(k2)n(k2)m
k2

)
Kjn(k1,k2)ǫlqm(k2)q ×

× e−γ(t2−t1)/2

2γ2 + a2k2
2

[3γshr∗(k2)(t2 − t1) + 2r∗(k2)chr
∗(k2)(t2 − t1)] . (27)Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå, �

〈 ˜̄ρ(k, t)H̄∗
l (k

′, t′)〉∞ =

= −2πa2

c
kj

(
δmn −

knkm
k2

)
Kjn(k)δ(k− k′)ǫlqmkq ×

× e−γ(t′−t)/2

2γ2 + a2k2

[
3
γ

r(k)
shr(k)(t′ − t) + 2chr(k)(t′ − t)

]
. (28)Âû÷èñëåííûå ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè 〈Ēj1(k1, t1)Ē

∗
j2
(k2, t2)〉,

〈Ēj1(k1, t1)H̄
∗
j2
(k2, t2)〉, 〈H̄j1(k1, t1)H̄

∗
j2
(k2, t2)〉 ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âàæíåéøèå �èçè÷å-ñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ � åãî ïëîòíîñòè ýíåðãèèè èìïóëüñà, à òàêæå ïëîòíîñòè ïîòîêîâ ýòèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ êâàä-ðàòè÷íûìè �îðìàìè îò êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Ëèòåðàòóðà1. Ôàò Ë.Ò., Âèð÷åíêî Þ.Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â äèýëåêòðè÷åñêîéñðåäå. 1. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè // Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåð. Ôèçèêà, Ìàòåìàòèêà. �2015. - 8(202);38. � C.119-129.2. �ûòîâ Ñ.Ì. Òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé è òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ.- Ì.: Èçä. ÀÍÑÑÑ�, 1953.3. �ûòîâ Ñ.Ì., Òàòàðñêèé Â.È., Êðàâöîâ Þ.À. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó,÷.2 Ñëó÷àéíûå ïîëÿ/ Ñ.Ì. �ûòîâ.- Ì.: Íàóêà, 1978.- 464
.4. Ñïýððîó Ý.Ì. Òåïëîîáìåí èçëó÷åíèåì / Ý.Ì. Ñïýððîó, �.Ä. Ñåññ. � Ë.: Ýíåðãèÿ, Ëåíèí-ãðàäñêîå îòäåëåíèå, 1972. � 295ñ.STOCHASTIC ELECTROMAGNETIC FIELDS IN DIELECTRIC MEDIUM.2. CALCULATION OF PAIR CORRELATION FUNCTIONSLam Tan Phat, Yu.P. Vir
henkoBelgorod State University,Studen
heskaya St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail:vir
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 141MSC 76N15, 76M45ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÂ �ÀÇÎÄÈÍÀÌÈÊÅÍ.Í. Ñàìîéëîâà, Þ.Ï. Âèð÷åíêîÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ îáùåé êîíñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñòà-öèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè, ïðåäëîæåííîé ðàíåå, äîêàçûâàåòñÿâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé 
 ó÷åòîì ãðàíè÷íûõóñëîâèé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû âçàäà÷å î òå÷åíèè â áåñêîíå÷íî øèðîêîì ñëîå ñ ïàðàëëåëüíûìè îãðàíè÷èâàþùèìè ïîëóïëîñ-êîñòÿìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, óðàâíåíèå íåïðåðûâ-íîñòè, ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.1. Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1℄), ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ãàçîäèíàìèêè áåç ó÷åòà òåïëîïåðåíîñà ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà
u̇j + (u,∇)uj = −∇jP

ρ
+∇kµ

(
∇kuj +∇juk −

2

3
δjk

)
+ (∇, η∇)uj , j = 1, 2, 3 ; (1)è óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

ρ̇+ (∇, ρu) = 0 , (2)â êîòîðûõ êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè µ, η è äàâëåíèå P , â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿþòñÿ �óíê-öèÿìè ïëîòíîñòè ρ. Ìû áóäåì â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïîëàãàòü µ è η ïîñòîÿííûìè, àäëÿ �óíêöèè P (ρ) èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ, ñïðàâåäëèâóþ â íåêîòîðîìäèàïàçîíå ïëîòíîñòåé, äîâîëüíî ìàëûõ ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, P = ρ0+ v
2(ρ−ρ0),ãäå v � ñêîðîñòü çâóêà.Èçâåñòíî, ÷òî äàæå äëÿ òàêîé óïðîùåííîé �îðìû ñèñòåìû óðàâíåíèè (1), (2), âíàñòîÿùåå âðåìÿ, íå èìååòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êî-øè. Â ýòîé ñèòóàöèè îñîáóþ öåííîñòü ïðèîáðåòàþò àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, â ðàìêàõêîòîðûõ óäàåòñÿ êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé [2℄. Ýòî ïîëîæå-íèå èìååò ìåñòî è â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîòîðîìó ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå, êîãäàèçó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè t ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2). Ñëåäóåòïðèçíàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ îïðåäåëåííîìó òèïó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñì. [3℄). Îäíàêî, ïðè ðåøåíèè êîíêðåò-íûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èãðàþòâàæíóþ ðîëü, òàê êàê ïîçâîëÿþò íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêóþ �îðìó ðåøåíèé.Â ïðåäûäóùåé ïóáëèêàöèè [4℄ áûë ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìï-òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ãàçîäèíàìèêè â òîì ñëó÷àå, êî-ãäà ìàëûìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðàÿ óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ è ïëîòíîñòü ãàçà. Ýòîò



142 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ïîäõîä, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íå òîëüêî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõçàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) è (2), íî ïðèìåíåí òàêæå ê ñòàöèîíàðíûì çàäà÷àìäëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì òåïëîïåðåíîñà. Ïðè ïðèìå-íåíèè ïðåäëîæåííîé ñõåìû ðàçëîæåíèé îêàçàëîñü, ÷òî âîçíèêàþò îïðåäåëåííîãî âè-äà ïðåïÿòñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íàñòåíêàõ, îãðàíè÷èâàþùèõ òå÷åíèå. Ñëîæèâøååñÿ ïîëîæåíèå ïîñòàâèëî âîïðîñ î òîì, âêàêèõ æå êîíêðåòíî ñëó÷àÿõ ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðàçëîæåíèé îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâ-íîé. Äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â îáùåì ñëó÷àå. Â íàñòîÿùåìñîîáùåíèè, ìû äîêàçûâàåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðåäëîæåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõðàçëîæåíèé íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé.Ìû áóäåì èçó÷àòü ðåøåíèÿ u(x), ρ(x) ñèñòåìû óðàâíåíèé
ν2 ∇jg + (u,∇)uj = (µ+ η)∆uj +

µ

3
∇j(∇,u) , j = 1, 2, 3 , (3)

(∇g,u) + (∇,u) = 0 , (4)ãäå g = ln ρ/ρ0. Áîëåå òîãî, êàê è â ðàáîòå [4℄, ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ò.í. ïîòåíöè-àëüíûõ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ u(x) = ∇Ψ(x), è ïîýòîìó, ââèäó òîæäåñòâà (∇Ψ,∇)∇jΨj =
∇j(∇Ψ)2/2, ñèñòåìà (3), (4) ïðèíèìàåò âèä

ν2g +
1

2

(
∇Ψ

)2
=
(
4µ/3 + η

)
∆Ψ , (5)

(∇kg)(∇kΨ) + ∆Ψ = 0 . (6)Ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè íåîáõî-äèìî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíû ñîäåðæàòü â ñåáåóñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ãàçà ÷åðåç îãðàíè÷èâàþùèå òå÷åíèå ñòåíêè, à ñ äðóãîé � ïîç-âîëÿëè áû âûäåëèòü ðåøåíèå îäíîçíà÷íî. Óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ñîñòîèò â îòñóòñòâèèêîìïîíåíòû ñêîðîñòè òå÷åíèÿ u, íîðìàëüíîé ê îãðàíè÷èâàþùåé ïîâåðõíîñòè S. Îíî�îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà Ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (∂Ψ/∂n)|S = 0,�åøåíèÿ ñèñòåìû (5), (6) ìû áóäåì ñòðîèòü â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
Ψ(x) =

∞∑

k=1

εkΨ(k)(x) , g(x) =
∞∑

k=1

εkg(k)(x) , (7)ãäå ε � íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
g(0) = 0, òî åñòü ρ(0) = ρ0 = 
onst.Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óòî÷íåíèåì àíà-ëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ èç [4℄.Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àñèìïòîòè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû (7) äëÿ ïîòåíöèàëà
Ψ è �óíêöèè g óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå (5), (6), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè
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Ψ(n+1), g(n+1) íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

∆Ψ(n+1) = −
n∑

l=1

(
∇g(l),∇Ψ(n+1−l)

)
, n ∈ N (8)

v2g(n+1) +
1

2

n∑

l=1

(
∇Ψ(l),∇Ψ(n+1−l)

)
= (η + 4µ/3)∆Ψ(n+1) , (9)òàêèõ, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé Ψ(n+1), g(n+1), êàê ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, äîñòà-òî÷íî çàäàòü �óíêöèè Ψ(k), g(k), k = 1, ..., n.

� Ïîäñòàíîâêà ðÿäîâ (7) â óðàâíåíèÿ (5), (6) äàåò
∞∑

k=1

εk∆Ψ(k) = −
∞∑

k=2

εk
k−1∑

l=1

(
∇g(l),∇Ψ(k−l)

)
,

v2
∞∑

k=1

εkg(k) +
1

2

∞∑

k=2

εk
k−1∑

l=1

(
∇Ψ(l),∇Ψ(k−l)

)
= (η + 4µ/3)

∞∑

k=1

εk∆Ψ(k) .Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè εk â îáåèõ ÷àñòÿõ êàæäî-ãî èç óðàâíåíèé, ïîëó÷èì äâå áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðè êàæäîì�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n ∈ N ñîâïàäàþò ñ (8), (9), ñîîòâåòñòâåííî.Îòäåëüíî âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè ïåðâîé ñòåïåíè ε,
∆Ψ(1) = 0 , g(1) = 0 . (10)�àññóæäàÿ èíäóêöèåé ïî n ∈ N+, çàìåòèâ, ÷òî ïðè n = 1 �óíêöèÿ Ψ(1) ïîä÷èíåíàëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ, äîïóñòèì, ÷òî îïðåäåëåíû âñå �óíêöèè Ψ(k) è g(k),

k = 1, ..., m, êàê óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì (8), (9) ïðè n = 1, ..., m − 1.Òîãäà óðàâíåíèå (8) ïðè çíà÷åíèè n = m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî�óíêöèè Ψ((m+1)) íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò�óíêöèé Ψ(k), g(k) ñ k = 1, ..., m. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ �óíêöèè Ψ(m+1), �óíêöèÿ g(m+1)îïðåäåëÿåòñÿ (9) ïðè n = m. �Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 1 óðàâíåíèÿ (8), (9) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∆Ψ(2) = 0 , v2g(2) +

1

2

(
∇Ψ(1)

)2
= 0 ,îòêóäà g(2) 6= 
onst. Ýòî äàåò, â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè, íåîäíîðîäíîå, ÷òî î÷åíüâàæíî, óðàâíåíèå äëÿ Ψ(3), äàæå â ñëó÷àå, åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî Ψ(2) =
onst,

∆Ψ(3) =
(
∇g(2),∇Ψ(1)

)
6= 0 ,

v2g(3) +
(
∇ψ(2),∇Ψ(1)

)
= (η + 4µ/3)∆Ψ(3) .



144 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Çäåñü ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ Ψ(3), à çàòåì íà îñíîâå èçâåñòíîé �óíê-öèè Ψ(3) âû÷èñëÿåòñÿ g(3) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóèðóåìûå àñèìï-òîòè÷åñêèå ðÿäû íå ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè, ðàâíûìè òîæäåñòâåííî íóëþ.Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6). �åàëüíîå æå ïîñòðîåíèå òàêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõðÿäîâ ðåãëàìåíòèðóåòñÿ âîçìîæíîñòüþ óäîâëåòâîðèòü çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,â ÷èñëî êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî âõîäèò óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ (∂Ψ
∂n

)
S
= 0 íà ñîâîêóïíîñòèñòåíîê S, îãðàíè÷èâàþùèõ òå÷åíèå. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óñëîâèå ðÿä (7) äëÿ ïîòåíöèàëà

Ψ è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îòäåëüíî êîý��èöèåíòû ðÿäà ïðè êàæäîé ñòåïåíè εk, k ∈ N,ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (∂Ψ(k)

∂n

)
S

= 0, k ∈ N, êîòîðûì äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü ïðèáëèæåíèÿ Ψ(k), k ∈ N. Íà âîïðîñ î òîì, â ðàìêàõ êàêèõ ïîñòàíî-âîê ãðàíè÷íûõ çàäà÷, äåéñòâèòåëüíî, åñòü âîçìîæíîñòü, ÷òîáû âñå ïðèáëèæåíèÿ Ψ(k),
k ∈ N ìîãëè áûòü ïîä÷èíåíû ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùååâðåìÿ íå óäàåòñÿ äàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò äëÿ êàêîãî-òî ñêîëüêî-íèáóäü îáøèðíîãîêëàññà íåêîìïàêòíûõ îáëàñòåé Ω, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò òå÷åíèå. ×òî êàñàåòñÿ êîì-ïàêòíûõ îáëàñòåé Ω, êîãäà ñòåíêè, îãðàíè÷èâàþùèå òå÷åíèå, ñîñòàâëÿþò ãðàíèöó ∂Ω,òî ãðàíè÷íûå çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå, ïîðîæäàåìûå ñîâîêóïíîñòüþ óðàâíåíèé (8), (9) ñãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïðîòåêàíèÿ ïðèâîäÿò òîëüêî ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ Ψ =
onst, g = 0. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è òå÷å-íèÿ ãàçà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïîëóïëîñêîñòÿìè ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ �óíêöèé Ψ(k),
k ∈ N ðàçðåøèìû äëÿ âñåõ k.3. Òå÷åíèå ãàçà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïîëóïëîñêîñòÿìè. �àññìîòðèì òå÷å-íèå ãàçà â îáëàñòè Ω = [0,∞)× [0, 2d]× R, ∞ > d > 0 (ëèáî, â ¾îãðàíè÷åííîì¿ ñëó÷àå
Ω = [0, L]×[0, 2d]×R). Òå÷åíèå áóäåì ñ÷èòàòü òàêîâûì, ÷òî ïîëå u(x) íå çàâèñèò îò òðå-òüåé êîîðäèíàòû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, �óíêöèÿ g òàêæå íå çàâèñèò îò òðåòüåé êîîðäèíà-òû. Ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè x áóäåì îáîçíà÷àòü x, y. Çíà÷åíèÿâåêòîðíîãî ïîëÿ òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü äâóõêîìïîíåíòíûìè 〈ux, uy〉, à ñàìî ïîëå � ïîòåí-öèàëüíûì, òî åñòü ux = ∂Ψ/∂x, uy = ∂Ψ/∂y ñ ïîòåíöèàëîì Ψ(x, y). Òàêîå ñòàöèîíàðíîåòå÷åíèå áóäåì èçó÷àòü íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.Ñòåíêàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè òå÷åíèå áóäåì ñ÷èòàòü ïîëóïëîñêîñòè [0,∞) × {0} × R,
[0,∞) × {2d} × R (ïëîñêèå ïîëîñû [0, L] × {0} × R, [0, L] × {2d} × R â îãðàíè÷åííîìñëó÷àå). �ðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0 áóäåì ñ÷èòàòü òàêîâûì, ÷òî ux > 0, òî åñòüòå÷åíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. �ðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ íà ñòåíêàõçàïèñûâàåòñÿ â âèäå (∂Ψ

∂y

)
y=0

=
(∂Ψ
∂y

)
y=2d

= 0. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûïîë-íåíèÿ ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî l-ãî ïðèáëèæåíèÿ Ψ(l) ïîòåíöèàëà(∂Ψ(l)

∂y

)
y=0

=
(∂Ψ(l)

∂y

)
y=2d

= 0. Òàê êàê ïîòåíöèàë Ψ, è �óíêöèþ g, â âèäó èõ ãëàäêîñòè,âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ê íèì ðÿäîâ Ôóðüå, è, ñîîòâåòñòâåííî,
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Ψ(x, y) =

∑

m∈Z

ϕm(x) exp
(
i
πm

d
y
)
, Ψ(x, y) =

∑

m∈Z

ϕ(l)
m (x) exp

(
i
πm

d
y
)
,â êîòîðûõ, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè Ψ(x, y), Ψ(l)(x, y), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ϕ∗
m(x) = ϕ−m(x), ϕ(l)

m
∗(x) = ϕ

(l)
−m(x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåí-êàõ, êîý��èöèåíòû ϕm(x), ϕ(l)
m (x) äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû óñëîâèþ∑∞

m=1m Imϕm(x) =
0. Îäíàêî, ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðåíèé, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿïðè x = 0 (è x = L â îãðàíè÷åííîì ñëó÷àå) îáëàäàþò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ y ⇒ 2d − y. Òîãäà, òàêîé ñèììåòðèåé äîëæíû îáëàäàòü ðåøåíèÿ çàäà÷è, èïîýòîìó ðÿäû Ôóðüå äëÿ Ψ è Ψ(l), l ∈ N, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè y = 0, 2d,ïîëîæèì â âèäå

Ψ(x, y) =
∞∑

m=0

ϕm(x) cos
(πm
d
y
)
, Ψ(x, y) =

∞∑

m=0

ϕ(l)
m (x) cos

(πm
d
y
)
. (11)Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñêîíñòðóèðî-âàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è, îïðåäåëÿþùåé òå÷åíèå

u(x, y).Òåîðåìà 2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû (7) äëÿ ïîòåíöèàëà Ψ(x, y) è �óíê-öèè g(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (5), (6) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (∂Ψ
∂n

)

S
= 0 äëÿîáëàñòè Ω ñî ñòåíêàìè S, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîëóïëîñêîñòÿìè [0,∞)× {0} × R,

[0,∞) × {2d} × R (ñîîòâåòñòâåííî, [0, L] × {0} × R, [0, L] × {2d} × R) ñóùåñòâóþò, òîåñòü â ýòèõ óñëîâèÿõ, äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ñóùåñòâóþò �óíêöèè Ψ(n+1)(x, y), g(n+1)(x, y),îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé (8), (9).
� Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (11) â (10). Òîãäà, êîý��èöèåíòû ðÿäà Ôóðüå, ïîëó÷èâøå-ãîñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè, äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùóþñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé ϕ(1)

m (x),
ϕ(1)
m

′′(x) = (πm/d)2ϕ(1)
m (x) . (12)Òàê êàê

∂

∂x
Ψ(l)(x, y) =

∞∑

m=0

ϕ(l)
m

′(x) cos
πm

d
y ,

∂

∂y
Ψ(l)(x, y) = −π

d

∞∑

m=1

mϕ(l)
m (x) sin

πm

d
y ,òî (

∇Ψ(l),∇Ψ(n+1−l)
)
(x, y) =

=
∞∑

k=1

cos
kπ

d
y

∞∑

m=k−1

[
ϕ(l)
m

′(x)ϕ
(n+1−l)
k+m

′(x) +
(π
d

)2
m(k +m)ϕ(l)

m (x)ϕ
(n+1−l)
k+m (x)

]
+
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+
1

2

∞∑

k=0

cos
kπ

d
y

k∑

m=0

[
ϕ(l)
m

′(x)ϕ
(n+1−l)
k−m

′(x)−
(π
d

)2
m(k −m)ϕ(l)

m (x)ϕ
(n+1−l)
k−m (x)

]
+

+
1

2

∞∑

m=0

[
ϕ(l)
m

′(x)ϕ(n+1−l)
m

′(x) +
(π
d

)2
m2ϕ(l)

m (x)ϕ(n+1−l)
m (x)

]
. (13)Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ïåðåñòðîéêè ñóììèðîâàíèé

∑

m=0,m′=0

Λ+(m,m
′ +m) =

∞∑

k=0

k∑

m=0

Λ+(m, k) ,

∑

m=0,m′=0

Λ−(m, |m−m′|) =
∞∑

m=0

Λ−(m, 0) + 2

∞∑

k=1

∞∑

m=k−1

Λ−(m, k) .Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (11), (13), à òàêæå ðàçëîæåíèå
g(l)(x, y) =

∞∑

m=0

h(l)m (x) cos
mπ

d
y ,â (9) è ïðèðàâíèâàÿ îäíîèìåííûå êîý��èöèåíòû Ôóðüå â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííîãîòàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâà, íàõîäèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(η + 4µ/3)
d2

dx2
ϕ(n+1)
m (x) = v2h(n+1)

m (x) +

+
1

2
(1− δm0)

n∑

l=1

∞∑

j=m−1

[
ϕ
(l)
j

′(x)ϕ
(n+1−l)
j+m

′(x) +
(π
d

)2
j(j +m)ϕ

(l)
j (x)ϕ

(n+1−l)
j+m (x)

]
+

+
1

4

n∑

l=1

m∑

j=0

[
ϕ
(l)
j

′(x)ϕ
(n+1−l)
m−j

′(x)−
(π
d

)2
j(m− j)ϕ

(l)
j (x)ϕ

(n+1−l)
m−j (x)

]
+

+
1

4
δm0

n∑

l=1

∞∑

k=0

[
ϕ
(l)
k

′(x)ϕ
(n+1−l)
k

′(x) +
(π
d

)2
k2ϕ

(l)
k (x)ϕ

(n+1−l)
k (x)

]
, m ∈ N+ . (14)Òî÷íî òàêæå ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (8) ðàçëîæåíèå

(
∇g(l),∇Ψ(n+1−l)

)
(x, y) =

=

∞∑

k=1

cos
kπ

d
y

∞∑

m=k−1

[
h(l)m

′(x)ϕ
(n+1−l)
k+m

′(x) +
(π
d

)2
m(k +m)h(l)m (x)ϕ

(n+1−l)
k+m (x)

]
+

+
1

2

∞∑

k=0

cos
kπ

d
y

k∑

m=0

[
h(l)m

′(x)ϕ
(n+1−l)
k−m

′(x)−
(π
d

)2
m(k −m)h(l)m (x)ϕ

(n+1−l)
k−m (x)

]
+
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+
1

2

∞∑

m=0

[
h(l)m

′(x)ϕ(n+1−l)
m

′(x) +
(π
d

)2
m2h(l)m (x)ϕ(n+1−l)

m (x)
]
, (15)ïîëó÷àåì

d2

dx2
ϕ(n+1)
m (x) =

= −1

2
(1− δm0)

n∑

l=1

∞∑

j=m−1

[
h
(l)
j

′(x)ϕ
(n+1−l)
j+m

′(x) +
(π
d

)2
j(j +m)h

(l)
j (x)ϕ

(n+1−l)
j+m (x)

]
−

−1

2

n∑

l=1

m∑

j=0

[
h
(l)
j

′(x)ϕ
(n+1−l)
m−j

′(x)−
(π
d

)2
j(m− j)h

(l)
j (x)ϕ

(n+1−l)
m−j (x)

]
−

−1

2
δm0

n∑

l=1

∞∑

k=0

[
h
(l)
k

′(x)ϕ
(n+1−l)
k

′(x) +
(π
d

)2
k2h

(l)
k (x)ϕ

(n+1−l)
k (x)

]
, m ∈ N+ . (16)�àññóæäàÿ èíäóêöèåé ïî n ∈ N, ñíà÷àëà íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) äëÿ ϕ(1)

m (x)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè Ω ñ x = 0 è x → ∞ (ñîîòâåòñòâåííî,
x = L). Ïðè ýòîì h

(1)
m = 0. Ïîëîæèâ çàòåì, ÷òî �óíêöèè ϕ

(l)
m (x), h(l)m (x) îïðåäåëåíûïðè l = 1, ..., n ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ íèõ íà óêàçàííûõ ãðàíèöàõîáëàñòè Ω, íàõîäèì íà îñíîâå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (14) è (16) èõ ðåøåíèÿ � �óíêöèè

ϕ
(n+1)
m (x) è h(n+1)

m (x) ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ íèõ ïðè x = 0 è x → ∞(ñîîòâåòñòâåííî, x = L). Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (16) âû÷èñëåíèåì äâóêðàòíîãîèíòåãðàëà îò ïðàâîé ÷àñòè, à çàòåì, ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ d2ϕ
(n+1)
m (x)/dx2 â(14), íàõîäÿòñÿ �óíêöèè h(n+1)
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148 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39MSC 78A35ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÝËÅÊÒ�ÎÍÀ,ÄÂÈÆÓÙÅ�ÎÑß Â �ÅÆÈÌÅ ÀÊÑÈÀËÜÍÎ�Î ÊÀÍÀËÈ�ÎÂÀÍÈßÂ Ê�ÈÑÒÀËËÅÂ.Â. Ñûùåíêî1, À.È. Òàðíîâñêèé1, À.Þ. Èñóïîâ2
1Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, Áåëãîðîä, 308007, �îññèÿ

2ËÔÂÝ ÎÈßÈ, Äóáíà, 141980, �îññèÿÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè òàê íàçûâàåìîãî ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäàäëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â óñëîâèÿõ çàäà÷è îá àêñèàëüíîì êàíàëèðî-âàíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâûõñîñòîÿíèé íà ïðèìåðå ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ âáëèçè àòîìíîé öåïî÷êè [110℄ êðèñòàëëà êðåì-íèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàíàëèðîâàíèå, ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, ñîáñòâåííûå �óíêöèè, êâàíòî-âûé õàîñ.1. Ââåäåíèå. Ïðè ïðîõîæäåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ÷åðåç êðèñòàëëû ìîæåò íà-áëþäàòüñÿ ÿâëåíèå êàíàëèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùååñÿ â óâåëè÷åíèè äëèíû ïðîáåãà ÷à-ñòèö âñëåäñòâèå èõ äâèæåíèÿ â êàíàëàõ, îáðàçîâàííûõ êðèñòàëëè÷åñêèìè îñÿìè èëèïëîñêîñòÿìè [1, 2℄. Äâèæåíèå ÷àñòèöû â àêñèàëüíîì êàíàëå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìî-æåò áûòü îïèñàíî êàê äâèæåíèå â íåïðåðûâíîì ïîòåíöèàëå àòîìíîé öåïî÷êè, òî åñòü âïîòåíöèàëå ñîñòàâëÿþùèõ öåïî÷êó àòîìîâ, óñðåäíåííîì âäîëü îñè öåïî÷êè. Ïðè äâèæå-íèè â òàêîì ïîòåíöèàëå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
p‖, âñëåäñòâèå ÷åãî çàäà÷à î äâèæåíèè ÷àñòèöû ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîé çàäà÷å î äâè-æåíèè â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè êâàíòîâûåý��åêòû, â ÷àñòíîñòè, êâàíòîâàíèå çíà÷åíèé ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ ÷àñòè-öû [1℄. Ñëîæíûé õàðàêòåð ðåëüå�à ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷à-ÿõ íå äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ýòî äåëàåòíåîáõîäèìûì ðàçâèòèå âûñîêîý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ óðîâíåéýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ è äðóãèõ êâàíòîâûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ ÷àñòèö âêðèñòàëëå.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé òàê íàçûâàåìîãîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà [3℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðèìåíè-òåëüíî ê êàíàëèðîâàíèþ áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ, äâèæóùèõñÿ â ïîëå àòîìíîé öåïî÷êè(íà ïðèìåðå öåïî÷êè [110℄ êðèñòàëëà êðåìíèÿ). �àíåå ýòîò ìåòîä áûë óñïåøíî èñïîëü-çîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ýòîé ñèòó-àöèè [4�6℄.2. Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû â äâóìåðíîì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîìïîòåíöèàëå. Ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà â íåïðåðûâíîì ïîòåíöèàëå öåïî÷êè áó-
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ĤΨ(x, y, t) = i~

∂

∂t
Ψ(x, y, t) (1)ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ = − ~2

2E‖/c2

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]
+ U(x, y) , (2)â êîòîðîì âåëè÷èíà E‖/c

2 èãðàåò ðîëü ìàññû ÷àñòèöû, à E‖ =
√
m2c4 + p2‖c

2 � ýíåðãèÿåå ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ [1℄.Ïîëå, ñîçäàâàåìîå îòäåëüíîé öåïî÷êîé (áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ñîñåäíèõ öåïî÷åê â êðè-ñòàëëå), îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé: U(x, y) = U(r). Íàëè÷èå òàêîé ñèììåòðèèïîçâîëÿåò ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé àíàëèç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà. Ïåðåõîäÿ êïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì
Ĥ = − ~2

2E‖/c2

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

]
+ U(r) . (3)Óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (3)

− ~2

2E‖/c2

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

]
ψ(r, ϕ) + U(r)ψ(r, ϕ) = E⊥ψ(r, ϕ) (4)äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, åãî ðåøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

ψnr ,m(r, ϕ) =
1√
2π

eimϕρnr ,|m|(r) , (5)ãäå �óíêöèÿ ψnr(r) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
[
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− m2

r2

]
ρnr ,|m|(r) +

2E‖/c
2

~2

(
E⊥ − U(r)

)
ρnr ,|m|(r) = 0 . (6)Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèà-ëå U(r) áóäóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ðàäèàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì nr, ñîâïàäàþùèì ñ÷èñëîì íóëåé ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè (3) ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ r (çàèñêëþ÷åíèåì íóëÿ â òî÷êå r = 0), è ïðîåêöèåé m îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà îñü ñèììåò-ðèè ïîëÿ. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ñ m = 0 îêàçûâàþòñÿ íå âûðîæäåíû, à äëÿ ñîñòîÿíèé ñíåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èìååò ìåñòî äâóêðàòíîå âû-ðîæäåíèå ïî çíàêó m (ñì. òàêæå çàäà÷ó 4.7 â [7℄). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèà-íà (3), òî åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ êàíàëèðîâàííîãîýëåêòðîíà, áóäóò, â îáùåì ñëó÷àå, çàâèñåòü îò îáîèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë: E⊥ = Enr ,|m|.3. Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä. Èäåÿ ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà [3℄ îñíîâàíà íà ÷èñëåííîììîäåëèðîâàíèè ýâîëþöèè íà÷àëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x, y, 0) â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâ-íåíèåì Øðåäèíãåðà (1). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ

P (t) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Ψ∗(x, y, 0)Ψ(x, y, t)dxdy (7)



150 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ìåæäó íà÷àëüíûì è òåêóùèì çíà÷åíèÿìè âîëíîâîé �óíêöèè ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ îñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðà (2). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(1) â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ψn,j(x, y) ãàìèëüòîíèàíà
Ψ(x, y, t) =

∑

n,j

An,jψn,j(x, y) exp

(
− i

~
Ent

)
, (8)ãäå èíäåêñ n íóìåðóåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè En, à èíäåêñ j � âûðîæäåííûåñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ýíåðãèè. Ïîäñòàâëÿÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ (8) â (7),ïîëó÷èì êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ

P (t) =
∑

n,n′,j,j′

exp

(
− i

~
En′t

)
A∗

n,jAn′,j′

∞∫

−∞

∞∫

−∞

ψ∗
n,j(x, y)ψn′,j′(x, y)dxdy =

=
∑

n,n′,j,j′

exp

(
− i

~
En′t

)
A∗

n,jAn′,j′δnn′δjj′ =
∑

n,j

|An,j|2 exp
(
− i

~
Ent

)
, (9)�óðüå-îáðàç êîòîðîé

P (E) =

∞∫

−∞

P (t) exp

(
i

~
Et

)
dt = 2π~

∑

n,j

|An,j|2 δ(E − En). (10)áóäåò èìåòü âèä íàáîðà δ-îáðàçíûõ ïèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
En ýíåðãèè ñèñòåìû.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ýíåðãèé êâàíòîâîé ñèñòåìû íåîáõîäèìîçíàíèå âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x, y, t), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûì èí-òåãðèðîâàíèåì íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1). Äåòàëè èñïîëüçîâàííîéíàìè ïðîöåäóðû îïèñàíû â [3,4℄. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âîëíîâîé �óíê-öèè Ψ(x, y, 0) ñëåäóåò âûáèðàòü â âèäå âîëíîâîãî ïàêåòà äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, ñòåì, ÷òîáû â ñóïåðïîçèöèè (8) ïðèñóòñòâîâàëè âñå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòîíè-àíà ψn,j(x, y), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè â èíòåðåñóþùåé íàñîáëàñòè ñïåêòðà.×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå â (10) ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî èí-òåðâàëà âðåìåíè T . Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèå äëÿ �óðüå-îáðàçà êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèè ïðèìåò âèä
P (E) =

T∫

0

P (t) exp

(
i

~
Et

)
dt =

∑

n,j

|An,j|2
sin [(En −E ′

n)T/2~]

(En − E ′
n)/2~

exp

[
i

2~
(E − En)T

]
.(11)Ôèãóðèðóþùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (11) �óíêöèÿ âèäà sin(xT )/x, îáëàäàåò ãëàâíûì ìàê-ñèìóìîì ïðè x = 0, òåì áîëåå âûñîêèì è óçêèì, ÷åì áîëüøå ïðîìåæóòîê âðåìåíè

T , à òàêæå ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè óáûâàþùåé àìïëèòóäû ïî îáå ñòîðîíû îò



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 151ãëàâíîãî ìàêñèìóìà. Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî íàáîðà áåñêîíå÷íî óçêèõ ïèêîâ ìû ïîëó÷à-åì ñóïåðïîçèöèþ ìàêñèìóìîâ, øèðèíà êîòîðûõ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåííîìóïðîìåæóòêó T . Âûáîð ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîñëåäíåãî îïðåäåëÿåòñÿ æåëàåìîé ðàçðå-øàþùåé ñïîñîáíîñòüþ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿ-åòñÿ îæèäàåìûì ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ∆E ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ýíåðãèèè ñîñòàâëÿåò
T >

2π~

∆E
. (12)Âî èçáåæàíèå ïåðåêðûòèÿ áîêîâûõ ïîëîñ �óíêöèè sin(xT )/x îò ñîñåäíèõ çíà÷åíèé Enäàííîå òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü óñèëåíî. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû îïèðàëèñü íà ñîîò-íîøåíèå

T =
16π~

∆E
. (13)Êðîìå òîãî, ðàçðåøèìîñòü ìàêñèìóìîâ ìîæíî óëó÷øèòü, äîìíîæèâ ïîäûíòåãðàëüíóþâûðàæåíèå â (11) íà îêîííóþ �óíêöèþ, íàïðèìåð, íà òàê íàçûâàåìóþ íîðìèðîâàííóþ�óíêöèþ Õàííèíãà [3℄

w(t) =
1

T

(
1− cos

2πt

T

)
. (14)Âîëíîâûå �óíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà [3℄. ×òîáû îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå �óíêöèè ψn(x, y), ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì En, íåîáõîäèìî ðàçëîæåíèå (8) óìíîæèòü íà âåëè-÷èíó exp (iEnt/~) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âðåìåííîìó ïðîìåæóòêó T :

T∫

0

Ψ(x, y, t) exp

(
i

~
Ent

)
dt =

∑

n′,j

An′,j ψn′,j(x, y)

T∫

0

exp

[
i

~
(En −E ′

n)t

]
dt =

=
∑

n′,j

An′ ψn′,j(x, y)
sin [(En − E ′

n)T/2~]

(En − E ′
n)/2~

exp

[
i

2~
(En − E ′

n)T

]
. (15)Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè T èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (15) áóäåòñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðîïîðöèîíàëåí ëèáî ñîáñòâåííîé �óíêöèè ψn(x, y) â îòñóòñòâèåâûðîæäåíèÿ, ëèáî ñóïåðïîçèöèè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ψn,j(x, y), åñëè n-ûé ýíåðãåòè÷å-ñêèé óðîâåíü ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ìîæ-íî è â ýòîì ñëó÷àå äîìíîæèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íà îêîííóþ �óíêöèþ (14).4. Äâèæåíèå â ïîëå àòîìíîé öåïî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâè-æåíèå ýëåêòðîíà ñ E‖ = 20 ÌýÂ âáëèçè àòîìíîé öåïî÷êè [110℄ êðèñòàëëà êðåìíèÿ,íåïðåðûâíûé ïîòåíöèàë êîòîðîé âûáåðåì â âèäå ìîäè�èöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ëèí-äõàðäà [1℄

U(x, y) = −U0 ln

(
1 +

βR2

x2 + y2 + αR2

)
, (16)ãäå U0 = 60 ýÂ, α = 0.37, β = 3.5, R = 0.194 �A (ðàäèóñ Òîìàñà-Ôåðìè).



152 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà áûëè âûïîëíåíû íàìè ñ èñïîëüçîâà-íèåì ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:� âñå �óíêöèè êîîðäèíàò çàäàâàëèñü íà äèñêðåòíîé ñåòêå ðàçìåðîì 256 × 256 óçëîâ ñøàãîì ∆x = ∆y = a/256, ãäå a = 5.431 �A� ïåðèîä ðåøåòêè êðèñòàëëà êðåìíèÿ;� øàã ïî âðåìåíè ∆t/~ = (1/75)U−1
max, ãäå Umax = U0 ln(1 + β/α) � ãëóáèíà ïîòåíöèàëü-íîé ÿìû (16), âûáðàí èç ñîîáðàæåíèé óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà;� ïîëíîå ÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿåò öåëóþ ÷àñòü îò âåëè÷èíû NT = 50 · 16π ·

(∆t/~)−1, ÷òî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ (13), îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü íå õó-æå ∆E = 0.02 ýÂ;� íà÷àëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âûáðàíà â âèäå ãàóññèàíû, ñìåùåííîé îòíîñèòåëüíîöåíòðà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû â íàïðàâëåíèè îñè y:
Ψ(x, y, 0) =

1

πσ2
exp

[
−x

2 + (y − y0)
2

2σ2

]
, (17)ãäå σ = 0.025 �A, y0 = a/35.

�èñ. 1. Ñõåìà óðîâíåé ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ â íåïðåðûâíîì ïîòåíöèàëå (15) öå-ïî÷êè [110℄ êðèñòàëëà êðåìíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ E‖ = 20 ÌýÂ(äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ, ïî îñè îðäèíàò èñïîëüçîâàíà ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ øêàëà) è âîëíîâûå�óíêöèè îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè,ñîîòâåòñòâóþùèõ m = 0, èñïîëüçîâàëàñü îïèñàííàÿ â òåêñòå ïðîöåäóðà, íî ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì íà÷àëüíûì âîëíîâûì ïàêåòîì, òî åñòü ïàêåòîì âèäà (17) 
 y0 = 0.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 153�ðà�èêè íàéäåííûõ íàìè âîëíîâûõ �óíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2-9 â âèäå îáëà-ñòåé ÷åðíîãî è áåëîãî öâåòà íà ïëîñêîñòè (x, y), ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì ψ(x, y) < 0è ψ(x, y) > 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîèçâåñòè êëàññè�èêàöèþ ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé ïî êâàíòîâûì ÷èñëàì nr è m, ïðîñòî ïîäñ÷èòûâàÿ íóëè âîëíîâîé�óíêöèè.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m = 0 âîëíîâûå �óíêöèÿ ψnr ,0(r, ϕ) áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îòðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, íî íå îò óãëîâîé. Ïîýòîìó ëèíèè ψ(x, y) = 0 áóäóò èìåòü âèäêîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Âñå òàêèå âîëíîâûå �óíêöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

�èñ. 2. �ðà�èêè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïîïåðå÷íî-ãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ñ E‖ = 20 ÌýÂ â ïîëåàòîìíîé öåïî÷êè [110℄ êðèñòàëëà êðåìíèÿ â ñëó÷àå
m = 0. Ôóíêöèè èçîáðàæåíû â âèäå êîíòóðîâ îá-ëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì (áåëûå)è îòðèöàòåëüíûì (÷åðíûå) çíà÷åíèÿì, êðàñíîé ëè-íèåé îáîçíà÷åíà ãðàíèöà ðàçðåøåííîé äëÿ äâèæå-íèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè îáëàñòè
U(x, y) < E⊥.Íà ðèñ. 1 è ïåðâîì ãðà�èêå ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñàìîãî ãëóáîêî-ëåæàùåãî, îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îíà âîâñå ëèøåíà íóëåé (çà èñêëþ÷åíèåì àñèìïòîòè-÷åñêîãî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè) è îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîì âöåíòðå. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó, íà ïåðâîì ãðà�èêå ðèñ. 2 îíà ïðåäñòàâëåíà åäèíñòâåí-íîé îáëàñòüþ áåëîãî öâåòà (ïðèñóòñòâóþùàÿ íà ýòîì è íåêîòîðûõ äðóãèõ ãðà�èêàõ
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�èñ. 3. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 1.

�èñ. 4. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 2.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 155Êàæäîå ñëåäóþùåå (ñîîòâåòñòâóþùåå áîëåå âûñîêîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ýíåð-ãèè) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ïðè m = 0 áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ óâåëè÷åíèåì íà åäèíèöóêîëè÷åñòâà íóëåé �óíêöèè ρnr ,0(r). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîíóìåðîâàòü ýòè ñîñòî-ÿíèÿ êâàíòîâûì ÷èñëîì nr, ðàâíûì ÷èñëó íóëåé ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè.

�èñ. 5. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2,ïðè m = 3.

�èñ. 6. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 4.
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�èñ. 7. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 5.

�èñ. 8. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 6. �èñ. 9. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðè m = 7.Ñîîòâåòñòâóþùèå nr > 0 ãðà�èêè âîëíîâûõ �óíêöèé íà ðèñ. 2 èìåþò âèä êîíöåí-òðè÷åñêèõ ÷åðíûõ è áåëûõ êîëåö; çíà÷åíèÿ nr ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëàãðàíèö ìåæäó ÷åðíûìè è áåëûìè îáëàñòÿìè.Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîåêöèè îðáèòàëü-íîãî ìîìåíòà. Íàëè÷èå âûðîæäåíèÿ ïî çíàêó m ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàø ìåòîä âìåñòîñîáñòâåííûõ �óíêöèé âèäà (5) äàåò ñóïåðïîçèöèþ �óíêöèé ψnr ,m(r, ϕ) è ψnr,−m(r, ϕ) ñðàâíûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âåñàìè, ñâîäÿùóþñÿ ê �óíêöèè âèäà
ρnr ,|m|(r) cos

[
|m|ϕ+ αm

]
. (18)Êîíêðåòíî, â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ãàóññèàíà (17) ñìåùåíà â ïîëîæèòåëüíîìíàïðàâëåíèè îñè y, ñîáñòâåííûå �óíêöèè, âû÷èñëÿåìûå ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì, áóäóòèìåòü âèä

ρnr ,|m|(r) cos
[
|m|

(
ϕ− π

2

)] (19)(åñëè îòñ÷èòûâàòü ïîëÿðíûé óãîë ϕ, êàê îáû÷íî, îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè
x ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå m ó íàéäåííîé íàìè âîëíîâîé�óíêöèè áóäåò ðàâíî ÷èñëó áåëûõ (ëèáî ÷åðíûõ) ñåêòîðîâ íà ãðà�èêå �óíêöèè (ñì.ðèñ. 3-9).Ñõåìà óðîâíåé ýíåðãèè íàøåé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì êëàññè�èêàöèè ñîñòîÿíèé ïî êâàí-òîâûì ÷èñëàì nr è m ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 10.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 157Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé íàéäåííûõ íàìè âîëíîâûõ �óíêöèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèéÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïåðåñå÷åíèé ëèíèé óçëîâ �óíêöèè ψ(x, y) = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê �îðìè-ðîâàíèþ õàðàêòåðíîé êàðòèíû òèïà øàõìàòíîé äîñêè, à ïîäñ÷åò ëèíèé óçëîâ ïîçâîëÿåòëåãêî íàéòè êâàíòîâûå ÷èñëà è ïðîêëàññè�èöèðîâàòü ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâëåíî èíòåãðèðóåìîñòüþ ñèñòåìû: ÷èñëî èíòåãðàëîâ äâèæå-íèÿ ñèñòåìû (ýíåðãèÿ ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ E⊥ è ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íàîñü ñèììåòðèè ïîëÿ) ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû (äâå), ÷òî ïðèâîäèò ê âîç-ìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèþ ïîñëåäíåãîâ êâàäðàòóðàõ.

�èñ. 10. Ñõåìà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèéýëåêòðîíà ñ E‖ = 20 ÌýÂ â íåïðåðûâ-íîì ïîòåíöèàëå àòîìíîé öåïî÷êè [110℄êðèñòàëëà êðåìíèÿ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå ïåðåñå÷åíèé (ëèáî áëèçêèõ êâàçèïåðåñå÷åíèé, ðèñ. 11)ëèíèé óçëîâ (ïîâåðõíîñòåé, â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé) ñîáñòâåííûõ �óíêöèéåñòü îáùåå ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì [8�11℄.



158 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39

�èñ. 11. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïåðåñå÷åíèé ëèíèé óçëîâ âîëíîâîé �óíêöèè ψ(x, y) = 0äëÿ èíòåãðèðóåìîé (a) è íåèíòåãðèðóåìîé (c) êâàíòîâîé ñèñòåìû [8℄.Ñîâåðøåííî èíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïðèìåðîì òà-êîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ýëåêòðîí â ïîëå äâóõ ñîñåäíèõ àòîìíûõ öåïî÷åê [110℄ êðè-ñòàëëà êðåìíèÿ (âëèÿíèåì äðóãèõ ïàð òàêèõ öåïî÷åê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Íà ðèñ. 12ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êàíàëèðîâàííîãî ýëåêòðîíà â òàêîì ïîëå.Â îòñóòñòâèå àêñèàëüíîé ñèììåòðèè ïîëÿ ó äâóìåðíîé ñèñòåìû îñòàåòñÿ, âîîáùå ãîâî-ðÿ, åäèíñòâåííûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ � ýíåðãèÿ E⊥, ÷òî ïðèâîäèò ê äðàìàòè÷åñêîìóèçìåíåíèþ ìîð�îëîãèè âîëíîâîé �óíêöèè: ëèíèè óçëîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, è âìåñòî óçî-ðà òèïà øàõìàòíîé äîñêè ìû âèäèì ïðè÷óäëèâóþ êàðòèíó îñòðîâêîâ ÷åðíîãî è áåëîãîöâåòà. Òàêîå ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì [8�11℄.

�èñ. 12. Ïðèìåðû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ýëåêòðîíà ñ E‖ = 20 ÌýÂ â ïîëå äâóõ ñîñåäíèõàòîìíûõ öåïî÷åê [110℄ êðèñòàëëà êðåìíèÿ.Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èíòåãðèðóåìîñòü ëèáî íåèíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû îêà-çûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ðåãóëÿðíîñòüþ ëèáî õàîòè÷íîñòüþ äâèæåíèÿ [9, 10, 12℄. Ïîääèíàìè÷åñêèì õàîñîì â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîíèìàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñèñòåìûê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ïðèâîäÿùàÿ ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàçáåãàíèþ ïåðâîíà÷àëüíîáëèçêèõ òðàåêòîðèé. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè, îñòàâàÿñü äåòåðìèíèðîâàííûìè (ïðåä-ïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå â ñèñòåìå øóìîâ, ñëó÷àéíûõ ñèë), ñòàíîâÿòñÿ íåîòëè÷èìûìè îòñëó÷àéíûõ.
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 161MSC 80A30ÊÎ��ÅÊÒÍÎÑÒÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß�ÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÔàì Ìèíü Òóàí, Þ.Ï. Âèð÷åíêîÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ò.í. ãåíåòè-÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðîå îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè, êèíåòèêó áèíàðíûõ àâòîêàòàëèòè÷åñêèõ õè-ìè÷åñêèõ ðåàêöèé, âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x̃(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç (0, 1),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì (îíî ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t ∈ R+). Ïðè÷åì, ýòî ðåøåíèå òàêîâî,÷òî åãî çíà÷åíèÿ x̃(t) ∈ [0, 1], t ∈ R+.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë Ñòðàòîíîâè÷à,ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë Èòî, òåîðåìà Âîíãà-Çàêàè, óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà.1. Ââåäåíèå. Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé â åñòåñòâåííûõ íà-óêàõ ÷àñòî âîçíèêàþò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñî ñòîõàñòè÷åñêèìèäèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Èõ �îðìóëèðîâêà è èññëåäîâàíèå òðåáóåò îñíîâàíî íà ïî-íÿòèè ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ïðèâëå÷åíèÿ îáùåé òåîðèè òà-êèõ óðàâíåíèé. Îäíîé èç òàêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ò.í. ãåíåòè÷åñêàÿìîäåëü, ââåäåííàÿ â [1℄ êàê èëëþñòðèðóþùàÿ ýâîëþöèþ ñî âðåìåíåì â íåêîòîðûõ áèî-ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Â ìîíîãðà�èè [2℄ áûëî ïðåäëîæåíî ïðèìåíåíèå ýòîé ìîäåëè äëÿîïèñàíèÿ êèíåòèêè áèíàðíûõ öèêëè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðè íàëè÷èè êàòàëèçà-òîðîâ (ñì. òàêæå [3℄, ãäå óðàâíåíèÿ ìîäåëè îáîñíîâàíû â ðàìêàõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè).Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ òåïëîâûõ �ëóêòóàöèéñðåäû íà ïðîòåêàíèå ðåàêöèè. Îñíîâíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåäëÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè x̃(t) â ðàìêàõ ãåíåòè÷åñêîé ìîäåëè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
dx̃(t) = [α− x̃(t) + λx̃(t)(1− x̃(t))]dt+ σx̃(t)(1− x̃(t))dw̃(t) , (1)ãäå α ∈ (0, 1), σ ∈ R+, λ ∈ R � ïàðàìåòðû ìîäåëè è dw̃(t) � ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåí-öèàë ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà w̃(t). Â ñâÿçè ñ �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåéóðàâíåíèÿ (1), ýòîò ñòîõàñòè÷åñêèé äè��åðåíöèàë äîëæåí ïîíèìàòüñÿ ïî Ñòðàòîíî-âè÷ó [2℄. Ñîãëàñíî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ñëó÷àéíîé �óíêöèè x̃(t), êàê îòíîñèòåëüíîéêîíöåíòðàöèè äâóõ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè õèìè÷åñêèõ ðåàãåíòîâ, îíà äîëæíà ïðè-íèìàòü çíà÷åíèÿ âíóòðè (0, 1). Èññëåäîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1), îñíîâàíî íà ïåðåõîäå â (1) îò äè��åðåíöèà-ëà Ñòðàòîíîâè÷à ê äè��åðåíöèàëó Èòî. Óðàâíåíèå (1) ïðè òàêîì ïåðåõîäå ïðèíèìàåòâèä

dx̃(t) = [α−x̃(t)+λx̃(t)(1−x̃(t))+σ2x̃(t)(1−x̃(t))(1−2x̃(t))/2]dt+σx̃(t)(1−x̃(t))dw̃(t) , (2)



162 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Òîò �àò, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òàêîãî òèïà, êàê ãåíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â ïðèìå-íåíèè ê �èçè÷åñêèì ïðîáëåìàì, äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ñòîõàñòè÷åñêèé äè�-�åðåíöèàë Ñòðàòîíîâè÷à øèðîêî îáñóæäàëñÿ â ëèòåðàòóðå. Â ÷àñòíîñòè, îáîñíîâàíèåýòîìó äàåòñÿ â ñàìîé ìîíîãðà�èè [2℄ (ñì. òàêæå ðàáîòû [4℄, [5℄).�åøåíèÿ ïîëó÷åííîãî, òàêèì îáðàçîì, ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ, ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîñòàâëÿþò ìàðêîâñêèé äè��óçèîí-íûé ïðîöåññ. Òàêèì îáðàçîì, ãåíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîåñåìåéñòâî ìàðêîâñêèõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Êîëìî-ãîðîâà (ñì. [2℄) äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x, t) ÷àñòíîãî îäíîòî÷å÷íîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êàæäîãî èç ïðîöåññîâ ýòîãî ñåìåéñòâà èìååò âèä
∂p(x, t)

∂t
=
(
Ĥp
)
(x, t) , (3)

(
Ĥp
)
(x, t) ≡ − ∂

∂x

([
α−x+λx(1−x)+σ

2

2
x(1−x)(1−2x)

]
p(x, t)

)
+
σ2

2

∂2

∂x2
[
x2(1− x)2p(x, t)

]
.Â �èçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè òàêîå óðàâíåíèå, îáû÷íî, íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà.Ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè óêàçûâàëè íà íàëè÷èå áè�óðêàöèè ýâîëþöèîííîãî ñòàöèî-íàðíîãî ðåæèìà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, êîòîðîé áûë ïðèñâîåí òåðìèí ¾�àçîâûéïåðåõîä ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà¿. Â ìîíîãðà�èè [2℄ äàíî îáîñíîâàíèå ïðèìåíèìîñòèãåíåòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà (ñì. òàêæå [6℄, ãäå áûëîäàíî óòî÷íåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ �àçîâîé äèàãðàììû äëÿ ýòîãî �àçîâîãî ïåðåõî-äà). �åíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà äåòàëüíî èññëåäîâàíà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, êîòîðûéîïèñûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, ó êîòîðîãî îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ óæå íå çàâèñèò îò t è ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).Èìåííî ýòî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ î ¾�àçîâîé äèàãðàììå¿ óêà-çàííîãî ïåðåõîäà.Âìåñòå ñ òåì, â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóåò ñêîëüêî-íèáóäü äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñòî-õàñòè÷åñêîé äèíàìèêè, ñâÿçàííîé ñ äè��óçèîííûìè ïðîöåññàìè, êîòîðûå ïîðîæäàþò-ñÿ óðàâíåíèåì (1). Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå èññëåäîâàíà êè-íåòèêà íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé(3). Â ÷àñòíîñòè, íå èìååòñÿ èí�îðìàöèè î �èçè÷åñêè õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ (ðåëàêñà-öèè), ïðèñóùèõ ýòîé ñèñòåìå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíîãîðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà íóæíî èìåòü àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ î êîððåêòíîñòè ìîäåëè,îïðåäåëÿåìîé (1) â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå, äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëÿåò äè��ó-çèîííûå ïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþùèå îñíîâíûì òåì �èçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì, êîòîðûåäîëæíû áûòü ïðåäúÿâëåíû ê íåé. Ê èõ ÷èñëó ìû îòíåñåì ñëåäóþùèå:1. Óðàâíåíèå (1) äîëæíî èìåòü ðåøåíèå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x(0) ∈ (0, 1).2. Ýòî ðåøåíèå äîëæíî áûòü åäèíñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.3. Êàæäîå èç ðåøåíèé, ïîðîæäàåìîå íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0) ∈ (0, 1), äîëæíîñóùåñòâîâàòü, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ïðè âñåõ t ∈ R+.4. Îíî, â òå÷åíèå âñåé ýâîëþöèè, äîëæíî îñòàâàòüñÿ â [0, 1].Îòâåòàì íà ýòè âîïðîñû ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 1632. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé. Íåñêîëüêî çàòðóäíèòåëüíî óñòà-íîâèòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ ñî ñòîõàñòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëîì Èòî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðå-ìà îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé [7℄ âèäà
dx̃(t) = f(x̃(t))dt + σg(x̃(t))dw̃(t) , (4)ãäå, â íàøåì ñëó÷àå,

f(x) = α− x+ λx(1− x) + σ2x(1− x)(1− 2x)/2 , g(x) = x(1− x) ,ââèäó ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ðîñòà êîý��èöèåíòîâ f(x) è g(x) ïðè x → ∞, íåïðèìå-íèìà â òîì îáùåì âèäå, â êîòîðîì îíà ñ�îðìóëèðîâàíà. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî, â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìî ÿâíî ó÷èòûâàòü, ÷òî òðàåêòîðèè x̃(t) ñ íà-÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x̃(0) ∈ (0, 1) íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ýòîãî îòðåçêà.†) Ïîýòîìó ìûóñòàíîâèì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Âîíãà-Çàêàè [8℄ (ñì. òàêæå [2℄).Òåîðåìà (Âîíã-Çàêàè). Ïóñòü w̃(n)(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,íåïðåðûâíûõ, ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è ñõî-äÿùèõñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî ê âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó. Òîãäà, åñëè f è g íåïðå-ðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ðåøåíèÿ x̃(n)(t) ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ
dx̃(n)(t) = f(x̃(n)(t))dt+ σg(x̃(n)(t))dw̃(n)(t) (5)(â êîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû äîïóñòèìî ïîíèìàòü êàê îáû÷íûå èíòåãðàëû �è-ìàíà), ñõîäÿòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî ê ðåøåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ Èòî

dx̃(t) =
[
f(x̃(t)) +

σ2

2
g′(x̃(t))g(x̃(t))

]
dt+ g(x̃(t))dw̃(t) , (6)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå ê ðåøåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ñòðà-òîíîâè÷à (4).Ïðè ýòîì äîïóñòèìî, ÷òî ïðîöåññû x̃(t) ìîãóò áûòü îáðûâàþùèìèñÿ ñî ñëó÷àéíûìâðåìåíåì îáðûâà.Çàìåòèì, ÷òî ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè ïîñðåäñòâîì òåõíèêè ïðèáëè-æåíèé, êîòîðàÿ ðàçðàáàòûâàëàñü â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè (ñì.[9-12℄)Ïðèìåíèì òåîðåìó Âîíãà-Çàêàè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ãåíåòè÷åñêîé ìî-äåëè.

†Ýòà òðóäíîñòü âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî íàðóøàåòñÿ óñëîâèå |f(x)|2 + |g(x)|2 < K2(1 + |x|2), K =
onst, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x̃(t) íà R+ ïðè âûõîäå çà ïðåäåëûîòðåçêà, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x̃(t) ñòàíîâèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáðûâàþùèìñÿ ñî ñëó÷àéíûì âðåìåíåìîáðûâà (ñì. [2℄, ñòð. 129).



164 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî çíà÷åíèÿ x̃(0) ∈ (0, 1), ñòîõàñòè÷åñêîå äè��å-ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), êîòîðîå ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãîïðîöåññà {w̃(t); t ∈ R+}, èìååò åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâà-ëåíòíîñòè, ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì {x̃(t); t ∈ R+}ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñ òîé æå âåðîÿòíî-ñòüþ, ñîäåðæàòñÿ â [0, 1] ïðè âñåõ t ∈ R+ è ïëîòíîñòü p(x, t; x′, t′) óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåéïåðåõîäà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2) ñ íîñèòåëåì ssup p(x, t; x′t′) ⊂ [0, 1].
� Ïîñòðîèì èìïóëüñíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ϕ̃(t); t ∈ R}‡) ñ òðàåêòîðèÿìè

ϕ̃(t) =
∑

n∈Z

α̃nu(t− t̃n) , (7)ãäå u(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ îêîëî íóëÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, {αn;∈ Z} � ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äèõîòîìè÷åñêèõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí αn ∈ {±1} ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, {tn;n ∈ Z} � ïðîñòåéøååïóàññîíîâñêîå òî÷å÷íîå ñëó÷àéíîå ïîëå íà R ñ ïëîòíîñòüþ ρ. Òîãäà ðÿä (7) ñõîäèòñÿñ âåðîÿòíîñòüþ 1 è ïîýòîìó �îðìóëà (7) îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ϕ̃(t); t ∈ R},êàê �óíêöèîíàë îò äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn;n ∈ Z}, {tn;n ∈ Z}, ðàñ-ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé êîòîðîãî èíäóöèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé ýòèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.�àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
˙̃x(t) = f(x̃(t)) + σg(x̃(t)) ˙̃ϕ(t) (8)äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè ϕ̃(t) ñ f è g, çàäàííûìè âûøå. Äëÿ ëþáîãîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x̃(0) ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x̃(t; ϕ̃) ýòîãî óðàâ-íåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ∈ [0, s̃), ãäå s̃ � ñëó÷àéíîå âðåìÿ. �àññìîòðèì ýòî ðåøåíèåíà óêàçàííîì ïîëóîòêðûòîì èíòåðâàëå.Ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ̃ òàêîå, ÷òî x̃(τ̃ ) = 0, 1 è x̃(τ̃+δ) < 0, > 1,ñîîòâåòñòâåííî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0, ïðè÷åì âðåìÿ τ̃ âûáðàíî íàèìåíüøèìèç âñåõ òåõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Òîãäà, ñîãëàñíî (8), ˙̃x(τ) = α >

0, α − 1 < 0, ñîîòâåòñòâåííî. Íî ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò îïðåäåëåíèþâðåìåíè τ̃ . Òîãäà âðåìÿ τ̃ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îòðåçêà [0, 1] ðåøåíèåì x̃(t) íå ñóùåñòâóåò.Áîëåå òîãî, åñëè áû â ìîìåíò âðåìåíè τ̃ ïðîèñõîäèëî áû òîëüêî äîñòèæåíèå ãðàíèöîòðåçêà áåç ïåðåñå÷åíèÿ, òî, â ýòîì ñëó÷àå, ðåøåíèå x̃(t) äîñòèãàëî, ñîîòâåòñòâåííî,ìèíèìóìà â òî÷êå 0, ëèáî ìàêñèìóìà â òî÷êå 1, òî åñòü äîëæíî áûëî âûïîëíÿòüñÿ
˙̃x(τ) = 0. Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî òîæå íåâîçìîæíî, òî ðåøåíèå x̃(t; ϕ̃) íèêîãäà ïðè
t ∈ [0, s̃) íå äîñòèãàåò ãðàíèö îòðåçêà [0, 1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 çíà÷åíèÿðåøåíèÿ x̃(t; ϕ̃) ∈ (0, 1) íà ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè, íà êîòîðîì îíî ñóùåñòâóåò.Îáðûâ ðåøåíèÿ x̃(t; ϕ̃) ïðè êàêîì-òî ñëó÷àéíîì çíà÷åíèè t = s̃ (íåâîçìîæíîñòüïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x̃(s̃)) ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî, åñëè
|x̃(t)| → ∞ ïðè t → s̃ − 0. Íî â òàêîì ñëó÷àå, ýòî ðåøåíèå äîëæíî áûëî ïîêèíóòü

‡Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà íà îñíîâå èìïóëüñíûõ ïðîöåññîâ áûëà ïðåäëîæåíà â [12℄.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 165îòðåçîê [0, 1] ïðè êàêîì-òî ìåíüøåì çíà÷åíèè âðåìåíè τ̃ < s̃, ÷òî, êàê äîêàçàíî âûøå,íåâîçìîæíî. Òîãäà s̃ = ∞, òî åñòü ðåøåíèå x̃(t; ϕ̃) ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t ∈ R+. Ïðèýòîì âñå çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè x̃(t; ϕ̃) íàõîäÿòñÿ íà (0, 1).Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ {ϕ̃(n)(t); t ∈ R}, n ∈ N òàê, ÷òîñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëîòíîñòåé {ρn;n ∈ N} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�óíêöèé {u(n)(t);n ∈ N} óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ ρn
∫ (

u(n)
)2
(t)dt→ 1 ïðè n→ ∞. Òîãäàïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóöèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ϕ̃(n)(t); t ∈ R}, n ∈ N ïðî-öåññîâ {w̃(n)(t); t ∈ R+}, n ∈ N ñ òðàåêòîðèÿìè w̃(n)(t) =

∫ t

0
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 167MSC 41A15ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß �ÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÅÒÎÄÀ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß3D �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÏÎËÅÇÍÛÕ ÈÑÊÎÏÀÅÌÛÕÌÅÆÄÓ ÍÀÊËÎÍÍÛÌÈ ÑÊÂÀÆÈÍÀÌÈ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ËÈÍÀÖÈÈÅ.Ñ. ×åðíàÿÓêðàèíñêàÿ èíæåíåðíî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ,óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 16, Õàðüêîâ, 61003, Óêðàèíà, e-mail: 1402�ukr.netÀííîòàöèÿ. Ïðèâåäåí îáçîð íîâûõ 3D ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ ìåòîäàìè ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè �óíêöèé 3-õ ïåðåìåííûõ íàñèñòåìå íàêëîííûõ ñêâàæèí. Ïðåäëîæåí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåçíûõ èñ-êîïàåìûõ ïðè ïîìîùè ñïëàéí-èíòåðëèíàíòîâ íà ñèñòåìå íàêëîííûõ ñêâàæèí, ðàçìåùåííûõêàê â îäíîé ïëîñêîñòè, òàê è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïëàéí-èíòåðëèíàöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, íàêëîííàÿ ñêâàæèíà,òðèàíãóëÿöèÿ.Ââåäåíèå. Áóðåíèå ïðèìåíÿþò ñ öåëüþ ïîèñêà ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, äîáû÷è íå�-òè, ãàçà, âîäû è ðàññîëîâ, ñîîðóæåíèÿ øàõò è ò.ä. Íàêëîííî-íàïðàâëåííîå áóðåíèå -ñïîñîá ñîîðóæåíèÿ ñêâàæèí ñ îòêëîíåíèåì âåðòèêàëè ïî çàðàíåå çàäàííîìó íàïðàâëå-íèþ. Íàêëîííî-íàïðàâëåííîå áóðåíèå ïðèìåíÿåòñÿ êàê äëÿ áóðåíèÿ ñêâàæèí íà íå�òüè ãàç, òàê è ïðè ðàçâåäêå òâåðäûõ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.Íàèáîëåå ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ íàêëîííî-íàïðàâëåííîãî áóðåíèÿ �ðàçðàáîòêà ìåñòîðîæäåíèé â àêâàòîðèÿõ ìîðåé è îêåàíîâ, â áîëîòèñòûõ ìåñòíîñòÿõ è âñëó÷àÿõ, êîãäà ñòðîèòåëüñòâî áóðîâûõ ìîæåò íàðóøèòü óñëîâèÿ îõðàíû îêðóæàþùåéñðåäû. Òàêîé âèä áóðåíèÿ ïðèìåíÿþò òàêæå ïðè áóðåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ ñêâàæèíäëÿ ãëóøåíèÿ îòêðûòûõ �îíòàíîâ, ïðè ìíîãîñòâîëüíîì áóðåíèè èëè îòêëîíåíèè ÷àñòèñòâîëà âäîëü ïðîäóêòèâíîãî ãîðèçîíòà ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ äðåíàæà.Íàêëîííî-íàïðàâëåííîå áóðåíèå íå�òÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñïåöèàëüíûì ïðî�èëÿì. Áóðåíèå òàêèõ ñêâàæèí èìååò îñîáåííîñòü, ÷òî ñíà÷àëà îíèèìåþò ïðÿìîëèíåéíîå íàïðàâëåíèå, à çàòåì îòêëîíÿþòñÿ îò ïðÿìîëèíåéíîãî ñòâîëà.Íåîáõîäèìîñòü áóðåíèÿ íàêëîííî-íàïðàâëåííûõ ñêâàæèí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-ìè ïðè÷èíàìè: îñîáåííîñòüþ ðåëüå�à ïîâåðõíîñòè, ñòðåìëåíèåì ê ñíèæåíèþ çàòðàòâðåìåíè è ñðåäñòâ íà áóðîâûå ñîîðóæåíèÿ è ïîäúåçäû ê íèì; íåîáõîäèìîñòüþ ðàñêðû-òèÿ êðóòî çàëåãàþùèõ ïëàñòîâ è ìíîãîå äðóãîå. Èòàê, íàêëîííî íàïðàâëåííîå áóðåíèåâ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàëî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ïðîâåäåíèÿ ñêâàæèí, èòåíäåíöèÿ ê óâåëè÷åíèþ åãî äîëè â îáùåì îáúåìå áóðåíèÿ ñîõðàíèòñÿ è â ïîñëåäóþùèåãîäû [1℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-ëåçíûõ èñêîïàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè â âåðòèêàëüíûõ



168 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ñêâàæèíàõ íà îñíîâå äàííûõ èç êåðíîâ ñêâàæèííîãî áóðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èñ-ñëåäîâàíà â ìîíîãðà�èè [2℄ (ñì. áèáëèîãðà�èþ ê íåé). Ñëó÷àé èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõäëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ èç êåðíîâ íàêëîííûõ ñêâàæèíâ óêàçàííîé ìîíîãðà�èè è äðóãèõ èñòî÷íèêàõ â íåé íå èññëåäîâàëèñü. Ïîýòîìó àêòó-àëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç êåðíîâ ñêâàæèí êàê âåðòèêàëüíûõ òàê è íàêëîí-íûõ.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîåêòèðîâàíèå íàêëîííî-íàïðàâëåííîé ñêâàæèíûíà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà êîí�èãóðàöèè ïðî�èëÿ (ñì. �èñ. 1). Â îáùåì ñëó÷àå ïðî�èëüñêâàæèíû ìîæåò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ó÷àñòêè: âåðòèêàëüíûé, ó÷àñòîê íàáîðà çå-íèòíîãî óãëà, ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, ãäå çåíèòíûé óãîë ñòàáèëèçèðîâàí (ó÷àñòîêñòàáèëèçàöèè), ó÷àñòîê óìåíüøåíèÿ çåíèòíîãî óãëà. Îáû÷íûé ïðî�èëü ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êðèâóþ ëèíèþ, ðàñïîëîæåííóþ â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, â ðÿäåñëó÷àåâ çàäàåòñÿ ïðî�èëü ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàí-ñòâåííóþ êðèâóþ ëèíèþ.
�èñ. 1. Ïðî�èëè íàêëîííî-íàïðàâëåííûõ ñêâàæèí: 1 � âåðòèêàëüíûé, 2 � óâåëè÷åíèÿçåíèòíîãî óãëà, 3 � óìåíüøåíèÿ çåíèòíîãî óãëà, 4 � ñòàáèëèçàöèÿ.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âòîðîé ïðî�èëü èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1 íàêëîííî-íàïðàâëåííûõ ñêâàæèí. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé çàäàåòñÿïðîåêòíîå ïîëîæåíèå ñêâàæèíû, ïðèìåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå îñü OZ íà-ïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äåéñòâèþ âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè.Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü íàêëîííîé ñêâàæèíîé ìíîæåñòâî òî÷åê ñëåäóþùåãîâèäà

Γk = {(x, y, , z) : x = Xk(z), y = Yk(z),−H ≤ z ≤ 0} , k = 1,M ,ãäå Xk(z), Yk(z) � îäíîâðåìåííî íå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå òî÷êè êîíêðåòíîé ñêâàæèíû Γk ëåæàò â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñ-êîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x, y, z) �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ â òî÷-êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z), êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé ëèøü â òî÷êàõ óêàçàííîéñèñòåìû ñêâàæèí. Òî åñòü, ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè �óíêöèè
fk(z) = f(Xk(z), Yk(z), z) , −H1 ≤ z ≤ 0 , k = 1,M .ãäå �óíêöèè fk(z) ñ÷èòàþòñÿ ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ñîäåðæàíèÿ êåðíîâñêâàæèí â êàæäîé òî÷êå íà ãëóáèíå z [3℄. Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî äèàìåòð êàæäîé íàêëîí-íîé ñêâàæèíû ðàâåí íóëþ.
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�èñ. 2. Íàêëîííî-íàïðàâëåííàÿ ñêâàæèíà.Ïóñòü íàì èçâåñòíà ãëóáèíà H , íà êîòîðîé âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ñêâàæèíû èìååòèñêðèâëåíèå. Íàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñêâàæèíû, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñòî÷êè Mk(xk, yk, 0) íà ïîâåðõíîñòè.Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé çàäàåòñÿ ïðîåêòíîå ïîëîæåíèåñêâàæèíû, ïðèíÿòà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ãäå îñü Z íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðî-òèâîïîëîæíóþ äåéñòâèþ âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè.Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò O′X ′Y ′Z ′, îñè êîòîðîé ïàðàëëåëüíûîñÿì OXY Z, à öåíòð íàõîäèòñÿ â òî÷êå O′(xk, yk,−H) = O′(Xk(−H), Yk(−H),−H).Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xk, yk, 0) è îñü
O′Z ′ ‖ OZ ïîä óãëîì β ê ïëîñêîñòè O′X ′Y ′ èìååò âèä (
ì. �èñ. 2)

(x− xk) sin β − (y − yk) cos β = 0 .Òî÷êèMk, O
′, A, B, C,D ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü ∠(ACO′) = α, à ∠(X ′O′C) =

β. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû òî÷êè C, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, íà êîòî-ðóþ îïèðàåòñÿ èñêðèâëåíèå íàêëîííîé ñêâàæèíû (ñì. ðèñ. 2). Òî÷êà C áóäåò èìåòüêîîðäèíàòû (xk +R cos β, yk +R sin β,−H).Óðàâíåíèå ñ�åðû ñ öåíòðîì â òî÷êå è ðàäèóñîì R áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
(x− xk −R cos β)2 + (y − yk −R sin β)2 + (z +H)2 = R2 .Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñêâàæèíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê óðàâíåíèå êðèâîé, êîòîðàÿ
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




x− xk − R cos β = R cos β cosα ,
y − yk − R sin β = R cos β cosα ,
z +R = R sinα .�àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê △ABC. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû òî÷åê

B,C,A. Òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåõîäà ó÷àñòêà íàáîðà çåíèòíîãî óãëà ñêâàæèíûê åå ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó. B � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî îòòî÷êè A ê äèàìåòðó îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ èñêðèâëåíèå íàêëîííîé ñêâà-æèíû (ñì. ðèñ. 2).Åñëè ∠ACB = α, à ∠ABC = π/2, òî AB = AC sinα = R sinα, z − (−H) = R sinα;
z +H = R sinα ⇒ sinα = (z +H)/R⇒ α = arcsin[(z +H)/R];
xA = xB = xk + (R− R cosα) cos β = xk +

(
R −R cos

(
arcsin[(z +H)/R]

)
cos β

),
yA = yk + (R−R cosα) sin β = yk +

(
R−R cos

(
arcsin[(z +H)/R]

)
sin β

),
zA = z , −H1 ≤ z ≤ −H , H1 −H ≤ R .Òîãäà A = (xA, yA, zA) è Â = (xA, yA,−H).Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè C è A, â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå èìååòâèä

x = xA +m(z +H1) , y = yA + n(z +H1) , z = z .Íàéäåì êîý��èöèåíòû m è n â ýòîì óðàâíåíèè. Òàê êàê
dxA
dz

=
z +H√

1− [(z +H)/R]2
· cos β

R
,

dyA
dz

=
z +H√

1− [(z +H)/R]2
· sin β
R

,òî êîý��èöèåíòû m è n äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè
m =

(dx
dz

)
z=−H1

=
H −H1√

1− [(H −H1)/R]2
· cos β
R

,

n =
(dy
dz

)

z=−H1

=
H −H1√

1− [(H −H1)/R]2
· sin β
R

.2. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíèÿ èíòåðëèíàöèîííûõ îïåðàòîðîâ äëÿíåðåãóëÿðíî ðàñïîëîæåííûõ ñêâàæèí. Â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé äâóõ èáîëåå ïåðåìåííûõ f(x1, ..., xn), n ≥ 2, â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿðàçäåë, ïîñâÿùåííûé ïîñòðîåíèþ, èññëåäîâàíèþ è ïðèìåíåíèÿì îïåðàòîðîâ, êîòîðûåâîññòàíàâëèâàþò (âîçìîæíî, ïðèáëèæåííî) ýòè �óíêöèè ïî èçâåñòíûì èõ ñëåäàìè èñëåäàì èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �èêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà N íà M ≥ 1, m-ìåðíûõ
(0 ≤ m < n) ïîâåðõíîñòÿõ â Rn. Ñ öåëüþ óíè�èêàöèè óòâåðæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòüòî÷êè íóëü-ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, à ëèíèè � îäíîìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Â ñëó÷àå
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m = 0, n ≥ 1 èí�îðìàöèÿ î �óíêöèè f(x) çàäàåòñÿ â M òî÷êàõ (ïîëþñàõ), è òàêèåîïåðàòîðû ïðèáëèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè èíòåðïîëÿöèè (inter - ìåæäó, pol -ïîëþñ, òî÷êà) äëÿ M ≥ 2. Â ñëó÷àå m = 1, n ≥ 2 èí�îðìàöèÿ î �óíêöèè f çàäàåò-ñÿ ñëåäàìè è ñëåäàìè åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂|s|f(x)/∂xs11 ...∂xsnn , |s| = s1 + ... + sn,
1 ≤ |s| ≤ N , íà M ëèíèÿõ, è òàêèå îïåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðàìè èíòåðëèíà-öèè (inter - ìåæäó, line - ëèíèÿ).Çäåñü ìû ïîñòðîèì îïåðàòîð ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè Oµ(x, y, z) �óíêöèé òðåõ ïå-ðåìåííûõ f(x, y, z), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì ïåðâîé ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì x, y
(x, y) ∈ D íà îñíîâå äåâÿòè óçëîâ (xk, yk), k = 1, 9 ñ êîîðäèíàòàìè, çàäàííûìè êàêâ ïðèìåðå 3 [5, 
. 24℄.Èçëîæèì àëãîðèòì ïî øàãàì [4℄.Øàã 1. Çàäàåì ñèñòåìó íàêëîííûõ ñêâàæèí Γk = {(x, y, z) : x = Xk(z), y = Yk(z),
−H ≤ z ≤ 0}, k = 1,M è ñëåäû γk(z) = f(xk, yk, z), k = 1,M íåèçâåñòíîé �óíêöèè
f(x, y, z) íà óêàçàííûõ Γk, k = 1, 9. Ýòè ñëåäû ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ñîäåðæà-íèÿ êåðíîâ ñêâàæèí.Øàã 2. Âûïîëíÿåì òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè: ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ µ = (µ1, µ2, µ3),
Tµ(z) � òðåóãîëüíèê íà ãëóáèíå z ñ âåðøèíàìè Pk(Xk(z), Yk(z), z), k = µ1, µ2, µ3, µj ∈
{1, ...,M}, j = 1, 2, 3, òî åñòü Tµ(z) = {(x, y, z) ∈ Tµ(z)} � êðèâîëèíåéíàÿ ïðèçìà.Øàã 3. Ñòðîèì äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà Tµ(z) îïåðàòîð èíòåðëèíàöèè Oµ(x, y, z)â âèäå
Oµ(x, y, z) = [∆µ1,µ2,µ3 ]

−1
(
fµ1(z)ϕµ2,µ3(x, y, z) + fµ2(z)ϕµ1,µ3(x, y, z) + fµ3(z)ϕµ1,µ2(x, y, z)

)
,

(1)ãäå
ϕp,q(x, y, z) = det




x y 1
Xp(z) Yp(z) 1
Xq(z) Yq(z) 1


 , ∆µ1,µ2,µ3(z) = det



Xµ1(z) Yµ1(z) 1
Xµ2(z) Yµ2(z) 1
Xµ3(z) Yµ3(z) 1


 .

∆µ1,µ2,µ3(z) = ϕµ2,µ3(Xµ1(z), Yµ1(z), z). Òóò ó÷òåíû òîæäåñòâà
ϕµ2,µ3(Xµ1(z), Yµ1(z), z) = 1 , ϕµ2,µ3(Xµ2(z), Yµ2(z), z) = 0 , ϕµ2,µ3(Xµ3(z), Yµ3(z), z) = 0

(2)è ïîëó÷àåìûå èç íèõ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè íîìåðîâ 1,2,3.Ââåäåì îïåðàòîð
OMf(x, y, z) = Oµf(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Tµ(z)× [−H, 0] , Tµ(z) ⊂ D

⋃

µ

Tµ(z) .Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð OMf(x, y, z) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) OMf(x, y, z) ∈ C(D);2) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èíòåðëèíàöèè �óíêöèé f(x, y, z) òðåõ ïåðåìåííûõ íà ñèñòå-ìå íàêëîííûõ ñêâàæèí Γk, k = 1,M , ò.å.
OMf(Xp(z), Yp(z), z) = f(Xp(z), Yp(z), z) = fp(z) , −H ≤ z ≤ 0 , p = 1,M .
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� Èíòåðëèíàöèîííûå ñâîéñòâà âûòåêàþò èç òîãî, ÷òî äåòåðìèíàíò ñ äâóìÿ îäèíà-êîâûìè ñòðîêàìè ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, åñëè p ∈ {µ1, µ2, µ3}, òî

OMf(Xp(z), Yp(z), z) = Oµ(Xp(z), Yp(z), z) ,ãäå ïîñëåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå (1) è ó÷òåíû òîæäåñòâà (2). Äðóãèìèñëîâàìè, îïåðàòîð OMf(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèèïî ïåðåìåííûì x, y ∀z ∈ [−H, 0].Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî OMf(x, y, z) ∈ C(D) äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî �óíê-öèè Op,q,rf(x, y, z) è Op,q,r′f(x, y, z) íà îáùåé êðèâîëèíåéíîé ãðàíè ïðèçì ñî ñêâàæè-íàìè Γp è Γq èìåþò îäèíàêîâûå ñëåäû, òî åñòü �óíêöèÿ F (x, e, z) = OMf(x, y, z) ïðèïåðåõîäå îò òðåõãðàííîé ïðèçìû ñ ðåáðàìè Γp(z), Γq(z), Γr(z) ê òðåõãðàííîé ïðèçìå ñðåáðàìè Γp(z), Γq(z), Γr′(z) ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü. Òî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõñëåäîâ fp(z) ∈ C[−H, 0], p = 1,M �óíêöèè Oµf(x, y, z) òîæå áóäóò íåïðåðûâíûìè, ñëå-äóåò èç �îðìóëû äëÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Oµf(x, y, z) è òîãî, ÷òî ñóììà íåïðåðûâíûõ�óíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé [6℄. �Çàêëþ÷åíèå. �àññìîòðåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñïðå-äåëåíèÿ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ â êåðíàõ íàêëîííûõ ñêâàæèíïîêàçàë ñâîþ ý��åêòèâíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé.Ëèòåðàòóðà1. Èñà÷åíêî Â.Õ. Èíêëèíîìåòðèÿ ñêâàæèí / Ì.: Íåäðà, 1987. � 216 ñ.2. Ëèòâèí Î.Ì., Øòåïà Í.I., Ëèòâèí Î.Î. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðîçïîäiëó êîðèñíèõêîïàëèí ìåòîäàìè iíòåðëiíàöi¨ òà iíòåð�ëåòàöi¨ �óíêöié / Ê.: Íàóê. äóìêà, 2011. � 228 ñ.3. Ëèòâèí Î.Ì., Øòåïàá Í.I. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðîçïîäiëó êîðèñíèõ êîïàëèí çàäîïîìîãîþ iíòåðëiíàöi¨ �óíêöié òðüîõ çìiííèõ / Ïðàöi ìiæíàðîäíîãî ñèìïîçióìó Ïèòàí-íÿ îïòèìiçàöi¨ îá÷èñëåíü (ÏÎÎ-XXXV): Êðèì, ñìò. Êàöèâåëi, 24-29 âåðåñíÿ 2009. Ò.2;Êè¨â. � 2009. � Ñ.20-24.4. Ëèòâèí Î.Î., Øòåïà, Í.I., Êóëèê C.I., ×îðíà Î.Ñ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðîçïîäiëóêîðèñíèõ êîïàëèí ìiæ ñèñòåìîþ íåðåãóëÿðíî ðîçìiùåíèõ ïîõèëèõ ñâåðäëîâèí ìåòîäàìèñïëàéí-iíòåðëiíàöi¨ �óíêöié // Ïðîáëåìè ìàøèíîáóäóâàííÿ (Õàðêiâ). � 2013. � 16; 1. �C.61-63.5. Êîëëàòö Ë. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà // Ì.: Ìèð, 1969. �252 ñ.6. Ëèòâèí Î.Ì. Ìåòîäè îá÷èñëåíü. Äîäàòêîâi ðîçäiëè / Êè¨â: Íàóêâà äóìêà, 2005. � 331 ñ.7. ×îðíà Î.Ñ. Îá÷èñëþâàëüíà ðåàëiçàöiÿ ìåòîäó âiäíîâëåííÿ 3D ðîçïîäiëó êîðèñíèõ êî-ïàëèí ìiæ ïîõèëèìè ñâåðäëîâèíàìè ç âèêîðèñòàííÿì ëiíiéíî¨ ñïëàéí-iíòåðëiíàöi¨ //Ìàòåðiàëè V Âñåóêðà¨íñüêî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîí�åðåíöi¨ ¾Ií�îðìàòèêà òà ñèñòåìíiíàóêè¿ IÑÍ-2014 13-15 áåðåçíÿ 2014 Ïîëòàâà: �ÂÂ ÏÓ�Ò, 2014.COMPUTATIONAL REALIZATION METHODOF 3D MINERAL DISTRIBUTION RESTORING BETWEENTHE INCLINED BOREHOLES USING LINEAR SPLINE-INTERLINEATIONO. ChornaUkrainian Engineering Pedagogi
s A
ademy,Universitetskaya St., 16, Kharkov, 61003, Ukraine, e-mail: lena1402�ukr.netAbstra
t. �rovides an overview of the new minerals distribution mathemati
al models 
onst-ru
tion 3D methods by 3 variables fun
tions spline-interlineation methods on a system of in
linedboreholes. The method of minerals distribution modeling with the help of spline-interlineation onin
lined boreholes system pla
ed both in the same plane and in an arbitrary manner is proposed.Key words: spline-interlineation, mathemati
al model, in
lined boreholes, triangulation.
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3)Áåëãîðîäñêèé þðèäè÷åñêèé èíñòèòóò ÌÂÄ �îññèè,óë. �îðüêîãî, 71, 308024, Áåëãîðîä, �îññèÿ, e-mail: Chekanov�bsu.edu.ru,

4)Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò,óë. Ïîáåäû, 85, 308015, Áåëãîðîä, �îññèÿÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà êîíñåðâàòèâíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñäâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïîêàçàíî, ÷òî, âîáùåì, ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé è â íåé ðåàëèçóåòñÿ äèíàìè÷åñêèé õàîñ, à òàêæåíàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ðåãóëÿðíîñòü�õàîñ�ðåãóëÿðíîñòü. Îäíàêî ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòî-ðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Îáíàðóæåíî, ÷òî â îäíîì èíòåãðèðó-åìîì ñëó÷àå íà ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìåþòñÿ îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíîé ãàóñ-ñîâîé êðèâèçíîé. Ïîëó÷åíà êëàññè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà è ïî ïðàâèëàì Áîðíà-Éîðäàíàè Âåéëÿ-Ìàêêîÿ ïîñòðîåíû åå êâàíòîâûå àíàëîãè, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíà çàäà÷à íà ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ è íàéäåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà. Äëÿ ÷àñòíûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êâàíòîâûõ íîðìàëüíûõ �îðì ïî ýòèì �îðìóëàì ïðîâåäåíû ÷èñëåííûåðàñ÷åòû íèæíèõ óðîâíåé ýíåðãèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, íîðìàëüíàÿ �îðìà, ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ, ýíåð-ãåòè÷åñêèé ñïåêòð, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.Ââåäåíèå. Íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñ-ëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî èí-òåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñóùåñòâî ìåòîäà íîðìàëüíûõ �îðìñîñòîèò â âûïîëíåíèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíîé êëàññè÷åñêîé �óíêöèè�àìèëüòîíà è åå ïðèâåäåíèè ê áîëåå ïðîñòîìó íîðìàëüíîìó âèäó. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ñ íîâîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà â íîðìàëüíîé �îðìå, èëè íåïîñðåäñòâåííî ïðîñòîèíòåãðèðóþòñÿ â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, èëè æå ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþñ èñõîäíîé �óíêöèåé �àìèëüòîíà â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ðåçîíàíñîâ. Ê ïðèìåðó,äëÿ ðåçîíàíñíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîñëå âûïîëíå-íèÿ íîðìàëèçàöèè, èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óæå îäíîìåðíîéãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Èññëåäîâàíèå íåðåçîíàíñíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ïðåä-ñòàâëåíèè èõ â íîðìàëüíîé �îðìå øèðîêî èñïîëüçîâàë Äæ. Áèðêãî� [1℄, à íà ñëó÷àéíàëè÷èÿ â ñèñòåìå ðåçîíàíñîâ òàêîé ïîäõîä áûë ðàñøèðåí Ô. �óñòàâñîíîì [2℄ ñ êîí-êðåòíûìè ðàñ÷åòàìè íà ÝÂÌ äëÿ òåïåðü õîðîøî èçâåñòíîé ñèñòåìû Õåíîíà-Õåéëåñà.Íåîáõîäèìûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿëèñü ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé



174 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39�óíêöèè, çàâèñÿùåé îò èñõîäíûõ êîîðäèíàò è íîâûõ èìïóëüñîâ, ïîýòîìó ïîëó÷åíèåÿâíûõ çàâèñèìîñòåé èñõîäíûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ îòíîâûõ ïðåäñòàâëÿåò êðàéíå òðóäíóþ ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìóþ âðó÷íóþ çàäà÷ó.Íà îñíîâå òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé è ðÿäîâ Ñ. Ëè íåçàâèñèìî Äæ. Õîðè [3℄ è À. Äå-ïðè [4℄ áûëè ïðåäëîæåíû ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà ê íîðìàëüíîé �îð-ìå. Â òàêîì ïîäõîäå èñõîäíûå êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ïîýòèì �îðìóëàì âûðàæàëèñü ïîñðåäñòâîì íîâûõ ïåðåìåííûõ è îáðàòíî ïî ïîäîáíûìðåêóððåíòíûì �îðìóëàì.Ïðîñòîòà âûïîëíåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâ-íåíèþ ñî ñëîæíûì ¾ðàñïóòûâàíèåì¿ ñìåøàííûõ ïåðåìåííûõ â ïðîèçâîäÿùåé �óíê-öèè â ìåòîäå íîðìàëüíûõ �îðì Áèðêãî�à-�óñòàâñîíà. Â ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðå-îáðàçîâàíèé REDUCE íàìè ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû ìåòîäà Áèðêãî�à-�óñòàâñîíà è ìåòîäà Äåïðè-Õîðè â âèäå ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé íîðìàëüíîé�îðìû äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåéñâîáîäû (ïðîãðàììû GITA [5℄ è LINA [6℄, ñîîòâåòñòâåííî).Ïîñëå îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò [1-4℄ áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå óëó÷øàþùèå ìî-äè�èêàöèè ïåðâîíà÷àëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîé �îðìû äëÿ çàäàííîéèñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (ñì. íàïðèìåð, [8-10℄).Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû íîâûå ïîäõîäû [11-13℄ ê çàäà÷å íîðìàëèçàöèè ãà-ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íî, ê ñîæàëåíèþ, íå ðåàëèçîâàííûå â âèäå ïðîãðàììíûõ ïðî-äóêòîâ, ÷òî, ñîáñòâåííî, ïîçâîëÿëî áû ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ ìåòîäàìè íîðìàëèçàöèèÁèðêãî�à-�óñòàâñîíà è Äåïðè-Õîðè.Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �àìèëüòîíà ê íîðìàëüíîé �îð-ìå, ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ïî íîâûì êàíîíè÷å-ñêè ñîïðÿæåííûì êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �àìèëüòîíà â íîðìàëüíîé �îðìå â âèäåñóììû îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ïî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàìïîçâîëÿåò ïðîâåñòè åå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå.Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ íîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè áûëè îòêðûòû Â. �åéçåíáåðãîì èîïóáëèêîâàíû â 1925 ãîäó [14℄. À ñïóñòÿ âñåãî äâà ìåñÿöà âûøëà ñòàòüÿ Ì. Áîðíà èÏ. Éîðäàíà [15℄, â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, âïåðâûå ïîëó÷åíî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøå-íèå äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû q̂ è èìïóëüñà p̂ â âèäå
p̂q̂ − q̂p̂ = h/2πi , (1)à òàêæå ïðàâèëî ñîïîñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêîìó ìîíîìó âèäà qmpn, (m,n = 1, 2, 3, ...) åãîêâàíòîâîãî àíàëîãà, êîòîðîå çàïèøåì êàê

BJ{qmpn = pnqm} =
1

n+ 1

n∑

k=0

p̂n−kq̂mp̂k . (2)Ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ï.À.Ì. Äèðàêîì [16℄, êîòîðûé ïðåä-ëîæèë ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ¾ðàçíîñòü ãåéçåíáåðãîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 175äâóõ êâàíòîâûõ âåëè÷èí ðàâíà ñêîáêå Ïóàññîíà ýòèõ âåëè÷èí, óìíîæåííûõ íà ih/2π¿:
{q, p} → 1

i~
[q̂, p̂] =

1

i~
(q̂p̂− p̂q̂) = 1 . (3)Çäåñü {q, p} � ñêîáêè Ïóàññîíà, [q̂, p̂] � êîììóòàòîð äëÿ îïåðàòîðîâ q̂, p̂ è ~ � ïîñòîÿííàÿÏëàíêà.Â 1927 ãîäó îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ �. Âåéëÿ [17℄, (ñì. òàêæå [18℄, ãë. IV, ïàð. 14), âêîòîðîé àâòîð íà îñíîâå òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðåäëîæèë â èíòåãðàëü-íîé �îðìå ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêèìè è èõ êâàíòîâûìèàíàëîãàìè. Ïóñòü êëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(q, p) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîìÔóðüå

f(q, p) =

∫∫
exp(iσp + iτq)ζ(σ, τ)dσdτ , (4)òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ F (q̂, p̂) â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äàåòñÿ âûðàæåíèåì

F (q̂, p̂) =

∫∫
exp(iσp̂ + iτ q̂)ζ(σ, τ)dσdτ , (5)à îïåðàòîðû q̂, p̂ óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (1). Íà îñíîâå ýòèõäîïóùåíèé äëÿ �óíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà f(q, p) = qmpn Í. Ìàêêîé [19℄ ïîëó÷èëðÿä ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ êàê

WMc{qmpn = pn qm} =
1

2n

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
p̂n−kq̂mp̂k (6)êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëîì êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ.Â ìîíîãðà�èè [20, ñ. 345℄ åå àâòîðû ïîëó÷èëè ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ â ñëåäóþùåìâèäå

f(q)pn → 1

2n

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
p̂kf(q̂)p̂n−k , (7)êîòîðîå ïðåäñòàâèëè ïîñðåäñòâîì ïîâòîðÿþùèõñÿ àíòèêîììóòàòîðîâ [â, b̂]+ = âb̂ + b̂âñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(q)pn → [[...[f(q̂), p̂]+, p̂]+, ...]+ . (8)Êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå îñíîâíûõ ðàáîò èìåþòñÿ ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ ñ ðàçíûõïîçèöèé îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí è èõ êâàíòîâûõàíàëîãîâ (ñì., íàïðèìåð, [21℄-[26℄). Êðèòè÷åñêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ïðàâèë êâàíòîâàíèÿêëàññè÷åñêèõ �óíêöèé �àìèëüòîíà ïðîâåäåí â ìîíîãðà�èè [27, ðàçä. 3.4�3.9℄. Â íàñòî-ÿùåé ðàáîòå äëÿ ãàìèëüòîíîâîé, â îáùåì, íåèíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû ïîëó÷åíà êëàññè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà Áèðêãî�à-�óñòàâñîíà, äëÿ êîòîðîéïî ïðàâèëàì êâàíòîâàíèÿ Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèåêâàíòîâûå àíàëîãè. Äëÿ ýòèõ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ, òî åñòü îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðàíàéäåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ. Ïî ýòèì �îðìóëàì



176 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòûýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå ðå-çóëüòàòàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.Êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ êîíñåðâà-òèâíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà êîòîðîéðàâíà
H =

1

2
(p21 + p22) +

1

2
(q21 + q22) + b(q21q2 +

1

3
q31) + cq21q

2
2 + d(q21 + q22)

2 , (9)ãäå êîîðäèíàòû (q1, q2) è èìïóëüñû (p1, p2) � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå,
b, c, d � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì d > 0 è c+ 4d > 0.Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé èâ íåé ðåàëèçóåòñÿ äèíàìè÷åñêèé õàîñ [28℄. Èññëåäóåìàÿ íàìè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà(9) îòëè÷àåòñÿ îò èçó÷åííûõ â ëèòåðàòóðå ñèñòåì òåì, ÷òî: 1) íåñìîòðÿ íà íàëè÷èåîòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÏÏÝ (9),îíà, íàïðèìåð, ïðè óñëîâèè c = 4d ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé; 2) â øèðîêîì äèàïàçîíåïàðàìåòðîâ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ÏÏÝ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè,òî åñòü åå îäíî èëè îáà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ [28℄.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû èçîëèíèè ÏÏÝ è ëèíèè íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, à íà ðèñ. 2� ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ýòèõ ÏÏÝ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîéýíåðãèè E ñèñòåìû.

�èñ. 1. (Ñëåâà). Èçîëèíèè ÏÏÝ è ëèíèÿ íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû (îáëàñòè íà ÏÏÝ ñîòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû çàòåìíåíû) ïðè ñëåäóþùèõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ: b = 0.1,
c = 0.0023, d = 0.000625, (W = 16d/b2 = 1, Wc = (2c + 8d)/b2 = 0.96, c + 4d = 0.0048).(Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â íà÷àëå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñåå âåëè÷èíàìè â îñòàëüíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ). (Ñïðàâà). Èçîëèíèè ÏÏÝ è ëèíèÿ íóëåâîéãàóññîâîé êðèâèçíû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: b = 1/20, c = 1/20, d = 1/200, (W = 16d/b2 =

32,Wc = (2c+8d)/b2 = 56, c+4d = 0.07), (èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â íà÷àëå êîîðäèíàò).Êàê âèäíî èç ñå÷åíèé Ïóàíêàðå (ðèñ. 2), ïðè óêàçàííûõ äâóõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðîâ b, c, d, â èññëåäóåìîé ñèñòåìå (9) ñóùåñòâóåò õàîòè÷åñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 177Îáëàñòü îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1 (ñëåâà), ÿâëÿåò-ñÿ îãðàíè÷åííîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ â ñèñòåìå ïåðåõîäà ðåãóëÿðíîñòü �õàîñ � ðåãóëÿðíîñòü (ðèñ. 2), òî åñòü ñ óâåëè÷åíèåì ïîëíîé ýíåðãèè ðåãóëÿðíûé ðå-æèì äâèæåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî áûëî âïåðâûå îáíàðóæåí â äðóãèõ äâóìåðíûõãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ [29℄. Èç ðèñ. 1 (ñïðàâà) âèäíî, ÷òî îáëàñòü îòðèöàòåëüíîé ãàóñ-ñîâîé êðèâèçíû íå îãðàíè÷åíà è ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ íå âîññòàíàâëèâàåòñÿñ óâåëè÷åíèåì ïîëíîé ýíåðãèè.

�èñ. 2à. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå: ñëåâà ýíåðãèÿ E = 16 , â öåíòðå � E = 36 , ñïðàâà � E = 20000.

�èñ. 2á. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå: ñëåâà ýíåðãèÿ E = 5 , â öåíòðå � E = 15 , ñïðàâà � E = 45.�àññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ñèñòåìà èìååò åùå ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü. Íà ÏÏÝ (ðèñ. 1)èìåþòñÿ ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîéêðèâèçíîé. Åñëè âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ Ecr ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíîãî äâèæå-íèÿ ê õàîòè÷åñêîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïî íàëè÷èþ îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû(êðèòåðèé Î�Ê), òî åå çíà÷åíèå ðàâíî Ecr = 25(13 + 2
√
(2/3)/9 ≈ 40.6). Ýòà ýíåð-ãèÿ ðàâíà ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè V (q1, q2) íà ëèíèè ñ íó-ëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé â ÷åòûðåõ òî÷êàõ: (q1, q2) = (±5
√

(2/3);∓5
√
(2/3)), (q1, q2)= (±5

√
(2/3);±5

√
(2/3)), 5√(2/3) ≈ 4.082. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷å-òû ñå÷åíèé Ïóàíêàðå (ñì. ðèñ. 2), õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå äîñòàòî÷íî ÿâíî ïðîÿâëÿåòñÿ(ñì. ðèñ. 2) óæå ïðè ýíåðãèè ïðèìåðíî ðàâíîé E = 15.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé, â îáùåì, íåèíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû (9) êðèòåðèé Î�Ê íåäîñòàòî÷íî òî÷íî ïðåäñêàçûâàåò âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé



178 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ýíåðãèè Ecr â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ïðàâèëüíûõ ïðåäñêàçàíèé äëÿ äðóãèõ èññëåäîâàí-íûõ ðàíåå ñèñòåì [30℄.Êðîìå òîãî, â èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå ðàññìîòðèì íèæå, íà ÏÏÝ (9) èìå-þòñÿ îáëàñòè îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé, íî, òåì íå ìåíåå, ïðè âñåõ ýíåðãèÿõêëàññè÷åñêîå äâèæåíèå, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, òî åñòü êðèòåðèé Î�Ê âîâñåíå ïðèìåíèì. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà (9) äëÿ òðåõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ b, c, d ÿâëÿåòñÿèíòåãðèðóåìîé.1). Åñëè b 6= 0 èëè b = 0, c 6= 0, c = 4d, òî èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà èìååò, êðîìå ýíåðãèè,âòîðîé èíòåãðàë äâèæåíèÿ [28℄:
I2 = p1p2 + q1q2 + b(q1q

2
2 + q32)/3 + 4dq1q2(q

2
1 + q22). (10)Íà ðèñ. 3, 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èçîëèíèé ÏÏÝ è ëèíèéíóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, à òàêæå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîéýíåðãèè E äëÿ ïàðàìåòðîâ b = 1/4, c = 1/50, d = 1/200.

�èñ. 3. Èçîëèíèè ÏÏÝ è ëèíèè íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû(îáëàñòè îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû çàòåìíåíû).

�èñ. 4. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå: ñëåâà ýíåðãèÿ E = 5, â öåíòðå � E = 15, ñïðàâà � E = 45.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 179Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà d > 0 è c + 4d > 0, òî êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå�èíèòíî. Äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíû W = 16d/b2 è Wc =
(2c + 8d)/b2, îïðåäåëÿþùèå òîïîëîãèþ ÏÏÝ, îäèíàêîâû è ðàâíû W = Wc = 32/25 =
1.28. À òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî W > Wc > 1, òî íà ÏÏÝ (ðèñ. 3) èìååòñÿåäèíñòâåííûé ìèíèìóì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî W = Wc îçíà÷àåòâûïîëíåíèå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè c = 4d.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îäíîé èç îñîáåííîñòåé èññëåäóåìîé äâóìåðíîé ãàìèëüòî-íîâîé ñèñòåìû (9) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íà ÏÏÝ îáëàñòåé ñ îòðèöà-òåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé, îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.2). Åñëè b = c = 0, d 6= 0, òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (9) óïðîùàåòñÿ

H =
1

2
(p21 + p22 + q21 + q22) + d(q21 + q22)

2 , (11)è, óæå èç åå âèäà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿìîìåíòà èìïóëüñà, òî åñòü ñëåäóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ
I2 = q1p1 − q2p1 . (12)Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëÿÿ ñêîáêó Ïóàññîíà, {H, I2} =

0, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðîâåäåííûìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïðèðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ýòîì èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå îáëàñòåé îòðèöàòåëüíîéãàóññîâîé êðèâèçíîé íå èìååòñÿ.3). Åñëè b = 0, c = −2d, d 6= 0, òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà áóäåò ðàâíà ñóììå äâóõîäíîìåðíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ
H = H1 +H2, H1 =

1

2
(p21 + q21) + dq41, H2 =

1

2
(p22 + q22) + dq42 (13)è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ýíåðãèè êàæ-äîãî èç ýòèõ îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ê ïðèìåðó, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.Êàê è â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå 2) çäåñü òàêæå íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè ïîòåí-öèàëüíîé ïîâåðõíîñòè îáëàñòåé ñ îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé íåò.Íîðìàëèçàöèÿ êëàññè÷åñêîé �óíêöèè ãàìèëüòîíà (9). Òàê êàê ñèñòåìà (9)ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé ñ ñîîòíîøåíèåì ÷àñòîò ðàâíûì 1:1, òî ïðîöåäóðó ïðèâåäåíèÿ êíîðìàëüíîé �îðìå Áèðêãî�à-�óñòàâñîíà ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåä-âàðèòåëüíî äëÿ èñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà ïðèìåíÿåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâà-íèå ñ âàëåíòíîñòüþ ðàâíîé ìíèìîé åäèíèöå [31℄:

q1 =
1

2i
(−Q1 +Q2 + P1 − P2), q2 =

1

2
(Q1 +Q2 + P1 + P2),

p1 =
1

2
(Q1 −Q2 + P1 − P2), p2 =

1

2i
(Q1 +Q2 − P1 − P2), (14)à åìó îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

Q1 =
1

2
(q2 − ip2) +

i

2
(q1 − ip1), Q2 =

1

2
(q2 − ip2)−

i

2
(q1 − ip1),

P1 =
1

2
(q2 + ip2)−

i

2
(q1 + ip1), P2 =

1

2
(q2 + ip2) +

i

2
(q1 + ip1). (15)



180 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Èç âûðàæåíèé (15) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííûå Q1, Q2 êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûì P1, P2.Äëÿ èñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (9), âûðàæåííîé â íîâûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-æåííûõ ïåðåìåííûõ Q1, Q2 è P1, P2, âûïîëíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíûå êàíîíè÷åñêèå ïðå-îáðàçîâàíèÿ (Q1, Q2, P1, P2) −→ (ξ1, ξ2, η1, η2) ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè
F (Q1, Q2, η1, η2) = Q1η1 +Q2η2 +

Smax∑

S=3

W (S)(Q1, Q2, η1, η2) , (16)ãäåW (S)(Q1, Q2, η1, η2) = Ql1
1 , Q

l2
2 , η

m1
1 , ηm2

2 � ïðîèçâîäÿùèé îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè
S = l1 + l2 + m1 + m2. Â ðåçóëüòàòå íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà H(q1, q2, p1, p2)ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé �îðìå G(ξ1, ξ2, η1, η2), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

D̂G(ξ1, ξ2, η1, η2) = 0 , (17)ãäå òàê íàçûâàåìûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íîðìàëüíîé �îðìû èìååò âèä
D̂ =

2∑

ν=1

(
ξν

∂

∂ξν
− ην

∂

∂ην

)
. (18)Èç-çà ïðåäâàðèòåëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (14) îïåðàòîð (18) ïðèíèìà-åò äèàãîíàëüíûé âèä, ïîýòîìó åãî äåéñòâèå íà îäíîðîäíûå ìîíîìû W (S)(Q1, Q2, η1, η2)= Ql1

1 , Q
l2
2 , η

m1
1 , ηm2

2 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì:
D̂W (S)(Q1, Q2, η1, η2) = (l1 + l2 −m1 −m2)W

(S)(Q1, Q2, η1, η2) .÷òî óïðîùàåò òðóäîåìêóþ ïðîöåäóðó íîðìàëèçàöèè. Çàòåì, ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû[5℄, íàõîäèì ìîäè�èöèðîâàííóþ íîðìàëüíóþ �îðìó Áèðêãî�à-�óñòàâñîíà äî ñòåïåíè
Smax = 6 ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì, êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå

G6(Q1, Q2, P1, P2) = i[Q1P1 +Q2P2 + C41(Q1P1 +Q2P2)
2 − C42(Q1P2 −Q2P1)

2+

C43(Q1P1 −Q2P2)
2 + C61(Q1P1 +Q2P2)

2 − C62(Q1P2 −Q2P1)
3−

C63(Q1P2 +Q2P1)(Q1P1 +Q2P2)
2 − C64(Q1P1 +Q2P2)(Q1P2 −Q2P1)

2+

C65(Q1P2 +Q2P1)(Q1P2 −Q2P1)
2 + C66(Q1P1 +Q2P2)(Q1P1 −Q2P2)

2] , (19)ãäå
C41 =

3

2
d− 5

12
b2 , C42 = − 5

12
b2 +

3

8
c , C43 = −d

2
+
c

8
,

C61 = −235

432
b4 +

173

36
b2d+

13

36
b2 c− 17

4
d2, C62 = −2

9
b2d+

1

18
b2c ,

C63 = −11

9
b2 d+

11

36
b2 c, C64 = −17

64
c2 +

277

36
b2d+

199

72
b2c− 235

144
b4 − 17

8
cd ,

C65 =
11

9
b2d− 11

36
b2c, C66 =

9

4
d2 − 1

2
cd− 1

64
c2 − 1

36
b2 d+

1

144
b2c . (20)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 181Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè (19) äëÿ êîíå÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ξ1, ξ2, η1, η2)èç-çà óäîáñòâà ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, êàê èäëÿ íà÷àëüíûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, òî åñòü ïåðåìåííûå
(Q1, Q2, P1, P2).Åñëè äëÿ íîðìàëüíîé �îðìû (19), (20) âûïîëíèòü êàíîíè÷åñêèé ïåðåõîä ê ïåðåìåí-íûì äåéñòâèå-óãîë, òî íåïîñðåäñòâåííî èç ÿâíîãî âèäà ïîëó÷åííîé �óíêöèè �àìèëü-òîíà ìîæíî óâèäåòü, ÷òî èñõîäíàÿ, â îáùåì, íåèíòåãðèðóåìàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà (9)ïðèáëèæåííî áóäåò ïðåäñòàâëåíà óæå îäíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé [28℄.Ââåäåì ñëåäóþùèå �óíêöèè:
Ψ0 = Q1P1+Q2P2) , Ψ1 =

i

2
(Q1P2−Q2P1) , Ψ2 =

1

2
(Q1P1−Q2P2) , Ψ3 =

1

2
(Q1P2+Q2P1) ,(21)äëÿ êîòîðûõ ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû

{Ψ0,Ψλ} = 0 , λ = 1, 2, 3, (22)òî ìîäè�èöèðîâàííàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà (19) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
G6 = i[Ψ0 + C41Ψ

2
0 + 4C42Ψ

2
1 + 4C43Ψ

2
2 + C61Ψ

3
0 − 8C62Ψ

3
3 − 2C63Ψ

2
0Ψ3+

4C64Ψ
2
1Ψ0 − 8C65Ψ

2
1Ψ3 + 4C66Ψ

2
2Ψ0], (23)â êîòîðîé ÷èñëîâûå êîý��èöèåíòû îïðåäåëåíû ïî �îðìóëàì (20).Èç (22) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíàÿ �îðìà (19) è (23) ÿâëÿåòñÿ èí-òåãðèðóåìûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ íåèíòåãðèðóåìîé, â îáùåì ñëó÷àå, èñõîäíîé ñèñòåìû(9), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Ψ2
1 +Ψ2

2 +Ψ2
3 = Ψ2

2/4 , (24)à òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
{Ψλ,Ψµ} = iελµν , λ, µ, ν = 1, 2, 3, (25)ãäå ελµν � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà (ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà).Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè (21) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé îòíîñèòåëü-íî ñêîáîê Ïóàññîíà.Êâàíòîâûå àíàëîãè êëàññè÷åñêîé íîðìàëüíîé �îðìû. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ (15), èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ïîäñòàíîâêó

pν → p̂ν = −i ∂
∂qν

, qν → q̂ν = qν , ν = 1, 2 (26)ñ èçâåñòíûì ïðàâèëîì êîììóòàöèè (1) (ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = 1)
[p̂ν , q̂ν ] = iδµν , µ, ν = 1, 2 (27)
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Q̂1 = â+2 + iâ+1 , Q̂2 = â+2 − iâ+1 , P̂1 = â2 − iâ1, P̂2 = â2 + iâ1 , (28)ãäå

â+1 =
1

2
(q̂1 − ip̂1), â+2 =

1

2
(q̂2 − ip̂2) , â1 =

1

2
(q̂1 + ip̂1), â2 =

1

2
(q̂2 + ip̂2) , (29)âåðõíèé ñèìâîë ¾+ ¿ îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (27) ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû (29) êîììóòèðóþò ïî ïðàâèëó

[âµ, â
+
ν ] =

i

2
δµν , (30)à îïåðàòîðû (28) ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëó

[P̂µ, Q̂
+
ν ] = δµν . (31)Âïðî÷åì, ïðàâèëî êîììóòàöèè (31) íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿêâàíòîâàíèÿ Äèðàêà (3), åñëè ó÷åñòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ(14) è (15) èìåþò âàëåíòíîñòü ðàâíóþ ìíèìîé åäèíèöå i.Èç âûðàæåíèé (28), (29) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû P̂ν è Q̂ν , (ν = 1, 2), ÿâëÿþòñÿ îïå-ðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ (2) è (6), äëÿ êëàññè÷åñêîé íîðìàëüíîé �îðìû (19),(20) ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, äâà âûðàæåíèÿ åå êâàíòîâûõ àíàëîãîâ ĜBJ

6 è ĜWMc
6 , èêàæäîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äèàãîíàëüíîé è íåäèàãîíàëüíîé ÷àñòè

ĜBJ
6 = ĜBJ

diag+ ĜBJ
nondiag è ĜWMc

6 = ĜWMc
diag + ĜWMc

nondiag. Íèæå ïðèâåäåì òîëüêî äèàãîíàëüíûå÷àñòè:
ĜBJ

diag = Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1 + C41

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)2 +

5

2

]
+

+C42

(
Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 2Q̂1P̂1Q̂2P̂2 +

1

2

)
+ C43

[
(Q̂1P̂1 − Q̂2P̂2)

2 +
5

2

]
+

+C61

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)3 +

1

4
(Q̂1P̂1)

2 +
1

4
(Q̂2P̂2)

2 +
27

4
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2) +

13

2

]
−

−C64

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 2Q̂1P̂1Q̂2P̂2 + 3)

]
+

C66

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)

(
(Q̂1P̂1 − Q̂2P̂2)

2 +
1

4
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2)

)
− 1

2
Q̂1P̂1Q̂2P̂2

]
. (32)

ĜWMc
diag = Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1 + C41

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)2 +

1

2

]
+

+C42

(
Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 2Q̂1P̂1Q̂2P̂2 +

1

2

)
+ C43

[
(Q̂1P̂1 − Q̂2P̂2)

2 +
1

2

]
+
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+ C61

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)3 + 2(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)

]
−

−C64

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 2Q̂1P̂1Q̂2P̂2 + 1)

]
+

− C66

[
(Q̂1P̂1 + Q̂2P̂2 + 1)

(
(Q̂1P̂1)

2 + (Q̂2P̂2)
2 − 2Q̂1P̂1Q̂2P̂2 + 1

)]
. (33)Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùèå âåêòîðû êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ [32℄

|N,L〉 =
[(

N + L

2

)
!

(
N − L

2

)
!

]−1/2

Q̂
(N−L

2
)

2 Q̂
(N+L

2
)

1 |0, 0〉, P̂1|0, 0〉 = P̂2|0, 0〉 = 0 , (34)ãäå N � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, N = 0, 1, 2, 3, . . . , à L � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî,êîòîðîå ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè N ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: L = ±N , ±(N −
2), ±(N − 4), . . . , ±1(0), ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ äèàãîíàëüíûõ ÷àñòåéêâàíòîâûõ àíàëîãîâ (32) è (33). Íàëè÷èå íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ â êâàíòîâûõ àíàëîãàõ(32) è (33) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â èñõîäíîé êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (9) ìåæäó÷àñòîòàìè èìååòñÿ ðåçîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå 1 : 1.Âû÷èñëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ êâàíòîâûõ íîðìàëüíûõ �îðì. Òàêêàê âåêòîðû (34) ïðåäñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðûêâàíòîâûõ íîðìàëüíûõ �îðì (32) è (33) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

ENL
BJ = 〈N,L|ĜBJ

diag|N,L〉+
∑

N ′,L′

〈N ′, L′|ĜBJ
nondiag|N,L〉, (35)

ENL
WMc = 〈N,L|ĜWMc

diag |N,L〉+
∑

N ′,L′

〈N ′, L′|ĜWMc
nondiag|N,L〉. (36)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

Q̂1P̂1|N,L〉 =
(
N + L

2

)
|N,L〉, Q̂2P̂2|N,L〉 =

(
N − L

2

)
|N,L〉, (37)èç âûðàæåíèé (35) è (36) áåç ó÷åòà íåäèàãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ:

EBJ
NL = N + 1 +

1

2
C41(2N

2 + 4N + 7) +
1

2
C42(N

2 + 2N − L2 + 1)+

1

2
C43(2L

2 + 5) +
1

8
C61(8N

3 + 25N2 + 78N + L2 + 60)−
1

2
C64(N

3 + 3N2 + 8N −NL2 − L2 + 3) +
1

8
C66(N

2 + 14N + 8NL2 + 9L2 + 12), (38)
EWMc

NL = N + 1 +
1

2
C41(2N

2 + 4N + 3) +
1

2
C42(N

2 + 2N − L2 + 1)+

+
1

2
C43(2L

2 + 1) + C61(N
3 + 3N2 + 5N + 3)− 1

2
C64(N

3 + 3N2 + 2N −NL2 − L2 + 1)+
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C66(N +NL2 + L2 + 1). (39)Êàê âèäíî, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð â îáîèõ ñëó÷àÿõ êâàíòîâàíèÿ âûðîæäåí ïî çíàêóîðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ìîìåíòà L. Êðîìå òîãî, ó÷åò âêëàäîâ íåäèàãîíàëüíûõ ñëà-ãàåìûõ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñäâèãó óðîâíåé ýíåðãèè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì îð-áèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà íà ÷åòûðå è øåñòü åäèíèö. Ïîýòîìó îæèäàåòñÿ, ÷òî ïðè-áëèæåííûå �îðìóëû (38), (39) ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò ýíåðãåòè-÷åñêèé ñïåêòð íèæàéøèõ ñîñòîÿíèé â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîéâ íà÷àëå êîîðäèíàò.Èç ñðàâíåíèÿ �îðìóë (38), (39) äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ìîæíî ñäåëàòü îá-ùèé âûâîä, ÷òî ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ ïðåäñêàçûâàþòðàçíûå âåëè÷èíû äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîâûìèçíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ b, c è d.Áîëåå êîíêðåòíûå çàêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí-íûõ ðàñ÷åòîâ ïî �îðìóëàì (38), (39) ñ òî÷íûìè óðîâíÿìè ýíåðãèè, ðàññ÷èòàííûìè äëÿêàêèõ-ëèáî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî âïîñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòîé ðàáîòû.Â ñëó÷àÿõ, êîãäà êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïðèáëèæåííûå�îðìóëû (38), (39), âûðàæåííûå íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ïàðàìåòðû b, c è d èìåþò ñëå-äóþùèå âèäû.1). Åñëè èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå c = 4d, à ïàðàìåòð b íå ðàâåí èëè ðàâåí íóëþ, òîýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

EBJ
NL = N + 1 + d

(9
4
N2 +

9

2
N − 3

4
L2 + 6

)
−

d2
(85
8
N3 +

1037

32
N2 +

1479

16
N − 187

32
L2 − 51

8
NL2 +

561

8

)
− b2

(5
8
N2 +

5

4
N − 5

24
L2 +

5

3

)
+

db2
(125

8
N3 +

1525

32
N2 +

2175

16
N − 275

32
L2 − 75

8
NL2 +

825

8

)
−

b4
(1175
864

N3 +
14335

3456
N2 +

6815

576
N − 2585

3456
L2 − 235

288
NL2 +

2585

288

)
, (40)

EWMc
NL = N +1+ d

(9
4
N2+

9

2
N − 3

4
L2+3

)
− d2

(17
8
N3 +

51

8
N2 +

17

4
N − 51

8
L2− 51

8
NL2

)
−

b2
(5
8
N2 +

5

4
N − 5

24
L2 +

5

6

)
− db2

(25
8
N3 +

75

8
N2 +

25

4
N − 75

8
L2 − 75

8
NL2

)
+

b4
(235
864

N3 +
235

288
N2 +

235

432
N − 235

288
L2 − 235

288
NL2

)
. (41)2). Åñëè ïàðàìåòðû b = c = 0, íî ïàðàìåòð d > 0, òî �îðìóëû èìåþò âèä:

EBJ
NL = N+1+d

(3
2
N2+3N− 1

2
L2+4

)
−d2

(17
4
N3+13N2+

75

2
N−2L2− 9

4
NL2+

57

2

)
, (42)

EWMc
NL = N+1+d

(3
2
N2+3N−1

2
L2+2

)
−d2

(17
4
N3+

51

4
N2+19N−9

4
L2−9

4
NL2+

21

2

)
. (43)
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EBJ

NL = N + 1 + d

(
9

8
N2 +

9

4
N − 3

8
L2 + 3

)
−

d2
(
85

32
N3 +

1037

128
N2 +

1479

64
N − 187

128
L2 − 51

32
NL2 +

561

22

)
, (44)

EWMc
NL = N + 1 + d

(
9

8
N2 +

9

4
N − 3

8
L2 +

3

2

)
−

d2
(
187

32
N3 +

561

32
N2 +

391

16
N − 153

32
L2 − 153

32
NL2 +

51

4

)
, (45)�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ñðàâíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ. Êñîæàëåíèþ, òî÷íîãî ñïåêòðà, ïîëó÷åííîãî, íàïðèìåð, ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìèóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ åãî êâàíòîâûì àíàëîãîì èñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (9),â êîòîðîé íóæíî ïðîèçâåñòè èçâåñòíóþ çàìåíó p1 → p̂1 = −i ∂

∂q1
, p2 → p̂2 = −i ∂

∂q2
,

q1 → q̂1 = q1, q2 → q̂2 = q2 ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ åãî ïàðàìåòðîâ, â íàñòîÿùååâðåìÿ íå èìååòñÿ.Ïðÿìûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, äàæå íà îñíîâå ëó÷øèõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ, ñòàëêè-âàþòñÿ ñ òðóäíîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàêîé ÿâëÿåòñÿ è çàäà÷àèíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ äâóõ è áîëåå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.Íèæå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ äëÿ êîí-êðåòíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ b, c, d â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êëàññè÷åñêàÿ ñè-ñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íèæàéøèõ óðîâíåé ýíåðãèè, âû÷èñëåííûõ ïî ïðèáëè-æåííûì �îðìóëàõ (40) è (41) â ïåðâîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè, òî åñòü ïðè óñëîâèè
c = 4d è b = 0. Òàáëèöà 1Ñðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ïîëó÷åííûõ ïðè êâàíòîâàíèè ïî ïðàâèëàì Âåéëÿ-Ìàêêîÿ è Áîðíà-Éîðäàíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b = 0, c = 0.02, d = 0.005, (c = 4d).�� EN,L EBJ

NL EWMc
NL EBJ

NL − EWMc
NL1. E0,0 1.028 1.015 0.0132. E1,±1 2.055 2.045 0.0103. E2,±2 3.095 3.089 0.0064. E2,0 3.108 3.106 0.0025. E3,±3 4.147 4.147 0.0006. E3,±1 4.172 4.183 -0.0107. E4,±4 5.212 5.219 -0.0078. E4,±2 5.247 5.273 -0.0269. E4,0 5.259 5.291 -0.032



186 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Èç òàáë. 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ ïðèâîäèò ê áîëåå íèç-êîìó óðîâíþ ýíåðãèè äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è áîëüøåìó ðàñùåïëåíèþ óðîâíåé ïîîðáèòàëüíîìó ìîìåíòó ïðè äàííîì çíà÷åíèè ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà N . Â ðàññìàò-ðèâàåìîì êëàññè÷åñêè èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå òî÷íûõ (àíàëèòè÷åñêèõ èëè ÷èñëåííûõ)çíà÷åíèé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà â òåêóùåé ëèòåðàòóðå íå îáíàðóæåíî.Îäíàêî, â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èçâåñòåí ñïåêòð [33℄ âî âòîðîì êëàññè÷å-ñêîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè, êîãäà ïàðàìåòðû êâàíòîâîãî àíàëîãà �óíêöèè �àìèëü-òîíà (9) ðàâíû b = 0, c = 0, d > 0.Êðîìå òîãî, èçâåñòíû ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ çíà÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà îä-íîìåðíîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, â ÷àñòíîñòè, ñ ÷åòâåðòîé ñòåïåíüþ â ïîòåí-öèàëüíîé ýíåðãèè (íàïðèìåð, [34, 35℄). Çíàÿ ýòîò ñïåêòð, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåí-íûé ñïåêòð êâàíòîâîãî àíàëîãà èñõîäíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (9), íî óæå äâóìåðíîãîãàìèëüòîíèàíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b = 0, c = −2d, d > 0, ïðè êîòîðûõ â êëàññè-÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.Íèæå ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ýòèõ èçâåñòíûõ íàäåæíûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ñ íàøèìè ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå âû÷èñëåíû ïî �îðìóëàì(42)-(45) ñîãëàñíî ïðàâèëàì êâàíòîâàíèÿ Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ. Òàáëèöà 2Ñðàâíåíèå óðîâíåé ýíåðãèè EBJ
NL è EWMc

NL ñ èõ çíà÷åíèÿìè èç ðàáîòû [33℄ ïðè d = 0.000005�� 2EN,L EBJ
NL EWMc

NL �åçóëüòàòû [33℄1. 2E0,0 2.00004 2.0000199995 2.0000199995500222. 2E1,±1 4.00008 4.0000599979 4.0000599980501353. 2E2,±2 6.00014 6.0001199946 6.0001199949004544. 2E2,0 6.00016 6.0001399933 6.0001399935506055. 2E3,±3 8.00022 8.0001999892 �6. 2E3,±1 8.00026 8.0002399856 8.0002399859016657. 2E4,±4 10.00032 10.000299981 �8. 2E4,±2 10.00038 10.000359974 10.000359974503619. 2E4,0 10.00040 10.000379971 10.0003799722540210. 2E5,±5 12.00044 12.000419969 �11. 2E5,±3 12.00052 12.000499958 �12. 2E5,±1 12.00056 12.000539953 12.0005399533579613. 2E6,±6 14.00058 14.000559953 �14. 2E6,±4 14.00068 14.000659937 �15. 2E6,±2 14.00074 14.000719928 14.0007199286139716. 2E6,0 14.00076 14.000739925 �Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b = 0, c = 0 è d 6= 0 óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ñîîòâåò-ñòâóþùåå êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (9), äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ âïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, à ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàäèàëüíûì êâàíòî-âûì ÷èñëîì n è îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l. Â ðàáîòå [33℄ ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íà îñíîâå êîòîðîãî àâòîðîì ïðîâåäåíûðàñ÷åòû ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé äëÿ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë ðàâíûõ n, l = 0, 1 è 2



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 187ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà d = 0.000005. Êâàíòîâûå ÷èñëà n, l ñâÿçàíû ñ íàøèìè ÷èñëàìè
N,L ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: N = 2n+ l, |L| = l.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû âåëè÷èíû óðîâíåé ýíåðãèè, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [33℄, à òàê-æå èõ çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïðè òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà d ïî �îðìóëàì (42) è(43) íà îñíîâå êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé íîðìàëüíîé �îðìû, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ïðà-âèëàì Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ. Èç íåå âèäíî, ÷òî î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèåê òî÷íîìó ñïåêòðó äàåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ. Â ÷àñòíîñòè,ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ îòëè-÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà èç ðàáîòû [33℄ íà 0.5 ·10−7%, à ïðè êâàíòîâàíèè ïî ïðàâèëó Áîðíà-Éîðäàíà � íà 0.001%. Â òîæå âðåìÿ, äëÿ ýíåðãèè 14 óðîâíÿ ýòè ïîãðåøíîñòè ðàâíû,ñîîòâåòñòâåííî, 0.4 · 10−8% è 0.0001%, òî åñòü ïðåäñêàçàíèå ïî ïðàâèëó Áîðíà-Éîðäàíàóëó÷øàåòñÿ.Â òðåòüåì ñëó÷àå (b = 0, c = −2d, d 6= 0) èíòåãðèðóåìîñòè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû(9) ïðè åå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùåå äâóìåðíîåóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

(Ĥ1 + Ĥ2)ψ = 2Eψ, Ĥk = − d2

dq2k
+ q2k + 2dq4k , k = 1, 2 , (46)ãäå ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ îäèíàêîâûõîäíîìåðíûõ óðàâíåíèé äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòðíàõîäèòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû 2E = 2E1 + 2E2.Êâàíòîâûå ÷èñëà èçîòðîïíîãî äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà (N,L) ñâÿçàíû ñ êâàíòîâû-ìè ÷èñëàìè (n1, n2) îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: N = n1+n2è L = n1 − n2. Çàìåòèì, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå çíà÷åíèé óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðàïî âåëè÷èíå êâàíòîâûõ ÷èñåë (N,L) ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãîé íóìåðàöèåé ñîñòîÿíèé èìå-åò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà, ïðîíóìåðîâàííûåêâàíòîâûìè ÷èñëàìè (N,L), ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [34℄ è [35℄ äëÿ êâàíòîâîãî îäíîìåðíîãî àí-ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íàìè áûëà âû÷èñëåíà íèæíÿÿ ÷àñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåê-òðà äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà (46), ïðåäñòàâëåííàÿ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáë. 3.Â ýòîé æå òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèé EBJ

NL è EWMc
NL , ïîëó÷åííûõ ïî�îðìóëàì (44) è (45). Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà, ïî-ëó÷åííûå â ðàáîòå [34℄, äëÿ ïåðâûõ äåñÿòè óðîâíåé ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè áîëååïîçäíåé ðàáîòû [35℄ äî 13 çíàêîâ ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè.Â òàáë. 3. ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ óðîâíåé ýíåðãèè, âû÷èñëåííûõ ñ èñïîëüçîâà-íèåì äàííûõ ðàáîò [34℄, [35℄ äëÿ îäíîìåðíîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à òàêæåïî �îðìóëàì (44) è (45), ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ íîðìàëüíîé �îðìû,ñîîòâåòñòâåííî, ïî ïðàâèëàì Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ. È â ýòîì ñëó÷àå ëó÷-øåå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ñïåêòðó äàåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ, îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì âåëè÷èíû êâàíòîâûõ ÷èñåë ïîãðåøíîñòü äëÿ çíà÷åíèé

EBJ
NL óìåíüøàåòñÿ, òî åñòü äëÿ áîëüøèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ðàñõîæäåíèå ìåæäó çíà÷åíè-ÿìè EWMc

NL è EBJ
NL óìåíüøàåòñÿ.



188 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Âûâîäû. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ïðåäëîæåííàÿ àâòîðàìè êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà (9),êîòîðàÿ èìååò ðÿä îòëè÷èòåëüíûõ ñâîéñòâ, âûðàæåííûõ â õàðàêòåðå ñòàöèîíàðíûõ òî-÷åê è íàëè÷èè îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû åå ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-ãèè. Ïîêàçàíî, ÷òî, â îáùåì ñëó÷àå, ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé, è â íåé ðåàëè-çóåòñÿ äèíàìè÷åñêèé õàîñ. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿèíòåãðèðóåìîé è äëÿ íèõ ïîëó÷åíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Òàáëèöà 3Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ íàìè âåëè÷èí ýíåðãèé äëÿ äâóìåðíîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ b = 0, c = −2d, d = 0.0005.�� 2EN,L EBJ
NL EWMc

NL Èç ðàáîò [34℄,[35℄1. 2E0,0 2.002 2.001493 2.0014972. 2E1,±1 4.006 4.00447 4.0044883. 2E2,±2 6.010 6.009 6.0104604. 2E2,0 6.012 6.010 6.0074795. 2E3,±3 8.016 8.015 8.0194016. 2E3,±1 8.019 8.018 8.0134517. 2E4,±4 10.024 10.022 10.0312988. 2E4,±2 10.028 10.027 10.0223929. 2E4,0 10.030 10.028 10.01942310. 2E5,±5 12.033 12.031 12.04613911. 2E5,±3 12.039 12.037 12.03428912. 2E5,±1 12.042 12.040 12.028364Äëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû ïîëó÷åíà êëàññè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà â ïîäõîäå Áèð-êãî�à-�óñòàâñîíà, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíû åå êâàíòîâûå àíàëîãè ñîãëàñíî ïðàâèëàìêâàíòîâàíèÿ Áîðíà-Éîðäàíà è Âåéëÿ-Ìàêêîÿ. Äëÿ ýòèõ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ òî÷íîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, áûëà ðå-øåíà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è íàéäåíû �îðìóëû ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ. Ïîýòèì �îðìóëàì, â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû íèæíèõ ýíåðãåòè-÷åñêèõ óðîâíåé è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ â ëè-òåðàòóðå äàííûìè äðóãèõ àâòîðîâ. Îáíàðóæåíî, ÷òî íàèëó÷øåå è õîðîøåå ñîãëàñèå ñèçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà èìååòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèèïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Âåéëÿ-Ìàêêîÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðàâèëîì Áîðíà-Éîðäàíà.Ëèòåðàòóðà1. Áèðêãî� Äæ. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû / Äæ. Áèðêãî�. � Ìîñêâà-Èæåâñê: �ÕÄ, 2002. �406 
.2. Gustavson F.G. On 
onstru
tion formal integral of a Hamiltonian system near an equilibriumpoint // Astronom. J. � 1966. � 71. � �8. � P.670-686.3. Hori G. Theory of general perturbation with unspe
i�ed 
anoni
al variable // J. Japan Astron.So
. � 1966. � 18. � P.287-296.4. Deprit A. Canoni
al transformations depending on a small parameter // Celest. Me
h. �1969. � 1. � �1. � P.12-30.5. Basios V., Chekanov N.A., Markovski B.L., Rostovtsev V.A., Vinitsky S.I. GITA: a REDUCEprogram for the normalization of polynomial Hamiltonians // Comp. Phys. Commun. � 1995. �90. � P.355-368.
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ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 191MSC 82D40ÏËÎÒÍÎÑÒÜ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÌÎÌÅÍÒÀÑÔÅ�È×ÅÑÊÈ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎ�Î ÌÀ�ÍÅÒÈÊÀÞ.Ï. Âèð÷åíêî, Ä.À. ×óðñèíÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Íàéäåí ïîëíûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïñåâäîòåíçîðîâ, íà îñíîâåêîòîðûõ ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ìîìåí-òà M(x), ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî è êîòîðûé ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå íåáîëåå ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîê, ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ïñåâäîòåíçîð, ïñåâäîñêàëÿð,ïñåâäîâåêòîð.1. Ââåäåíèå. Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé â íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêå ÿâëÿåòñÿ�îðìóëèðîâêà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïëîòíîñòåé èíòåíñèâíûõ òåðìîäèíàìè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ, âïîëíå õàðàêòåðèçóþùèõ ëîêàëüíî ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî ðàñ-ïðåäåëåííîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî îáùàÿ �îðìà òàêèõóðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïëîòíîñòè êàêîãî-ëèáî èíòåíñèâíîãî ïàðàìåòðà äèâåðãåíöèè ïëîòíîñòè ïîòîêà ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïðèìå-íèòåëüíî ê ïîñòðîåíèþ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé �åððîäèíàìèêè ýòà ïðîáëåìà ñîñòîèòâ �îðìóëèðîâêå òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M(x, t) â êàæ-äîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå ñ ðàäèóñ âåêòîðîì x äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, êî-òîðîå áû ó÷èòûâàëî äèññèïàòèâíûå ý��åêòû. Íàèáîëåå èçâåñòíûì óðàâíåíèåì ýâîëþ-öèîííûì �åððîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëè�øèöà, êîòîðîå ìû çàïèøåìâ âåêòîðíî-òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ìàãíåòèêà(ñì., íàïðèìåð, [1℄)
Ṁj(x, t) = γǫjklMk(x, t)

[
∆Ml(x, t) +Hl(x, t)

]
, j = 1, 2, 3. (1)Çäåñü M(x, t) = 〈M1(x, t),M2(x, t),M3(x, t)〉, H(x, t) = 〈H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)〉 � íà-ïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, γ = 
onst, ǫjkl � óíèâåðñàëüíûé àíòèññèì-ìåòðè÷íûé ïñåâäîòåíçîð òðåòüåãî ðàíãà è èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî òåíçîðíîé àëãåáðû îïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñàõ [2℄. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî ǫjklMlMk = 0, â îòñóòñòâèå âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ (âíåøíåãî èñòî÷íèêà) óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

Ṁj(x, t) = ∇kTjk(x, t) (2)� äèâåðãåíöèè ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà
Tjk(x, t) = γǫjmlMm(x, t)∇kMl(x, t) . (3)



192 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Çàìåòèì, ÷òî Tjk(x, t) ÿâëÿåòñÿ âñåâäîòåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïðèïðåîáðàçîâàíèè îòðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà R3, îí, â îòëè÷èå îò òåíçîðà äîëæåí èçìåíèòüçíàê. Ïîñëåäíåå ñâÿçíî ñ òåì, ÷òî M(x, t) â ëåâîé ÷àñòè (3) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåêòîðîì,òî åñòü òàêèì âåêòîðîì, êîòîðûé íå ìåíÿåò çíàêà ïðè îòðàæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð,[2℄), à äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇k � îáû÷íûì âåêòîðîì (èçìåíÿþùèì çíàê ïðèîòðàæåíèÿõ).Óðàâíåíèå (1) íå îïèñûâàåò ÿâëåíèé äèññèïàöèè ïðè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàã-íèòíîãî ìîìåíòà ñðåäû. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì íóæíî åãî èçìåíèòü òàê,÷òîáû óñòðàíèòü ýòîò äå�åêò è ïðè ýòîì, â òå÷åíèå ýâîëþöèè, ñîõðàíÿëàñü âåëè÷èíà
M2(x) = M2 = 
onst. Îäíèì èç ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-ùèé. Íóæíî ïîñòðîèòü îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Tjk(x, t), îòëè÷íîå îò (3), êîòîðîåÿâëÿåòñÿ ¾ëîêàëüíûì¿ �óíêöèîíàëîì îò M(x, t), òî åñòü çàâèñÿùèì òîëüêî îò çíà÷å-íèé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M(x, t) è çíà÷åíèé åãî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â òîéæå òî÷êå x, è êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñàìîìó îáùåìó òðåáîâàíèþ êîâàðèàíòíîñòè Tjk(x)ïðè äåéñòâèè ãðóïïû âðàùåíèé O3, à çàòåì, èñõîäÿ èç ýòîé îáùåé �îðìû, âûáðàòü òóâîçìîæíóþ, êîòîðàÿ ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ïîñòàâëåííûì òðåáîâàíèÿì.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñîãëàñíî ñ�îðìóëèðîâàííîìó âûøå ïîäõîäó ê ðåøåíèþ�èçè÷åñêîé çàäà÷è, íóæíî ïîñòðîèòü â ðàìêàõ òåíçîðíîé àëãåáðû íàèáîëåå îáùååàëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ Tjk (â äàëüíåéøåì, ââèäó íåñóùåñòâåííîñòè äëÿ ïî-ñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è, àðãóìåíòû x è t ìû âñþäó îïóñêàåì), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿïñåâäîòåíçîðîì è êîòîðîå ñîñòîèò òîëüêî èç ïñåâäîâåêòîðà Mj è âåêòîðà ∇k, òî åñòüýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì òåíçîðíîé àëãåáðû ñ îáðàçóþùèìè Mj è ∇k. Ïðèýòîì, òàê êàê ∇k ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, òî òåíçîðíàÿ àëãåáðà ÿâ-ëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì, ÷òî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ýëåìåíòîâýòîé àëãåáðû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óíèâåðñàëüíûå (íåèçìåííûå ïðè íåïðåðûâíûõïðåîáðàçîâàíèÿõ èç O3) òåíçîð δjk è ïñåâäîòåíçîð ǫjkl (ñèìâîë Ëåâè-×èâèòòà). Ëþáîéýëåìåíò ýòîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ, îáîçíà÷àåìûõ íàìè äàëåå êàê Sjk, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿïñåâäîòåíçîðîì. Ïðè ýòîì ïîä ìîíîìàìè ìû ïîíèìàåì àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êî-òîðûå íå ñîäåðæàò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òåíçîðîâ (è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî), à ñîñòàâëåíûòîëüêî ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è îïåðàöèè ñâåðòêè. Ìíîæåñòâîòàêèõ ìîíîìîâ, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé áåñêîíå÷íî. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ àëãåá-ðàè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòî÷íåíèè. Òàê êàê â ëþáîìýâîëþöèîííîì �åíîìåíîëîãè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû ïðèñóòñòâó-þò íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè �óíêöèÿìè îòåå çíà÷åíèé â òîé æå ñàìîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, òî, â äàëüíåéøåì, ëþáûå äâàìîíîìà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì ââèäå ñêàëÿðíîé �óíêöèè îòMj . Ýòî ñîãëàøåíèå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî ëèíåé-íî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ, íî âñå æå îñòàâëÿåò åãî áåñêîíå÷íûì. Äðóãèì ñîãëàøåíèåì,êîòîðîå ìû ïðèíèìàåì ïî �èçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå èñïîëüçî-âàíèÿ âåêòîðà ∇, ïðè ïîñòðîåíèè êàæäîãî ìîíîìà, íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè âèäà (2) íå áîëåå âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ �èçè÷åñêèì ïðåäïîëîæåíèåì î ìàëîñòè ¾ãðàäèåíòîâ¿ ó



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 193èçó÷àåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ñîîáðàæåíèÿ òàêîãî ðîäà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðèïîñòðîåíèè �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3℄) Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ïî-ñëå ïðèíÿòèÿ òàêîãî ñîãëàøåíèÿ, ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ÿâëÿåòñÿêîíå÷íûì. Öåëüþ íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà:
D0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ, íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòà ∇k è D1 � èç ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõýòîò ýëåìåíò.3. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ. Ñäåëàåì íåêîòî-ðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, óïðîùàþùèå îïèñàíèå ñïèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõìîíîìîâ.I. Òàê êàê êîíñòðóèðóåìàÿ òåíçîðíàÿ àëãåáðà íåêîììóòàòèâíà, òî âàæåí ïîðÿäîê, âêîòîðîì ðàññòàâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû Mj è ∇k. Îäíàêî, ââèäó ñïðàâåäëèâîñòè�îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ∇k,

∇kMj1 ...Mjs =

s∑

l=1

∏

m6=l

Mjm∇kMjlïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òàêèìè, óêîòîðûõ ïîñëå ýëåìåíòà àëãåáðû ∇k, åñëè îí èìååòñÿ â ìîíîìå, íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèíýëåìåíò Mj .II. Òàê êàê ñèìâîë δjk, ïîñëå òåíçîðíîé îïåðàöèè ñâåðòêè ïî îäíîìó èç èíäåêñîâ, èñ-÷åçàåò èç âûðàæåíèÿ ìîíîìà, òî âñå êîíñòðóèðóåìûå ìîíîìû � ïñåâäîòåíçîðû âòîðîãîðàíãà ðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà: K0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ Sjk, èìåþùèõ âèä Sjk = δjk ·S,ãäå S � ìîíîì íóëåâîãî ðàíãà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì, è K1 � èç ìîíîìîâ
Sjk, â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ñèìâîë δjk îòñóòñòâóåò.III. Äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëîâ ǫ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (ñì., íàïðèìåð,[4℄)

εijkεlmn = det



δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn


 ,êîòîðàÿ ñâîäèò èõ ê ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì èç ñèìâîëîâ δ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ñèìâîë

ǫ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íå áî-ëåå îäíîãî ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ èñêîìûõ ìîíîìîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâàêëàññà: L0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ñèìâîë ǫ è L1 �èç ìîíîìîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ñèìâîë ǫ.Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû ïåðå÷èñëåíèÿ âñåãî ñïèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíî-ìîâ Sjk èìååò ñìûñë ïîïóòíî ïåðå÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñêà-ëÿðû, ïñåâäîñêàëÿðû, âåêòîðû, ïñåâäîâåêòîðû è òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà â ðàìêàõ òåí-çîðíîé àëãåáðû ñ îáðàçóþùèìè Mj è ∇k ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ñîãëàøåíèé. Çàìåòèì, ÷òîïðè ýòîì, çà èñêëþ÷åíèåì òåíçîðîâ, ñèìâîë δ íå èãðàåò ðîëè â ïîñòðîåíèÿõ ïðè ó÷åòåïðèíÿòûõ ñîãëàøåíèé.Ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ. Åñëè íå èñïîëüçóåòñÿ ýëåìåíò ∇k, òî, ââèäó ïðèíÿ-òîãî ñîãëàøåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìîíîìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íà ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ



194 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39îò Mj , è òîæäåñòâà εijkMiMjMk = 0 òàêèå ìîíîìû îòñóòñòâóþò. Ïóñòü ýëåìåíò ∇kèñïîëüçóåòñÿ. Òîãäà îí äîëæåí áûòü ñâåðíóò ëèáî ñ Mj , ëèáî ïî îäíîìó èç èíäåêñîâñèìâîëà ǫ. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàæäîå èç âûðàæåíèé ∇lMl ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì èäëÿ òîãî, ÷òîáû åãî ïðåâðàòèòü â ñêàëÿð åãî íóæíî óìíîæèòü ëèáî íà ïñåâäîñêàëÿð(â ïåðâîì ñëó÷àå), íå ñîäåðæàùèé ýëåìåíòà ∇k, à òàêèõ ïñåâäîñêàëÿðîâ íå ñóùåñòâó-åò, ââèäó εijkMiMjMk = 0, ëèáî íà ïñåâäîâåêòîð (âî âòîðîì ñëó÷àå), íå ñîäåðæàùèé
∇k, êîòîðîãî òàêæå íå ñóùåñòâóåò, ââèäó εijkMjMk = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ òðåáóåìîãî òèïà ïóñòî.Ìíîæåñòâî ïñåâäîñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ. Åñëè íå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë εijk, òî èìåþò-ñÿ òîëüêî ïñåâäîñêàëÿðû (∇jMj), (MiMj∇jMi). Åñëè æå ñèìâîë εijk èñïîëüçóåòñÿ, òîòàêîé ìîíîì åäèíñòâåí (εijkMi∇jMk), òàê êàê âñå èíäåêñû ó ñèìâîëà ǫ äîëæíû áûòüñâåðíóòû, îäèí èç íèõ îáÿçàòåëüíî � ñ ñèìâîëîì ∇, äâà äðóãèõ � ñ ýëåìåíòàìè Mj , íî,â ñèëó òîæäåñòâà εijkMjMk = 0, ñòîÿùèìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ∇.Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ó ǫ íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ íåçàâè-ñèìûõ ìîíîìîâ, ââèäó àáñîëþòíîé àíòèñèììåòðèè ïñåâäîòåíçîðà ǫjkl. Ýòî ñâîéñòâîèñïîëüçóþòñÿ âñþäó íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãîâîðîê.Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Åñëè ñèìâîë ǫ íå èñïîëüçóåòñÿ, òî òàê êàê ýëåìåíò Mj , ÿâëÿ-þùèéñÿ ïñåâäîâåêòðîì, äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, òîèìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, òðè ìîíîìà, â êîòîðûõ èìååòñÿ äâà ìíîæè-òåëÿ Mj : (Mj∇jMi), (Mi∇jMj), (Mj∇iMj) è îäèí ìîíîì ñ 4 ÷åòûðìÿ ñîìíîæèòåëÿìè,
(MiMjMk∇jMk).Ïðè íàëè÷èè ýëåìåíòà ǫ â êîíñòðóêöèè ìîíîìà, ýëåìåíòMj ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íå÷åò-íîå ÷èñëî ðàç è, òàê êàê âñå èíäåêñû ó ýëåìåíòà ǫ äîëæíû áûòü ñâåðíóòû, òî ïîëó÷àåìñëåäóþùèå ìîíîìû (εijk∇jMk), (εijkMjMl∇kMl), (εijkMjMl∇lMk).Ìíîæåñòâî ïñåâäîâåêòîðîâ. Èìååòñÿ îäèí ìîíîì Mi. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåò íè-êàêèõ ñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò ∇, íà êîòîðûå ìîæíî áûëî óìíîæèòü
Mi, ÷òîáû ïîñòðîèòü íîâûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ìîíîì. Êðîìå òîãî, åñëè ñâîáîäíûéèíäåêñ i â ìîíîìå íåñåò íà ñåáå ýëåìåíò ∇, òî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ
Mj â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè áóäåò ÷åòíûì áåç íàëè÷èÿ ýëåìåíòà ǫ (ñì. âûøå), ëèáîîíî áóäåò íå÷åòíûì ïðè íàëè÷èè ǫ.Ìíîæåñòâî òåíçîðîâ. Èìååòñÿ òðè òåíçîðà δij, (MiMj), (εijkMk) òàê êàê ýòè ìîíî-ìû íåëüçÿ èçìåíèòü óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðíûé ìîíîì, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò ∇. Êðîìåòîãî, ìîãëè áû ñóùåñòâîââàòü ìîíîìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïñåâ-äîòåíçîðà íà ïñåâäîñêàëÿð, íî ïðè ýòîì, òàê êàê âî âñåâäîñêàëÿðàõ â ïðîèçâåäåíèèèñïîëüçóåòñÿ ýëåìåíò ∇k, òî ïñåâäîòåíçîð íå äîëæåí ñîäåðæàòü ýòîò ýëåìåíò, íî òàêèõïñåâäîòåíçîðîâ íå èìååòñÿ (ñì. íèæå). Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, íåò òåíçîðîâ Sij , ó êîòî-ðûõ ñâîáîäíûå èíäåêñû ïðèñâîåíû ýëåìåíòàì Mi è ∇j (ëèáî íàîáîðîò). Íàêîíåö, åñëèñâîáîäíûå èíäåêñû ïðèñâîåíû Mi è ýëåìåíòó ǫjkl, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íóæíî ñâåðíóòüîñòàâøèåñÿ èíäåêñû ó ýòîãî ýëåìåíòà ñ òåíçîðîì, íî äëÿ ýòîãî èìåþòñÿ òîëüêî óæåóêàçàííûå ìîíîìû δij, (MiMj), êîòîðûå ïðè ñâåðòêå ñ ǫjkl äàþò íóëü.Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è.Ìíîæåñòâî ïñåâäîòåíçîðîâ. Èìååòñÿ äâà òèïà èõ ïîñòðîåíèÿ: 1) ïñåâäîòåíçîðû, êî-òîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ¾òåíçîð¿·¾ïñåâäîñêàëÿð¿, 2) ïñåâäîòåíçîðû,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 195íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Â ïåðâîì ñëó÷àå, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ èìååì ñëåäóþùèå ìîíîìû:
δij(∇kMk), δij(MkMl∇kMl), δij(εklmMk∇lMm),

MiMj(∇kMk), MiMj(MkMl∇kMl), MiMj(εklmMk∇lMm) .

ǫijnMn(∇kMk) , ǫijnMn(MkMl∇kMl) . (4)Çäåñü â ïîñëåäíåé ñòðîêå òîëüêî äâà ìîíîìà âñëåäñòâèå ïðèíÿòîãî ñîãëàøåíèÿ ï. III.Âî âòîðîì ñëó÷àå, â ñèëó ïóíêòà II, ýëåìåíò δ óæå íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèèìîíîìîâ. Òàê êàê ìîíîìû, íå ñîäåðæàùèå ýëåìåíòà ∇k äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîéïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ εijkMk,MiMj íà ïñåâäîñêàëÿðû, òî âñå îíè ïåðå÷èñëåíû â ñïèñêå(4). Ïîýòîìó, äàëåå, ìû ñòðîèì âñå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìîíîìû êëàññà D1, òî åñòüñîäåðæàùèå ∇k.Ìîíîìû êëàññà L0 ∩ D1. Åñëè îäèí èç ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ïðèñâîåí ýëåìåíòó ∇k,òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêèå ìîíîìû èìåþò âèä:
∇jMi , ∇iMj , MiMl∇jMl , MjMl∇iMl , MiMjMkMl∇kMl , MiMl∇lMj , MjMl∇lMi .

(5)Ìîíîìû êëàññà L1 ∩D1. Ýòè ìîíîìû ïðîêëàññè�èöèðóåì ïî ÷èñëó òåõ ñâîáîäíûõèíäåêñîâ, êîòîðûå íåñåò íà ñåáå ýëåìåíò ǫ. Ïðè ýòîì, åñëè ýòîò ýëåìåíò íå íåñåò ñâî-áîäíûõ èíäåêñîâ, òî îí âõîäèò â ñîñòàâ êàêîãî-òî ïñåâäîñêàëÿðà, â ñîñòàâ êîòîðîãîîáÿçàòåëüíî âõîäèò ýëåìåíò ∇. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïñåâäîñêàëÿð äîëæåí óìíîæàòü-ñÿ íà îäèí èç òåíçîðîâ δij , ëèáî MiMj , è ïîýòîìó òàêîãî òèïà ìîíîìû ñîäåðæàòñÿ âñïèñêå (4).�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíò ǫ èìååò îäèí ñâîáîäíûé èíäåêñ. Òîãäà ǫ ìîæåòñâîðà÷èâàåòñÿ ñ ýëåìåíòîì ∇ è ñ îäíèì ýëåìåíòîì Ml. Ïîñëåäíèé ìîæåò íàõîäèòüñÿëèáî ñïðàâà îò ∇k, ëèáî ñëåâà îò íåãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âåêòîðíûé ìîíîì
ǫikl∇kMl, âî âòîðîì � MlMmǫikl∇kMm. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íà èõ îñíîâå ìîíîìû-ïñåâäîòåíçîðû, íóæíî óìíîæèòü èõ òåíçîðíî íà ïñåâäîâåêòîðMj , êîòîðûé, êàê óêàçàíîâûøå, åäèíñòâåí è êîòîðûé ìû áóäåì çàïèñûâàòü ñëåâà îò íåãî. Äðóãèå ìîíîìû òàêîãîòèïà ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ i è j. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèéñïèñîê ìîíîìîâ:

Mjǫikl∇kMl , Miǫjkl∇kMl , MjMlMmǫikl∇kMm , MiMlMmǫjkl∇kMm . (6)Äðóãîé òèï ìîíîìîâ òàêîãî æå òèïà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ýëåìåíò ǫikl ñâîðà÷èâàåòñÿñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè Mk è Ml, íî êîòîðûå ðàçäåëåíû ýëåìåíòîì ∇j . Â ýòîì ñëó÷àå,òàêîé ìîíîì íå îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â íóëü. Ýòè ìîíîìû, ââèäó ÷åòíîñòè ÷èñ-ëà ýëåìåíòîâ M â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè, ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîòåíçîðàìè. Â ðåçóëüòàòå,èìååì äîïîëíèòåëüíî ê ñïèñêó (5) äâà ìîíîìà (εiklMk∇jMl), (εjklMk∇iMl). Åñòü åùåîäíà âîçìîæíîñòü ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ñâåðòêè ýëåìåíòà ǫ ñ ïàðîé ýëåìåíòîâ Mk èMl íåîáðàùàëèñü â íóëü. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàçäåëèòü èõ ïñåâäîñêàëÿðíûì äè��åðåíöèàëü-íûì îïåðàòîðîì Mm∇m. Ñâîáîäíûé æå èíäåêñ j ïðè ýòîì ïðèñâàèâàåòñÿ ìíîæèòåëþ �



196 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ýëåìåíòóMj , êîòîðûé çàïèñûâàåì ñëåâà. Ïðè ýòîì äðóãèå òèïû ïñåâäîñêàëÿðîâ èñïîëü-çîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîìîâ òàêîãî òèïà íåëüçÿ âñëåäñòâèå ñîãëàøåíèÿ ïóíêòà I. Òà-êîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîòåíçîðîâ äàåò íàì åùå äâà ìîíîìà: (MjεiklMk(M,∇)Ml),
(MiεjklMk(M,∇)Ml). Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûé ñïèñîê ìîíîìîâ, ó êîòîðûõ îäèíèç ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ïðèñâîåí ýëåìåíòó ǫ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ìîíîìîâ:

εiklMk∇jMl , εjklMk∇iMl , MjεiklMkMm∇mMl , MiεjklMkMm∇mMl . (7)Íàêîíåö, ñïèñîê ïñåâäîòåíçîðîâ, ó êîòîðûõ îáà ñâîáîäíûõ èíäåêñà ïðèñâîåíû ýëå-ìåíòó ǫ, ó÷èòûâàÿ ñïèñîê (4), ñîñòîèò èç äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ìîíîìîâ:
εijkMm∇mMk , Mlεijk∇kMl . (8)Ñóììèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû íàøèõ ðàññóæäåíèé â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà. Èìååòñÿ 25 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ â òåíçîðíîé àëãåáðå ñ îáðà-çóþùèìè: ïñåâäîâåêòîð Mj è âåêòîðíûé îïåðàòîð ∇k, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ âèä,ñ�îðìóëèðîâàííûõ â ïï. I-III, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîòåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà. Ìíî-æåñòâî ýòèõ ìîíîìîâ ïðåäñòàâëåíî ñïèñêàìè (4)-(8).Çàìå÷àíèå. Ïñåâäîòåíçîð εjklMk∇iMl, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîêó ïëîòíîñòè ìàãíèò-íîãî ìîìåíòà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå (3), íàõîäèòñÿ â ñïèñêå (7).Ëèòåðàòóðà1. Àõèåçåð À.È., Áàðüÿõòàð Â.�., Ïåëåòìèíñêèé Ñ.Â. Ñïèíîâûå âîëíû / Ì.: Íàóêà, 1967. �368 
.2. �àøåâñêèé Ï.Ê. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç / Ì.: Íàóêà, 1967. � 664 
.3. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. �èäðîäèíàìèêà / Ì.: Íàóêà, 1986.4. Ìàê-Êîííåë À.Äæ. Ââåäåíèå â òåíçîðíûé àíàëèç ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåòðèè, ìåõà-íèêå è �èçèêå / Ì.: �îñ. èçä. ÔÌË, 1963. � 412 
.FLUX DENSITY OF MAGNETIC MOMENTOF SPHERICALLY SYMMETRIC MAGNETICYu.P. Vir
henko, D.A. ChursinBelgorod State University,Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: vir
h�bsu.edu.ruAbstra
t. It is found the total 
olle
tion of algebrai
 independent monomials on the basis ofwhi
h the general expression of magneti
 moment M(x) may be 
onstru
ted when it is spheri
allysymmetri
 
ontains spatial derivatives mo more than �rst order.Key words: �ux, magneti
 moment density, pseudotensor, pseudos
alar, pseudove
tor.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 197ÔÈÇÈÊÀMSC 35Q30ÎÁ ÀÍÀËÎ�ÈÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�ÀÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ-ÑÒÎÊÑÀ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈßÑÆÈÌÀÅÌÎ�Î �ÀÇÀÂ.Ï. Áóøëàíîâ, È.Â. Áóøëàíîâ�îñóäàðñòâåííûé ìîðñêîé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ô. Óøàêîâà,Íîâîðîññèéñê, �îññèÿ, e-mail: bvp�ngs.ruÀííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê �îðìå óðàâ-íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, â êîòîðûõ òåíçîð íàïðÿæåíèÿ îáóñëîâëåí ãðàäèåíòîì ïëîòíîñòè ãàçà.Ïðåäëîæåíà òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, êîãäà îí áóäåò àíàëîãè÷åí ëèíåéíîìóòåíçîðó âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïîòåíöèàëüíîîå òå÷åíèå, óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, òåíçîð íàïðÿæåíèé.�àññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà [1℄
− ~

2m
∆Ψ+ UΨ = i~

∂Ψ

∂t
, (1)ãäå ~ = h/2π, h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m � ìàññà ýëåêòðîíà, Ψ - âîëíîâàÿ �óíêöèÿ.Ïîäñòàâëÿÿ â (1) âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå

Ψ = aeiS/~ , (2)ïðîèçâîäÿ äè��åðåíöèðîâàíèå è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îòäåëüíî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷à-ñòè â [1℄ ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå äâà óðàâíåíèÿ:
∂a

∂t
+

a

2m
∆S +

1

m
(∇S,∇a) = 0 , (3)

∂S

∂t
+

(∇S)2
2m

+ U − ~2

2m
∆a = 0 . (4)Îáîçíà÷èì âåêòîðíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòè ñêîðîñòè,

v =
1

m
∇S . (5)Òîãäà óðàâíåíèÿ (3) è (4) ìîæíî íàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂a2

∂t
+ div

(
a2v
)
= 0 ,

∂S

∂t
+
mv

2

2
=

~2

2m
· div∇a

a
− U . (6)Âîçüìåì îïåðàöèþ ãðàäèåíòà îò ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ:

∂v

∂t
+ (v,∇)v =

1

2

( ~

m

)2
∇
(div∇a

a

)
− ∇U

m
. (7)
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a2∇

(div∇a
a

)
= ∇(adiv∇ a)− ∇a2

a
div∇ a = ∇(adiv∇ a)− 2∇adiv∇ a . (8)Èìååì äëÿ âåêòîðíîé �óíêöèè A

∇q(ApAq) = ApdivA+ (A,∇)Ap , (9)Âîçüìåì â êà÷åñòâå A = ∇a2. Òîãäà èç (8) è (9):
a2∇p

(div∇a
a

)
= ∇p

[
adiv∇a+ (∇a)2

]
− 2∇q(apaq) =

1

2
∇p

(
div∇a2

)
− 2∇q(apaq) , (10)ãäå ap = ∇p a. Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (7) ïîëó÷èì

a2
[∂v
∂t

+ (v,∇)v
]

p
=

1

m
∇q(σpq)− a2

∇pU

m
, (11)ãäå

σpq =
ma2

2

( ~

m

)2{
δpq

[
div
(∇a2
a2

)
+
(∇a2
a2

)2]
− ∇pa

2

a2
· ∇qa

2

a2

}
, (12)

δpq � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
div
(∇a2
a2

)
=

div∇a2
a2

−
(∇a2
a2

)2
. (13)Îáîçíà÷èì Ý = ln a2 , (14)òîãäà

∇a2
a2

= ∇Ý . (15)Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (12) ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷èì
σpq =

ma2

2

( ~

m

)2 {
δpq
[
div∇Ý+ (∇Ý)2]−∇pÝ · ∇qÝ} . (16)Óðàâíåíèÿì (6), (11) (16) ìîæíî ïðèäàòü âèä óðàâíåíèé ïîòåíöèàëüíîãî äâèæåíèÿ ñæèìàå-ìîãî ãàçà, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèå (5), è îáîçíà÷àÿ âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè ïëîòíîñòè ρ = ma2:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 , ρ

[∂v
∂t

+ (v,∇)v
]
p
= ∇qσpq − ρ

∇pU

m
, (17)ãäå òåíçîð íàïðÿæåíèé èìååò âèä

σpq =
ρ

2

( ~

m

)2{
δpq

[
div
(∇ρ
ρ

)
+
(∇ρ
ρ

)2]
− ∇p ρ

ρ
· ∇q ρ

ρ

}
. (18)Èç (18) âèäíî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ðàâíû íóëþ, åñëè ãðàäèåíò ïëîòíîñòè¾ãàçà ýëåêòðîíà¿ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ âíåøíåé ñèëîé-ãðàäèåíòîì ïîòåíöè-àëà, èñòî÷íèêîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ¾ãàçà ýëåêòðîíà¿ ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíò ïëîòíîñòè ¾ãàçàýëåêòðîíà¿.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 199Ïóñòü V � íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé îáúåì ýëåêòðîííîãî ãàçà, à Σ � çàìêíóòàÿ ïîâåðõ-íîñòü îãðàíè÷èâàþùàÿ V , n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Σ. Íà ïîâåðõíîñòüóêàçàííîãî îáúåìà, ñîãëàñíî (18), äåéñòâóåò ñèëà:
FΣ = ep

∫

Σ

σpqnqdΣ =
1

2

( ~

m

)2 ∫

Σ

{
ndiv∇ρ−∇ρ · n∇ρ

ρ

}
dΣ . (19)Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ:

(n×∇)×A = n× rotA− ndivA+ (n,∇)A , (20)ãäå n è A � íåêîòîðûå âåêòîðà. Ïîëîæèì â (20) A = ∇ρ, òîãäà ïîëó÷èì
ndiv∇ρ = −(n×∇)×∇ρ+ (n,∇)∇ρ , (21)Ïîäñòàâèì (21) â (19) è ó÷òåì, ÷òî èíòåãðàë îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (21) ïî çà-ìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Σ ðàâåí íóëþ, òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîéñèëû

FΣ =
1

2

( ~

m

)2 ∫

Σ

[
∂∇ρ
∂n

− ∂ρ

∂n

∇ρ
ρ

]
dΣ =

1

2

( ~

m

)2 ∫

Σ

ρ
∂

∂n

(∇ρ
ρ

)
dΣ =

~2

2m2

∫

Σ

ρ
∂Ý
∂n

dΣ , (22)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ∂/∂n = (n,∇) äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ.Çàìå÷àíèå. Èç (22) âèäíî, ÷òî îáìåí êîëè÷åñòâîì äâèæåíèÿ âûäåëåííîãî îáúåìà V ýëåê-òðîííîãî ãàçà èäåò èç-çà èçìåíåíèÿ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ ãðàäèåíòà �óíêöèè Ý.Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè ïîòîêà ìàññû
ρW = D∇ρ , (23)ãäå D � âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòè êîý��èöèåíòà äè��óçèè. Íàçîâåì âåëè÷èíó D∇ρ äè��óçè-îííûì ïîòîêîì, à W � ñêîðîñòüþ äè��óçèè. Òàê êàê Ý = ln ρ, òî èç (22-23) ïîëó÷èì

FΣ =
~2

2m2D

∫

Σ

ρ
∂W

∂n
dΣ . (24)Ñèëà (24) àíàëîãè÷íà ñèëå âÿçêîñòè â çàêîíå Íüþòîíà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòî-ðàÿ èìååò âèä (ó÷èòûâàÿ ïîòåíöèàëüíîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé (5))

FÍüþòîí =

∫

Σ

νρ
∂v

∂n
dΣ , (25)ãäå ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ñðàâíèâàÿ (24) è (25) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòüâåëè÷èíó ν = ~2/2m2D, êàê êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè à (25) êàê âÿçêóþ ñèëóÍüþòîíà äëÿ äè��óçèîííîãî ïîòîêà ñî ñêîðîñòüþ äè��óçèè W . Åñëè ν è D îäíîãî ïîðÿäêàòî D ∼ ν ∼

√
2νD = ~/m = 6.62517 · 10−27ýðã · ñåê/2 · 3.14 · 9.1083 · 10−28ã = 1.158ñì2/ñåê.Âûâîäû. Îñíîâûâàÿñü íà óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà è ñëåäóþùèõ èç íåãî â [1℄, óðàâíåíèéäëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè, óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ê �îðìå óðàâíåíèéÍàâüå-Ñòîêñà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ñæèìàåìîãî ãàçà (17)-(18). Îòìå÷åíà àíàëîãèÿ òåí-çîðà íàïðÿæåíèé ñ òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íüþòîíà, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü âåëè÷èíóãðàäèåíòà ïëîòíîñòè êàê âåêòîð ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè äè��óçèîííîãî ïîòîêà.
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.ON ANALOGY OF SCHR�ODINGER's EQUATION AND NAVIER-STOCKS'sEQUATION OF COMPRESSIBLE GAS POTENTIAL FLUXV.P. Bushlanov, I.V. BushlanovSea State University of F.F. Ushakov,Lenina Av., 93, Novorossiysk, 353925, Russia, e-mail: bvp�ngs.ruAbstra
t. It is shown that S
hr�odinger's equation may be redu
ed to the form of Navier-Sto
ks'sequations where the stress tensor is 
onne
ted with the gradient of gas density. It is proposed theinterpretation of the stress tensor su
h that it is analogous to linear the vis
ous stress tensor.Key words: S
hr�odinger's equation, potential �ux, Navier-Sto
ks's equation, stress tensor.
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omÀííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñîîáùàåòñÿ î íàáëþäåíèè �îðìèðîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî êðèñòàëëàâ íåìàòè÷åñêîì æèäêîì êðèñòàëëå 5ÑÂ â îêðåñòíîñòè êðåìíèåâîãî p-n ïåðåõîäà, íåîáõîäèìûìóñëîâèåì �îðìèðîâàíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîòåêàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ýêñïåðèìåíòàëü-íî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ìîëåêóëÿðíûé êðèñòàëë îáëàäàåò ýëåêòðè÷åñêè óïðàâëÿåìûìäâóëó÷åïðåëîìëåíèåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåìàòèê, ìîëåêóëÿðíûé êðèñòàëë, ýëåêòðè÷åñêè óïðàâëÿåìîå äâóëó-÷åïðåëîìëåíèå, p-n ïåðåõîä.Ñòðóêòóðà ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îáðàçîâûâàëèñü ìîëåêóëÿðíûå êðèñòàëëû (äàëåå ÌÊ) ñõå-ìàòè÷íî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. ß÷åéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåíäâè÷, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèòêðåìíèåâàÿ ïëàñòèíà n�òèïà ïðîâîäèìîñòè (4,5 Îì·ñì) ñ èçîëèðîâàííûìè êàðìàíàìè p+ òè-ïà ïðîâîäèìîñòè (0.1 Îì·ñì). Òîëùèíà ñëîÿ æèäêîãî êðèñòàëëà (LC) ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìèêðåìíèåâîé ïîäëîæêè è ñòåêëÿííûì ïîêðûòèåì (G) áåç ïðîâîäÿùåé ïëåíêè, �èêñèðîâàëñÿ�òîðîïëàñòîâûìè ïëåíêàìè òîëùèíîé 5 ìêì.

�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íåìàòè÷åñêîé ÿ÷åéêè. Si-n � êðåìíèåâàÿ ïîäëîæêàn�òèïà ïðîâîäèìîñòè. P+ � êàðìàí ð�òèïà ïðîâîäèìîñòè. Ñ � ýëåêòðè÷åñêèé êîíòàêò ê ð+ �êàðìàíó. G � ïîêðîâíîå ñòåêëî. LC � íåìàòè÷åñêèé æèäêèé êðèñòàëë 5ÑÂ.Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ íåìàòè÷åñêèé æèäêèé êðèñòàëë (ÍÆÊ) 5ÑÂ, êîòîðûé çàïðàâ-ëÿëñÿ â ÿ÷åéêó êàïèëëÿðíûì îáðàçîì â èçîòðîïíîé �àçå. Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ãîìåîòðîïíîéîðèåíòàöèè ìîëåêóë ÍÆÊ, ïîâåðõíîñòè êðåìíèÿ è ñòåêëÿííîé ïîäëîæêè G îáðàáàòûâàëèñüðàñòâîðîì ëåöèòèíà â òîëóîëå.Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ èçîëèðîâàííûõ äðóã îò äðóãà, è ðàçíûõ ïî ðàçìåðó ÌÊ, íà ïåð-âîì ýòàïå, íà÷èíàåòñÿ ñ âîçäåéñòâèÿ (äëèòåëüíîñòü ÷àñ è áîëåå) ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íà ñëîéÍÆÊ, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè ïðèêëàäûâàíèè ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ (∼ 10 Â) ê p-n ïåðåõîäó.



202 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ÷åðåç êîíòàêòèðóþùèé ñ p-n ïåðåõîäîì ñëîé ÍÆÊ, ïðîòåêàåò â ïåðèî-äû, ñîîòâåòñòâóþùèå çàêðûòîìó ñîñòîÿíèþ p-n ïåðåõîäà, ïðè ýòîì çîíà �îðìèðîâàíèÿ ÌÊ âíåìàòèêå ëîêàëèçîâàíà âáëèçè êîíòàêòà ïîñëåäíåãî ñ àòìîñ�åðîé (â îêðåñòíîñòè êðàÿ ñòåê-ëÿííîé ïîäëîæêè G). Îáíàðóæåíèå ÌÊ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ÷åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîêâðåìåíè ïîñëå äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà (âòîðîé ýòàï �îðìèðîâàíèÿ ÌÊ), êîòîðûé íàñ÷è-òûâàåò îò íåñêîëüêèõ ñóòîê äî ïàðû íåäåëü. Âòîðîé ýòàï îáóñëîâëåí ðîñòîì ÌÊ äî ðàçìåðîâ,êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò èõ îïòè÷åñêóþ ðåãèñòðàöèþ.

�èñ. 2. Ïîëÿðèçàöèîííîå èçîáðàæåíèå (ïîëÿðîèäû ñêðåùåíû) ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ.ÎÎ � îïòè÷åñêàÿ îñü ìîëåêóëÿðíîãî êðèñòàëëà. �åïåðíûå îòðåçêè: (à) � 65 ìêì, (b) � 105 ìêì.H � ãîìåîòðîïíàÿ îðèåíòàöèÿ íåìàòèêà.Â ïîëÿðèçîâàííîì ñâåòå ÌÊ ìîæíî îòëè÷èòü îò äðóãèõ âêðàïëåíèé âÆÊ (íà �îíå òåìíî-ãî ïîëÿ (Í), ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîìåîòðîïíîé îðèåíòàöèè ÍÆÊ) ïî èõ ïðàâèëüíîé, ñëåãêà âû-òÿíóòîé øåñòèãðàííîé �îðìå, ðèñ. 2. Äëÿ ÌÊ íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ öâåòîâîå ïîëå ÌÊ îäíîðîä-íî, òîãäà êàê äëÿ ÌÊ áîëüøèõ ðàçìåðîâ âî âíóòðåííåé îáëàñòè ÌÊ ïîÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûéðîìá, êîòîðûé èìååò äðóãîé èíòåð�åðåíöèîííûé öâåò, ðèñ. 2. Âàæíî îòìåòèòü ñàìîïðîèçâîëü-íûé ðîñò ÌÊ (áåç äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà), ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïðîïîðöèîíàëüíîåìàñøòàáèðîâàíèå ðèñóíêà ÌÊ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2, îòìå÷åí îäèí è òîò-æå ÌÊ (íàðèñ. 2b âåðõíèé) ñ ðàçíèöåé ïî âðåìåíè â 2 ìåñÿöà. Èç ïðèâåäåííûõ èëëþñòðàöèé âèäíî, ÷òîðàçìåð óïîìÿíóòîãî ÌÊ çà óêàçàííûé ïåðèîä âðåìåíè óâåëè÷èëñÿ ïî÷òè â äâà ðàçà.Ïîòîêàìè ÆÊ ìàòåðèàëà, êîòîðûå âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ìåõàíè÷åñêîé äå�îðìàöèèÿ÷åéêè, ÌÊ ìîãóò áûòü ïåðåìåùåíû â ñëîå íåìàòèêà â òðåáóåìîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷åì ðàçðó-øåíèå ÌÊ íå íàáëþäàåòñÿ. Èç ýòîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî �àêòà âûòåêàåò, ÷òî ÌÊ íå ñâÿçàíûñ ïîâåðõíîñòÿìè ÿ÷åéêè è ÿâëÿþòñÿ îáúåìíûìè ïî ïðîèñõîæäåíèþ ñòðóêòóðàìè.Ñîîòâåòñòâóþùåé äå�îðìàöèåé ÿ÷åéêè ìîæíî äîáèòüñÿ èçìåíåíèÿ äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿÍÆÊ ìàòåðèàëà, è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèÿ åãî èíòåð�åðåíöèîííîé îêðàñêè, îäíàêî, ïðèýòîì, èíòåð�åðåíöèîííûå öâåòà ïðèñóùèå îáëàñòè ÌÊ íå èçìåíÿþòñÿ. Ýòîò ýêñïåðèìåíòàëü-íûé �àêò ìîæåò ñëóæèòü êîñâåííûì äîêàçàòåëüñòâîì íàëè÷èÿ äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ ó ÌÊ,è èñêëþ÷àåò âàðèàíò, ïðè êîòîðîì ÌÊ áûë áû èçîòðîïíûì, íî åãî ïîâåðõíîñòü îáëàäàëà áûñâîéñòâîì îðèåíòèðîâàòü ìîëåêóëû íåìàòèêà. Ïîâîðîòîì ÿ÷åéêè â ïîëÿðèçîâàííîì ñâåòå, ïðè



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 203êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå (÷åðåç êàæäûå 90 ãðàä.) çàòåìíåíèå ÌÊ, áûëî óñòàíîâ-ëåíî íàïðàâëåíèå îïòè÷åñêîé îñè ÎÎ ó ÌÊ, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ ïàðàëëåëüíî óäëèíåííîéîñè øåñòèãðàííèêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2à.

�èñ. 3. ÌÊ â îáëàñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (íàä ð+ îáëàñòüþ).Íàïðÿæåíèå, Â: a�1, b� 2, 
�3, d�4. ×àñòîòà � 40 ê�ö.Ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ÌÊ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ÌÊ ñ ïîìîùüþ ïî-òîêà áûë ïåðåìåùåí â ñëîå æèäêîãî êðèñòàëëà â îáëàñòü íàä ð+ êàðìàíîì, ãäå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå, ïðè ïîäêëþ÷åíèè ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ê p-n ïåðåõîäó, ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíî-ñòè êðåìíèÿ. Â òàêîé ãåîìåòðèè ÿ÷åéêè è èñõîäíîé îðèåíòàöèè íåìàòèêà, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëåíå òîëüêî íå èçìåíÿåò îðèåíòàöèþ íåìàòèêà, íî áëàãîäàðÿ äèýëåêòðè÷åñêîìó âçàèìîäåéñòâèþãîìåîòðîïíàÿ îðèåíòàöèÿ ñòàíîâèòüñÿ áîëåå óñòîé÷èâîé. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ìèêðî�îòîãðà-�èè �ðàãìåíòà ÿ÷åéêè ñ äâóìÿ ÌÊ íàä ð+ êàðìàíîì, ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèþ ïåðåìåííîãîíàïðÿæåíèÿ íà ÿ÷åéêó. Èç ïðèâåäåííûõ �îòîãðà�èé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÌÊ äåìîí-ñòðèðóåò ðåàêöèþ íà äåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðè ýòîì, îáíàðóæèâàåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ÷óâñòâèòåëüíîñòü ÌÊ ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ, ÷åì ó èñõîäíîãî íåìàòèêà. Íà ýòî óêàçûâà-åò ñëåäóþùèé �àêò. �èñ. 3à ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ê p-n ïåðåõîäó ïðèëîæåíî íàïðÿ-æåíèå 1Â. Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû p-n ïåðåõîäà ìîëåêóëû íåìàòèêà ìîãóò áåñïðåïÿòñòâåííî



204 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ïåðåîðèåíòèðîâàòüñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (â ñîãëàñèè ñäèýëåêòðè÷åñêèì ìåõàíèçìîì), îäíàêî ïåðåîðèåíòàöèè íåìàòèêà íå íàáëþäàåòñÿ, ðèñ. 3à. Îä-íàêî, íåêîòîðûå ó÷àñòêè ÌÊ (îòìå÷åíû ñòðåëêàìè íà ðèñ. 2b (áåç ïîëÿ) è ðèñ. 3a) ïðè ýòîìíàïðÿæåíèè ðåàãèðóþò íà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè ïîëÿðèçàöèîí-íîãî öâåòà ýòèõ ó÷àñòêîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåîðèåíòàöèÿ íåìàòèêà âäîëü ëèíèè p-n ïåðåõîäà(íàïðèìåð îòìå÷åíà ñòðåëêàìè íà ðèñ. 3b) ïîÿâëÿåòñÿ ïðè áîëåå âûñîêîì íàïðÿæåíèè, ðèñ. 3b-d. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ÌÊ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåìýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâóëó÷åïðåëîìëåíèå ÌÊ óìåíüøàåòñÿ, ðèñ. 3 b-d. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òîâ ÌÊ, â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, ïðîÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà èñõîäíîãî íåìàòèêà, ìîëåêóëû êîòîðîãîîáëàäàþò ïîëîæèòåëüíîé àíèçîòðîïèåé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è îáÿçàíû îðèåíòè-ðîâàòüñÿ äëèííûìè îñÿìè âäîëü âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â äàííîì ñëó÷àå, íîðìàëüíîê ïëîñêîñòè ðèñ. 3. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð,êëàññè÷åñêîãî òèïà ÆÊ ÿ÷åéêàõ [1℄, îáðàçîâàíèå ïîäîáíûõ ÌÊ íå ïðîèñõîäèò, ìîæíî ïîëà-ãàòü, ÷òî ¾ñòðîèòåëüíûìè áëîêàìè¿ îïèñûâàåìûõ ÌÊ ÿâëÿþòñÿ íå èíäèâèäóàëüíûå ìîëåêóëûíåìàòèêà, à àññîöèàòû ìîëåêóë, ãðóïïèðóþùèåñÿ âîêðóã èîíîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ÍÆÊïðè ïðîòåêàíèè èîííîãî òîêà â óñëîâèÿõ êîíòàêòà ÍÆÊ ñ àòìîñ�åðîé.Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â íåìàòè÷åñêîì æèäêîì êðè-ñòàëëå 5ÑÂ è êîíòàêòà æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ àòìîñ�åðîé èìååò ìåñòî �îð-ìèðîâàíèå ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ýëåêòðè÷åñêè óïðàâëÿåìûì äâóëó-÷åïðåëîìëåíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðîñò ìîëåêóëÿðíîãî êðèñòàëëà â íåìàòèêå îáóñëîâëåíñàìîñáîðêîé àññîöèàòîâ ìîëåêóë íåìàòèêà, öåíòðàìè ëîêàëèçàöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èîíû.Ëèòåðàòóðà1. Áëèíîâ Ë.Ì. Ýëåêòðî- è ìàãíèòîîïòèêà æèäêèõ êðèñòàëëîâ / Ì.: Íàóêà, 1978. � 384 
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omAbstra
t. In order to the generation of single photon and the produ
tion of dressed statesbetween photons and ele
trons in nanophotoni
 stru
tures, a
hieving strong 
oupling regime isne
essary. One of the best ways a
hieving to strong 
oupling, is quantum dots embedded in nano
avityof photoni
 
rystals. In this paper, Hamiltonian of the intera
tion of nanoparti
le - photon, basedon semi
lassi
al approa
h is obtained. Then total Hamiltonian of this system, by Rotating WaveApproximation (RWA) is 
al
ulated. By solving this Hamiltonian for S
hr�odinger equation, eigenvalues of this system, level shift fa
tor and the strong 
oupling regime 
ondition for InAs/GaAsquantum dots embedded in the nano
avity was 
al
ulated. For three 
avities by de
ay rates of200µeV, 600µeV and 1000µeV, the graph (∆E − γc − g) presents that when de
reasing de
ay rateof nano
avity, both 
oupling 
onstant and levels shift are in
reased. This means that, only for highquality fa
tor 
avities, Strong 
oupling will o

ur. Indeed slope of 
oupling 
onstant graph morethan slope of de
ay rate of 
avity. This means that 
oupling 
onstant plays more important role fora
hieving to strong 
oupling regime.Key words: InAs/GaAs quantum dot, strong 
oupling regime, nano
avity, dressed state, 
avityde
ay rate.1. Introdu
tion. A self-assembled single quantum dot (QD) is a nano
rystal made of semi
on-du
tor materials that are small enough to exhibit quantum me
hani
al properties. The ele
troni
properties of these materials are intermediate between those of bulk semi
ondu
tors and of dis
retemole
ules. Due to their relatively higher e�
ien
y 
ompared to bulk, they have also found appli
ationsas optoele
troni
 devi
es [1-5℄, biote
hnology, solar 
ell [5-12℄, single photon emitters [13℄ or qubitsfor quantum 
omputers [14℄, quantum interferen
e, Rabi os
illations, Quantum 
oheren
e, photonanti-bun
hing, et
. [15-23℄. In zero-dimension stru
tures, the free 
arriers are 
on�ned to a smallregion by a so 
alled 
on�nement potential providing the quantization of ele
troni
 energy statesbased on the size of the dots. Atom-like dis
rete energy-levels are o

urred when 
on�ning the
arriers in a nanoregion. The formation of self-assembled InAs QDs on GaAs substrates has attra
tedmu
h interest, due to their promising appli
ations in nanos
ale devi
es. Various shapes of QDs 
anbe grown by Stranski-Krastanow method [24-26℄. The size and shape of su
h QDs depend on thegrowth 
onditions and the used te
hniques [27-29℄. The opti
al properties of an ensemble of quantumdots are a�e
ted by the size distribution and the geometry of the dots [30℄. The Stranski-Krastanowmethod is essentially a self-organized hetero-epitaxial growth during mole
ular beam epitaxy (MBE)[10℄. In this te
hnique, after a number of latti
e-mismat
hed atomi
 layers deposited on a substrate,a

umulated strain energy for
es transition from layer to island growth. This happens when a so
alled wetting layer rea
hes to a 
riti
al 3 thi
kness of 3-4 nm [31-33℄. Semi
ondu
tor nano
avitysystems with a QD have been investigated be
ause of their unique physi
s based on 
avity quantumele
trodynami
s and their potentials in future appli
ations su
h as quantum information pro
essing.In semi
ondu
tor mi
ro
avity systems [34℄, va
uum Rabi splitting in the strong 
oupling regime[35-38℄ and highly e�
ient lasing in the weak-
oupling regime [39-47℄ have been observed. Here,
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hr�odinger equation, eigenvalues of InAs/GaAs quantum dotsembedded in the nano
avity, level shift fa
tor and the strong 
oupling regime 
ondition for thisnanosystem for three 
avities by de
ay rates of 200µeV, 600µeV and 1000µeV was studied.2. Results and Dis
ussion. To simplify the problem, we start the study with the two-levelatom system. In quantum me
hani
s, a two-level system is a system whi
h 
an exist in any quantumsuperposition of two independent (physi
ally distinguishable) quantum states. Figure 1 shows thes
hema of two-level atom system.

Fig. 1. S
hema of two-level atom system.The Hamiltonian of two-level atom system des
ribed by equation (1).
Ha = Eg|g〉〈g| + Ee|e〉〈e| (1)By using |g〉 =

(
0
1

) and |e〉 =
(
1
0

) and Pauli's matrix σz = (1 0
0 −1

), equal to equation (2).
Ha =

1

2
ω0σz . (2)By semi
lassi
al approa
h whi
h in this approa
h the atoms are 
lassi
al and the photons arequantum are studied, and by using "rotating wave approximation" (RWA) for this atom equal toequation (3).

Hint = q~r · ~E . (3)where q is ele
tri
 
harge (−e), ~r is position of ele
tron in the nu
leus and ~E is ele
tri
 �eld. ~r 
anbe 
onsidered as an operator and:
q~r = Pee|e〉〈e| + Pgg|g〉〈g| + Peg|e〉〈g| + Pge|g〉〈e| , (4)

Pab = e〈a|~r |b〉 =
∫
e~rΨaΨ

∗
bd

3r . (5)This equation for a = b equal to zero and for a 6= b we have = Pab = P ∗
ba with assumption Λ+ and

Λ−

Λ+ = |e〉〈g| =
(
0 1
0 0

)
, (6)
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Λ− = |g〉〈e| =

(
0 0
1 0

)
. (7)And dipole operator des
ribes by equation(8)

e~r = PΛ+ + P ∗Λ− . (8)Intera
tion Hamiltonian be
omes as follows:
Hint = ~(gΛ+ + g∗Λ−)(a− a†) (9)where in these equations g is 
oupling 
onstant and is annihilation(
reation) operator. By applyingoperator to ground state atom goes to ex
ited state and by to ex
ited state atom goes to groundstate. By using RWA intera
tion Hamiltonian be
omes as follows:
Hint = ~(gΛ+a+ g∗Λ−a†) . (10)Finally, total Hamiltonian equal to equation (11),

Htotal = ~(gΛ+ + g∗Λ−)(a− a†) + ~ωaa+ +
1

2
~ω0σz . (11)By using this Hamiltonian in the time-independent S
hr�odinger equation Energy Eigenvalues of thissystem:

E1 =
Ec + Ea

2
− i

γc + γa
4

+

√
g2 −

(γc − γa − 2i∆

4

)2
, (12)

E2 =
Ec + Ea

2
− i

γc + γa
4

−
√
g2 −

(γc − γa − 2i∆

4

)2
(13)where in these equations Ea(Ec) is the atom(
avity) energy and γa (γc) is the atom(
avity) de
ayrate.At resonan
e state whi
h E0 = Ea = Ec

E1 = E0 − i
γc + γa

4
+

√
g2 −

(γc − γa
4

)2
, (14)

E2 = E0 + i
γc + γa

4
−
√
g2 −

(γc − γa
4

)2
. (15)Here ∆E = E1 − E2 whi
h represents the di�eren
e between two peaks 
alled Splitting Index:

∆E = 2

√
g2 −

(γc − γa
4

)2
. (16)The equation (16) expresses 
oupling regime of system. If g > |(γc − γa)/4| there is strong 
ouplingfor atom-
avity system. If g > |(γc − γa)/4| there is weak 
oupling for atom-
avity system.
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Fig. 2. Graph of 
oupling 
onstant-energy splitting for three 
avities by de
ay rates of 200µeV,600µeV and 1000µeV of InAs/GaAs quantum dots embedded in the nano
avity.

Fig. 3. Graph of 
oupling 
onstant-
avity relaxation-energy splitting for InAs/GaAs quantum dotsembedded in the nano
avity.Figures 2 and 3 show results of 
al
ulation for InAs/GaAs quantum dots embedded in thenano
avity for three 
avities by de
ay rates of 200µeV, 600µeV and 1000µeV. These �gures presentthat when de
reasing de
ay rate of 
avity, both 
oupling 
onstant and levels shift are in
reased.This means that, only for high quality fa
tor 
avities, Strong 
oupling will o

ur. Indeed slope of
oupling 
onstant graph more than slope of de
ay rate of 
avity. This means that 
oupling 
onstantplays more important role for a
hieving to strong 
oupling regime.
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lusion. In this paper by solving the S
hr�odinger equation, eigenvalues of InAs/GaAsquantum dots embedded in the nano
avity, level shift fa
tor and the strong 
oupling regime 
onditionfor this nanosystem for three de
ay rates 
avities was studied. Results show that when de
reasingde
ay rate of 
avity, both 
oupling 
onstant and levels shift are in
reased. This means that, onlyfor high quality fa
tor 
avities, Strong 
oupling will o

ur. Indeed, slope of 
oupling 
onstant graphmore than slope of de
ay rate of 
avity. This means that 
oupling 
onstant plays more importantrole for a
hieving to strong 
oupling regime.A
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212 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 391. �.Â. Ñìèðíîâ, Ä.�. Ñìèðíîâ [1℄. Ìåòîä çàêëþ÷åí â ïðîòÿãèâàíèè ïðîâîäà ÷åðåç êîðî-íèðóþùèé ýëåêòðîä. Â ìåñòàõ íàëè÷èÿ íàðóøåíèé èçîëÿöèè ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìåíåíèåñòðóêòóðû êîðîíû.2. �.Â. Ñìèðíîâ, Ä.�. Ñìèðíîâ [3℄. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè çîí ïðîãðåâà èçî-ëÿöèè.3. �.Ê. Íîâèêîâ, À.È. Ñìèðíîâ, À.Ñ. Æäàíîâ, Ë.Í. Íîâèêîâà, �.Â. Ìàðêîâà [4℄. Ìåòîä çà-êëþ÷àåòñÿ â íàëîæåíèè íà ïîâåðõíîñòü èçîëÿöèè òîíêîé àëþìèíèåâîé �îëüãè è èññëåäîâàíèèèíòåíñèâíîñòè ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ.Èññëåäîâàâ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òîñïîñîá êîíòðîëÿ ïî èññëåäîâàíèþ çîí ïðîãðåâà èçîëÿöèè íåäîñòàòî÷íî èí�îðìàòèâåí è íåñïî-ñîáåí âûÿâëÿòü âñå âîçìîæíûå äå�åêòû. Âñå îñòàëüíûå ìåòîäû ñîïðÿæåíû ñ ïîäà÷åé íà èçî-ëÿöèþ íàïðÿæåíèÿ, áëèçêîãî ê íàïðÿæåíèþ ïðîáîÿ. Ýòî â òîé èëè èíîé ìåðå ñíèæàåò êà÷åñòâîèçîëÿöèè. Íà îñíîâàíèè âûøåïåðå÷èñëåííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿèíîãî ñïîñîáà äèàãíîñòèêè.Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîèçâîäèòü êîíòðîëü èçîëÿöèè ïóòåì ïðèëîæåíèÿ ê âíåøíåé ïîâåðõíîñòèïðîâîäà êîëüöåâîãî ýëåêòðîäà è ïîäà÷å íà âíóòðåííèé ïðîâîä è êîëüöåâîé ýëåêòðîä âûñî-êî÷àñòîòíîãî íàïðÿæåíèÿ ñ íàïðÿæåíèåì ìíîãî ìåíüøå íàïðÿæåíèÿ ïðîáîÿ èçîëÿöèè. Ïðèòàêîé ñõåìå, ó÷àñòîê èçîëÿöèè ìåæäó êîëüöåâûì ýëåêòðîäîì è ïðîâîäîì ïðîÿâëÿåò ñâîéñòâàöèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà ñ åìêîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ïî �îðìóëå (1).
C = 2πεε0

l

ln(R2/R1)
. (1)Ýòà �îðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òàê êàê íå ó÷èòûâàåò åìêîñòè, ñîçäàâàåìîé òîðöåâûìè�ðàãìåíòàìè ïîëÿ êîíäåíñàòîðà, êîòîðûå ïðè óñëîâèè ìàëîé äëèíû èçìåðÿåìîãî ó÷àñòêàáóäóò èãðàòü çíà÷èòåëüíóþ ðîëü, îäíàêî ïî óêàçàííûì íèæå ïðè÷èíàì â äàííîé ñèòóàöèèìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà.Òàê êàê âíåøíèé è âíóòðåííèé äèàìåòð ïðîâîäà ÿâëÿåòñÿ æåñòêî �èêñèðîâàííûì ïàðà-ìåòðîì, ó÷àñòîê ñ äå�åêòîì â èçîëÿöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðîâ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñõåìó çàìåùåíèÿ ïîâðåæäåííîãî ó÷àñòêàè ñîåäèíåííûì ñ íèìè ïàðàëëåëüíî êîíäåíñàòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñõåìîé çàìåùåíèÿ íåïîâðå-æäåííîãî ó÷àñòêà èçîëÿöèè. Èëè æå óïðîùåííî â âèäå äâóõ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ êîí-äåíñàòîðîâ â êîòîðîì åìêîñòü äå�åêòíîãî ó÷àñòêà áóäåò ïðåäñòàâëåíà îäíèì öèëèíäðè÷åñêèìêîíäåíñàòîðîì ñ îäíîðîäíûì äèýëåêòðèêîì ýêâèâàëåíòíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.Ñóììàðíàÿ åìêîñòü ïîâðåæäåííîãî ó÷àñòêà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî �îðìóëå (2).

C = 2πεε0
l − lä

ln(R2/R1)
+ 2πεäε0 lä

ln(R2/R1)
=

2πε0
ln(R2/R1)

(εl − εlä + εälä) , (2)ãäå:
lä � äëèíà äå�åêòíîãî ó÷àñòêà,
εä - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü äå�åêòíîãî ó÷àñòêà.Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû åìêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ åìêîñòüþ íåïîâðå-æäåííîãî ó÷àñòêà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (3).

η =
(εl − εlä + εälä)

εl
= 1− lä

l
+
εälä
εl

. (3)Èç óêàçàííûõ âûøå çàâèñèìîñòåé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 213� Óìåíüøåíèå åìêîñòè äèàãíîñòèðóåìîãî ïðîìåæóòêà ïî ñðàâíåíèþ ñ åìêîñòüþ îñòàëüíûõó÷àñòêîâ ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì è îäíîçíà÷íûì ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ äå�åêòà íà äàííîì ó÷àñòêå èìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ äèàãíîñòèêè;� Íåîáõîäèìîñòü â îöåíêå âåëè÷èíû åìêîñòè ïðîìåæóòêà, ñîçäàâàåìîãî áîêîâûìè ñåã-ìåíòàìè ïîëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà, îòñóòñòâóåò, òàê êàê îöåíêà ïðîèçâîäèòñÿ ïîîòíîøåíèþ åìêîñòè äå�åêòíîãî ó÷àñòêà è íåïîâðåæäåííîãî. Áîêîâûå ñåãìåíòû ïîëÿ â ïî-âðåæäåííîì è íåïîâðåæäåííîì ó÷àñòêå îäèíàêîâû è èõ âëèÿíèå ëèøü íåñêîëüêî ñíèæàåò÷óâñòâèòåëüíîñòü;� Ïðè òàêîì ñïîñîáå îöåíêè êà÷åñòâà èçîëÿöèè îòñóòñòâóåò íåîáõîäèìîñòü â ïðèëîæåíèèê èçîëÿöèè âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ è ñëåäîâàòåëüíî ñïîñîá íå ïîâðåæäàåò èçîëÿöèþ;� ×óâñòâèòåëüíîñòü áóäåò íàèáîëüøåé ïðè äëèíå êîëüöåâîãî ýëåêòðîäà ñîèçìåðèìîé ñðàçìåðàìè õàðàêòåðíûõ ïîâðåæäåíèé â èçîëÿöèè (ïðè äëèíå, ïðè êîòîðîé ïîëå â äèàãíî-ñòèðóåìîì ó÷àñòêå ìîæíî ñ÷èòàòü óñëîâíî ðàâíîìåðíîì). Ý��åêòèâíîé áóäåò äëèíà, âäâîåïðåâûøàþùàÿ âíåøíèé äèàìåòð ïðîâîäà.Èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû ðàñïðîñòðàíåííûõ ìàðîê ÑÈÏ, ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó åìêîñòèäèàãíîñòè÷åñêîãî ïðîìåæóòêà ïî �îðìóëàì, ïðåäñòàâëåííûì âûøå.ÑÈÏ-3 ñ ñå÷åíèåì òîêîïðîâîäÿùåé æèëû 35 ìì2 (íàèìåíüøèé ïî ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ è êàê ñëåäñòâèå èìåþùèé íàèìåíüøóþ åìêîñòü âèä ÑÈÏ-3) èìååò ñëåäóþùèå ïàðà-ìåòðû:� èçîëÿöèþ òîëùèíîé 1,3 ìì.;� èçîëÿöèÿ èç ïîëèýòèëåíà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 3,7;� âíóòðåííèé ïðîâîä äèàìåòðîì 7 ìì.Ïðè óêàçàííûõ ïàðàìåòðàõ åìêîñòü èçîëÿöèè ñîñòàâëÿåò 11,54 ïÔ. Äàííàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿ-åòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé è äëÿ ðåãèñòðàöèè èçìåíåíèé â åå âåëè÷èíå íåîáõîäèìî ïðèâåñòèñõåìó çàìåùåíèÿ ê ðåæèìó ðåçîíàíñà íàïðÿæåíèé. Ïðè ýòîì ëþáîå ìàëåéøåå îòêëîíåíèå åì-êîñòè ïðèâåäåò ê âûõîäó èç ðåçîíàíñíîãî ðåæèìà, ÷òî ëåãêî �èêñèðóåòñÿ.Íàèáîëåå ý��åêòèâíà äëÿ äèàãíîñòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà â ðàéîíå 10Ì�ö. Áîëüøàÿ ÷àñòîòà ïðèâåäåò ê:� ïðîÿâëåíèþ ìåæâèòêîâûõ åìêîñòåé êàòóøêè è èíäóêòèâíîñòè êîíäåíñàòîðà, ÷òî âíåñåòñëîæíîñòè â ïðîöåññ äèàãíîñòèêè;� ñîçäàíèþ äèàãíîñòè÷åñêèì óñòðîéñòâîì ïîìåõ ðàáîòå ðàäèîñâÿçè;� óâåëè÷åíèþ íåîáõîäèìîé èíäóêòèâíîñòè äèàãíîñòè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, ÷òî â èòîãå ïðè-âåäåò ê óñëîæíåíèþ êîíñòðóêöèè, óâåëè÷åíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê ïîìåõàì è ðÿäó èíûõ �àê-òîðîâ.Ìåíüøàÿ ÷àñòîòà ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó äëÿ äèàãíîñòèêè è êàêñëåäñòâèå ê íåîáõîäèìîñòè çàìåäëèòü âûïóñê ïðîäóêöèè.Ïðè óêàçàííîé ðåêîìåíäóåìîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå íåîáõîäèìàÿ èíäóêòèâíîñòü äèàãíî-ñòè÷åñêîãî óñòðîéñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (4).
L =

(
(2πf0C)

)−1
. (4)Äëÿ äàííîãî òèïà ïðîâîäà èíäóêòèâíîñòü ñîñòàâèò 22 ìê�í.Óðîâåíü ÷óâñòâèòåëüíîñòè óñòðîéñòâà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì âåëè÷èíû òîêà â ðåçî-íàíñíîì ðåæèìå ê òîêó ïðè âåëè÷èíå åìêîñòè óìåíüøåííîé íà êîý��èöèåíò k.
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I(k) =

E√
R2 +

(
ωL+ (ωkC)−1

)2 . (5)Â íåïîâðåæäåííîì ó÷àñòêå êîý��èöèåíò k ðàâåí åäèíèöå, à âûðàæåíèå (ωL+(ωkC)−1
)2,îïðåäåëÿþùåå ðåàêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî íóëþ. Îáùèé êîý��èöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè

η = I(1)/I(k) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6).
η = I(1)/I(k) =

√
1 +

1

R2

(
(ωC)−1 − (kωC)−1

)2
. (6)

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà η îò k.Ïî àíàëèçó ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü íàõî-äèòñÿ â îáðàòíîé íåïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû êâàäðàòà àêòèâíîãî ñîïðî-òèâëåíèÿ è êâàäðàòà ÷àñòîòû. Ïðè ÷àñòîòå â 10 Ì�ö, åìêîñòè äèàãíîñòè÷åñêîãî ïðîìåæóòêà11,54 ïÔ, âíóòðåííåì ñîïðîòèâëåíèè 10 Îì, çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ÷óâñòâèòåëüíîñòè îòêîý��èöèåíòà k áóäåò èìåòü âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 1. Âèäíî, ÷òî äàæå ïðè èç-ìåíåíèè åìêîñòè âñåãî íà 1% òîê ïàäàåò â 7 ðàç. Ýòî ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿïðåäëîæåííîãî ñïîñîáà êîíòðîëÿ è âåñüìà âûñîêîé òî÷íîñòè êîíòðîëÿ.Ëèòåðàòóðà1. Ñìèðíîâ �.Â., Ñìèðíîâ Ä.�. // 2014. Óñòðîéñòâî êîíòðîëÿ äå�åêòîâ èçîëÿöèè. Ïàòåíò�Ô �2506601.
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216 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÌÅÒÎÄÀÕ ÏÎÂÛØÅÍÈß ÊÀ×ÅÑÒÂÀ ÖÈÔ�ÎÂÛÕÈÇÎÁ�ÀÆÅÍÈÉÑ.Â. Áëàæåâè÷, Å.Ñ. ÑåëþòèíàÁåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,óë. Ñòóäåí÷åñêàÿ, 14, 308007, ã. Áåëãîðîä, e-mail: blazh�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ñóáïèêñåëüíàÿ îáðàáîòêà öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèé, íàïðàâëåí-íàÿ íà óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ. Ïðåäñòàâëåí ìîäè�èöèðîâàííûé àëãîðèòì ñèíòåçàèçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ íà îñíîâå ãðóïïû èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñâåðõðàçðåøåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ, èçìåíåíèå ìàñøòàáà, ñâåðõðàçðåøåíèå.Ââåäåíèå. Öè�ðîâûå èçîáðàæåíèÿ � îäíî èç íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ ñðåäñòâ âèçóàëü-íîé �îðìû ïðåäñòàâëåíèÿ èí�îðìàöèè. Öè�ðîâàÿ �îðìà èí�îðìàöèè ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòüðàçíîîáðàçíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå óëó÷øèòü åãî êà÷åñòâî. Õàðàêòå-ðèñòèêè öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ ìîæíî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âàðüèðîâàòü â ïðîöåññå êîì-ïüþòåðíîé îáðàáîòêè. Ìîæíî îòìåòèòü âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðíîé êîìïåíñàöèè äå�åêòîâ�îêóñèðîâêè èçîáðàæåíèÿ, óñòðàíåíèå ¾øóìà¿ íà èçîáðàæåíèè. Âàæíîé âîçìîæíîñòüþ êîì-ïüþòåðíîé îáðàáîòêè öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ðàçìåðîâ èçîáðàæåíèÿ ïó-òåì èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïèêñåëåé, êîòîðûìè îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ. Èçìåíÿòü ðàçìåð èçîáðàæåíèÿìîæíî íà ñòàäèè åãî âèçóàëèçàöèè ïóòåì èçìåíåíèÿ ðàçìåðà ïèêñåëÿ, îäíàêî ïðè ýòîì íà÷è-íàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ïèêñåëüíàÿ ñòðóêòóðà èçîáðàæåíèÿ, óõóäøàþùàÿ åãî âîñïðèÿòèå. Íàèáîëååâàæíîé çàäà÷åé ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîâûøåíèÿ åãîðàçðåøåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò åãî èí�îðìàòèâíîñòü.Èçìåíåíèå ìàñøòàáà öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ. Êîãäà ãîâîðÿò îá óâåëè÷åíèè (óìåíü-øåíèè) öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ, òî ïîäðàçóìåâàþò èçìåíåíèå åãî ðàçìåðà íà ýêðàíå èëè íàäðóãîì íîñèòåëå ñ öåëüþ áîëåå óäîáíîãî íàáëþäåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì íå èçìåíÿòü ÷èñëî ïèê-ñåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòî èçîáðàæåíèå, òî ïðè åãî óâåëè÷åíèè áóäåò íàáëþäàòüñÿ â âèäåõîðîøî çàìåòíûõ êâàäðàòèêîâ ïèêñåëüíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ óõóäøàåò âîñïðèÿòèå ðèñóíêà.Óñòðàíèòü ýòîò ý��åêò ìîæíî, åñëè èñêóññòâåííî óâåëè÷èòü ÷èñëî ïèêñåëåé, ðàçäâèíóâ èìå-þùèåñÿ ïèêñåëè (ñì. ðèñ. 1.), è âñòàâëÿÿ íîâûå äîïîëíèòåëüíûå ïèêñåëè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõñëåäóåò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âèçóàëüíûé ý��åêò ïèêñåëèçàöèè.Åñëè íåò äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î äåòàëÿõ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ, òî íîâûå ïèêñåëè ñëå-äóåò îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ñãëàäèòü ïåðåõîäû ìåæäó èìåþùèìèñÿïèêñåëÿìè. Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèñâîåíèå êàæäîìó íîâîìóïèêñåëþ, ðàñïîëîæåííîìó ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè èçâåñòíûìè ïèêñåëÿìè, çíà÷åíèÿ ðàâíî-ãî èõ ñðåäíåàðè�ìåòè÷åñêîìó. Ïèêñåëþ, ðàñïîëîæåííîìó íà ïåðåñå÷åíèè íîâûõ ñòîëáöîâ ñíîâûìè ñòðîêàìè â ðàçðåæåííîé ìàòðèöå, ìîæíî ïðèñâîèòü çíà÷åíèå ðàâíîå ñðåäíåàðè�ìå-òè÷åñêîìó îò çíà÷åíèé ÷åòûðåõ áëèæàéøèõ ïèêñåëåé èñõîäíîé ìàòðèöû.�åàëèçóþùàÿ òàêóþ ñõåìó óâåëè÷åíèÿ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ (â äâàðàçà) ïðîãðàììà, ñîçäàííàÿ â ñðåäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Math
ad, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.
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�èñ. 1. Ñõåìà �îðìèðîâàíèÿ óâåëè÷åííîé ìàòðèöû öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ: ðàçäâèíóòûåïèêñåëè èñõîäíîé ìàòðèöû (èçîáðàæåíû áîëüøèìè êâàäðàòàìè) îêðóæåíû íîâûìè ïèêñåëÿ-ìè, (îáîçíà÷åíû, â çàâèñèìîñòè îò èõ ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïèêñåëåé èñõîäíîé ìàòðèöû,êðóæêàìè è ðîìáèêàìè).

�èñ. 2. Ïðîãðàììà óâåëè÷åíèÿ ëèíåéíîãî ðàçìåðà öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ â äâà ðàçà.Íà ðèñóíêå ðèñ. 3 äåìîíñòðèðóþòñÿ èñõîäíîå (q) è óâåëè÷åííîå öè�ðîâûå èçîáðàæåíèÿ,ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííîé ïðîãðàììû XX2(q).Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì óâåëè÷åíèÿ öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ îòðàæàåò ÷àñòíûé ñëó÷àéáîëåå îáùåãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñòðîêó ìàòðèöûöè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ êàê �óíêöèþ, çàäàííóþ íàáîðîì çíà÷åíèé �îðìèðóþùèõ åå ïèêñå-ëåé, òî ìîæíî ðàñ
÷èòàòü çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïèêñåëåé, ðåàëèçóþùèõçàäàííóþ ñòåïåíü óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ìàòðèöû öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ.Åñëè óâåëè÷åíèå ðàçìåðà èçîáðàæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ åãî çðèòåëüíîãî âîñ-ïðèÿòèÿ, ñãëàæèâàÿ ïèêñåëüíóþ ñòðóêòóðó èçîáðàæåíèÿ, òî óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ ïèêñåëÿìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà íå äàñò çàìåòíîãî ý��åêòà. Îäíàêî, åñëè íåîáõîäèìî èçìåíèòü ðàçìåðûèçîáðàæåíèÿ ñ öåëüþ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ íà ñòðàíèöå äîêóìåíòà, è äëÿ ýòîãî ìîæåòïîòðåáîâàòüñÿ óâåëè÷åíèå èçîáðàæåíèÿ â íåöåëîå ÷èñëî ðàç, òî àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ìàñøòàáàáóäåò èíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä, íî äëÿ ïîñòðî-åíèÿ èçîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî íîâûõ ïèêñåëåé, ðàññ÷èòàííûõíà îñíîâå èñõîäíûõ è îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ êàê ïî çíà÷åíèþ, òàê è ïî ðàñïîëîæåíèþ íà ïëîñ-êîñòè èçîáðàæåíèÿ.



218 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Ïîñòðîèâ íà îñíîâå ìàòðèöû öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ �óíêöèþ â âè-äå äâóìåðíîãî ñïëàéíà [1℄, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî öè�ðîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿèçîáðàæåíèÿ âîçâðàòèìñÿ ê íåïðåðûâíîìó. Äàëåå, ìîæíî ñíîâà ïåðåéòè ê äèñêðåòíîìó óæå ñíîâûìè ïàðàìåòðàìè äèñêðåòèçàöèè. Íà ýòîì ïóòè íåò îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êîý��èöè-åíòà ìàñøòàáèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ.

�èñ. 3. Èñõîäíîå öè�ðîâîå èçîáðàæåíèå (q), óâåëè÷åííîå èçîáðàæåíèå XX2(q). Äåòàëèèçîáðàæåíèÿ äåìîíñòðèðóþò óìåíüøåíèå ý��åêòà ïèêñîëèäàöèè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëàïèêñåëåé.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ â ñðåäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MathCadàëãîðèòì ðåñàéçèíãà ñ èñïîëüçîâàíèåì äëÿ èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé ÿðêîñòè íåïðåðûâíîãîèçîáðàæåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ïîñòðîåííîãî íà çíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûåîïèñûâàþò èñõîäíîå èçîáðàæåíèå. Íà ðèñ.5 ïðåäñòàâëåíû êàðòèíêè èñõîäíîãî è óâåëè÷åííîãîïî ýòîé ïðîãðàììå â 1.2 ðàçà ïî ëèíåéíûì ðàçìåðàì èçîáðàæåíèÿ.Î÷åâèäíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ ðåñàéçèíã, ìîæíî ïîâûñèòü ðàçðåøåíèå öè�ðîâîãî èçîáðàæå-íèÿ, îäíàêî ðàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ åãî èí�îðìàòèâíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäîáíûõ ìåòîäîâ,ïðèìåíÿåìûõ ê îäíîìó êîíêðåòíîìó öè�ðîâîìó ñíèìêó, íå ïðîèñõîäèò. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæ-íî ëèøü èçìåíèòü îòäåëüíûå åãî õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê íàñûùåííîñòü öâåòîâîé ïîëèòðû,êîíòðàñòíîñòü, âûäåëåíèå ñâåòëûõ èëè òåìíûõ äåòàëåé è äðóãèå, êîòîðûå ïîìîãóò ÷åëîâåêóëó÷øå âîñïðèíèìàòü çàëîæåííóþ â ýòîì êîíêðåòíîì èçîáðàæåíèè èí�îðìàöèþ. Ñóùåñòâó-þò òàêæå ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, íàïðàâëåííî èñêàæàþùèå ñíèìîê ñ öåëüþðåøèòü òó èëè èíóþ çàäà÷ó.Ïîâûøåíèå èí�îðìàòèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ îçíà÷àåò ðàñêðûòèå äîïîëíèòåëüíîé èí�îð-ìàöèþ îá îáúåêòå, êîòîðàÿ íå ïðîÿâëÿëàñü â èñõîäíîì åãî èçîáðàæåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî íîâàÿèí�îðìàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü íà èçîáðàæåíèè, åñëè òîëüêî îíà òóäà âíåñåíà. Íàïðèìåð, åñëèèñõîäíîå èçîáðàæåíèå èñêàæåíî, ðàçìûòî èëè èìååò äðóãèå äå�åêòû, ìàñêèðóþùèå ðåàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ íà íåì, òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåðÿííîé èí�îðìàöèè íóæíî èìåòüèí�îðìàöèþ êàêèì îáðàçîì ýòè äå�åêòû âîçíèêàëè è êàê èõ óñòðàíèòü. Òîãäà, èñïðàâëÿÿèçîáðàæåíèå, óòåðÿííàÿ èí�îðìàöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ. Ýòî îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì ïîâûøåíèÿ



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 219èí�îðìàòèâíîñòè ñíèìêà ïóòåì ðåêîíñòðóêöèè îäíîãî èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, íàïðèìåð, ïó-òåì âîññòàíîâëåíèÿ �îêóñèðîâêè íà ðàñ�îêóñèðîâàííîì èçîáðàæåíèè.

�èñ. 4. Ïðîãðàììà èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ èçîáðàæåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ìàñøòàáîì, ñîñòàâ-ëåííàÿ â ñðåäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MathCad: a � ìàòðèöà èñõîäíîãî öè�ðîâîãî èçîáðà-æåíèÿ, k � êîý��èöèåíò óâåëè÷åíèÿ (k>1) èëè óìåíüøåíèÿ (k<1) èçîáðàæåíèÿ. �åçóëüòàòîìïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà òðåáóåìîãî ðàçìåðà FIT = Fit(a,k).Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèÿ, ïîçâîëÿþùåé óëó÷øèòü êà÷åñòâî è èí�îðìàòèâ-íîñòü èçîáðàæåíèÿ, òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà èçâåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõêîíêðåòíûõ îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà èñõîäíîì èçîáðàæåíèè ñ èñêàæåíèÿìè, êîòîðàÿ ïîç-âîëèò èñïðàâèòü èõ, à çàîäíî è èñêàæåíèÿ äðóãèõ îáúåêòîâ, î êîòîðûõ íå èìåëîñü êàêîé-ëèáîàïðèîðíîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Èçâåñòíûå îáúåêòû ïðè ýòîì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿêàê îïîðíûå â ïðîöåäóðå âîññòàíîâëåíèÿ êà÷åñòâà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ.Êàêèì îáðàçîì óâåëè÷èòü ðàçðåøåíèå è èí�îðìàòèâíîñòü öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ? Ïðî-ùå âñåãî, åñëè òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ, ïåðåñíÿòü èçîáðàæåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðà-òóðû, îáåñïå÷èâàþùåé áîëåå âûñîêîãî ðàçðåøåíèå. Ïðè ýòîì, åñëè äåòåêòèðóþùàÿ ìàòðèöà íåîáåñïå÷èâàåò òðåáóåìîãî ðàçðåøåíèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïòè÷åñêîå óâåëè÷åíèå è ñíèìàòü



220 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39èçîáðàæåíèå ïî �ðàãìåíòàì, îáúåäèíÿÿ èõ ïîòîì â îäíî öè�ðîâîå èçîáðàæåíèå áîëüøîãîðàçìåðà, îáëàäàþùåå òàêèì îáðàçîì è âûñîêèì ðàçðåøåíèåì. Ïîâûøåíèå èí�îðìàòèâíîñòèèçîáðàæåíèÿ áóäåò îáåñïå÷åíî èñïîëüçîâàíèåì îïòèìàëüíûõ óñëîâèé ðåãèñòðàöèè äëÿ âñåõ�ðàãìåíòîâ: îñâåùåííîñòü îáúåêòîâ, ïðàâèëüíàÿ èõ �îêóñèðîâêà â ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ,îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äåòåêòèðóþùåé ìàòðèöû.

�èñ. 5. Ïðèìåð èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ: a � ìàòðèöà èñõîäíîãîèçîáðàæåíèÿ, FIT � ìàòðèöà èçîáðàæåíèÿ óâåëè÷åííîãî â k=1.2 ðàçà.Âñå ïåðå÷èñëåííûå ïóòè ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ èìåþò îäíî îáùåå ñâîéñòâî,îíè ïðåäïîëàãàþò èñïîëüçîâàíèå öåëîïèêñåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé öè�ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ.Îäíàêî ñóùåñòâóåò ãðóïïà ìåòîäîâ îáðàáîòêè öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íàñóáïèêñåëüíîì àíàëèçå. Ê òàêèì ìåòîäàì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ öè�ðîâûõèçîáðàæåíèé âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, íàçûâàåìûé ìåòîäîì ñâåõðàçðåøåíèÿ, êîòîðûé çàêëþ÷à-åòñÿ â ñèíòåçå èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ íà îñíîâå ãðóïïû öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèéíèçêîãî ðàçðåøåíèÿ òîãî æå îáúåêòà. Ñ ïîçèöèè ïîëó÷åíèÿ ñâåðõðàçðåøåíèÿ, ê ìåòîäàì ñóá-ïèêñåëüíîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ìîãóò áûòü îòíåñåíû è ìåòîäû ðåñàéçèíãà, èñïîëüçóþùèåèñêóññòâåííûé ïåðåõîä ê ñèñòåìå áîëåå ìåëêèõ ïèêñåëåé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èçîáðàæåíèÿ.Ïðè ýòîì òàêæå âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íîâûõ ïèêñåëåé íà îñíîâå çíà÷åíèéïèêñåëåé èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ èç äðóãèõ ñîîá-ðàæåíèé è ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé ïèêñåëîâ òîëüêî îäíîãî èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ.Ñèíòåç èçîáðàæåíèé âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ. Ïðîáëåìå ñâåðõðàçðåøåíèÿ öè�ðîâûõèçîáðàæåíèé çà ïîñëåäíèå ãîäû ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò [2-5℄. Îòìåòèì íàèáîëåå âàæ-íûå çàäà÷è, êîòîðûå ñòîÿò íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ñèíòåçà öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèé âûñîêîðàçðåøåíèÿ (áîëåå âûñîêîãî, ÷åì ðàçðåøåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò åãî ðåãèñòðàöèè èìåþùè-ìèñÿ ìàòðèöàìè äåòåêòîðîâ).Ïåðâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñîçäàíèè ãðóïïû èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ òàêèõ, ÷òîáûâ íèõ ñîäåðæàëàñü âñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñèíòåçà èí�îðìàöèÿ. Íàïðèìåð, åñëè äâà èçîáðà-æåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñäâèãîì íà öåëîå ÷èñëî ïèêñåëåé, òî îíè ïðàêòè÷åñêè íåíåñóò íîâîé èí�îðìàöèè, ïî ñðàâíåíèþ äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñèíòåçà íåîáõîäè-ìû öè�ðîâûå èçîáðàæåíèÿ, èìåþùèå îòíîñèòåëüíûé ñäâèã íà äîëè ïèêñåëÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 221äëÿ ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíîãî ðåçóëüòàòà â ïðîöåññå ñèíòåçà îäíîãî èçîáðàæåíèÿ íà îñíî-âå ãðóïïû èçîáðàæåíèé, íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî òî÷íî çíàòü çíà÷åíèå ñóáïèêñåëüíîãî ñäâèãàêàæäîãî èçîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî, âçÿòîãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî. Åñëè öè�ðîâûåèçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíû â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ñú¼ìêè, òî âîçíèêàåò òàêæå íåîáõîäèìîñòü ñî-ãëàñîâàíèÿ òàêèõ ñâîéñòâ öè�ðîâûõ èçîáðàæåíèé, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìóþ ãðóïïó, êàêñáàëàíñèðîâàííîñòü ïî ÿðêîñòè è êîíòðàñòó. Íåîáõîäèìî òàêæå óñòðàíèòü äå�åêòû èçîáðà-æåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîÿâëåíèåì ðàçëè÷íûõ ïîìåõ â êàíàëå ðåãèñòðàöèè. Ñîçäàííàÿ ãðóïïàèçîáðàæåíèé äîëæíà áûòü ïîëíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà èçîáðàæåíèÿ ñ òðåáóåìûìðàçðåøåíèåì.Âòîðàÿ çàäà÷à � ñîçäàíèå òàêîãî àëãîðèòìà ñèíòåçà èçîáðàæåíèÿ ñî ñâåðõðàçðåøåíèåì,êîòîðûé áû ïðàâèëüíî ó÷èòûâàë õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, âõîäÿ-ùèõ â ãðóïïó. Çàäà÷à ñâåðõðàçðåøåíèÿ îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé îáðàòíîé èí-òåãðàëüíîé çàäà÷åé [6℄, òðåáóþùåé äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ. Êîëè÷åñòâîíåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïèêñåëåé íîâîé ñèíòåçèðóåìîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì êî-ëè÷åñòâî óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ èõ ñî çíà÷åíèÿìè ïèêñåëåé ãðóïïû èñõîäíûõ ìàòðèö. Âðàáîòå [7℄ ñ öåëüþ �îðìèðîâàíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåãèñòðà-öèè èçîáðàæåíèÿ, ïðè êîòîðîì èçîáðàæåíèå îãðàíè÷èâàëîñü ñïåöèàëüíûì ýêðàíîì ðàâíûì ïîðàçìåðó ðåãèñòðèðóþùåé ìàòðèöû (ñì. ðèñ. 4). Ïðè ðåãèñòðàöèè ïåðâîãî öè�ðîâîãî èçîáðà-æåíèÿ, ìàòðèöà çà ýêðàíîì ðàçìåùàëàñü òî÷íî â àïåðòóðå ýêðàíà è âñå åå äåòåêòîðû (ïèêñåëè)áûëè ïîëíîñòüþ îòêðûòû äëÿ âîñïðèÿòèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ïîñëåäóþùèå öè�ðîâûå èçîáðàæåíèÿðåãèñòðèðîâàëèñü ìàòðèöåé, ñäâèíóòîé îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ íà çàäàííóþäîëþ ïèêñåëà ïî âåðòèêàëè è ïî ãîðèçîíòàëè, ðàñïîëàãàÿ òàêèì îáðàçîì ÷àñòè ïèêñåëîâ âíåãðàíèöû îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ, â òåíè ýêðàíà. Òàêèì îáðàçîì �îðìèðîâàëèñü ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå îäíîçíà÷íî ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ñèíòåçà èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãîðàçðåøåíèÿ. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå: èçîáðàæåíèå,ñïðîåöèðîâàííîå íà ìàòðèöå äåòåêòîðîâ íå äîëæíî âûõîäèòü çà åå ïðåäåëû äëÿ ëþáîãî èçïîëîæåíèé ìàòðèöû, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåãèñòðàöèè ãðóïïû èñõîäíûõ öè�ðîâûõ èçîáðàæå-íèé. Òàêîå óñëîâèå ìîæåò áûòü ñîçäàíî ïðè �îðìèðîâàíèè èçîáðàæåíèÿ îïòè÷åñêîé ñèñòåìîéñúåìî÷íîé êàìåðû. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåàëèçàöèè ñèíòåçà èçîáðàæåíèÿ ïî ïîëíîé ãðóïïåèçîáðàæåíèé ñ �èêñèðîâàííûìè ñóáïèêñåëüíûìè ñìåùåíèÿìè, ò.å. ïî ãðóïïå, îáåñïå÷èâàþ-ùåé ïîëó÷åíèå òðåáóåìîãî ñâåðõðàçðåøåíèÿ, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìû, îïèñàííûå âðàáîòå [7℄. Ëèòåðàòóðà1. Âàñèëåíêî Â.À. Ñïëàéí-�óíêöèè: òåîðèÿ, àëãîðèòìû, ïðîãðàììû / Íîâîñèáèðñê, 1983.2. Sung Cheol Park, Super-resolution image re
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