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Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà, çàäà÷à Äèðèõëå, áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòå-

ìà �óíêöèé, ïîëíîòà, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ (sgn y)|y|nuxx + (sgn x)uyy = 0 , n > 0 , (1)

â îáëàñòè D = {(x, y) ∈ R2 | − 1 < x < 1, −α < y < β}, α, β ∈ R, α, β > 0.
Îáîçíà÷èì D1 = D∩{x > 0, y > 0}, D2 = D∩{x > 0, y < 0}, D3 = D∩{x < 0, y < 0},

D4 = D ∩ {x < 0, y > 0}.
Â îáëàñòè D äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C1(D ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4) , (2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4 , (3)

u(x, y)
∣∣∣
x=1

= u(x, y)
∣∣∣
x=−1

= 0, y ∈ [−α, β] , (4)

u(x, y)
∣∣∣
y=β

= ϕ(x), u(x, y)
∣∣∣
y=−α

= ψ(x) , x ∈ [−1, 1] , (5)

ãäå ϕ è ψ � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ëèíèÿìè

èçìåíåíèÿ èëè âûðîæäåíèÿ òèïà áûëè îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ.

Â ðàáîòå [1℄ ïîñòðîåíà òåîðèÿ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â

êëàññè÷åñêîé ñìåøàííîé îáëàñòè, â êîòîðîé ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç äâóõ

ïîäîáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ è ëèíèÿìè èçìåíåíèÿ òèïà.

Òàì ïðèâåäåí äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äàííîìó íàïðàâëåíèþ.
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Â ðàáîòå [2℄ ïðåäëîæåíà çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ëèíèÿìè âûðîæäåíèÿ â ñìå-

øàííîé îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîäîáëàñòåé è ÷åòûðåõ ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ïîäîáëàñòåé, ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíû õàðàêòåðèñòèêàìè äàííîãî

óðàâíåíèÿ è ëèíèÿìè èçìåíåíèÿ òèïà.

Ìíîãèå àâòîðû, íàïðèìåð, [4℄- [7℄, çàíèìàëèñü ïîèñêîì îáëàñòåé, â êîòîðûõ ÿâëÿåò-

ñÿ êîððåêòíîé çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Â ýòèõ ðàáîòàõ åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ îäíîé ëèíèåé

âûðîæäåíèÿ èëè èçìåíåíèÿ òèïà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà èëè ìåòî-

äîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, à ñóùåñòâîâàíèå � ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èëè

ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Â ðàáîòàõ [8,9℄ èññëåäîâàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ îäíîé

âíóòðåííåé ëèíèåé ñòåïåííîãî âûðîæäåíèÿ è âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå â ïðÿìîóãîëü-

íîé îáëàñòè è ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè,

ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâàíèè ðàáîòû [8℄ óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè è

ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèõ è äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîäîáëàñòåé, â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé îäíîìåðíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî ïîëíîòà ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [10℄ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(5) àíàëîãè÷íî [8,11,12℄ âîçíèêëà òàê

íàçûâàåìàÿ ¾ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé¿, êîòîðàÿ ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè îáîñíî-

âàíèè ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîãî ðÿäà â êëàññå �óíêöèé (2). Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû α, β ïîëó÷åíû îöåíêè îá îòäåëèìîñòè ìàëûõ çíàìåíàòåëåé

îò íóëÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé, êîòîðûå ïîçâîëèëè îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü

ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ â êëàññå �óíêöèé (2).

2. Ïîñòðîåíèå ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîñðåäñòâîì

ïîäñòàíîâêè u(x, y) = X(x)Y (y) â óðàâíåíèè (1) ïîëó÷èì äâà îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ:

(sgn x)X ′′ + d ·X = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) , (6)

X(+0) = X(−0), X ′(+0) = X ′(−0), X(1) = X(−1) = 0 , (7)

Y ′′ − d(sgn y)|y|nY = 0, y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β), (8)

Y (+0) = Y (−0), Y ′(+0) = Y ′(−0), (9)

ãäå d = µ2 ∈ C.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ d ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ dk = µ2
k > 0 è dk =

−µ2
k < 0, k ∈ N, è ðåøåíèÿìè çàäà÷è (6), (7) áóäóò ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè

X
(1)
k (x) =





X
(1)
k,+(x) =

sin[µk(x− 1)]

cosµk
, x > 0,

X
(1)
k,−(x) =

sh[µk(x+ 1)]

chµk
, x < 0 ,

X
(2)
k (x) =





sh[µk(x− 1)]

ch µk
, x > 0 ,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk
, x < 0 ,

(10)

ãäå µk � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ tg µ = − thµ, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

µk = −π
4
+ πk +O(e−2πk) , k ∈ N . (11)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòåìà {X(1)
k (x), X

(2)
k (x)} íå îðòîãîíàëüíà â L2[−1, 1], ðàññìîòðèì

çàäà÷ó, ñîïðÿæåííóþ ê çàäà÷å (6), (7), ò.å. çàäà÷ó

sgn x · Z ′′ + d · Z = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) , (12)

Z(−0) = −Z(+0), Z ′(−0) = −Z ′(+0), Z(−1) = Z(1) = 0 . (13)

�åøåíèÿìè çàäà÷è (12), (13) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè

Z
(1)
k (x) =





−sin[µk(x− 1)]

cosµk
, x > 0 ,

sh[µk(x+ 1)]

chµk
, x < 0 ,

Z
(2)
k (x) =





−sh[µk(x− 1)]

ch µk
, x > 0 ,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk
, x < 0 .

(14)

Ëåììà 1. Ñèñòåìà {Z(1)
k (x), Z

(2)
k (x)} ïîëíà â L2[−1, 1] è îáðàçóåò áàçèñ �èññà.

� Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îñíîâàíî íà ðàáîòå [13℄ è ïðèâåäåíî â [14℄.�

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8):

Y (y) =

{
C+

1

√
y I1/2q

(√
d yq/q

)
+ C+

2

√
y K1/2q

(√
d yq/q

)
, y > 0,

C−
1

√−yJ1/2q
(√

d (−y)q/q
)
+ C−

2

√−y Y1/2q
(√

d (−y)q/q
)
, y < 0,

(15)

ãäå q = (n + 2)/2, J1/2q(·), Y1/2q(·) � �óíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà 1/2q ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, I1/2q(·), K1/2q(·) � ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà

1/2q ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.

1) Ïóñòü dk = µ2
k > 0. Àíàëîãè÷íî [15℄ è [9℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ (9) âûïîë-

íåíû òîëüêî ïðè C−
2 = −π

2
C+

2 è C−
1 = −C+

1 + C+
2

π

2
ctg

π

4q
.

Òîãäà �óíêöèè (15) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

Y
(1)
k (y) =

{
a
(1)
k

√
y I1/2q

(
µk y

q/q
)
+ b

(1)
k

√
y K1/2q

(
µk y

q/q
)
, y > 0,

−a(1)k
√−y J1/2q

(
µk(−y)q/q

)
+ b

(1)
k

√−y Y 1/2q

(
µk(−y)q/q

)
, y < 0,

(16)
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ãäå

Y 1/2q

(
µk(−y)q/q

)
=

π

2 sin(π/2q)

[
J1/2q

(
µk(−y)q/q

)
+ J−1/2q

(
µk(−y)q/q

)]
.

2) Ïðè dk = −µ2
k > 0 àíàëîãè÷íî íàéäåì:

Y
(2)
k (y) =

{
−a(2)k

√
y J1/2q

(
µky

q/q
)
+ b

(2)
k

√
y Y 1/2q

(
µky

q/q
)
, y > 0,

a
(2)
k

√−y I1/2q
(
µk (−y)q/q

)
+ b

(2)
k

√−y K1/2q

(
µk (−y)q/q

)
, y < 0.

(17)

Â �îðìóëàõ (16) è (17) êîý��èöèåíòû a
(j)
k , b

(j)
k , j = 1, 2, � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(5). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y)
çàäà÷è (2)-(5). �àññìîòðèì �óíêöèè

u
(1)
k (y) =

1∫

−1

u(x, y)Z
(1)
k (x)dx, u

(2)
k (y) =

1∫

−1

u(x, y)Z
(2)
k (x)dx , k ∈ N , (18)

ãäå Z
(j)
k (x) îïðåäåëåíû ïî �îðìóëå (14). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî u

(1)
k (y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (8) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (9), òî åñòü u
(1)
k (y) ≡ Y

(1)
k (y), ñëåäîâàòåëüíî,

�óíêöèè u
(1)
k (y) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (16).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî u
(2)
k (y) = Y

(2)
k (y), ò.å. �óíêöèè u

(2)
k (y) îïðåäåëÿþòñÿ

ïî �îðìóëàì (17).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ a
(j)
k , b

(j)
k âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (5) è

�îðìóëàìè (16) è (17):

u
(1)
k (β) =

1∫

−1

u(x, β)Z
(1)
k (x)dx =

1∫

−1

ϕ(x)Z
(1)
k (x)dx = ϕ

(1)
k ,

u
(2)
k (β) =

1∫

−1

u(x, β)Z
(2)
k (x)dx =

1∫

−1

ϕ(x)Z
(2)
k (x)dx = ϕ

(2)
k ,

u
(1)
k (−α) =

1∫

−1

u(x,−α)Z(1)
k (x)dx =

1∫

−1

ψ(x)Z
(1)
k (x)dx = ψ

(1)
k ,

u
(2)
k (−α) =

1∫

−1

u(x,−α)Z(2)
k (x)dx =

1∫

−1

ψ(x)Z
(2)
k (x)dx = ψ

(2)
k .

(19)

Òîãäà íà îñíîâàíèè (16), (17) è (19) ïîëó÷èì ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ
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êîý��èöèåíòîâ a
(j)
k , b

(j)
k :





a
(1)
k I1/2q

(
µk βq

)
+ b

(1)
k K1/2q

(
µk βq

)
=
ϕ
(1)
k√
β
,

−a(1)k J1/(2q)(µkαq) + b
(1)
k Y 1/(2q)(µkαq) =

ψ
(1)
k√
α
,

(20)





−a(2)k J1/(2q)(µkβq) + b
(2)
k Y −1/(2q)(µkβq) =

ϕ
(2)
k√
β
,

a
(2)
k I1/(2q)(µkαq) + b

(2)
k K−1/(2q)(µkαq) =

ψ
(2)
k√
α
,

(21)

ãäå αq = αq/q, βq = βq/q.
Åñëè ïðè âñåõ k ∈ N îïðåäåëèòåëè ñèñòåì (20) è (21) îòëè÷íû îò íóëÿ:

∆
(1)
k (α, β) = Y 1/(2q)(µkαq)I1/(2q)(µkβq) + J1/(2q)(µkαq)K1/(2q)(µkβq) 6= 0, (22)

∆
(2)
k (α, β) = I1/(2q)(µkαq)Y 1/(2q)(µkβq) +K1/(2q)(µkαq)J1/(2q)(µkβq) 6= 0, (23)

òî îíè èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

a
(1)
k =

√
αϕ

(1)
k Y 1/(2q)(µkαq)−

√
β ψ

(1)
k K1/(2q)(µkβq)√

αβ∆
(1)
k (α, β)

,

b
(1)
k =

√
αϕ

(1)
k J1/(2q)(µkαq) +

√
β ψ

(1)
k I1/(2q)(µkβq)√

αβ∆
(1)
k (α, β)

,

a
(2)
k =

−√
αϕ

(2)
k K1/(2q)(µkαq) +

√
β ψ

(2)
k Y 1/(2q)(µkβq)√

αβ∆
(2)
k (α, β)

,

b
(2)
k =

√
αϕ

(2)
k I1/(2q)(µkαq) +

√
β ψ

(2)
k J1/(2q)(µkβq)√

αβ∆
(2)
k (α, β)

.

Òîãäà ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé a
(j)
k , b

(j)
k �óíêöèè (18) ïðèìóò âèä:

u
(1)
k (y) =





√
y

√
αβ∆

(1)
k (α, β)

[√
αϕ

(1)
k ∆

(1)
k (α, y)−

√
β ψ

(1)
k Mk(y, β)

]
, y > 0,

√−y
√
αβ∆

(1)
k (α, β)

[√
αϕ

(1)
k Nk(α,−y) +

√
β ψ

(1)
k ∆

(1)
k (−y, β)

]
, y < 0,

(24)

u
(2)
k (y) =





√
y

√
αβ∆

(2)
k (α, β)

[√
αϕ

(2)
k ∆

(2)
k (α, y)−

√
β ψ

(2)
k Nk(y, β)

]
, y > 0,

√−y
√
αβ∆

(2)
k (α, β)

[√
αϕ

(2)
k Mk(α,−y) +

√
β ψ

(2)
k ∆

(2)
k (−y, β)

]
, y < 0,

(25)
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ãäå

Mk(c, d) = I1/(2q)(µkc
q/q)K1/(2q)(µkd

q/q)−K1/(2q)(µkc
q/q)I1/(2q)(µkd

q/q), (26)

Nk(c, d) = J1/(2q)(µkc
q/q)Y 1/(2q)(µkd

q/q)− Y 1/(2q)(µkc
q/q)J1/(2q)(µkd

q/q). (27)

Ïóñòü ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0 íà [−1, 1] è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (22) è (23) ïðè âñåõ k ∈ N.
Òîãäà íà îñíîâàíèè (18), (19), (24) � (25) ïîëó÷èì

1∫

−1

u(x, y)Z
(j)
k (x)dx = 0, j = 1, 2, k = 1, 2, 3, ... .

Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû {Z(1)
k (x), Z

(2)
k (x)} â L2[−1, 1] èìååì, ÷òî �óíêöèÿ

u(x, y) = 0 ïî÷òè âñþäó ïðè x ∈ [−1, 1] ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]. À â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè u(x, y) â D áóäåò u(x, y) ≡ 0 â D.
Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ α, β è k = s ∈ N íàðóøåíî îäíî èç óñëîâèé (22) èëè (23).

Ïóñòü, íàïðèìåð, ∆
(1)
s (α, β) = 0, ∆

(2)
s (α, β) 6= 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2) � (5) (ãäå

ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

us(x, y) =





sinµs(x− 1)
√
y∆

(1)
s (α, y)

cosµs J1/(2q)(µsαq)
, (x, y) ∈ D1,

sinµs(x− 1)
√−y Ns(α,−y)

cosµs J1/(2q)(µsαq)
, (x, y) ∈ D2,

shµs(x+ 1)
√−y Ns(α,−y)

ch µs J1/(2q)(µsαq)
, (x, y) ∈ D3,

shµs(x+ 1)
√
y∆

(1)
s (α, y)

ch µs J1/(2q)(µsαq)
, (x, y) ∈ D4.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íóëåé âûðàæåíèÿ ∆
(1)
k (α, β). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì åãî â

âèäå

∆
(1)
k (α, β) = I1/(2q)(µkβq)δ

(1)
k (α, β), (28)

ãäå

δ
(1)
k (α, β) = J1/(2q)(µkαq)

K1/(2q)(µkβq)

I1/(2q)(µkβq)
+ Y 1/(2q)(µkαq) = γk(α, β) + σk(α). (29)

Ñóùåñòâîâàíèå íóëåé δ
(1)
k (α, β) îòíîñèòåëüíî α ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèè J1/(2q)(µkz)

è Y 1/(2q)(µkz), z = αq, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

y′′(z) +
1

z
y′(z) +

[
µ2
k −

(
1

2qz

)2
]
y(z) = 0 . (30)
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Òîãäà �óíêöèè J1/(2q)(µkz) è δ
(1)
k (z1/q, β) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðå-

øåíèÿìè óðàâíåíèÿ (30). Èç îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

èçâåñòíî, ÷òî íóëè äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñòðîãî ÷åðå-

äóþòñÿ, ò.å. íà èíòåðâàëå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè êàæäîãî èç

ýòèõ ðåøåíèé ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäèí íóëü äðóãîãî ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ J1/(2q)(µkz) èìå-

åò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé, òîãäà �óíêöèÿ δ
(1)
k (z1/q, β) òàêæå èìååò

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5), òî îíî åäèíñòâåííî, òîëüêî

åñëè äëÿ âñåõ k ∈ N âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ∆
(j)
k (α, β) 6= 0, j = 1, 2.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå. Èç �îðìóë (24) è (25) âèäíî,

÷òî âûðàæåíèÿ ∆
(j)
k (α, β) ÿâëÿþòñÿ çíàìåíàòåëÿìè äðîáåé è ìîãóò îáðàòèòüñÿ â íóëü,

ò.å. âîçíèêàåò ïðîáëåìà ¾ìàëûõ çíàìåíàòåëåé¿ [8, 11, 12℄. Ïîýòîìó äëÿ îáîñíîâàíèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(5) íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë α è β

òàêèõ, ÷òî ïðè áîëüøèõ k âûðàæåíèÿ ∆
(j)
k (α, β) îòäåëåíû îò íóëÿ.

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (29), ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

σk(α) =
2

π
sin
( π
2q

)
σk(α) =

2

π
sin
( π
2q

)
Y 1/(2q)(µkαq) = J1/2q

(
µkαq

)
+ J−1/2q

(
µkαq

)
. (31)

Íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû äëÿ �óíêöèè Áåññåëÿ [16, .98℄

Jν(z) =

√
2

πz
cos
(
z − π

2
ν − π

4

)
+O

( 1

z3/2

)
, z → ∞, (32)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûðàæåíèå (31) ïðèìåò âèä

σk(α) = 2

√
2

πµkαq
cos
(
µkαq −

π

4

)
cos

π

4q
+O(k−3/2). (33)

Ñ ó÷åòîì (11) èç ðàâåíñòâà (33) èìååì

√
k σk(α) = Ak cos

[
πkαq −

π

4
(αq + 1) +O(e−2πk)

]
+O(k−1), (34)

ãäå Ak = 2
√
2π−1 cos

π

4q

[
παq

(
1 +

1

k

)
+O

(e−2πk

k

)]−1/2

, ïðè÷åì âåëè÷èíà Ak îãðàíè÷å-

íà è îòäåëåíà îò íóëÿ: 0 < A < Ak < B = A∞.
Ïóñòü αq = p/h � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, p, h ∈ N, (p, h) = 1. �àçäåëèì pk íà h ñ

îñòàòêîì: pk = sh + r, r, s ∈ N0, 0 ≤ r ≤ h − 1, è îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (34)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∣∣∣Ak cos
[
πkαq −

π

4
(αq + 1) +O(e−2πk)

]∣∣∣ ≥ A

2

∣∣∣cos
[πr
h

− π

4

(p
h
+ 1
)]∣∣∣ = K̃1 ≥ 0 . (35)
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Â (35) ïîòðåáóåì, ÷òîáû K̃1 > 0, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
πr

h
− π

4

(p
h
+ 1
)
6= π

2
+ dπ,

d ∈ Z, ò.å.
4r − p− 3h

4h
6= d , d ∈ Z , 0 ≤ r ≤ h− 1 . (36)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè h = 1, òî r = 0, è óñëîâèå (36) ïðèìåò âèä p 6= 4d− 3, d ∈ N.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (36) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååì, ÷òî

âûðàæåíèå

√
k σk(α) îòäåëåíî îò íóëÿ, è â ñèëó èçâåñòíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë [16,

.99℄

Iν(z) ∼
√

1

2πz
ez , Kν(z) ∼

√
π

2z
e−z , Y (z) ∼

√
π

2z

cos(z − π/4)

sin(νπ/2)
, z → +∞ , (37)

âåëè÷èíà γk(α, β) èç (29) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ σk(α).

Òîãäà èç (28) ñ ó÷åòîì (37) ïîëó÷èì, ÷òî |∆(1)
k (α, β)| ≥ R1 e

πkβq/k.
Èòàê, íàìè äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Åñëè αq = p/h, p, h ∈ N, (p, h) = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (36), òî ñóùå-

ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå R1 è k1, k1 ∈ N, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò α, β,
n, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ k > k1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆(1)
k (α, β)| ≥ R1

eπkβq

k
> 0 . (38)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 3. Åñëè βq = p/h, p, h ∈ N, (p, h) = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (36), òî ñóùåñòâó-
þò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå R2 è k2, k2 ∈ N, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò α, β, n,
òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ k > k2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆(2)
k (α, β)| ≥ R2

eπkαq

k
> 0 . (39)

Åñëè ∆
(j)
k (α, β) 6= 0, j = 1, 2, ïðè k < max{k1, k2} äëÿ óêàçàííûõ α è β èç ëåìì 1 è 2

è âûïîëíåíû îöåíêè (38) è (39), òî ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5) ìîæíî èñêàòü â âèäå ñóììû

ðÿäà Ôóðüå

u(x, y) =
∞∑

k=1

(
u
(1)
k (y)X

(1)
k (x) + u

(2)
k (y)X

(2)
k (x)

)
. (40)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ðÿä (40) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî â îáëàñòè D è åãî òàì ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ïî x è y, è
äâàæäû äè��åðåíöèðîâàòü ïî x è y â Di, i = 1, 4.

Èñõîäÿ èç �îðìóë (24), (26), (27), ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:

Ak(y) =
√
y ∆

(1)
k (α, y)/∆

(1)
k (α, β), Bk(y) =

√
y Mk(y, β)/∆

(1)
k (α, β), y ∈ [0, β],
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Ck(y) =
√
−y Nk(α,−y)/∆(1)

k (α, β), Dk(y) =
√
−y∆(1)

k (−y, β)/∆(1)
k (α, β), y ∈ [−α, 0].

Äàëåå ÷åðåç Pi áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (32) è (37), ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

Ëåììà 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (38) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå îöåíêè:

|Ak(y)| ≤ P1, |A′
k(y)| ≤ P1 k, |A′′

k(y)| ≤ P1 k
2,

|Bk(y)| ≤ P2k
1/2−λ, |B′

k(y)| ≤ P2k
1/2+λ, |B′′

k(y)| ≤ P2k
5/2−λ, y ∈ [0, β],

|Ck(y)| ≤ P3k
1/2+λe−kd, |C ′

k(y)| ≤ P3ke
−kd, |C ′′

k (y)| ≤ P3k
5/2+λe−kd,

|Dk(y)| ≤ P4k
1/2+λ, |D′

k(y)| ≤ P4k
1+λ, |D′′

k(y)| ≤ P4k
5/2+λ, y ∈ [−α, 0],

ãäå d = πβq, λ = 1/(2q).

Òàêèå æå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ àíàëîãè÷íûõ îòíîøåíèé èç (25).

Ëåììà 5.Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (38).Òîãäà ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β] äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|u(1)k (y)| ≤ P5k
1/2+λ(|ϕk|+ |ψk|), |(u(1)k (y))′| ≤ P6k(|ϕk|+ kλ|ψk|),

|(u(1)k (y))′′| ≤ P7k
5/2+λ(|ϕk|+ |ψk|).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ u
(2)
k (y) è åå ïðîèçâîäíûõ. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ëåìì 4 è 5 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [15℄.

Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (40) è åãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â D, à ïðîèç-
âîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â Di, i = 1, 4, ìàæîðèðóþòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

P8

+∞∑

k=0

k2+λ(|ϕk|+ |ψk|) . (41)

Ëåììà 6. Åñëè ϕ(x), ψ(x) ∈ C1[−1, 1] ∩ C3[−1, 0] ∩ C3[0, 1] è íà ýòèõ ñåãìåíòàõ

èìåþò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ÷åòâåðòûå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì ϕ(±1) = ϕ′′(±1) = 0,
ψ(±1) = ψ′′(±1) = 0, ϕ′′(+0) = −ϕ′′(−0), ϕ′′′(+0) = −ϕ′′′(−0), ψ′′(+0) = −ψ′′(−0),
ψ′′′(+0) = −ψ′′′(−0), òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ϕ
(1)
k =

p
(1)
k

µ4
k

, ϕ
(2)
k =

p
(2)
k

µ4
k

, ψ
(1)
k =

q
(1)
k

µ4
k

, ψ
(2)
k =

q
(2)
k

µ4
k

,
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ãäå p
(j)
k =

1∫

−1

ϕIV (x)Z
(j)
k (x)dx, q

(j)
k =

1∫

−1

ψIV (x)Z
(j)
k (x)dx , j = 1, 2.

Òîãäà ëåãêî ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü ðÿäà (41) è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (40),

à òàêæå ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ îäíîêðàòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííûì x è y,
â D, à ðÿäû èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ Di,
i = 1, 4.

Åñëè ïðè óêàçàííûõ â ëåììàõ 2 è 3 ÷èñëàõ α è β è íåêîòîðûõ k = k1, k2, ... , kl, ãäå
1 ≤ k1 < k2 < · · · < kl ≤ k0, îäíî èç âûðàæåíèé ∆

(j)
k (α, β) = 0 (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè ∆
(1)
k (α, β) = 0 ïðè ýòèõ ki, ∆

(2)
k (α, β) 6= 0), òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (20)

îòíîñèòåëüíî a
(1)
k è b

(1)
k íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

√
λϕ

(1)
ki
J1/(2q)(µkiαq) +

√
βψ

(1)
ki
I1/(2q)(µkiβq) = 0, i = 1, l. (42)

Òîãäà ïðè k = k1, k2, ... , kl �óíêöèè (16) ïðèìóò âèä:

Y
(1)
k (y) =





Y
(1)
k,+(y) =

√
yI1/(2q)(µkyq)√
βI1/(2q)(µkβq)

− Ck
√
y

Mk(y, β)

I1/(2q)(µkβq)
, y > 0,

Y
(1)
k,−(y) = −

√−yJ1/(2q)(µk(−y)q)√
βI1/(2q)(µkβq)

+ Ck
√−y ∆

(1)
k (−y, β)

I1/(2q)(µkβq)
, y < 0,

(43)

ãäå Ck � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(5) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà

u(x, y) =



k1−1∑

k=1

+

k2−1∑

k=k1+1

+ · · ·+
kl−1∑

k=kl−1+1

+

∞∑

k=kl+1


u

(1)
k (y)X

(1)
k (x)+

+
∞∑

k=1

u
(2)
k (y)X

(2)
k (x) +

∑

k=k1,k2,...,kl

ũk(x, y) , (44)

ãäå ũk(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

ũk(x, y) =





X
(1)
k,+(x)Y

(1)
k,+(y), (x, y) ∈ D1 ,

X
(1)
k,+(x)Y

(1)
k,−(y), (x, y) ∈ D2 ,

X
(1)
k,−(x)Y

(1)
k,−(y), (x, y) ∈ D3 ,

X
(1)
k,−(x)Y

(1)
k,+(y), (x, y) ∈ D4 ,

X
(1)
k,±(x) çàäàþòñÿ �îðìóëîé (10), Y

(1)
k,±(y) � �îðìóëîé (43), êîíå÷íûå ñóììû ñ÷èòàåì

ðàâíûìè íóëþ, åñëè íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ áîëüøå âåðõíåãî.

Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðè íåêîòîðûõ k áóäåò ∆
(2)
k (α, β) = 0,

∆
(1)
k (α, β) 6= 0, èëè åñëè îáà çíàìåíàòåëÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6 è âûïîëíåíû îöåíêè

(38), (39) ïðè k > k0. Òîãäà åñëè ïðè óêàçàííûõ â ëåììàõ 2 è 3 çíà÷åíèÿõ α è β ïðè

âñåõ k = 1, k0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (22), (23), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(2)-(5) è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (40).

Åñëè ∆
(1)
k (α, β) = 0 ïðè íåêîòîðûõ k = k1, k2, ... , kl ≤ k0, è ∆

(2)
k (α, β) 6= 0 ïðè âñåõ

k = 1, k0, òî çàäà÷à (2)-(5) ðàçðåøèìà òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (42), è

ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà (44).
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DIRICHLET's PROBLEM FOR A MIXED TYPE EQUATION WITH TWO

PERPENDICULAR TRANSITION LINES IN RECTANGULAR DOMAIN

A.A. Gimaltdinova

Samara State Aademy of Soial Sienes and Humanities,

M.Gorky, 65/67, Samara, 443099, Russia, e-mail: al�ragimaltdinova�mail.ru

Abstrat. First boundary-value problem for an equation of ellipti-hyperboli type with two

perpendiular lines of internal power and burst degeneration is studied. Uniqueness riterion of

solution is proved by spetral analysis. The solution is built as the Fourier-Bessel sum.
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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè, óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó, îïåðà-

òîðíàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü A � çàìêíóòûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñ ïëîòíîé â E îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ D(A). Ïðè k > 0 ðàññìîòðèì àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó

u′′(t) +
k

t
u′(t) = Au(t) , t > 0 , (1)

u(0) = u0 , u′(0) = 0. (2)

Ñëó÷àé k = 0 ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â [1℄, [2℄, [3℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ óñòàíîâëåíî, ÷òî

çàäà÷à (1), (2) ïðè k = 0 ðàâíîìåðíî êîððåêòíà òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð A ÿâëÿ-

åòñÿ ãåíåðàòîðîì îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-�óíêöèè C(t) èëè êîñèíóñ-îïåðàòîð-�óíêöèè

(ÊÎÔ). Ïî ïîâîäó òåðìèíîëîãèè ñì. [4℄ è îáçîðíûå ðàáîòû [?℄, [5℄. Â ýòèõ æå ðàáî-

òàõ ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ

ãåíåðàòîðîì ÊÎÔ, êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ îöåíêè íîðìû ðåçîëüâåíòû

R(λ) = (λI −A)−1
îïåðàòîðà A è åå ïðîèçâîäíûõ.

Çàäà÷à (1), (2) èññëåäîâàëàñü ðàíåå â ðàáîòå [6℄, â êîòîðîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ îöåíêè íîðìû ðåçîëüâåíòû R(λ) è
åå âåñîâûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà

ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A, êîòîðîå, â îòëè÷èå îò [6℄, �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äðîáíîé
ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû è åå, êàê è â ñëó÷àå ÊÎÔ, íåâåñîâûõ ïðîèçâîäíûõ. Íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åíî ðàíåå â [7℄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn(I, E0) ïðîñòðàíñòâî n ðàç ñèëüíî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-
ìûõ ïðè t ∈ I �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â E0 ⊂ E.

Îïðåäåëåíèå 1. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ u(t), êîòîðàÿ ïðè

t ≥ 0 äâàæäû ñèëüíî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, ïðè t > 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ,

�àáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-

âàíèé, ãðàíò � 13-01-00378 À-2013
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ïðèíàäëåæàùèå D(A), òî åñòü, u(t) ∈ C2(R̄+, E) ∩ C(R+, D(A)), è óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (1).

Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷à (1), (2) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî êîððåêòíîé, åñëè ñóùå-

ñòâóþò çàäàííàÿ íà E êîììóòèðóþùàÿ ñ A îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Yk(t) è ÷èñëà M ≥ 1,
ω ≥ 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî u0 ∈ D(A) �óíêöèÿ Yk(t)u0 ÿâëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì è ïðè ýòîì

‖Yk(t)‖ ≤M exp(ωt) , (3)

‖Y ′
k(t)u0‖ ≤M exp(ωt) ‖Au0‖ . (4)

Ôóíêöèþ Yk(t) íàçîâåì îïåðàòîðíîé �óíêöèåé Áåññåëÿ (ÎÔÁ) çàäà÷è (1), (2), à ìíîæå-

ñòâî îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (1), (2) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, îáîçíà÷èì ÷åðåç

Gk, ïðè ýòîì G0 � ìíîæåñòâî ãåíåðàòîðîâ îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-�óíêöèè, à Y0(t) =
C(t).

Â îïðåäåëåíèè 2 è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Y ′
k(t)u0 = (Yk(t)u0)

′
.

Â ðàáîòå [7℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè çàäà÷à (1), (2) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà è Reλ > ω, òî λ2 ïðèíàäëå-
æèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó ρ(A) îïåðàòîðà A, äëÿ äðîáíîé ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

R1+k/2(λ2) =
1

Γ(k + 1) λ

∫ ∞

0

tk exp(−λt)Yk(t) dt (5)

è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

∥∥∥∥
dn

dλn
(
λR1+k/2

(
λ2
))∥∥∥∥ ≤ M Γ(k + n + 1)

(Reλ− ω)k+n+1
, n = 0, 1, 2, .. . (6)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (6) áóäåò ÿâëÿòüñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâ-

íîìåðíîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1), (2). Â ïîñëåäóþùèõ ëåììàõ 1 � 7 ìû áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé C0-ïîëóãðóïïû T (t) (îáî-
çíà÷èì ýòîò êëàññ îïåðàòîðîâ ÷åðåç G) è âûïîëíåíû îöåíêè (6). Äëÿ Reλ > ω ïîëîæèì

Fk(λ) = Γ(k + 1)λR1+k/2(λ2).

Ëåììà 1. Äëÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

Γ(k + 1)
lim
n→∞

nk+1Fk(n)x = x . (7)

� Ïóñòü x ∈ D(A) è Γ = Γ1

⋃
Γ2, ãäå Γ1

⋃
Γ2 � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ëó÷åé λ =

σ + ρ exp(−iϕ), 0 ≤ ρ < ∞ è λ = σ + ρ exp(iϕ), 0 ≤ ρ < ∞, σ ≥ ω0,
π

2
< ϕ <

π

2
+ arcsin[M0(k)]

−1
. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

Γ(k + 1)
nk+1Fk(n)x = nk+2R1+k/2(n2)x =

nk+2

2πi

∫

Γ

R(µ)

(n2 − µ)1+k/2
x dµ =
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=
nk+2

2πi

∫

Γ

1

(n2 − µ)1+k/2
R(µ)

(µI − A) + A

µ
x dµ =

=
nk+2

2πi

∫

Γ

1

µ(n2 − µ)1+k/2
x dµ+

1

2πi

∫

Γ

nk+2

µ(n2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ =

= x+
1

2πi

∫

Γ

nk+2

µ(n2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ .

Ïðè ýòîì èíòåãðàë áûë âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü

êîíòóðà Γ ÷àñòüþ îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, èíòåãðàë ïî êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

R → ∞.

Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

∫

Γ

nk+2

µ(n2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ =

∫

Γ

1

µ

(
1 +

µ

(n2 − µ)

)1+k/2

R(µ)Ax dµ =

=

∫

Γ

1

µ

(
1 + (1 + k/2)

µ

n2 − µ
+ ...+

(1 + k/2)...(k/2 + 1−m)

(m+ 1)!

(
µ

n2 − µ

)m+1

+ ...

)
R(µ)Axdµ .

Ïðè m ∈ N âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫

Γ

µm

(n2 − µ)m+1
R(µ)Ax dµ = 2πi lim

µ→n2
(µmR(µ))(m)Ax =

= 2πi
m∑

j=0

(−1)jCj
mn

2jRj+1(n2)Ax .

Ïîëó÷åííàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n → ∞, ïîñêîëüêó îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ

n2R(n2) îãðàíè÷åíà, à R(n2) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞. �

Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÎÔÁ Yk(t) êàê ñèëüíîãî ïðåäåëà íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A ∈ G è âûïîëíåíû îöåíêè (6), ïðè k > 0
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ïðè êàæäîì t ≥ 0
îïåðàòîðîâ

Yk,n(t) = e−nt

(
I +

∞∑

m=0

(−1)m
nk+2m+2

m! Γ(k +m+ 2)
tm+1F

(m)
k (n)

)
. (8)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 àíàëîãè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà èñïîëüçîâàíà â [8℄.
Èç íåðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä â (8) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t â ëþáîì îãðàíè-

÷åííîì èíòåðâàëå è, êðîìå òîãî, äëÿ t ≥ 0

‖Yk,n(t)‖ ≤M1 e
ω1t , ω1 > ω . (9)
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Äåéñòâèòåëüíî,

‖Yk,n(t)‖ ≤ e−nt

(
1 +

∞∑

m=0

nk+2m+2 tm+1

m! Γ(k +m+ 2)
· M Γ(k +m+ 1)

(n− ω)k+m+1

)
≤

≤ e−nt

(
1 +M

∞∑

m=0

nk+2m+2 tm+1

(m+ 1)! (n− ω)k+m+1

)
≤M2 e

−nt exp

(
n2t

n− ω

)
≤M1 e

ω1t ,

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (9).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äè��åðåíöèðóåìîñòü Yk,n(t) â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ê tkYk,n(t) ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Îáîçíà÷èì

Fk,n(λ) =

∫ ∞

0

e−λttkYk,n(t) dt , Reλ > ω1 , (10)

ïðè ýòîì â ñèëó äè��åðåíöèðóåìîñòè Yk,n(t) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà îáðàùåíèÿ

tkYk,n(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk,n(λ) dλ , σ > ω1 . (11)

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A) ñóùåñòâóåò ñèëüíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Yk,n(t), è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

tkYk,n(t)x =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)x dλ , σ > ω1 . (12)

� Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî èíòåãðàë

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)x dλ (13)

èìååò ñìûñë äëÿ x ∈ D(A). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó-

ãðóïïû ÷åðåç ðåçîëüâåíòó, áóäåì èìåòü

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)x dλ =

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλt
(

x

λk+1
+

1

2πi

∫

Γ

λ

µ(λ2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ

)
dλ .

Äàëåå, îöåíèì èíòåãðàë

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλt
(

1

2πi

∫

Γ

λ

µ(λ2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ

)
dλ,

ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|λ|
|λ2 − µ|1+k/2 ≤ C0

|λ|1+k ñïðàâåäëèâîå äëÿ Reλ = σ,

Reµ = ω1 > σ, ïðè ýòîì |λ2 − µ| > δ > 0. Ïîëó÷èì
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

Γ

λ

µ(λ2 − µ)1+k/2
R(µ)Ax dµ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤

M ||Ax||
|λ|k+1

(∫

Γ1

ds

|µ|(|µ|+ 1)
+

∫

Γ2

ds

|µ|(|µ|+ 1)

)
=
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=
2M ||Ax||
|λ|k+1

∫ ∞

σ0

ds

s(s+ 1)
=

2M ||Ax||
|λ|k+1

ln

(
1 +

1

σ0

)
, σ0 > ω1 ,

ñëåäîâàòåëüíî,

∥∥∥∥
∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)x dλ

∥∥∥∥ ≤ eσtM ln (1 + σ0
−1) ‖Ax‖

π

∫ ∞

−∞

dτ

(σ2 + τ 2)1/2+k/2
=

=
B(1/2, k/2)Meσt ln (1 + σ0

−1) ‖Ax‖
πσk

,

è ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë (13) ñóùåñòâóåò.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ x ∈ D(A) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (12). Îòìåòèì âíà÷àëå,

÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fk,n(λ) =
Γ(k + 1)

(n + λ)k+1
I +

nk+2

(n+ λ)k+2
Fk

(
λn

n+ λ

)
. (14)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (10) è (8) âûâîäèì

Fk,n(λ) =

∫ ∞

0

e−λttkYk,n(t) dt =

=

∫ ∞

0

e−(λ+n)t

(
tk I +

∞∑

m=0

(−1)m
nk+2m+2

m! Γ(k +m+ 2)
tk+m+1F

(m)
k (n)

)
dt =

=
Γ(k + 1)

(n+ λ)k+1
I +

∞∑

m=0

(
(−1)m

nk+2m+2

m! Γ(k +m+ 2)

∫ ∞

0

tk+m+1e−(λ+n)t dt F
(m)
k (n)

)
=

=
Γ(k + 1)

(n + λ)k+1
I +

nk+2

(n + λ)k+2

∞∑

m=0

(
(−1)m

m!

(
n2

n + λ

)m
F

(m)
k (n)

)
=

Γ(k + 1)

(n+ λ)k+1
I+

+
nk+2

(n+ λ)k+2

∞∑

m=0

(
1

m!

(
λn

n + λ
− n

)m
F

(m)
k (n)

)
=

Γ(k + 1)

(n + λ)k+1
I +

nk+2

(n+ λ)k+2
Fk

(
λn

n+ λ

)
,

÷òî è äîêàçûâàåò (14).

Ïðè êàæäîì λ : Reλ = σ > ω1, èç óñòàíîâëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ (14) âûòåêàåò

ðàâåíñòâî

lim
n→∞

(
Fk,n(λ)−

Γ(k + 1)

(n+ λ)k+1
I

)
= Fk(λ). (15)

×òîáû ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ðàâåíñòâå (11) ïîêàæåì, ÷òî ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥∥∥Fk,n(λ)−
Γ(k + 1)

(n + λ)k+1
I

∥∥∥∥ ≤ M1

|λ|k+1
, k > 0 . (16)



22 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (16) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (14) è âûòåêàþùåé èç íåðà-

âåíñòâà äëÿ ðåçîëüâåíòû ãåíåðàòîðà àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû îöåíêîé ‖Fk(λ)‖ ≤
M0

|λ|k+1
, Reλ > ω0 > 0, k > 0. Èìååì

∥∥∥∥Fk,n(λ)−
Γ(k + 1)

(n+ λ)k+1
I

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
nk+2

(n+ λ)k+2
Fk

(
λn

n+ λ

)∥∥∥∥ ≤M0

∣∣∣∣
n

n + λ

∣∣∣∣
k+2 ∣∣∣∣

n + λ

λn

∣∣∣∣
k+1

≤ M1

|λ|k+1
,

÷òî è äîêàçûâàåò (16).

Èç (15), (16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ D(A) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòå-

ãðàëà â ðàâåíñòâå

tkYk,n(t)x− tke−ntx =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλt
(
Fk,n(λ)−

Γ(k + 1)

(n+ λ)k+1
I

)
x dλ , σ > ω1 > 0 ,

è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (12). �

Êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (9), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yk,n(t) ðàâíîìåðíî ïî n îãðà-

íè÷åíà è ïî ëåììå 2 ñèëüíî ñõîäèòñÿ íà ïëîòíîì â E ìíîæåñòâå D(A). Â ñèëó òåîðåìû

Áàíàõà-Øòåéíãàóçà óæå äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

Yk,n(t)x = Yk(t)x. (17)

Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (17) îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Yk(t) îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Yk(0) = I , (18)

‖Yk(t)‖ ≤ M1 e
ω1t, ω1 > ω > 0 . (19)

Ñòàëî áûòü, ê îïåðàòîðíîé �óíêöèè tkYk(t) ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà è, ó÷èòûâàÿ (9), (14) è (19), èç (10) ïîëó÷èì

∫ ∞

0

e−λttkYk(t) dt = Fk(λ), Reλ > ω1 . (20)

Ëåììà 3. �àâåíñòâî (12) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî x ∈ E, åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé

÷àñòè (12) ñóùåñòâóåò.

� Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (12) ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèâ xn =
1

Γ(k + 1)
nk+1Fk(n)x ∈ D(A), â ñèëó ëåììû 2 ïîëó÷èì

tkYk(t)xn =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)xn dλ =
nk+1Fk(n)

2πi Γ(k + 1)

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtFk(λ)x dλ . (21)

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1, ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â (21), ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäå-

íèå. �
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Ëåììà 4. �àâåíñòâî AYk(t)x = Yk(t)Ax ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A).

� Ïîñêîëüêó Fk(n) = Γ(k + 1)nR1+k/2(n2), òî, î÷åâèäíî, Fk(n) ∈ D(A) è AFk(n)x =
Fk(n)Ax.

Ïî èíäóêöèè äëÿ m = 1, 2, ... èìååì F
(m)
k (n) ∈ D(A) è AF

(m)
k (n)x = F

(m)
k (n)Ax.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (8) ñëåäóåò, ÷òî Yk,n(t)x ∈ D(A) è AYk,n(t)x = Yk,n(t)Ax, è, â ñèëó
çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ëåììà 5. Äëÿ îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè (17), (8) îïåðàòîðíîé �óíêöèè Yk(t) ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

k

∫ ∞

0

e−λt
∫ t

0

sk−1Yk(s) dsdt =
Γ(k + 1)

λ
Rk/2(λ2) , Reλ > ω1 .

� Ñâîéñòâà èçîáðàæåíèå èíòåãðàëà è èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ëàïëàñà, à òàêæå ñîîòíîøåíèå (20) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðàâåíñòâà

k

∫ ∞

0

e−λt
∫ t

0

sk−1Yk(s) ds dt =
k

λ

∫ ∞

0

e−λttk−1Yk(t) dt =
k

λ

∫ ∞

λ

Fk(z) dz =

=
k Γ(k + 1)

λ

∫ ∞

λ

zR1+k/2(z2) dz =
k Γ(k + 1)

2λ

∫ ∞

λ2
R1+k/2(ζ) dζ =

= −Γ(k + 1)

λ
Rk/2(ζ)

∣∣∣∣
∞

λ2
=

Γ(k + 1)

λ
R k/2(λ2), Reλ > ω1. �

Ëåììà 6. Ïóñòü x ∈ D(A), òîãäà äëÿ îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè (17), (8) îïåðàòîð-
íîé �óíêöèè Yk(t) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∫ ∞

0

e−λttkYk(t)Ax dt = λ2Fk(λ)x− Γ(k + 1)λRk/2(λ2)x, Reλ > ω1 .

� Â ñèëó ëåììû 4 è ðàâåíñòâà (20) èìååì

∫ ∞

0

e−λttkAYk(t)x dt = Fk(λ)Ax = Γ(k + 1)λR1+k/2(λ2)Ax =

= −Γ(k + 1)
(
λRk/2(λ2)R(λ2)(−λ2I + λ2I − A

)
x = λ2Fk(λ)x− Γ(k + 1)λRk/2(λ2)x. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà 7 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåìì 3, 5 è 6.

Ëåììà 7. Ïóñòü x ∈ D(A), òîãäà äëÿ îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè (17), (8) îïåðàòîð-
íîé �óíêöèè Yk(t) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∫ t

0

∫ τ

0

skYk(s)Ax ds dτ = tkYk(t)x− k

∫ t

0

sk−1Yk(s)x ds. (22)
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� Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû 6 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

λ2

∫ ∞

0

e−λttkAYk(t)x dt+
Γ(k + 1)

λ
Rk/2(λ2)x = Fk(λ)x, Reλ > ω1,

èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ ëåììû 3 è 5, âûâîäèì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (22). �

Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííûõ ëåìì 1 � 7 óñòàíîâèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé

êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1), (2). Íàïîìíèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðàâíîìåðíóþ

êîððåêòíîñòü, ïðèâåäåíû â îïðåäåëåíèè 2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ∈ G è âûïîëíåíû îöåíêè (6). Òîãäà çàäà÷à (1), (2) ðàâíîìåðíî

êîððåêòíà è ïðè ýòîì ÎÔÁ Yk(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (17), (8), â ÷àñòíîñòè, íà

ýëåìåíòàõ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A îíà èìååò âèä

Yk(t)u0 =
Γ(k + 1)

2πi tk

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλtλR1+k/2(λ2)u0 dλ , u0 ∈ D(A) , σ > ω . (23)

� Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (17), (8) îïåðàòîð-

íàÿ �óíêöèÿ Yk(t), óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ 2.

Èç óñòàíîâëåííîãî â ëåììå 7 ðàâåíñòâà (22) âûâîäèì ðàâåíñòâà

∫ t

0

skYk(s)Au0 ds = tkY ′
k(t)u0 , (24)

tkYk(t)Au0 = ktk−1Y ′
k(t)u0 + tkY ′′

k (t)u0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, Yk(t)u0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). �àâåíñòâî (18) îáåñïå÷èâàåò âû-

ïîëíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2). Åäèíñòâåííîñòü æå ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),

(2) �àêòè÷åñêè äîêàçàíà â òåîðåìå 1 [7℄, åñëè ïîëîæèòü w(t, s) = f (Yk(s) (u1(t)− u2(t))).
Îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Yk(t) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì A (ëåììà 4). Åå îöåíêà âèäà

(3) óñòàíîâëåíà â (19), à îöåíêà âèäà (4) âûòåêàåò èç (24) è (19).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðíàÿ �óíêöèÿ Yk(t) ÿâëÿåòñÿ ÎÔÁ äëÿ çàäà÷è (1), (2), à

çàäà÷à (1), (2) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà. Çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, óêàæåì, ÷òî

ðàâåíñòâî (23) óñòàíîâëåíî â ëåììå 2. �

Äîêàçàííûå òåîðåìû 1 è 2 îáúåäèíÿþòñÿ â ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 3 (êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè). Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãå-

íåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé C0-ïîëóãðóïïû. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (1), (2) áûëà ðàâíî-

ìåðíî êîððåêòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ M ≥
1, ω ≥ 0 ÷èñëî λ2 ñ Reλ > ω ïðèíàäëåæàëî ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó îïåðàòîðà A è

äëÿ äðîáíîé ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A áûëè âûïîëíåíû îöåíêè

∥∥∥∥
dn

dλn
(
λR1+k/2

(
λ2
))∥∥∥∥ ≤ M Γ(k + n + 1)

(Reλ− ω)k+n+1
, n = 0, 1, 2, ... . (25)

Óñòàíîâèì äàëåå åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÎÔÁ Yk(t).
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Ëåììà 8. Ïóñòü u0 ∈ D(A), òîãäà äëÿ îïåðàòîðíîé �óíêöèè Yk(t) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

Y ′
k(t)u0 =

t

k + 1
Yk+2(t)Au0 , (26)

� Ïóñòü u0 ∈ D(A2), òîãäà, ó÷èòûâàÿ (24), íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ

â òîì, ÷òî �óíêöèÿ h(t) =
1

t
Y ′
k(t)u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

h′′(t) +
k + 2

t
h′(t) = Ah(t) , t > 0 , (27)

è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

lim
t→0

1

t
Y ′
k(t)u0 =

1

k + 1
Au0 , lim

t→0

(
1

t
Y ′
k(t)u0

)′

= 0 , u0 ∈ D(A) . (28)

Äåéñòâèòåëüíî,

h′(t) =
1

t
Yk(t)Au0 −

k + 1

tk+2

∫ t

0

skYk(s)Au0 ds , (29)

h′′(t) =
1

t
Y ′
k(t)Au0 −

2k + 2

t2
Yk(t)Au0 −

(k + 1)(k + 2)

tk+3

∫ t

0

skYk(s)Au0 ds , (30)

è èç (29), (30) âûâîäèì (27).

Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (28) î÷åâèäíî, â ñèëó (24). À âòîðîå âûòåêàåò èç (29), ïîñêîëüêó

h′(0) = lim
t→0

1

tk+2

(
tk+1Yk(t)Au0 − (k + 1)

∫ t

0

skYk(s)Au0 ds

)
= lim

t→0

Y ′
k(t)Au0
k + 2

= 0 .

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ïóàññîíà-Äàðáó, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (26), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïîêà äëÿ u0 ∈
D(A2).

Åñëè u0 ∈ D(A), òî, ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê ýëåìåíòó w0 = R(µ2)u0,
µ > ω, ìû óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (26) óæå äëÿ u0 ∈ D(A).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç (26) âûòåêàåò è ðàâåíñòâî

lim
t→0

Y ′′
k (t)u0 =

1

k + 1
Au0 , u0 ∈ D(A) . �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà è Yk(t) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ÎÔÁ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Yk(t)Yk(s) = T tsYk(s) ,

ãäå îïåðàòîð îáîáù¼ííîãî ñäâèãà T ts , ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ (1), îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì (ñì. [9℄)

T tsH(s) =
1

B(k/2, 1/2)

∫ π

0

H
(√

s2 + t2 − 2st cosϕ
)
sink−1 ϕdϕ .
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� Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ w(t, s) = f (Yk(t)Yk(s)u0), ãäå
f ∈ E∗

(E∗
� ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî), t, s ≥ 0. Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ

∂2w

∂t2
+
k

t

∂w

∂t
=
∂2w

∂s2
+
k

s

∂w

∂s
, t, s > 0

è óñëîâèÿì

w(0, s) = f (Yk(s)u0) ,
∂w(0, s)

∂t
= 0 .

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à â êëàññå äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ ïðè t, s ≥ 0
�óíêöèé ðàññìàòðèâàëàñü â [9℄ (�5, ï.2). Èç óñòàíîâëåííîé â [9℄ ÿâíîé �îðìóëû äëÿ

ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ïîëó÷àåì w(t, s) = T tsf (Yk(s)u0) = f (T tsYk(s)u0), îòêóäà, â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè f ∈ E∗

è âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �
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Abstrat. The su�ient ondition of the Cauhy problem solvability of abstrat Euler-Poisson-

Darboux equation is proved.
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Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå èññëåäîâàíà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà ðåçîëüâåòíûõ ìàò-

ðèö óïîðÿäî÷åííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé. Ïðèâåäåí àëãî-

ðèòì ïîøàãîâîãî ðåøåíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷. Îáùèå ïîñòðîåíèÿ ïðî-

èëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðàõ çàäà÷è Íåâàíëèííû-Ïèêà è ïðîáëåìû ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåâàíëèííîâñêèå �óíêöèè, óïîðÿäî÷åííûå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è,

�àêòîðèçàöèÿ ðåçîëüâåíòíûõ ìàòðèö, ïîøàãîâîå ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷.

1. Ââåäåíèå. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà âïåðâûå áûëà ðàññìîò-

ðåíà â ñòàòüÿõ [1℄- [3℄. Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ.

Îñîáî îòìåòèì ñòàòüþ [4℄, â êîòîðîé âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíò-

íîé ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ ìíîæèòåëåé Áëÿøêå-Ïîòàïîâà. Â ñòàòüå [4℄

áûëè èñïîëüçîâàíû èäåè è ìåòîäû Â.Ï. Ïîòàïîâà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè J-
ðàñòÿãèâàþùèõ ìàòðèö-�óíêöèé [5℄. Ïîñëå ñòàòüè [4℄ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî

ðàáîò, â êîòîðûõ áûëè èññëåäîâàíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñòðóêòóðû ðåçîëüâåíòíûõ ìàò-

ðèö ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé è èõ àíàëîãîâ

(ñì., íàïðèìåð, [6℄- [9℄). Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ èçëî-

æåíî â ìîíîãðà�èè [10℄.

Â ðàáîòàõ [8℄, [9℄, [11℄ áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû îáîáù¼ííûå èíòåðïîëÿöèîííûå çà-

äà÷è, êîòîðûå ñîäåðæàò â ñåáå îñíîâíûå ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàí-

ëèííîâñêèõ �óíêöèé è èõ àíàëîãîâ. Îäíàêî â ýòèõ ïîñòðîåíèÿõ îòñóòñòâóþò ñòðóêòó-

ðû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïîøàãîâîå ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ

çàäà÷, ìóëüòèïëèêàòèâíûå ðàçëîæåíèÿ ðåçîëüâåíòíûõ ìàòðèö, îðòîíîðìèðîâàííûå ñå-

ìåéñòâà �óíêöèé è ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îáúåêòàìè ïðîáëåìû òåîðèè èíòåðïîëÿöèè è

åå ïðèëîæåíèé. Äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýòèõ âîïðîñîâ â êîíòåêñò èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ â

ñòàòüÿõ [12℄, [13℄, [14℄ áûëè ââåäåíû óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáù¼ííûõ

èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ è ñòèëòüåñîâñêèõ �óíêöèé. Îñíîâíû-

ìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíòíûõ

ìàòðèö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâ-

ñêèõ �óíêöèé (òåîðåìà 2) è ïîøàãîâîå ðåøåíèå óïîðÿäî÷åííûõ îáîáù¼ííûõ èíòåðïî-

ëÿöèîííûõ çàäà÷ (òåîðåìà 3). Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû çàäà÷à Íåâàíëèííû-

Ïèêà è ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè

ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ C+ = {z ∈ C : Im z > 0} è C− = {z ∈ C : Im z < 0} ñîîòâåòñòâåííî è



28 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

ïóñòü C± = C+

⋃
C−. ×åðåç {H,G} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç êîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H â ñåïàðàáåëüíîå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî G, à ÷åðåç {G} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòî-

ðîâ â G. Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ â G îáîçíà÷èì ÷åðåç {G}H .
Ýðìèòîâ îïåðàòîð A ∈ {G}H íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè (f, Af) ≥ 0, ∀f ∈ G.

Ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â G îáîçíà÷èì ÷åðåç {G}≥. Íåîòðèöàòåëüíûé
îïåðàòîð A ∈ {G}≥ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí îáðàòèì è A−1 ∈ {G}. Ìíîæå-

ñòâî ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â G îáîçíà÷èì ÷åðåç {G}>. Äëÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ
A,B ∈ {G}H íåðàâåíñòâî A ≥ B (ñîîòâ. A > B) îçíà÷àåò, ÷òî A − B ∈ {G}≥ (ñîîòâ.

A−B ∈ {G}>).
Òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå G îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç IG è OG. Íóëåâîé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà G1 â ãèëüáåð-

òîâî ïðîñòðàíñòâî G2, îáîçíà÷èì ÷åðåç OG1G2 . Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ÷àñòî áóäåì

îïóñêàòü íèæíèå èíäåêñû ó òîæäåñòâåííîãî è íóëåâîãî îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü îïåðàòîðû K ∈ {G}≥, T ∈ {G}, u, v ∈ {H,G} óäîâëåòâîðÿþò Îñíîâíîìó

Òîæäåñòâó (ÎÒ)

TK −KT ∗ = vu∗ − uv∗ . (1)

È ïóñòü, äàëåå, îïåðàòîð-�óíêöèÿ (ÎÔ) RT (z) = (IG − zT )−1
ìåðîìîð�íà â C. Ìíîæå-

ñòâî îñîáûõ òî÷åê ÎÔ RT (z) îáîçíà÷èì ÷åðåç Z, à ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ

òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = {z ∈ C : z̄ ∈ Z}.
Îïðåäåëåíèå 1. ÎÔ w : C+ → {H} íàçûâàåòñÿ íåâàíëèííîâñêîé, åñëè îíà ãîëî-

ìîð�íà â C+ è {w(z)− w∗(z)}/2i ≥ OH, ∀z ∈ C+.

Êëàññ âñåõ íåâàíëèííîâñêèõ ÎÔ îáîçíà÷èì R.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáù¼ííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷åé ñ ìàñøòàáíûìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè H è G íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð îïåðàòîðîâ

P = {K, T, u, v} , (2)

óäîâëåòâîðÿþùèé ÎÒ (1).

ÎÔ w ∈ R íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (2), åñëè îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùåìó Îñíîâíîìó Ìàòðè÷íîìó Íåðàâåíñòâó (ÎÌÍ) Â.Ï. Ïîòàïîâà

(
K RT (z) { vw(z)− u }

{ vw(z)− u }∗R∗
T (z) {w(z)− w∗(z)}/{z − z̄}

)
≥ OG⊕H, z ∈ C+ \ Z. (3)

Òèïè÷íûìè îáîáù¼ííûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè çàäà÷àìè äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ ÎÔ

ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà, çàäà÷à Êàðàòåîäîðè, ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóð-

ãåðà è äðóãèå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé (ñì. [4℄- [6℄).

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé

èìååòñÿ â ìîíîãðà�èè [10℄.

Îïðåäåëåíèå 3.Îáîáù¼ííàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à P = {K, T, u, v} íàçûâàåòñÿ
âïîëíå íåîïðåäåë¼ííîé, åñëè

K ∈ {G}>, vh = 0 ⇔ h = 0 . (4)
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Äàëåå â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âïîëíå íåîïðåäåë¼ííûå îáîáù¼í-

íûå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îáîáù¼ííîé èíòåðïîëÿöèîí-

íîé çàäà÷è (2) îáîçíà÷èì ÷åðåç F. Èçâåñòíî (ñì. [8℄- [9℄), ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ ìíîæåñòâî F íå ïóñòî.

Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

{
h(j)
}∞
j=1

.

�àññìîòðèì îðòîãîíàëüíûå ñóììû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ

G(l) = h(1) ⊕ h(2) ⊕ . . .⊕ h(l) . (5)

Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ G(k)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â ëþáîì ïðî-

ñòðàíñòâå G(l)
ïðè l > k. Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåêòîðû (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) èç G

(l)
ñ

âåêòîðàìè (x1, . . . , xk) èç G
(k)
. Ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå G(l)

íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî G(k)
ìû òîæå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå G(k)

.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ âñåõ l ≥ 1 îïðåäåëåíû îáîáù¼ííûå âïîëíå íåîïðåäåë¼ííûå èíòåð-

ïîëÿöèîííûå çàäà÷è

P
(l) = {K(l), T (l), u(l), v(l)} (6)

ñ ìàñøòàáíûìè ïðîñòðàíñòâàìè G(l), H.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà l è k óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 1 ≤ k <
l. �àññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàñøòàáíûõ ïðîñòðàíñòâ èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è (6)

G(l) = G(k) ⊕
(
G(l) ⊖ G(k)

)
. (7)

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çà-

äà÷ (6) è ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è P(l)
, ïîñòðî-

åííûå ïî ðàçëîæåíèþ (7), èìåþò âèä

K(l) =

(
K̃(k) B(l,k)

B(l,k)∗ C(l,k)

)
, T (l) =

(
T̃ (k) OG(l)⊖G(k)G(k)

T
(l,k)
21 T

(l,k)
22

)
,

v(l) =

(
ṽ(k)

v̌(l,k)

)
, u(l) =

(
ũ(k)

ǔ(l,k)

)
. (8)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ (6) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé, åñëè îïå-

ðàòîðû K̃(k), T̃ (k), ṽ
(k)
1 , ũ(k), ðàññìàòðèâàåìûå êàê îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ G(k)

è

H, ñîâïàäàþò ñ îïåðàòîðàìè K(k), T (k), v(k), u(k) èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è P(k)
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè â �îðìóëàõ (8) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü K̃(l)
÷åðåç K(l)

è ò.ä.

Óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ îáîçíà÷èì

÷åðåç

{
P(l)
}
l∈N

. Â ýòîì êîíòåêñòå îáîáù¼ííûå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è P(l)
íàçûâàþò-

ñÿ óñå÷åííûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè çàäà÷àìè. Â îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ

óñå÷¼ííîé çàäà÷åé P(l)
, ââåäåì âåðõíèé èíäåêñ (l). Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ F(l+1) ⊂ F(l)

.

Óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ áûëè ââåäåíû äëÿ íåâàí-

ëèííîâñêèõ �óíêöèé â ñòàòüå [12℄, à äëÿ ñòèëòüåñîâñêèõ �óíêöèé � â ñòàòüå [13℄.
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�àññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çà-

äà÷

{
P(l)
}
l∈N

. �åçîëüâåíòíîé ìàòðèöåé äëÿ óñå÷¼ííîé çàäà÷è P(l)
íàçûâàåòñÿ

U (l)(z)=

(
α(l)(z) β(l)(z)
γ(l)(z) δ(l)(z)

)
= IH⊕H + z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)
RT (l)∗ (z)K(l)−1 (

u(l) −v(l)
)
. (9)

Ïàðà ìåðîìîð�íûõ â C+ ÎÔ

(
p(z)
q(z)

)
, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â {H}, íàçûâàåòñÿ

íåâàíëèííîâñêîé, åñëè

p(z)p∗(z) + q(z)q∗(z) > O, i
(
−p∗(z)q(z) + q∗(z)p(z)

)
≥ O .

Äâå íåâàíëèííîâñêèå ïàðû

(
p1(z)
q1(z)

)
è

(
p2(z)
q2(z)

)
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ìåðîìîð�íàÿ è ìåðîìîð�íî îáðàòèìàÿ â C+ ÎÔ Q(z) òàêàÿ, ÷òî

(
p1(z)

q1(z)

)
=

(
p2(z)

q2(z)

)
Q(z) .

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íåâàíëèííîâñêèõ ÎÔ îáîçíà÷èì ÷åðåç R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîðû α(l)(z), β(l), γ(l)(z), δ(l)(z) ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè ðåçîëü-
âåíòíîé ìàòðèöû èç ïðåäñòàâëåíèÿ (9). Òîãäà �îðìóëà

w(z) =
(
γ(l)(z)p(z) + δ(l)(z)q(z)

)
·
(
α(l)(z)p(z) + β(l)(z)q(z)

)−1
(10)

óñòàíàâëèâàåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó F(l)
è R.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èìååòñÿ, íàïðèìåð, â ñòàòüÿõ [6℄, [8℄, [9℄.

3. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöû. Ïóñòü â ïðåä-

ñòàâëåíèè ìàñøòàáíûõ ïðîñòðàíñòâ (7) k = l − 1. Òîãäà

G
(l) = G

(l−1) ⊕ h(l) , l ≥ 2 .

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ââåäåì áëî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ

K(l) =

(
K(l−1) B(l)

B(l)∗ C(l)

)
, v(l) =

(
v(l−1)

v̌(l)

)
, u(l) =

(
u(l−1)

ǔ(l)

)
. (11)

È ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî G(l−1) ⊂ G(l)
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ îïåðàòîðà T (l) ∈

{G(l)}. Òîãäà èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

T (l) =

(
T (l−1) O

T
(l)
21 T̂ (l)

)
, RT (l)(z) =

(
RT (l−1)(z) O

zRT̂ (l)(z)T
(l)
21 RT (l−1)(z) RT̂ (l)(z)

)
. (12)

Çäåñü RT (l)(z) = (I − zT (l))−1, RT (l−1)(z) = (I − zT (l−1))−1, RT̂ (l)(z) = (I − zT̂ (l))−1
.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

K(l) =

(
I O

B(l)∗K(l−1)−1
I

)(
K(l−1) O

O K̂(l)

)(
I K(l−1)−1

B(l)

O I

)
> O. (13)

Çäåñü

K̂(l) = C(l) − B(l)∗

r K(l−1)−1

B(l) > O, l > 1.

Îòñþäà

K(l)−1

=

(
K(l−1)−1

O
O O

)
+

(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1

(
−B(l)∗K(l−1)−1

I
)
. (14)

È ïóñòü, äàëåå,

v̂(l) = −B(l)∗K(l−1)−1

v(l−1) + v̌(l), û(l) = −B(l)∗K(l−1)−1

u(l−1) + ǔ(l), l > 1. (15)

Ïîäñòàâèì â ÎÒ (1) áëî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (11) - (13). Ïîëó÷èì

(
T (l−1) O

T
(l)
21 T̂ (l)

)(
I O

B(l)∗K(l−1)−1
I

)(
K(l−1) O

O K̂(l)

)(
I K(l−1)−1

B(l)

O I

)

−
(

I O

B(l)∗K(l−1)−1
I

)(
K(l−1) O

O K̂(l)

)(
I K(l−1)−1

B(l)

O I

)(
T (l−1)∗ T

(l)∗

21

O T̂ (l)∗

)

=

(
v(l−1)

v̌(l)

)(
u(l−1)∗ ǔ(l)

∗ )−
(
u(l−1)

ǔ(l)

)(
v(l−1)∗ v̌(l)

∗ )
.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî íà îïåðàòîðû

(
I O

−B(l)∗K(l−1)−1
I

)
,

(
I −K(l−1)−1

B(l)

O I

)
.

Ñ ó÷¼òîì (15) ïîëó÷èì

(
I O

−B(l)∗K(l−1)−1
I

)(
T (l−1) O

T
(l)
21 T̂ (l)

)(
I O

B(l)∗K(l−1)−1
I

)(
K(l−1) O

O K̂(l)

)

−
(
K(l−1) O

O K̂(l)

)(
I K(l−1)−1

B(l)

O I

)(
T (l−1)∗ T

(l)∗

21

O T̂ (l)∗

)(
I K(l−1)−1

B(l)

O I

)

=

(
v(l−1)

v̂(l)

)(
u(l−1)∗ û(l)

∗ )−
(
u(l−1)

û(l)

)(
v(l−1)∗ v̂(l)

∗ )
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(
T (l−1) O

Y (l) T̂ (l)

)(
K(l−1) O

O K̂(l)

)
−
(
K(l−1) O

O K̂(l)

)(
T (l−1)∗ Y (l)∗

O T̂ (l)∗

)

=

(
v(l−1)u(l−1)∗ v(l−1)û(l)

∗

v̂(l)u(l−1)∗ v̂(l)û(l)
∗

)
−
(
u(l−1)v(l−1)∗ u(l−1)v̂(l)

∗

û(l)v(l−1)∗ û(l)v̂(l)
∗

)
. (16)
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Çäåñü

Y (l) = −B(l)∗K(l−1)−1

T (l−1) + T
(l)
21 + T̂ (l)B(l)∗K(l−1)−1

. (17)

�àññìîòðèì ÎÔ

b(1)(z) = U (1)(z),

b(l)(z) = IH⊕H + z

(
v̂(l)

∗

û(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l) −v̂(l)

)
, l > 1. (18)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíà óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ âïîëíå

íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé (P(l))∞l=1 è

äëÿ âñåõ l ≥ 2 ïîäïðîñòðàíñòâà G(l−1) ⊂ G(l)
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ îïåðàòî-

ðîâ T (l) ∈ {G(l)}. Òîãäà ðåçîëüâåíòíûå ìàòðèöû (9) äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ

U (l)(z) = b(1)(z) · b(2)(z) · . . . · b(l)(z), l ≥ 1 . (19)

Çäåñü ÎÔ b(l)(z) îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (18).

� Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóë (19) ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî l. Ïðè l = 1 �îðìóëà (19)

î÷åâèäíà. Ïóñòü �îðìóëû (19) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ l < n. Òîãäà äëÿ l = n èìååì

U (l)(z) = I + z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)
RT (l)∗ (z)K(l)−1 (

u(l) −v(l)
)

= I + z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)
RT (l)∗ (z)

(
K(l−1)−1

O
O O

)(
u(l−1)

ǔ(l)
−v(l−1)

−v̌(l)
)

+ z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)
RT (l)∗ (z)

(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1

(
−B(l)∗K(l−1)−1

I
)

×
(

u(l−1)

ǔ(l)
−v(l−1)

−v̌(l)
)

= I + z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
O RT̂ (l)∗ (z)

)(
K(l−1)−1

O

)

×
(
u(l−1) −v(l−1)

)

+ z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
O RT̂ (l)∗ (z)

)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= I + z

(
v(l−1)∗ v̌(l)

∗

u(l−1)∗ ǔ(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

O

)(
u(l−1) −v(l−1)

)

+ z

(
v(l)

∗

u(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
O RT̂ (l)∗ (z)

)(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)

× K̂(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)
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= U (l−1)(z) + z

(
v(l−1)∗ v̌(l)

∗

u(l−1)∗ ǔ(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
O RT̂ (l)∗ (z)

)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= U (l−1)(z) + z

(
v(l−1)∗ v̌(l)

∗

u(l−1)∗ ǔ(l)
∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
O O

)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

+ z

(
v(l−1)∗ v̌(l)

∗

u(l−1)∗ ǔ(l)
∗

)(
O O
O RT̂ (l)∗ (z)

)(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= U (l−1)(z) + z

(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

+ z

(
v̌(l)

∗

ǔ(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

U (l)(z) = U (l−1)(z) + z

(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

+ z

(
v̌(l)

∗

ǔ(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)
. (20)

Äàëåå èìååì

U (l−1)(z)b(l)(z) = U (l−1)(z)

×
{(

I O
O I

)
+ z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)}

= U (l−1)(z) + zU (l−1)(z)

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

u(l−1) −v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1
v(l−1)

u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1
u(l−1) −u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

v(l−1)

)

×
(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)
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= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

O

O u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

)(
u(l−1) −v(l−1)

u(l−1) −v(l−1)

)

×
(
v̂(l)

∗ −v̂(l)∗
û(l)

∗ −û(l)∗
)(

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) O

O RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)

= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

O

O u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

)

×
(
u(l−1)v̂(l)

∗ − v(l−1)û(l)
∗ −u(l−1)v̂(l)

∗

+ v(l−1)û(l)
∗

u(l−1)v̂(l)
∗ − v(l−1)û(l)

∗ −u(l−1)v̂(l)
∗

+ v(l−1)û(l)
∗

)

×
(
RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

û(l) O

O RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)

= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

O

O u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)K(l−1)−1

)

×
(
K(l−1)Y (l)∗ −K(l−1)Y (l)∗

K(l−1)Y (l)∗ −K(l−1)Y (l)∗

)(
RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

û(l) O

O RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)

= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z) O

O u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)

)(
I
I

)
Y (l)∗

(
I −I

)

×
(
RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

û(l) O

O RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)

= U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)

+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)
u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)

)
Y (l)∗

(
RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

û(l) −RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)
.

Çäåñü øåñòîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (16). Òàêèì îáðàçîì,

U (l−1)(z)b(l)(z) = U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −v̂(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

û(l)
∗

RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
û(l) −û(l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

v̂(l)

)
+
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+ z2
(
v(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)
u(l−1)∗RT (l−1)∗ (z)

)
Y (l)∗

(
RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1

û(l) −RT̂ (l)∗ (z)K̂(l)−1
v̂(l)

)
. (21)

Èç �îðìóë (20) è (21) èìååì

U (l−1)(z)bl(z)− U (l)(z) = U (l−1)(z) + z

(
v̂(l)

∗

û(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)

+ z2
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)Y (l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l) −v̂(l)

)

− U (l−1)(z)− z

(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

− z

(
v̌(l)

∗

ǔ(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)

= z

(
v̂(l)

∗ − v̌(l)
∗

û(l)
∗ − ǔ(l)

∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)

+ z2
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)Y (l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l) −v̂(l)

)

− z

(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= −z
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
K(l−1)−1

B(l)RT̂ (l)∗ (z)K̂
(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

+ z2
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)Y (l)∗RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l) −v̂(l)

)

− z

(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)(
RT (l−1)∗ (z) zRT (l−1)∗ (z)T

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)

×
(
−K(l−1)−1

B(l)

I

)
K̂(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= −z
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)

×
{
R

(−1)

T (l−1)∗ (z)K
(l−1)−1

B(l) − zY (l)∗ +
(
I zT

(l)∗

21 RT̂ (l)∗ (z)
)( −K(l−1)−1

B(l)

I

)
R−1

T̂ (l)∗
(z)
}

× RT̂ (l)∗ (z)K̂
(l)−1 (

û(l−1) −v̂(l−1)
)

= −z
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)
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×
{
(I − zT (l−1)∗)K(l−1)−1

B(l) − z
(
−T (l−1)∗K(l−1)−1

B(l) + T
(l)∗

21 +K(l−1)−1

B(l)T̂ (l)∗
)

−K(l−1)−1

B(l)(I − zT̂ (l)∗) + zT
(l)∗

21

}
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)

= −z
(
v(l−1)∗

u(l−1)∗

)
RT (l−1)∗ (z)

×
{
K(l−1)−1

B(l) − zT (l−1)∗K(l−1)−1

B(l) + zT (l−1)∗K(l−1)−1

B(l) − zT
(l)∗

21 − zK(l−1)−1

B(l)T̂ (l)∗

−K(l−1)−1

B(l) + zK(l−1)−1

B(l)T̂ (l)∗ + zT
(l)∗

21

}
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l−1) −v̂(l−1)

)
= O.

Çäåñü òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (15). Ñëåäîâàòåëüíî, U (l)(z) = U (l−1)(z)bl(z). Îòñþäà
è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûòåêàåò �îðìóëà (19). �

Ñðàâíèâàÿ 22-áëîêè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (16) ïîëó÷èì èíäóöèðîâàííûå ÎÒ

T̂ (l)K̂(l) − K̂(l)T̂ (l)∗ = v̂(l)û(l)
∗ − û(l)v̂(l)

∗

, l > 1. (22)

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà K̂(l) > O ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ l > 1 îïðåäåëåíû îáîáù¼ííûå

èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è

P̂(l) = {K̂(l), T̂ (l), û(l), v̂(l)} (23)

ñ ìàñøòàáíûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ĝ(l), H. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v̂(l)h = 0 ⇔ h = 0. Òîãäà
âñå çàäà÷è (23) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííûìè.

ÎÔ b(l)(z), l > 1 ÿâëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòíûìè ìàòðèöàìè äëÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííûõ

çàäà÷ (23) è ÎÔ b(1)(z) = U (1)(z) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöåé äëÿ âïîëíå íåîïðå-
äåë¼ííîé çàäà÷è P(1) = {K(1), T (1), u(1), v(1)}. Ïî òåîðåìå 1 ïðè âñåõ l ≥ 1 êîððåêòíî

îïðåäåëåíû äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

b(l)(z)
{
p(z), q(z)

}
=
(
c(l)(z)p(z) + d(l)(z)q(z)

)
·
(
a(l)(z)p(z) + b(l)(z)q(z)

)−1

íàä ïðîèçâîëüíîé íåâàíëèííîâñêîé ïàðîé

(
p(z)
q(z)

)
. Çäåñü ââåäåíû åñòåñòâåííûå áëî÷íûå

ïðåäñòàâëåíèÿ

b(l)(z) =

(
a(l)(z) b(l)(z)
c(l)(z) d(l)(z)

)
, l ≥ 1.

Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä íåâàíëèííîâñêîé ïàðîé

(
I

w(z)

)
îáîçíà÷èì ÷åðåç

b(l)(z)
{
w(z)

}
=
(
c(l)(z) + d(l)(z)w(z)

)
·
(
a(l)(z) + b(l)(z)w(z)

)−1
.

Èç ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâàíëèííîâñêîé ïàðû

(
p(z)
q(z)

)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

w(z) = b(1)(z)
{
. . . b(l−1)(z)

{
b(l)(z)

{
p(z), q(z)

}}
. . .
}
. (24)

Çäåñü ÎÔ w(z) ÿâëÿåòñÿ íåâàíëèííîâñêîé.
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Ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (24) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåé-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ìàòðèöåé b(1)(z) · b(2)(z) · . . . · b(l)(z). Òàêèì îáðàçîì, èìååì

b(1)(z) · b(2)(z) · . . . · b(l)(z)
{
p(z), q(z)

}
= b(1)(z)

{
. . . b(l−1)(z)

{
b(l)(z)

{
p(z), q(z)

}}
. . .
}
.

Îòñþäà è èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

U (l)(z)
{
p(z), q(z)

}
= b(1)(z)

{
. . . b(l−1)(z)

{
b(l)(z)

{
p(z), q(z)

}}
. . .
}
.

Èç ýòîé �îðìóëû è òåîðåìû 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò òàêàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíà óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáù¼ííûõ âïîëíå

íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé (P(l))∞l=1 è äëÿ

âñåõ l ≥ 2 ïîäïðîñòðàíñòâà G(l−1) ⊂ G(l)
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ îïåðàòîðîâ

T (l) ∈ {G(l)}. È ïóñòü, äàëåå, ÎÔ b(l)(z) îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (18). Òîãäà �îðìóëà

w(z) = b(1)(z)
{
. . . b(l−1)(z)

{
b(l)(z)

{
p(z), q(z)

}}
. . .
}

(25)

óñòàíàâëèâàåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó F(l)
è R.

Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé F(l)
èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è P(l)
ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê �îðìóëîé (10), òàê è �îðìóëîé (25). Îïèñàíèå ìíî-

æåñòâà âñåõ ðåøåíèé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è P(l)
ñóïåðïîçèöèåé äðîáíî-ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (25) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì ïîøàãîâûì àëãîðèòìîì Øóðà ðåøåíèÿ

óïîðÿäî÷åííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷.

4. Ïðèìåðû. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷

äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé, ðåçîëüâåíòíûå ìàòðèöû êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ ìíîæèòåëåé Áëÿøêå-Ïîòàïîâà. Òàêèì çàäà÷àì

ñîîòâåòñòâóþò óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ ñïåöèàëü-

íîãî âèäà. À èìåííî, ïóñòü â ïðåäñòàâëåíèè (5) âñå ïðîñòðàíñòâà h(l) ñîâïàäàþò ñ H,

ò.å.

G(l) = H⊕H ⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸
l ñëàãàåìûõ

. (26)

È ïóñòü, äàëåå, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ζ l)
∞
l=1 ⊂ C \ R

òàêàÿ, ÷òî îïåðàòîðû T1 è T̂l, l > 1 (ñì. (12)) èìåþò âèä

T1 = ζ1IH, T̂l = ζ lIH, l > 1. (27)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T ∗
1 = ζ̄1IH, RT ∗

1
(z) =

1

1− ζ̄1z
IH, T̂ ∗

l = ζ̄ lIH, RT̂ ∗
l
(z) =

1

1− ζ̄lz
IH, l > 1. (28)

Òåîðåìà 4. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîðû v(1), u(1), v̂(l), û(l), l > 1
îáðàòèìû. �åçîëüâåíòíûå ìàòðèöû (9) äîïóñêàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðàçëîæåíèå

U (l)(z) = b1(z) · b2(z) · . . . · bl(z), l ≥ 1. (29)
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ÎÔ b(l)(z), l ≥ 1 íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà è çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

b(l)(z) = I +
z

1− ζ̄ lz

(
I

w(l)∗

)(
w(l) − w(l)∗

ζl − ζ̄l

)−1 (
−w(l) I

)
, l ≥ 1. (30)

Çäåñü îïåðàòîðû w(l)
èìåþò âèä

w(1) = v(1)
−1

u(1), w(l) = v̂(l)
−1

û(l), l > 1 (31)

è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè Øóðà.

� Â ñèëó (22) è (28) èìååì

(
ζl − ζ̄l

)
K̂(l) = v̂(l)û(l)

∗ − û(l)v̂(l)
∗

, l > 1. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

K̂(l) =
v̂(l)û(l)

∗ − û(l)v̂(l)
∗

ζl − ζ̄l
. (32)

Ïóñòü, íàïðèìåð, (ζl − ζ̄l)/2i > 0. Îòñþäà, èç íåðàâåíñòâ K̂(l) > O, è èç (32) ñëåäóåò,

÷òî (v̂(l)û(l)
∗ − û(l)v̂(l)

∗

)/2i > O, ò.å. Im(v̂(l)û(l)
∗

) > O. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ
v̂(l)û(l)

∗

îáðàòèìî è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìû îïåðàòîðû v̂(l), û(l), l > 1. Îáðàòèìîñòü
îïåðàòîðîâ v(1), u(1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Äëÿ l > 1 èìååì

b(l)(z) = I + z

(
v̂(l)

∗

û(l)
∗

)
RT̂ (l)∗ (z)K̂

(l)−1 (
û(l) −v̂(l)

)

= I +
z

1− ζ̄ lz

(
I

û(l)
∗

v̂(l)
∗−1

)
v̂(l)

∗

(
v̂(l)û(l)

∗ − û(l)v̂(l)
∗

ζl − ζ̄l

)−1

v̂(l)
(
v̂(l)

(−1)
û(l) −I

)

= I +
z

1− ζ̄ lz

(
I

û(l)
∗

v̂(l)
∗−1

)(
û(l)

∗

v̂(l)
∗−1 − v̂(l)

−1
û(l)

ζl − ζ̄l

)−1 (
v̂(l)

(−1)
û(l) −I

)

= I +
z

1− ζ̄ lz

(
I

w(l)∗

)(
w(l) − w(l)∗

ζl − ζ̄l

)−1 (
−w(l) I

)
.

Ôîðìóëû (30) äîêàçàíû äëÿ l > 1. Äëÿ l = 1 �îðìóëà (30) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. �

Ïðèìåð 1. Çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà. Â çàäà÷å Íåâàíëèííû-Ïèêà çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

z1, z2, . . . , zk, . . . è áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ w1, w2, . . . , wk, . . . , äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå â H. Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî ÎÔ w : C+ → {H} òàêèõ,
÷òî

w(zk) = wk, ∀k ∈ N, w ∈ R . (33)

Âìåñòå ñ çàäà÷åé (33) ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì óçëîâ èíòåðïîëÿöèè áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü è óñå÷åííûå çàäà÷è Íåâàíëèííû-Ïèêà. Â òàêèõ çàäà÷àõ �èêñèðóåòñÿ ÷èñëî l ∈ N

è òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî ÎÔ w : C+ → {H} òàêèõ, ÷òî

w(zj) = wj, 1 ≤ j ≤ l, w ∈ R. (34)
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Ïîêàæåì, ÷òî óñå÷åííóþ çàäà÷ó (34) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáù¼ííóþ èí-

òåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó íåâàíëèííîâñêîé òèïà. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáíûõ ïðîñòðàíñòâ

âûáåðåì ïðîñòðàíñòâà

G(l) = H⊕H ⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸
l ñëàãàåìûõ

, H.

Îïåðàòîðû K(l), T (l), v(l), u(l) çàäàäèì åñòåñòâåííûìè ìàòðè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè

T (l) = diag{z−1
1 IH, . . . , z

(l)−1

IH} ∈ {G(l)},

K(l) = T (l)−1 ·
{
wi − w∗

j

zi − z̄j

}

i,j=1,...,l

· T (l)−1∗ ∈ {G(l)},

v(l) = ol {IH, . . . , IH} ∈ {H,G(l)},
u(l) = ol {w1, . . . , wl} ∈ {H,G(l)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíî ÎÒ (1). Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèåì âïîëíå íåîïðåäåë¼í-

íîñòè çàäà÷è (34) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâà K(l) > OG(l). Áîëåå òîãî (ñì. [4℄), ÎÔ w ∈ R

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óñå÷¼ííîé çàäà÷è (34) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò

ÎÌÍ (3). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (34) ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñëåäóþùåé îáîáù¼ííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è íåâàíëèííîâ-

ñêîé òèïà

P(l) = {K(l), T (l), v(l), u(l)}. (35)

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (35) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííîé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà âïîëíå íåîïðåäåë¼ííîé ÿâëÿåòñÿ óñå÷åííàÿ çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà (34).

Òàêèì îáðàçîì, óñå÷åííàÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííàÿ çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà (34) ýêâè-

âàëåíòíà îáîáù¼ííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷å (35). Èç áëî÷íîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðîâ

K(l), T (l), v(l), u(l) ñëåäóåò óïîðÿäî÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ çàäà÷

(
P(l)
)∞
l=1
. Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñå÷¼ííûõ âïîëíå íåîïðåäåë¼ííûõ

çàäà÷ Íåâàíëèííû-Ïèêà (34) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âïîëíå íåîïðåäå-

ë¼ííûõ îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ äëÿ íåâàíëèííîâñêèõ �óíêöèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïåðàòîðû T1, T̂l, l ≥ 2 èìåþò âèä (28)
ñ ζl = 1/zl. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (29) çàäàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-

çîëüâåíòíûõ ìàòðèö óñå÷¼ííûõ çàäà÷, �îðìóëû (31) ÿâíî âûðàæàþò ïàðàìåòðû Øóðà

÷åðåç äàííûå èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ è �îðìóëà (25) çàäà¼ò ïîøàãîâîå ðåøåíèå óñå-

÷¼ííûõ çàäà÷ Íåâàíëèííû-Ïèêà.

Â çàäà÷å Íåâàíëèííû-Ïèêà ìíîæèòåëè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà (30) äîïóñêàþò ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ

b(l)(z) = I +
(z̄l − zl)z

|zl|2(1− z̄−1
l z)

P(l), (36)

â êîòîðûõ îïåðàòîðû P(l)
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû Øóðà ïî �îðìóëàì

P(l) =

(
I

w(l)∗

)(
w(l) − w(l)∗

i

)−1 (
I w(l)

)
J, J =

(
O −iI
iI O

)
(37)
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è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

P(l)2 = −P(l), P(l)J ≥ O; (38)

Ýòè ìíîæèòåëè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå, ÷àñòî âñòðå÷àþùååñÿ

â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå

bl(z) = I +
(z̄l − zl)z

|zl|2(1− z̄−1
l z)

P
(l) = I + P

(l) +
( (z̄l − zl)z

|zl|2(1− z̄−1
l z)

− 1
)
P
(l)

= I + P(l) − z̄l
zl

· z − zl
z − z̄l

P(l) = I + P(l) + bzl(z)P
(l).

Çäåñü ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü Áëÿøêå bzl(z) = − z̄l
zl

· z−zl
z−z̄l

îòëè÷àåòñÿ îò ïðîñòåéøåãî

ìíîæèòåëÿ Áëÿøêå äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

z−zl
z−z̄l

ëèøü ðàâíûì ïî ìîäóëþ åäèíèöå

ìíîæèòåëåì − z̄l
zl
.

Ïðèìåð 2. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà. Â ïðîáëåìå ìîìåíòîâ �àìáóðãåðà ïî çà-

äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ s0, . . . , sk, · · · ∈ {H}H òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæå-

ñòâî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ÎÔ σ : R → {H}H òàêèõ, ÷òî

sk =

∫ +∞

−∞

tkdσ(t), ∀k ∈ N ∪ {0}. (39)

Ìîæåì ñ÷èòàòü, íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ, ÷òî ÎÔ σ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì íîðìèðîâêè: σ(t) íåïðåðûâíà ñëåâà ïðè âñåõ t è σ(t) → OH ïðè t → −∞.

Ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííûõ ðåøåíèé σ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (5.40) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

M∞. Ñ êàæäîé σ ∈ M∞ ñâÿæåì ÎÔ

w(z) =

∫ +∞

−∞

dσ(t)

t− z
. (40)

ÎÔ w îïðåäåëåíà è ãîëîìîð�íà â C+ è íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííîé ñ ïðîáëåìîé ìîìåí-

òîâ (39). Ìíîæåñòâî ÎÔ w, àññîöèèðîâàííûõ  ïðîáëåìîé (39), îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F∞.

Èç �îðìóëû îáðàùåíèÿ Ñòèëòüåñà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå, óñòàíàâëèâàåìîå ìåæäó

F∞ è M∞ �îðìóëîé (40), ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïîýòîìó, âìåñòî îïèñàíèÿ

ìíîæåñòâà M∞, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ îïèñàíèåì ìíîæåñòâà F∞.

Âìåñòå ñ áåñêîíå÷íîé ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ (39) áóäåì ðàññìàòðèâàòü è óñå÷åííûå

ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Â òàêèõ ïðîáëåìàõ �èêñèðóåòñÿ öåëîå ÷èñëî l ≥ 0 è òðåáóåòñÿ

îïèñàòü âñå íîðìèðîâàííûå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ÎÔ σ : R → {H}H è îïåðàòîðû

M ∈ {H}≥ òàêèå, ÷òî

sj =

∫ +∞

−∞

tjdσ(t), 0 ≤ j ≤ 2n− 1, s2n =

∫ +∞

−∞

t2ndσ(t) +M. (41)

Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (41) íàçûâàåòñÿ n-îé óñå÷¼ííîé ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ, à ìíî-

æåñòâî å¼ íîðìèðîâàííûõ ðåøåíèé σ îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn. Êàê è â ñëó÷àå ïðîáëåìû
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ìîìåíòîâ (5.40), ñ êàæäîé σ ∈ Mn ñâÿæåì àññîöèèðîâàííóþ ÎÔ w âèäà (40). Ìíîæå-

ñòâî âñåõ ÎÔ w, àññîöèèðîâàííûõ  ïðîáëåìîé (41), îáîçíà÷èì ÷åðåç `Fn.

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó îïèñàíèÿ àññîöèèðîâàííûõ ÎÔ óñå÷¼ííûõ ïðîáëåì ìîìåí-

òîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ íåâàíëèí-

íîâñêèõ �óíêöèé. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáíûõ ïðîñòðàíñòâ âûáåðåì ïðîñòðàíñòâà Gn =
H⊕H ⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸

n+1

, H. Îïåðàòîðû Kn, Tn, vn, un çàäàäèì åñòåñòâåííûìè ìàòðè÷íûìè

ïðåäñòàâëåíèÿìè

Kn =




s0 . . . sn−1 sn
s1 . . . sn sn+1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

sn . . . s2n−1 s2n


 , Tn =




OH . . . OH OH

IH . . . OH OH

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

OH . . . IH OH


 ,

vn =




IH
OH

.

.

.

OH


 , un = −




OH

s0
s1
.

.

.

sn−1



.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåì, ÷òî îïðåäåë¼ííûå âûøå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ÎÒ (1).

Â [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ìî-

ìåíòîâ (41) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Kn ≥ OGn. Áîëåå òîãî (ñì. [6℄), ÎÔ w ∈ Fn òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ÎÌÍ (3). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Fn ñîâïà-

äàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé îáîáù¼ííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è

Pn = {Kn, Tn, vn, un}. (42)

Óñëîâèåì ïîëíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (41) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Kn >
OGn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì âñå óñëîâèÿ â (4) âûïîëíåíû, ò.å. çàäà÷à (42) ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå íåîïðåäåë¼ííîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷è (42) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå íåîïðåäåë¼í-

íûìè ïðè âñåõ n ≥ 0.
Èç áëî÷íîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðîâKn, Tn, vn, un ñëåäóåò óïîðÿäî÷åííîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îáîáù¼ííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷

(
Pn
)∞
n=1

. Áîëåå òîãî, èç áëî÷íîé ñòðóê-

òóðû îïåðàòîðîâ Tn ñëåäóåò, ÷òî T0 = OH, T̂n = OH, n ≥ 1. Ïî òåîðåìå 2 ðåçîëüâåíòíûå
ìàòðèöû óñå÷¼ííûõ ïðîáëåì äîïóñêàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

U (n)(z) = b0(z) · b1(z) · . . . · bn(z), n ≥ 0.

Çäåñü ÎÔ bj(z), j ≥ 0 îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (18) è, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ RT0(z) =
IH, RTj (z) = IH, j ≥ 1, èìåþò âèä

b0(z) = IH⊕H + z

(
IH
OH

)
s−1
0

(
OH −IH

)
,

bj(z) = IH⊕H + z

(
v̂(j)

∗

û(j)
∗

)
K̂(j)−1 (

û(j) −v̂(j)
)
, j ≥ 1.



42 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ìíîæèòåëè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

bj(z) = IH⊕H + izEj , j ≥ 0.

Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû

E0 =

(
IH
OH

)
s−1
0

(
IH OH

)
J, Ej =

(
v̂(j)

∗

û(j)
∗

)
K̂(j)−1 (

v̂(j) û(j)
)
J, j ≥ 1,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Ej J ≥ O, E
2
j = O.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî ïðè j = 0. Ïðè j > 0 îíî ñëåäóåò èç èíäóöèðîâàííîãî

òîæäåñòâà (22), êîòîðîå äëÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ èìååò âèä

OH = v̂(j)û(j)
∗ − û(j)v̂(j)

∗

, j > 0.
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MULTIPLICATIVE STRUCTURE OF THE ORDERED INTERPOLATION

PROBLEM RESOLVENT MATRICES FOR NEVANLINNA's FUNCTIONS

Yu. M. Dyukarev

Belgorod State Agriultural Aademy by V.Ya. Gorin,

Vavilova St., 1, Maiskiy, Belgorod Reg., 308503, Russia, e-mail: yu.dyukarev�karazin.ua

Abstrat. Multipliative struture of the ordered interpolation problem resolvent matries for

Nevanlinna's funtions is studied. An algorithm for step by step solution of ordered interpolation

problems is obtained. General onstrutions are illustrated by examples of the Nevanlinna-Pik

problem and the Hamburger moment problem.

Key words: Nevanlinna's funtions, ordered interpolation problems, fatorization of resolvent

matrix, step by step solution of interpolation problems.
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Ê ÒÅÎ�ÈÈ ÑÏÅÊÒ�À 2× 2 -ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ä.Â. Êîðíèåíêî

Åëåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È.À.Áóíèíà,

óë. Êîììóíàðîâ, 28, Åëåö, 399770, �îññèÿ,

e-mail: v_v_kornienko�mail.ru, dmkornienko�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Äëÿ çàìêíóòûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L : Hx,t → Hx,t, ïîðîæä¼í-

íûõ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà èçó÷åíû ñïåêòðû: CσL =

RσL� ïóñòîå ìíîæåñòâî; òî÷å÷íûé ñïåêòð PσL ðàñïîëàãàåòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (Re z < 0)

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ñîáñòâåííûå

âåêòîð-�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòå-

ìû ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè âåêòîð-�óíêöèè îïåðàòîðà L îáðàçóþò áàçèñ �èññà, íå ÿâëÿþùèìñÿ

îðòîãîíàëüíûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hx,t.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû, ãðàíè÷íûå çàäà÷è, çàìêíóòûå îïåðàòîðû,

ñïåêòð, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, áàçèñ �èññà.

�àáîòà ïîñâÿùåíà ñðàâíèòåëüíîìó èçó÷åíèþ è îïèñ�àíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííûõ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòå-

ìû (1) áåç ¾ìëàäøèõ ÷ëåíîâ¿





∂2u1

∂t2
− ∂2u2

∂x2
= λu1 + f 1,

∂2u2

∂2t2
+
∂2u1

∂x2
= λu2 + f 2,

(1)

è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (2) ñ ¾ìëàäøèìè ÷ëåíàìè¿ ïî ïåðåìåííûì x, t





∂2u1

∂t2
− ∂2u2

∂x2
+
∂u1

∂t
− ∂u2

∂x
= λu1 + f 1,

∂2u2

∂t2
+
∂2u1

∂x2
+
∂u2

∂t
+
∂u1

∂x
= λu2 + f 2,

(2)

ðàññìàòðèâàåìûõ â çàìûêàíèè Vx,t îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωx,t = (0; π)2 åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà R

2
x,t.

Ïðèñîåäèíèâ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé (1) è (2) óñëîâèå Äèðèõëå

u
∂Ωx,t

= 0 (3)

ïîëó÷èì äâå ãðàíè÷íûå çàäà÷è: çàäà÷ó (1), (3) è çàäà÷ó (2), (3).
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Äëÿ ñèñòåìû Êîøè-�èìàíà è áîëåå îáùèõ, òàê íàçûâàåìûõ ñèììåòðè÷íûõ è íåñèì-

ìåòðè÷íûõ ñèñòåì, èìååòñÿ ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïèñàíèþ ïðà-

âèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [1℄.

1)

Îïèñàíèþ ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà ïî âûäåëåííîé ïåðåìåííîé t ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ áîëåå äâóõ ïîñâÿùå-

íà ðàáîòà [14℄.

2)
Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ 2 × 2 � ýëëèïòè÷åñêèõ

ñèñòåì ïîñâÿùåíà ðàáîòà [2℄; ñèëüíî è óñèëåííî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ [3℄, [4℄ ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷

è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èíîãî òèïà ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ áîëüøå äâóõ ïî÷òè íå èçó÷åíû.

Ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ ïîäðîáíî èçëîæåíû â êíè-

ãàõ [5℄, [6℄. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíî-

îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [7℄, [8℄, [9℄, [10℄.

Äëÿ ñèñòåì Êîøè-�èìàíà èìååòñÿ ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïèñà-

íèþ ïðàâèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [1℄ â îáëàñòÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îïèñàíèþ ðå-

ãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ

áîëåå äâóõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [13℄, [14℄. Ñèëüíî è óñèëåííî ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì ïî-

ñâÿùåíû ðàáîòû [3℄, [4℄ ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ãðàíè÷íûõ

çàäà÷ è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èíîãî òèïà ïî÷òè íå èçó÷åíû.

Òàêæå, êàê è â ðàáîòàõ [8℄, [9℄, [10℄ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) è (2)

äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïåðâîãî òèïà. Ýëëèïòè÷åñêîé

ñèñòåìîé âòîðîãî òèïà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ñèñòåìà âèäà





−∂
2u1

∂t2
+
∂2u2

∂x2
− ∂u1

∂t
+
∂u2

∂x
= λu1 + f 1,

∂2u2

∂t2
+
∂2u1

∂x2
+
∂u2

∂t
+
∂u1

∂x
= λu2 + f 2,

(4)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (4) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (6) (äëÿ λ = 0) â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå: ïîñëå óìíîæåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) íà −1 è �îðìàëüíîé çàìåíû −f 1

íà f 1
(â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè), ïîëó÷àåì ñèñòåìó (2). Ýòè ðàññóæäåíèÿ

íàâîäÿò íà ìûñëü î ñîâïàäåíèè ñâîéñòâ ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äàííûõ ñè-

ñòåì áåçîòíîñèòåëüíî ê óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþùèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó. Îäíàêî, èññëåäî-

âàíèÿ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïåêòðàëüíûå

ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íû; îíè â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íû òåì îòëè÷èÿì, êîòîðûå ïðîÿâèëèñü ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñëàáîé

èððåãóëÿðíîñòè ñèëüíîé â ðàáîòå [11℄, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì

â [7℄, [8℄. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ei = (δ1i δ
2
i )

ò

, i = 1, 2; îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà E2

2 âåêòîð-ñòîëáöîâ, à ÷åðåç U
2
2� óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ

u = u1e1 + u2e2; u
k ∈ C; k = 1, 2; ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u, v; U2

2) = u1v̄1 + ū2v̄2.

1)
Äåçèí Àëåêñåé Àëåêñååâè÷ (23 àïðåëÿ 1923ã., Ìîñêâà - 4 ìàðòà 2008ã., Ìîñêâà) � ñîâåòñêèé è

ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê.

2)
�îìàíêî Âàñèëèé Êèðèëëîâè÷ (28 äåêàáðÿ 1936, Ìîñêâà - 27 ñåíòÿáðÿ 2012 ãîäà, Ìîñêâà) � ñî-

âåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê.
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ÏóñòüH2
x,t = L2

2 (Vx,t) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-�óíêöèé

u : Vx,t → C2, íîðìà â êîòîðîì çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

∣∣u;H2
x,t

∣∣2 =
∫∫

Vx,t

∣∣u(ξ, τ); U2
2

∣∣2 dξ dτ .

Ïóñòü òàêæå D � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ãëàäêèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-�óíêöèé

u = u(x, t), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó C
(
Ωx,t

)
∩ C(2) (Ωx,t) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-

ÿì (3). Îïèøåì âíà÷àëå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî òèïà

áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Îáîçíà÷àÿ ñèìâîëîì L̃ îïåðà-

òîð, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ

ïðàâîé ÷àñòüþ (1), ïîëó÷àåì ýëëèïòè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; ýòîò îïå-

ðàòîð íå çàìêíóò. Ïðèìåíÿÿ â H2
x,t ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó çàìûêàíèÿ, ïîëó÷àåì çà-

ìêíóòîå ðàñøèðåíèå L îïåðàòîðà L̃. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð

L : H2
x,t → H2

x,t ïîðîæä¼í çàäà÷åé (1), (2). Èçó÷èì åãî ñïåêòð è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîð-�óíêöèé. �îâîðÿ î ñïåêòðå çàìêíóòîãî îïåðàòîðà, ìû ñëåäóåì

òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â ìîíîãðà�èÿõ [5, ñ. 25℄, [6, ñ. 620℄. �åçîëüâåíòíîå ìíîæå-

ñòâî, ñïåêòð, òî÷å÷íûé ñïåêòð, íåïðåðûâíûé ñïåêòð è îñòàòî÷íûé ñïåêòð îïåðàòîðà

L îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ρL, σL, PσL, CσL è RσL ñîîòâåòñòâåííî. Èìååò ìåñòî [10℄

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð σL îïåðàòîðà L, ïîðîæä¼ííîãî çàäà÷åé (1), (3), ñîñòîèò èç

çàìûêàíèÿ PσL íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åãî òî÷å÷íîãî ñïåêòðà PσL. Ìíîæåñòâî

CσL = σL \ PσL îáðàçóåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L. Òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðà-

òîðà L äà¼òñÿ �îðìóëîé

λm,k,s = −k2 + i(−1)ms2; m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N . (5)

Ñîáñòâåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ îïåðàòîðà L, ïðèíàäëåæàùàÿ åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ (6), ïðåäñòàâèìà â âèäå

um,k,s(x, t) =
(
ie1 + (−1)m+1e2

)
sin(kt) sin(sx) .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t, x) : m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N} ñîáñòâåííûõ âåêòîð-�óíêöèè
îïåðàòîðà L îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H2

x,t.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè ïî ïåðåìåííûì x, t. Òàêæå,
êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L̃
îïåðàòîð, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (2), ïîëó÷àåì ýëëèïòè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; ýòîò

îïåðàòîð íå çàìêíóò. Ïðèìåíÿÿ â H2
x,t ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó çàìûêàíèÿ, ïîëó÷àåì

çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå L îïåðàòîðà L̃. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð

L : H2
x,t → H2

x,t ïîðîæä¼í çàäà÷åé (2), (3). Èçó÷èì åãî ñïåêòð è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîð-�óíêöèé.
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Òåîðåìà 2. Ñïåêòð σL îïåðàòîðà L, ïîðîæä¼ííîãî çàäà÷åé (2), (3) ñîñòîèò èç

çàìûêàíèÿ PσL íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åãî òî÷å÷íîãî ñïåêòðà PσL. Ìíîæåñòâî

CσL = σL \ PσL îáðàçóåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L. Òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðà-

òîðà L äà¼òñÿ �îðìóëîé

λm,k,s = i(−1)m
(
1

4
+ s2

)
− k2 − 1

4
, m = 1, 2; k, s ∈ Z . (6)

Ñîáñòâåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ îïåðàòîðà L, ïðèíàäëåæàùàÿ åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ (6), ïðåäñòàâèìà â âèäå:

um,k,s(x, t) = e−
t
2 eik t

(
e1 + i(−1)me2

)
e
x
2 sin (sx) .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t, x) : m = 1, 2; k ∈ N; s ∈ N} ñîáñòâåííûõ âåêòîð-�óíêöèè
îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ �èññà â ïðîñòðàíñòâå H2

x,t.

� Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um,k,s(t) : m = 1, 2; k ∈ N} âåêòîð-
�óíêöèé

um,k,s(t) = e−
t
2 eikπ t

(
e1 + i(−1)me2

)
; m = 1, 2;

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H2
t = Ht ⊕ Ht, Ht = L2[0, π], è

âîñïîëüçîâàòüñÿ, äîêàçàííûì â [8℄, ïðåäñòàâëåíèåìH2
x,t â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H2
t è Hx, òî åñòü �îðìóëîé H2

x,t = H2
t ⊗ Hx, ãäå Hx =

L2[0, π]. �
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TO THE THEORY OF 2× 2 -ELLIPTIC SYSTEMS SPECTRUM

D.V. Kornienko

Elets State University,

Kommunarov St., 28, Elets, 399770, Russia, e-mail: o.v.alexeeva�gmail.om, wk1953�mail.ru

Abstrat. Speta of losed di�erential operators L : Hx,t → Hx,t generated by the Dirihlet

problem for ellipti systems of seond order are studied. Namely, CσL = RσL is empty; the point

spetrum of PσL is loated in the left half (Re z < 0) of omplex plane C. In the ase of the ellipti
system without less terms, vetor-valued eigenfuntions of the operator L form the orthogonal basis.

In the ase of the ellipti system with some less terms, vetor-valued eigenfuntions of the operator

L form the Riesz basis. But it is not orthogonal in the Hilbert spae Hx,t.

Keywords: ellipti systems, boundary problems, losed operators, spetrum, orthogonal basis,

Riesz' basis.
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óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 16, Õàðüêîâ, 61003, Óêðàèíà, e-mail: zal_artem�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èíòåðëèíàöèîííîãî

ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ

ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ ðåøåíèé, ìå-

òîä ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ ïðåäëîæåíî àâòîðàìè, à òàêæå ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-

íûìè êëàññè÷åñêèì ÌÊÝ. Èíòåðëèíàöèîííûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñâåñòè

íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ÷åì â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,

èíòåðëèíàöèÿ �óíêöèé.

Ââåäåíèå. ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðå-

àëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû â îáëàñòÿõ ñëîæíîé

�îðìû. Ïðàêòèêà èíîãäà òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ,

à ñëåäîâàòåëüíî, è íåèçâåñòíûõ �óíêöèé Ck (t) , k = 1,M , êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñëåäû

Ck (t) = u (xk, yk, t) , k = 1,M ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ u (x, y, t) â óçëàõ Ak (xk, yk) ýëå-
ìåíòîâ ðàçáèåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå íîâûõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûå èñïîëüçóþò ìåíüøåå

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ òîé æå òî÷íîñòè ε > 0 [1-5℄. Òàêèìè ìåòîäàìè

ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðëèíàöèè �óíêöèé äâóõ è òðåõ

ïåðåìåííûõ [1,2℄.

Â ðàáîòå [5℄ ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ïðîâå-

äåíèåì àíàëèçà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà u (x, y, t) åñòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, íî áåç òåîðåòè÷åñêîãî (àïðèîðíîãî) àíàëè-

çà îöåíîê ïîãðåøíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ýòè ðåçóëüòàòû àíàëèçèðóþòñÿ òàêæå è äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå u (x, y, t) ∈ W 1
2 (G) ∩ C∞ [0; +∞).

Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû. Äàí àíàëèç âîçìîæíîñòåé èíòåðëèíàöèîííîãî

ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ R2
áóäåì ðåøàòü íåñòàöèîíàðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

Lu ≡ ∂u

∂t
− ∂

∂x

(
a1 (x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
a2 (x, y)

∂u

∂y

)
+ b (x, y) u = f (x, y, t) , (1)

(x, y) ∈ G, t > 0
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ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíîé è ãðàíè÷íîé óñëîâèÿõ:

u (x, y, 0) = u0 (x, y) , (x, y) ∈ G, G ⊆ Π, Π = E2, E = [0, 1] , (2)

u (x, y, t)|∂G = ϕ (x, y, t)|∂G . (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî a1 (x, y) , a2 (x, y) ∈ C1 (G), b (x, y) ∈ C (G), f (x, y, t) ∈ C (G× R+),
R+ = [0,∞) è ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) u (x, y, t) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïî ïðå-
ìåííûì x è y , u(p,q,0) (x, y, t) ∈ C (G×R+), ∀t ≥ 0, 0 ≤ p, q ≤ 2;

2)

∂u

∂t
∈ C

(
G× R+

)
.

Êðîìå ýòîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ϕ (x, y, t) è íà÷àëüíàÿ u0 (x, y) �óíêöèè óäî-

âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ: ϕ (x, y, 0)|∂G = u0 (x, y)|∂G .

Çàìåíèì çàäà÷ó (1)-(3) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷åé ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûì è ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âìåñòî �óíêöèè u (x, y, t) �óíêöèþ v (x, y, t) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

u (x, y, t) = v (x, y, t) + ϕ (x, y, t) + u0 (x, y)− ϕ (x, y, 0) .

Ôóíêöèÿ v (x, y, t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ è îäíîðîä-

íûì íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íîìó óñëîâèÿì:

Lv (x, y, t) = f (x, y, t)− Lϕ (x, y, t)− L (u0 (x, y)− ϕ (x, y, 0)) ,

v (x, y, 0) = 0, v (x, y, t)|∂G = 0,

u (x, y, t) ∈ C2,2,1
(
G×R+

)
=
{
v : v(p,q,1) (x, y, t) ∈ C

(
G× R+

)
, 0 ≤ p, q ≤ 2

}
.

Åñëè u � ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì ìåòîäîì �óíêöèÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøå-

íèåì ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Äàëåå ñ÷èòàåì íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå

óñëîâèÿ îäíîðîäíûìè.

Ââåäåì îïåðàòîð-èíòåðëèíàíò

Of (x, y, t) =

m∑

i=0

h (mx− i) f

(
i

m
, y, t

)
+

n∑

j=0

h (ny − j) f

(
x,
j

n
, t

)
−

−
m∑

i=0

n∑

j=0

f

(
i

m
,
j

n
, t

)
h (mx− i) h (ny − j),

êîòîðûé èìååò ñâîéñòâà:
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Of

(
i

m
, y, t

)
= f

(
i

m
, y, t

)
, Of

(
x,
j

n
, t

)
= f

(
x,
j

n
, t

)
, i = 0, m; j = 0, n.

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f (x, y, t) ∈ C2,2,∞ (G× R+) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà-

èíòåðëèíàíòà (ïðè (x, y) ∈ E ):

|f (x, y, t)− Of (x, y, t)| = O

(
1

m2
· 1

n2

)
= O

(
∆4
)
, ∆ = max

{
1

m
,
1

n

}
, ∆ → 0.

Çàìåíèì â �îðìóëå îïåðàòîðà-èíòåðëèíàíòà êàæäóþ èç �óíêöèé f
(
i
m
, y, t

)
, f
(
x, j

n
, t
)

åå ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåðïîëÿíòîì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì:

f

(
i

m
, y, t

)
≈ A1 if (y, t) =

n2∑

ℓ=0

f

(
i

m
,
ℓ

n2
, t

)
h
(
n2y − ℓ

)
,

f

(
x,
j

n
, t

)
≈ A2jf (x, t) =

m2∑

k=0

f

(
k

m2
,
j

n
, t

)
h
(
m2x− k

)

ñ ïîãðåøíîñòÿìè

∣∣∣∣f
(
i

m
, y, t

)
−A1if (y, t)

∣∣∣∣ = O

(
1

m2

)
∀y ∈ [0, 1] , t ≥ 0 ,

∣∣∣∣f
(
x,
j

n
, t

)
−A2jf (x, t)

∣∣∣∣ = O

(
1

n2

)
∀x ∈ [0, 1] , t ≥ 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïåðàòîð:

Jf (x, y, t) =
m∑

i=0

h (mx− i) A1if (y, t) +
n∑

j=0

h (ny − j) A2jf (x, t)−

−
m∑

i=0

n∑

j=0

f

(
i

m
,
j

n
, t

)
h (mx− i) h (ny − j),

êîòîðûé ïðèáëèæàåò �óíêöèþ f (x, y, t) ñ ïîãðåøíîñòüþ

|f (x, y, t)− Jf (x, y, t)| = O
(
∆4
)
∀t ≥ 0.

Â áîëåå äåòàëüíîé çàïèñè èìååì èíòåðïîëÿíò:

Jf (x, y, t) =
m∑

i=0

h (mx− i)
n2∑

ℓ=0

f

(
i

m
,
ℓ

n2
, t

)
h
(
n2y − ℓ

)
+
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+
n∑

j=0

h (ny − j)
m2∑

k=0

f

(
k

m2
,
j

n
, t

)
h
(
m2x− k

)
−

−
m∑

i=0

n∑

j=0

f

(
i

m
,
j

n
, t

)
h (mx− i) h (ny − j) =

=

m∑

i=0

h (mx− i)

n2∑

ℓ=0
ℓ 6=0,n,2n,...,n2

f

(
i

m
,
ℓ

n2
, t

)
h
(
n2y − ℓ

)
+

+
n∑

j=0

h (ny − j)
m2∑

k=0
k 6=0,m,2m,...,m2

f

(
k

m2
,
j

n
, t

)
h
(
m2x− k

)
+

+

m∑

i=0

n∑

j=0

f

(
i

m
,
j

n
, t

)
[ h (mx− i) h

(
n2y − jn

)
+

+ h (ny − j)h
(
m2x− im

)
− h (mx− i) h (ny − j)]

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Jf

(
i

m
,
ℓ

n2
, t

)
= f

(
i

m
,
ℓ

n2
, t

)
, i = 0, m, ℓ = 0, n2,

Jf

(
k

m2
,
j

n
, t

)
= f

(
k

m2
,
j

n
, t

)
, k = 0, m2, j = 0, n .

Ýòîò èíòåðïîëÿíò ïðèáëèæàåò �óíêöèþ f (x, y, t) ñ ïîãðåøíîñòüþ O (∆4) ∀t ≥ 0. Èòàê,
ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè îòíîñèòåëüíî ∆ → 0 òàêîé æå, êàê è ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè ïðè-

áëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà-èíòåðëèíàíòà |f (x, y, t)− Jf (x, y, t)| = O (∆4), (x, y) ∈
E , ∀t ≥ 0.

Òåîðåìà. Åñëè u (x, y, t) � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) è u ∈ C2,2 (E2) ∀t ≥
0 , òî íàéäåííàÿ ìåòîäîì ËÈÄÓ (ëèíåéíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé)

�óíêöèÿ u2 áóäåò ïðèáëèæàòü òî÷íîå ðåøåíèå u ñ òàêîé ïîãðåøíîñòüþ:

∃M2 (t) > 0 : ‖u− u2‖C(Ω) ≤ M2 (t)∆
2
1∆

2
2 = O

(
∆4
)

∀t ≥ 0.

� Äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå îäíîðîäíûì.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (1), ãðàíè÷íîìó è íà÷àëüíîìó óñëîâèÿì (2)-(3) èíòåãðàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñ ïàðàìåòðîì p ũ (x, y, p) =
∞∫
0

u (x, y, t) e−ptdt, ïîëó÷èì äëÿ

�óíêöèè ũ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó:

L1[ũ(x, y, p)] := pũ− (a1(x, y) ũ
′
x)

′
x −

(
a2(x, y) ũ

′
y

)′
y
+ b (x, y) ũ = f̃(x, y, p) + u0 (x, y) , (4)
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(x, y) ∈ E2 = [0, 1]2 , ∀p ,

ũ (x, y, p) = 0, (x, y) ∈ ∂G . (5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷å (4)-(5). Ñ÷èòàåì, ÷òî a (u, v) =∫ ∫
G

[
a1u

′
xv

′
x + a2u

′
yv

′
y + (p+ b) uv

]
dx dy ∈ V - ýëëèïòè÷åñêàÿ, íåïðåðûâíàÿ, ñèììåòðè÷å-

ñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ (4), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∃ρ (p) > 0, M4 (λ) : a (v, v) ≥ ρ ‖v‖20

W 1
2 (G)

, a (u, v) ≤M4 ‖u‖ 0

W 1
2 (G)

‖v‖ 0

W 1
2 (G)

,

u, v ∈
0

W 1
2 (G) ∀p .

Òîãäà, åñëè ũ2 � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)-(5), íàéäåííîå ìåòîäîì ËÈÄÓ,

òî ñïðàâåäëèâî òàêîå îáîáùåíèå ëåììû Ñåà [6℄:

∃K (p) > 0 : ‖ũ− ũ2‖C(G) ≤ K (p) inf ‖ũ− w‖C(G) . (6)

Çäåñü inf áåðåòñÿ ïî �óíêöèÿì w ∈ V , ãäå V � áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî �óíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîì J ,

V =
{
w = Jv : v (x, y, p) ∈ C2,2 (G) , v|∂G = 0, ∀p

}
.

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé �îðìû a (u, v), íàïèñàííîé
âûøå, è u ∈ C2,2 (E2) , òî äëÿ ìíîæèòåëÿ ñïðàâà â �îðìóëå (6) ìîæåì íàïèñàòü [7℄:

‖ũ− w‖C(G) ≤ C (p) ·∆2
1 ·∆2

2, C (p) > 0 , ∀p , (7)

ïîñêîëüêó �óíêöèÿ w (x, y, p) ñòðîèòñÿ â âèäå, êîòîðûé èìååò òå æå ñëåäû íà ëèíèÿõ

èíòåðëèíàöèè, ÷òî è �óíêöèÿ ũ (x, y, p) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ũ − w̃ ïðè-

áëèæåíèÿ �óíêöèè ũ (x, y, p) ñ ïîìîùüþ �óíêöèè w̃ (x, y, p) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ äëÿ

êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p �îðìóëîé äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðëèíàöèè íà

ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ [7, ñ. 167℄. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæíî çàïèñàòü:

u (x, y, t)− w (x, y, t) =

M∑

i=1

N∑

j=1

hi (x) hj (y)

x∫

xi

y∫

yj

u2,2,0 (ξ, η, t) (x− ξ) (y − η)dξdη ,

îòêóäà â èçîáðàæåíèÿõ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ũ (x, y, p)− w̃ (x, y, p) =

M∑

i=1

N∑

j=1

hi (x) hj (y)

x∫

xi

y∫

yj

ũ2,2,0 (ξ, η, p) (x− ξ) (y − η) dξ dη,
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à òàêæå íåðàâåíñòâî

‖ũ (·, ·, p)− w̃ (·, ·, p)‖ ≤
∥∥ũ2,2,0 (·, ·, p)

∥∥ ·∆2
1 ·∆2

2 · C, C > 0.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (6) è (7) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ũ2 (x, y, p) , íàéäåííîãî ìåòîäîì ËÈÄÓ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

∃M3 (p) > 0 : ‖ũ− ũ2‖C(G) ≤M3 (p)∆
2
1∆

2
2 ∀p, M3 (p) = K (p) · C (p)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èíòåðëèíàöèîííîãî ìåòîäà ðåøàåòñÿ òî÷íî. �

Çàìå÷àíèå 1.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1)-(3) êëàññè÷åñêèì ÌÊÝ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè

âñïîìîãàòåëüíûìè �óíêöèÿìè ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ u1 (ïðè òîì æå

ðàçáèåíèè îáëàñòè G íà ýëåìåíòû) óäîâëåòâîðÿåò òàêîå íåðàâåíñòâî:

∃M1 (t) > 0 : ‖u− u1‖C(G) ≤M1 (t)max
{
∆2

1,∆
2
2

}
∀t ≥ 0 .

Èòàê, èíòåðëèíàöèîííûé ìåòîä òðåáóåò äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ε = O (∆4) ðàç-
áèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà N = O (n2m2) = O (∆−2) =

(
∆ = ε1/4

)
= O

(
ε−1/2

)

ýëåìåíòîâ, à êëàññè÷åñêèé ÌÊÝ òðåáóåò äëÿ äîñòèæåíèÿ òîé æå òî÷íîñòè ðàçáèåíèÿ

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà N2 = O (n4m4) = O (∆−4) =
(
∆ = ε

1
4

)
= O (ε−1) ýëåìåí-

òîâ. Òî åñòü â êëàññè÷åñêîì ÌÊÝ êàæäóþ ñòîðîíó îáëàñòè G íóæíî ðàçáèâàòü íå íà

n1 = O (n) , à íà n2 = O (n2) îòðåçêîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â �îðìóëå äëÿ w (x, y, p) ñëåäû íà ëèíèÿõ èíòåðëèíàöèè çà-

ìåíÿåì ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííûìè �îðìóëàìè, êîòîðûå ïðèáëèæàþò ñëåäû òàêæå ñ

ïîãðåøíîñòüþ O (∆4) , òî ïîëó÷àåì ñõåìû ÌÊÝ, êîòîðûå äëÿ êàæäîãî p áóäóò èìåòü
òó æå çà ïîðÿäêîì ïîãðåøíîñòü, ÷òî è ìåòîä ËÈÄÓ.

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé

òåñòîâîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂u(x1, y1, t)

∂t
= a2

(
∂2u(x1, y1, t)

∂x21
+
∂2u(x1, y1, t)

∂y21

)
+ f(x1, y1, t), (8)

(x, y) ∈ Ω = [0, ℓ]× [0, ℓ] , t > 0 ,

u(x1, y1, 0) = ϕ(x1, y1) , (x1, y1) ∈ Ω̄ , (9)

u(x1, y1, t)|∂Ω = 0 ∀t ≥ 0 . (10)

Äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ x = x1/ℓ, y = y1/ℓ, Fo = a2t/ℓ2, u∗ = u/u0 (u0 �
ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ èìååò ðàçìåðíîñòü òåìïåðàòóðû) çàäà÷à (8)-(10) ïðèíèìàåò âèä:

∂u∗(x, y, Fo)

∂Fo
=
∂2u∗(x, y, Fo)

∂x2
+
∂2u∗(x, y, Fo)

∂y2
+ f ∗(x, y, Fo) , (11)
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u∗(x, y, 0) = ϕ∗(x, y) , (x, y) ∈ G = [0, 1]× [0, 1] , (12)

u∗(x, y, Fo)|∂G = 0 , ∀Fo ≥ 0 . (13)

Äëÿ ñëó÷àÿ ϕ∗(x, y) = A · x(1 − x)y(1− y),

f ∗ (x, y, Fo) = Ae−λ·Fo · (2x (1− x) + 2y (1− y)− λx (1− x) y(1− y)) ,

òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä: u∗(x, y, Fo) = A · e−λ·Fox(1 − x)y(1− y).
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåííûì

ìåòîäîì (ÈÌÊÝ) è êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì (ÌÊÝ) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå

ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàëèñü ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà ñ �èêñèðîâàí-

íûì øàãîì ∆Fo : ∆Fo = 0,001 (ïðè M=3, N=3), ∆Fo = 0,0001 (ïðè M=4, N=4).

�èñ. 1. �ðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå òî÷íîãî (à) è ïðèáëèæåííîãî (á) ðåøåíèé.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû:

1) ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè a > 1 ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé a è ìàêñè-

ìàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè a = 1 ;
2) ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ôóðüå Fo (ýòî ìîæíî îáúÿñ-

íèòü òåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óìåíüøàþòñÿ ïðè

óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ôóðüå) â e−λ
∗Fo

ðàç, åñëè çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ òî÷íî;

3) ïîãðåøíîñòü ε = O (10−3) ïðè M = N = 3 äîñòèãàëàñü ïðè èñïîëüçîâàíèè â

2,4 ðàçà áîëüøåãî êîëè÷åñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÌÊÝ (êëàññè÷åñêîì)

ïî ñðàâíåíèþ ñ ÈÌÊÝ (èíòåðëèíàöèîííûì) è ïðè M = N = 4 â 2,8 ðàç áîëüøåãî
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êîëè÷åñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÌÊÝ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÈÌÊÝ. Â îáùåì

ñëó÷àå èíòåðëèíàöèîííûé ÌÊÝ òðåáóåò (n− 1)2 (2n+ 1) êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé, ÷òî íà
ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì â êëàññè÷åñêîì ÌÊÝ - (n2 − 1)

2
óðàâíåíèé.

Âûâîä. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ êâàäðàòíîé

ïëàñòèíû ñ ïîãðåøíîñòüþ O (ε2) êëàññè÷åñêèì ÌÊÝ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè

äëÿ ñèñòåìû n4
îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçîâàíèå ñïëàéí-

èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè u (x, y, t) ∈ C2,2,∞ (G×R+) ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y
, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè ýòèõ �óíêöèé, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü íà

ïîðÿäîê êîëè÷åñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äîñòèæåíèÿ òîé æå ïî ïîðÿäêó

òî÷íîñòè.
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STUDY OF UNSTEADY TEMPERATURE FIELD IN RECTANGULAR PLATE

BY INTERLINATION METHOD OF FINITE ELEMENTS

O.N. Lytvyn, L.S. Lobanova, G.V. Zalyzhna

Ukrainian Engineering Pedagogial Aademy,

Universitetskaya St., 16, Kharkiv, 61003, Ukraine, e-mail: zal_artem�mail.ru

Abstrat. Some aspets of numerial realization of interlination �nite elements method (FEM)

for solutions of non-stationary heat ondution problem in retangular plate are studied. The

researh is onduted using exat solutions whih are proposed by authors as well as the omparison

with results obtained by lassial FEM. Interlination �nite elements method allows to redue the

transient problem of heat ondution to the Cauhy problem for system of ordinary di�erential

equations of lower order than in the lassial �nite elements method.

Key words: transient heat ondution problem, �nite elements method, funtions interlination.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð Äèðàêà â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â ñëó÷àå àí-

òèïåðîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé è êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëü-

íûõ ñâîéñòâ äàííîãî îïåðàòîðà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëü-

òàòû îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà, à òàêæå îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåêòð îïåðàòîðà, îïåðàòîð Äèðàêà, ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, àñèìï-

òîòèêà ñïåêòðà, ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Ââåäåíèå. Ïóñòü Lp[0, 2π] � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p ∈
[1,∞) íà [0, 2π] �óíêöèé. Ïîñðåäñòâîì F = F([0, 2π],C2) áóäåì îáîçíà÷àòü îäíî èç

ââåäåííûõ íèæå ïðîñòðàíñòâ.

Lp = Lp([0, 2π],C
2) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà) ñóììèðóåìûõ

ñî ñòåïåíüþ p ∈ [1,∞) íà [0, 2π] è ñî çíà÷åíèÿìè â C2
�óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà

âåëè÷èíà

‖x‖p = (

2π∫

0

‖x(t)‖p
C2dt)

1/p , t ∈ [0, 2π] ;

L∞ = L∞([0, 2π],C2) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ èçìåðè-

ìûõ �óíêöèé ñ íîðìîé

‖x‖∞ = vrai sup
t∈[0,2π]

‖x(t)‖C2 ;

Cb = Cb([0, 2π],C
2) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé

íà îòðåçêå [0, 2π] è ñî çíà÷åíèÿìè â C2
ñ íîðìîé

‖x‖∞ = sup
t∈[0,2π]

‖x(t)‖C2 .

Â ñëó÷àå, êîãäà F = Lp, îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1
p ([0, 2π],C

2) = {y ∈
Lp([0, 2π],C

2), p ≥ 1 : y àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ẏ ∈ Lp([0, 2π],C
2)}.

×åðåç C1([0, 2π],C2) = {y ∈ Cb([0, 2π],C
2) : ẏ ∈ Cb} îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé èç Cb â ñëó÷àå, êîãäà F = Cb.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ïðîåêòû 13-01-00378, 14-01-31196



58 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

Ñèìâîë F1 = F1([0, 2π],C2) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îäíîãî èç ââåäåí-

íûõ âûøå ïðîñòðàíñòâ.

�àññìîòðèì îïåðàòîð Äèðàêà Lbc : D(Lbc) ⊂ F → F, çàäàííûé äè��åðåíöèàëüíûì

âûðàæåíèåì

l(y) = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− vy, ãäå

v(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
, t ∈ [0, 2π],

ãäå P,Q ∈ L∞([0, 2π], C1), C1 = C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è F = F([0, 2π], C2).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Lbc çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç êðàåâûõ óñëîâèé:

(a) àíòèïåðèîäè÷åñêèå (b=ap: x(0) = −x(2π));
(b) Äèðèõëå (b=dir: x1(0) = x2(0), x1(2π) = x2(2π)).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Äèðàêà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, à òàêæå ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Èìåííî ìåòî-

äîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ èññëåäîâàëñÿ îïåðàòîð Äèðàêà â ñòàòüå [4℄ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå L2([0, π],C
2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ D(Lbc) ðàññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

i

(
1 0
0 −1

)
U̇(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
U(t),

ãäå U(0) = I− òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â C2. Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

U̇(t) =

(
0 −iP (t)

iQ(t) 0

)
U(t) .

Ñîãëàñíî [1℄, îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ U îáðàòèìà. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ýâî-

ëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ

U(t, s) = U(t)U−1(s) , t, s ∈ [0, 2π] .

Ôóíêöèþ x ∈ F îòíåñåì ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Äèðàêà

Lbc = i

(
1 0
0 −1

)
d

dt
− v ,

åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ F òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = U(t, 0)x(0) +

t∫

0

U(t, s)f(s)ds ,

ãäå x óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç êðàåâûõ óñëîâèé, îïðåäåëåííûõ âûøå. Îòìåòèì, ÷òî

�óíêöèÿ x ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíà.
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Ñîãëàñíî [2℄, ñïåêòð îïåðàòîðà Lbc íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâà F, â êîòî-

ðîì îí äåéñòâóåò. Ïîñêîëüêó ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ îòíîñèòñÿ ê âîçìóùåíèÿì,

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæèò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòî-

ðà, òî èçó÷åíèå îïåðàòîðà Äèðàêà áóäåì îñóùåñòâëÿòü â ïðîñòðàíñòâå F ïðè óñëîâèè,

÷òî P,Q ∈ F. È ââèäó ñêàçàííîãî ñïåêòðû òàêèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò.

Åñëè v = 0 (íóëåâîé ïîòåíöèàë), òî îïåðàòîð Lbc äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì L0
bc.

Îïåðàòîð L0
bc áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì îïåðàòîðîì Äèðàêà, êîòîðûé ïðè èçó÷åíèè

îïåðàòîðà Lbc áóäåò èãðàòü ðîëü íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà, à îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
ïîòåíöèàë v � âîçìóùåíèÿ.

Ñïåêòð σ(L0
bc) è ñîáñòâåííûå �óíêöèè äëÿ L0

bc íå çàâèñÿò îò âûáîðà ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ïðîñòðàíñòâ è ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) σ(L0
ap) = Z+ 1/2; ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä:

e1n =

(
e−iλnt

0

)
, e2n =

(
0

eiλnt

)
,

ãäå λn = n+ 1/2, n ∈ Z;
(b) σ(L0

dir) = Z; êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîñòîå è ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðî-

âàííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä sn =
1√
2
(e1n + e2n), ãäå λn = n, n ∈ Z.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Äèðàêà, îïðåäåëåííûé âûøå, ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëñÿ (êðî-

ìå êàê äëÿ P,Q ∈ L2[0, 2π]). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñòàòüÿõ [8℄- [10℄ èçó÷àëñÿ îïåðàòîð

Äèðàêà  ïîòåíöèàëîì â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1], è áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé, ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [3℄- [4℄, [11℄-

[12℄ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü A�ëèíåéíûé õîðîøî èçó÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþ-

ùèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X (îí îáû÷íî íàçûâàåòñÿ íåâîçìóùåííûì îïåðàòîðîì),

è B �äðóãîé îïåðàòîð, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå �ìàë� ïî ñðàâíåíèþ ñ A. Ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îïåðàòîð A − B ïîäîáåí îïåðàòîðó

A− B0, ãäå B0 èìååò íåñëîæíóþ ïî îòíîøåíèþ ê A ñòðóêòóðó. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîöå-

äóðà ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà B0 è îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A− B â A− B0

òåñíî ñâÿçàíà ñ ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàí-

ñòâà âîçìóùåíèé îïåðàòîðà A, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò è B. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïîäîáèÿ
îïåðàòîðîâ A−B è A−B0 îáû÷íî ïðèâîäèò ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå âîçìóùåíèé.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïå-

ðàòîðà Lbc, bc ∈ {ap, dir}, ñâîáîäíûé îïåðàòîð L0
bc áóäåì ñ÷èòàòü íåâîçìóùåííûì îïå-

ðàòîðîì. Îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ òàêæå ñèìâîëîì A. Òàêèì îáðàçîì, Lbc = A − B, ãäå
B-îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë v.

Âñþäó â äàëüíåéøåì X = F([0, 2π],C2) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì F2π(R,C
2) ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà 2π �óíêöèé îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ, âêëþ÷åí-

íûõ â F.
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×åðåç L2π
1 (R) îáîçíà÷èì áàíàõîâó àëãåáðó ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà 2π ëîêàëüíî ñóì-

ìèðóåìûõ �óíêöèé. Òîãäà íà EndX ââåäåì ñòðóêòóðó áàíàõîâà L2π
1 (R) � ìîäóëÿ, îïðå-

äåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕX =
1

2π

2π∫

0

ϕ(t)T (t)XT (−t)xdt , (1)

ãäå ϕ ∈ L2π
1 (R), X ∈ EndX, T (t) : R → EndX � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïåðèîäà 2π èçîìåòðè÷å-

ñêàÿ ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ‖ϕX‖ ≤ ‖ϕ‖1‖X‖.
�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðàíñ�îðìàòîðîâ, âõîäÿùèõ â äîïóñòèìóþ òðîéêó

ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [3℄:

JmX = JX − J(fmX) + fmX = J(X − fmX) + fmX ,

ΓmX = ΓX − Γ(fmX) = Γ(X − fmX) = (f ∗ (1− fm))X ,

ãäå

(JX)x = X0x =
1

2π

2π∫

0

T (t)XT (−t)x dt = ϕX,ϕ ≡ 1 ,

(ΓX)x =
1

2π

2π∫

0

f(t)T (t)XT (−t)x dt = fX,

fm(t) =

m∑

n=−m

(1− |n|
m

)eint, ‖fm‖ = 1, f(t) = i(t− π) ,

t ∈ [0, 2π), x ∈ X, X ∈ EndX, m ∈ Z+ .

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè, îïðåäåëåííûìè âûøå, âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå îïå-

ðàòîðîâ JB = JbcB, ΓB = ΓbcB, ãäå bc ∈ {per, dir}.
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Lap ïîäîáåí îïåðàòîðó L0

per − B̂ − I, ãäå Lper � îïåðàòîð

Äèðàêà, îïðåäåëÿåìûé ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè x(0) = x(2π) [12℄; B̂ �

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë v̂(s) =

(
0 e−isP (s)

eisQ(s) 0

)
, s ∈ [0, 2π]. Ïîýòî-

ìó èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Lap ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ îïåðàòîðà Äèðàêà L0
per − B̂.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñóùåñòâó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì îïåðàòîðîâ Lper è Ldir.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

((JperB)x)(s) =
1

4π

4π∫

0

(
0 P ((s+ τ)/2)

Q((s+ τ)/2) 0

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ , (2)
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((ΓperB)x)(s) =
1

4π

4π∫

0


 0 f

(s− τ

2

)
P
(s+ τ

2

)

f
(τ − s

2

)
Q
(s+ τ

2

)
0



(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ , (3)

ãäå x = (x1, x2) ∈ F2π(R,C
2), p ≥ 1, s ∈ [0, 2π], f(t) = i(t− π), t ∈ [0, π), f ∈ F2π(R).

((JdirB)x)(s) =
1

16π

8π∫

0

Kdir(s, τ)x(τ)dτ, x ∈ F2π(R,C
2) , s ∈ [0, 2π] , (4)

((ΓdirB)x)(s) =
1

16π

8π∫

0

K̃dir(s, τ)x(τ)dτ, x ∈ F2π(R,C
2) , s ∈ [0, 2π] , (5)

ãäå

Kdir(s, τ) =




Φ

(
s− τ

2

)
Φ

(
s + τ

2

)

Φ

(−s− τ

2

)
Φ

(−s+ τ

2

)


 ,

K̃dir(s, τ) =




f

(
s+ τ

2

)
Φ

(
s− τ

2

)
f

(
s− τ

2

)
Φ

(
s+ τ

2

)

f

(
τ − s

2

)
Φ

(−s− τ

2

)
f

(−s− τ

2

)
Φ

(−s + τ

2

)


 ,

Φ(u) =
P (u) +Q(−u)

2
, Φ ∈ F2π(R,C

2) .

Ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè ÷èñëî m ∈ Z+ òàêîâî, ÷òî ‖ΓmB‖1 < 1, (ò.å. îïåðàòîð I + ΓmB
îáðàòèì), òî îïåðàòîð Lbc = A−B, ãäå A = L0

bc, B � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà v, ïîäîáåí

îïåðàòîðó L̃bc = L0
bc − B̃, ãäå

B̃ = JmB + (I + ΓmB)−1(BΓmB − (ΓmB)JmB) ,

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(A− B)(I + ΓmB) = (I + ΓmB)(A− B̃) .

Îïåðàòîðû JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃ ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè.
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Òåîðåìà 2.Ïóñòü ÷èñëîm ∈ Z+ òàêîâî, ÷òî ‖ΓmB‖1 < 1. Òîãäà îïåðàòîð Lbc = A−B
ïîäîáåí îïåðàòîðó âèäà

A− J(X̃ − fmX̃) = A− JmX̃ = A−B0 , (6)

ãäå îïåðàòîð X̃ �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X = BΓmX − (ΓmX)(JmX) +B = Φ(X), êîòîðîå
ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B â îïåðàòîð A−B0 îñóùåñòâëÿåò îïåðàòîð

I + ΓmX̃ .

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Âîçìóùåííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåí-

òîé è ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,÷òî σ(Lbc) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Lbc) = σ(m)

⋃
(
⋃

|n|≥m+1

σn) , (7)

ãäå σ(m) �êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à σn, | n |≥ m+ 1, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

σn = {n+ 1/2 + α±
n }, lim

n→∞
α±
n = 0 , åñëè bc = ap ;

σn = {n+ γn}, lim
n→∞

γn = 0 , åñëè bc = dir .

Ïîñêîëüêó Pn� ïðîåêòîð �èññà, ïîñòðîåííûé ïî îäíîòî÷å÷íîìó ìíîæåñòâó {λn} ⊂
σ(L0

bc), n ∈ N, òîãäà â ñëåäóþùåé òåîðåìå P̃(m), P̃n, n ≥ m + 1,�ïðîåêòîðû �èññà, ïî-

ñòðîåííûå ïî îïåðàòîðó Lbc è ìíîæåñòâàì σ(m), σn, n ≥ m+ 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðâ Lbc
è L0

bc :

lim
n→∞

‖P̃n − Pn‖ = 0, (8)

lim
n→∞

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
P̃k − P(m) −

n∑

|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
Pk‖ = 0 . (9)
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�ÅØÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß f(f(x)) = exp(x)

Ê.À. �óáöîâ, G.F. Romerio

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: rubtsov�bsu.edu.ru

Àííîòàöèÿ. Îïèñàíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex, èñ-
ïîëüçóþùàÿ ãîìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ñóïåðëîãàðè�ìà. Ìåòîäèêà ïðåäïî-

ëàãàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûì ïîâòîðíûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü è òåòðàöèåé. �àñ-

øèðåíèå ýòîé ìåòîäèêè ïðåäëîæåíî äëÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

f(f(x)) = u(a, x) è àíàëîãè÷íûõ åìó. �îìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè

�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàõîäèò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â àëãîðèòìàõ ãèïåð�îðìàòà,

îïèñûâàþùåãî ñâåðõáîëüøèå ÷èñëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîìîìîð�èçì, ñóïåðëîãàðè�ì, òåòðàöèÿ, ñâåðõñòåïåíü, àëãîðèòì, ãè-

ïåð�îðìàò.

Ââåäåíèå. Áîëåå âåêà íàçàä â ìàòåìàòèêå áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðåøåíèÿ �óíê-

öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex. Â 1950 ãîäó H. Kneser â ðàáîòå [1℄ íàøåë ðåàëüíîå

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Îäíàêî, â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ [2,4℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïî-

ëó÷åííîå ðåøåíèå â ðàáîòå [1℄ îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî è íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî.

Â ïîñëåäóþùèå ãîäû íåîäíîêðàòíî ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè íàéòè ðåøåíèå ýòîãî

�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [4℄ óêàçàíà âçàèìîñâÿçü ïîèñêà ðåøå-

íèÿ ñ îáîáùåííûìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè è ëîãàðè�ìè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Îòìå÷åíà èõ

âàæíîñòü áóäóùåãî ïðèìåíåíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå äëÿ ðàñøèðåíèÿ �îðìàòà

÷èñåë, àíàëîãè÷íûõ ÷èñëàì ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé â àðè�ìåòèêå [5,6℄. Âî âñåõ ïðèâåäåí-

íûõ èññëåäîâàíèÿõ, âêëþ÷àÿ ðàáîòó J.C.Appleby [7℄, îñóùåñòâëÿëñÿ ïîèñê ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, àâòîðû

ïîñòàâèëè çàäà÷ó òî÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ìåòîäîì,

îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ãèïåðîïåðàöèè ¾Òåòðàöèÿ¿ è åå èíâåðñèè.

1. Ïîèñê ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ: f1(f1(x)) = e+x è f2(f2(x)) =
e · x. Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøèòü: f1(x) = e/2 + x è f2(x) =

√
e · x. Ñðàâíèâàÿ èñõîä-

íûå �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé

ïðîãíîç îæèäàåìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex :

� ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ äîëæíà áûòü àíàëîãè÷íà ðåøåíèÿì äëÿ f1 è f2, òî åñòü f(x) =
ψ(e) ∗ x ;

� ðàíã îïåðàòîðà ¾∗¿ èäåíòè÷åí ðàíãó �óíêöèè ex, òî åñòü ðàíãó îïåðàöèè ñòåïåíè,
è æåëàòåëüíà åãî êîììóòàòèâíîñòü;

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ãîìîìîð�íûõ ìå-

òîäèê äëÿ òåõíèêè è èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé¿ (ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð: 8.8539.2013).
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� ðàíã �óíêöèè ψ(e), âåðîÿòíî, âûøå ðàíãà
√
e, à �óíêöèÿ àíàëîãè÷íà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè e/2,
√
e, ψ(e), òî åñòü õàðàêòåðèçóåò ðàçäåëåíèå íà äâå îïåðàöèè

ïðåäûäóùåãî ðàíãà.

Èç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è âûøåèçëîæåííîãî ïðîãíîçà ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î ìå-

òîäèêå ðåøåíèÿ:

1. Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè ðàíãîì âûøå ÷åì ex.

2. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû �îðìóëû ðåøåíèÿ è å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ãîìîìîð�èçì.

2. Òåòðàöèÿ è îáðàòíûå �óíêöèè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé a + b, a · b, ab
ìîæíî ïðîäîëæèòü è ââåñòè

ba [8, 9℄, ãäå

ba � îïåðàöèÿ íàçâàííàÿ Òåòðàöèÿ. (Èìååò-

ñÿ íåñêîëüêî íàèìåíîâàíèé ýòîé îïåðàöèè: ¾Hyperpower¿, ¾Tetration¿ [10�12℄, ¾Power

Tower¿ [13℄, ¾�èïåðîïåðàòîð-4¿, ¾ñâåðõñòåïåíü¿, ¾ñóïåðñòåïåíü¿ [14℄. Äàëåå, â ñòàòüå

ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí Òåòðàöèÿ � ðóññêîÿçû÷íûé àíàëîã Tetration. Ýòà îïåðàöèÿ îïðå-

äåëåííà â ÷åòâåðòîì ðàçðÿäå èåðàðõèè Grzegorzyk, äëÿ êîòîðîé àâòîðû èñïîëüçîâàëè

ïðèìå÷àíèå Ìîðåðà [9℄: xx = 2x.) Òåòðàöèÿ � îïåðàöèÿ, èìåþùàÿ ðàíã âûøå, ÷åì ab.
Îíà íå êîììóòàòèâíà è èìååò äâå ðàçëè÷íûå îáðàòíûå îïåðàöèè òèïà ¾êîðåíü¿ è òèïà

¾ëîãàðè�ì¿. Íàèáîëåå óäà÷íûìè íàçâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ¾ñóïåðêîðåíü¿ è ¾ñóïåðëîãà-

ðè�ì¿. Â ðàáîòå [14℄ ïðåäëîæåí ïðîñòîé âàðèàíò îáîçíà÷åíèé ýòèõ îáðàòíûõ îïåðàöèé.

Òàê, åñëè ab = c ⇒ b = loga c, òî
ba = c ⇒ b = slogac, ãäå slogac � ñóïåðëîãàðè�ì îò c

ïî îñíîâàíèþ a, à ñâåðõêîðåíü îáîçíà÷åí ñîãëàñíî [21℄. Â ðàáîòå [14℄ äàíà �îðìóëà (1),

èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé:

n
1R

(k+n
3R

b
a)

a =
k

n−1
1 R

b

a (∀ n ∈ N, äëÿ n = 1, a < b), (1)

ãäå

k
n
i R

b
a : n � ðàíã îïåðàöèè (ïîëàãàåì, ÷òî n = 1 � ðàíã ñëîæåíèÿ, n = 2 � ðàíã

óìíîæåíèÿ è ò.ä.), i � íîìåð èíâåðñèè (i = 1 � áåç èíâåðñèè, i = 2 � îòíîøåíèå èíâåðñèè
òèïà ¾êîðåíü¿, i = 3 � îòíîøåíèå èíâåðñèè òèïà ¾ëîãàðè�ì¿), k � ÷èñëî ïîâòîðåíèé

îïåðàöèè (k = 1 íå ïèøåòñÿ), a, b � àðãóìåíòû. Ïðè n = 4, a > 1, k > 0 èç (1) íåòðóäíî
ïîëó÷èòü [15, 16℄ äëÿ Òåòðàöèè è ñóïåðëîãàðè�ìà:

(k+slogab )a = a
.

.

.

ab

︸ ︷︷ ︸
k ïîâòîðåíèé a

è

(−k+slogab )a = loga . . . loga b︸ ︷︷ ︸
k ïîâòîðåíèé a

. (2)

3. �îìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè y = f(x) � �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, òî ïðè a >
e√
e

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

x ∗ y = (slogax+slogay)a .
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� Â Òåòðàöèè è îáðàòíûõ åé îïåðàöèÿõ îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå ïîëåçíûå çàâèñèìî-

ñòè, èìåþùèåñÿ â ñòåïåíè. ×àñòè÷íî ïðåîäîëåòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ãîìîìîð-

�èçì. Ñîãëàñíî [17℄, ãîìîìîð�èçì ϕ:

ϕ
(
F ′
i (a1, . . . , ani

)
)
= Fi

(
ϕ(a1), . . . , ϕ(ani

)
)
. (3)

Ïðèíÿâ â (3): ϕ(z) = slogaz, i = 1, n = 2, a1 = x, a2 = y, F1(a1, a2) = x + y, à

F ′
i (a1, a2) = x ∗ y, ïîëó÷èì ãîìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñóïåðëîãàðè�ìà (2). Â

ñòàòüå ïðèíÿòî îãðàíè÷åíèå a > e
√
e ñîãëàñíî ñâîéñòâàì Òåòðàöèè [11℄:

sloga(x ∗ y) = slogax+ slogay, (4)

îòêóäà

x ∗ y = (slogax+slogay)a. (5)

Ïîëó÷åííûé ãîìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ (4) ïðàâèëüíåå ïðåäñòàâèòü âî âçàèìîñâÿçè ñ îñ-

íîâàíèåì ñóïåðëîãàðè�ìà. Òîãäà, òîæäåñòâî (5) ïðèìåò âèä:

x
[a]∗ y = (slogax+slogay)a . � (6)

Çàâèñèìîñòü (6) èìååò, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà:

1. Êîììóòàòèâíîñòü: x
[a]∗ y = y

[a]∗ x, åñëè a 6= x, a 6= y.

2. �àíã îïåðàòîðà “∗� ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè, òàê êàê x
[x]∗ y = xy è x

[y]∗ y = yx.

Èç (4) âèäíî, ÷òî íàéäåííûé ãîìîìîð�èçì àíàëîãè÷åí óìíîæåíèþ â òîæäåñòâå

loga(x·y) = loga x+loga y. Òàêèì îáðàçîì, â ïîèñêå ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
f(f(x)) = ex êàê è f(x) = ψ(e) ∗ x , ïîëó÷åííûé ãîìîìîð�èçì ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò

ïîñòàâëåííûì òðåáîâàíèÿì.

4. �åøåíèå �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ëþáîãî ïåðåìåííîãî f(x) = (0, 5 + slnx) ∗ e ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex.

�Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex, ñëåäóåò îïðå-
äåëèòü ψ(e), òàêîå, ÷òî f(x) = ψ(e)∗x. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòà �óíêöèÿ äîëæíà áûòü
ïîäîáíà îáðàòíîé îïåðàöèè òèïà ¾êîðåíü¿, íî îíà íå ìîæåò áûòü ñóïåðêîðíåì. Òàê êàê

îïåðàòîð ¾∗¿ â �îðìóëå f(x) = ψ(e) ∗ x àíàëîãè÷åí óìíîæåíèþ äëÿ f2(x) =
√
e · x, òî

àíàëîã êîðíÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê ψ(e)
[e]∗ ψ(e) = e , àíàëîãè÷íî

√
e · √e = e. Òîãäà,

èñêîìàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä f(x) = ψ(e)
[e]∗ x, à �óíêöèþ ex ìîæíî çàïèñàòü êàê

ex = e
[e]∗ x. Îòêóäà,

f(f(x)) =

[
ψ(e)

[e]∗ ψ(e)

]
[e]∗ x = ex . (7)
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Èç ðàâåíñòâà ψ(e)
[e]∗ ψ(e) = e íàéäåì �óíêöèþ ψ(e), ó÷èòûâàÿ Ëåììó 1:

e = ψ(e)
[e]∗ ψ(e) = (slogeψ(e)+slogeψ(e))e = 2·slogeψ(e)e = 2·slnψ(e)e; (8)

2 · slnψ(e) = slne ⇒ slnψ(e) =
1

2
⇒ ψ (e) = 1/2e . (9)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ �óíêöèÿ f(x) ñîãëàñíî (8):

f(x) = ψ(e)
[e]∗ x = 1/2e

[e]∗ x .

Äëÿ ïðîâåðêè ïîäñòàâèì ψ(e) = 1/2e èç (9) â (7):

f(f(x)) =

[
1/2e

[e]∗ 1/2e

]
[e]∗ x =

(
sln
(
(1/2)e

)
+sln
(
(1/2)e

))
e

[e]∗ x =

=

(
1/2+1/2

)
e

[e]∗ x = e
[e]∗ x = (slne+slnx)e = (1+slnx)e = e

(
slnxe
)
= ex .

Èòàê, ðåøåíèå f(f(x)) = ex èìååò âèä:

f(x) = (1/2)e
[e]∗ x = (0,5+slnx)e . � (10)

5. Îáùåå ðåøåíèå �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = u(a, x).

Ëåììà 2. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ f(f(x)) = u(a, x) äëÿ ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé �óíê-

öèè äâóõ ïåðåìåííûõ áóäåò f(x) = 1/na
[a]∗ x =

(
1/n+slogax

)
a.

� Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìîæíî ðåøèòü �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå òèïà

f(f(. . . f(x)) . . .)︸ ︷︷ ︸
n ïîâòîðåíèé f

= ax .

�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

f(x) = 1/na
[a]∗ x =

(
1/n+slogax

)
a . �

Ìåòîäèêó ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ãîìîìîð�èçìà, ïðèâåäåííóþ â òåîðåìå 1 è ëåììå

2, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(f(. . . f(x)) . . .)︸ ︷︷ ︸
n ïîâòîðåíèé f

= u(a, x) . (11)

�àññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(f(x)) = u(a, x), ãäå u(a, x) � �óíêöèÿ 2-õ ïåðå-

ìåííûõ. Òîãäà çàïèøåì �óíêöèþ U(x, n):

U(x, n) = u(x, u(x, . . . u(x, x)) . . .)︸ ︷︷ ︸
n ïîâòîðåíèé x

.
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Îáîçíà÷èì îáðàòíóþ åé �óíêöèþ êàê ¾L¿: åñëè U(a, x) = y, òî L(a, y) = x.
Èç ïîëó÷åííûõ �óíêöèé è ëåììû 2 çàïèøåì ãîìîìîð�èçì ñëîæåíèÿ íà áàçå L(a, x):

b
[a]

♦ c = U(a, (L(a, b) + L(a, c))) , ãäå ¾♦¿� îïåðàòîð, èñïîëüçóåìûé äëÿ êîìïàêòíîãî

îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ãîìîìîð�èçìà. Äàëåå èùåì �óíêöèþ f(x): f(x) = g(a)
[a]

♦x, ãäå

g(a)
[a]

♦ g(a) = a è a
[a]

♦x = u(a, x). Îòêóäà, íàéäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ g(a) è
èñêîìîå ðåøåíèå f(x):

g (a) = U

(
a,

L (a, a)

2

)
= U

(
a,

1

2

)
,

f (x) = g (a)
[a]

♦x = U

(
a,

1

2

)
[a]

♦x = U

(
a,

(
L

(
a, U

(
a,

1

2

))
+ L (a, x)

))
.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (11), ðåøåíèå èìååò âèä:

f (x) = U

(
a,

1

n

)
[a]

♦x = U

(
a,

(
L

(
a, U

(
a,

1

n

))
+ L (a, x)

))
.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðè ðåøåíèè �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(f(x)) = ex àâòîðû èñ-

ïîëüçîâàëè îïåðàòîð ¾

[a]∗
¿. Ýòîò îïåðàòîð óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ �îð-

ìàòîâ ÷èñåë, àíàëîãè÷íûõ èçâåñòíîìó �îðìàòó ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé. Â ðàáîòàõ [19,20℄

àâòîðû ïðåäëàãàþò íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì äëÿ òàêèõ �îðìàòîâ. Â îäíîì

èç �îðìàòîâ ÷èñëî D ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê:

D = (n+slogad)a = d
[a]∗
(
na
)
, (12)

ãäå n ∈ Z, a ∈ R, a > 1, d ∈ [1; a[, d ∈ R. Åñëè äëÿ áàçèñà a (12) ïðèíÿòü îäíî èç

çíà÷åíèé, íàïðèìåð a = 10, èëè a = 2, òî ïîëó÷èì óïðîùåííóþ çàïèñü:

D = (n+slog10d)10 = d ∗ n10 è D = (n+slog2d)10 = d ∗ n2 . (13)

Â ñëó÷àå (13), îïåðàòîð ¾∗¿ îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â ïàðå ñ îñíîâàíèåì

ñâåðõñòåïåíè. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ â íîâûé �îðìàò ÷èñåë è îáðàòíî âûïîëíÿåòñÿ

ïî �îðìóëàì (2).

Â çàêëþ÷åíèå, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (10) ìîæåò áûòü âû÷èñëå-

íî, òàê êàê �óíêöèè

xe è sln(x) èìåþò àïïðîêñèìàöèè. Àâòîðû ïðåäëàãàþò àïïðîêñè-

ìàöèþ, îñíîâàííóþ íà �îðìóëàõ (2) è ïðèáëèæåíèè sln(x) ≈ ln(x) äëÿ x ∈ [1; e]. Èç (6)
è èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèé [18, 19℄ ìîæíî çàïèñàòü:

sln(x) ≈





sln(ex)− 1, åñëè x 6 0,
sln(ln(x)) + 1, åñëè 1 < x,
x− 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(14)

�èïåð�îðìàò ÷èñåë (12) ðàöèîíàëèçèðóåò âû÷èñëåíèå ñâåðõëîãàðè�ìîâ (14) ïó-

òåì ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð äëÿ ëîãàðè�ìîâ. Â ÷àñòíîñòè,

ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå �óíêöèè sln(x) ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìîì [21℄:
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1. Ïðåîáðàçîâàòü ÷èñëî x â íîâûé �îðìàò x = d ∗ ne.

2. Ïðåîáðàçîâàòü x = d ∗ ne ⇒ x∗ = d · en.

3. Âû÷èñëèòü sln(x) = ln
(
x∗
)
= n + ln(d), òàê êàê d ∈ [1; e[.

Àâòîðû èñïîëüçîâàëè óêàçàííûå àëãîðèòìû â ïðîãðàììàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ �îðìà-

òîâ ÷èñåë è ãèïåðêàëüêóëÿòîðå [23,24℄. Ýëåìåíòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè èçëîæåíû íà

ICM [19,20℄. Àâòîðñêèå ïðàâà íà èçëîæåííûé â ñòàòüå ìàòåðèàë, à òàêæå íà àëãîðèòìû

è ïðîãðàììû çàùèùåíû [22℄.
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THE SOLUTION OF THE FUNCTIONAL EQUATION f(f(x)) = exp(x)
BY MEANS OF A HOMOMORPHISM

K.A. Rubtsov, G.F. Romerio

The National Researh University �Belgorod State University� / �BelSU�,

Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: rubtsov�bsu.edu.ru

Abstrat. The solution strategy of the f(f(x)) = ex funtional equation is desribed using a

homomorphism with the super-logarithm as mapping funtion. The strategy shows the analytial

relationship between ontinuous iterated exponentiations and tetration. An extension of the same

strategy is proposed for the solution of a generalized f(f(x)) = u(a, x) funtional equation. A
pratial appliation is mentioned for the de�nition of a super-format for the notation of very large

numbers.

Key words: homomorphisms, omputability and reursion theory, arithmeti funtions, om-

putational number theory.
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Àííîòàöèÿ. Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíê-

öèé. Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ �óíêöèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îíè âîçíèêàþò ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ñâÿçàíû ñ äîêàçàòåëüñòâîì

ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè,ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, ñïåê-

òðàëüíàÿ òåîðèÿ.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è Õ � êîìïëåêñíîå áàíàõî-

âî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb = Cb(R, X) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
�óíêöèé x : R → X ñ íîðìîé ‖x‖∞ = sup

t∈R
‖x(t)‖. ×åðåç C0(R, X) îáîçíà÷èì (çàìêíó-

òîå) ïîäïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç Cb, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè,ò.å lim
|t|→∞

‖x(t)‖ = 0,

x ∈ C0(R, X). Â ïðîñòðàíñòâå Cb(R, X) ðàññìîòðèì îïåðàòîðû ñäâèãà

S(t) : Cb(R, X) → Cb(R, X) , (S(t)x)(τ) = x(τ + t) , τ ∈ R , t ∈ R ,

x ∈ Cb(R, X). Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû èç ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, �óíêöèè è âåêòî-

ðîâ, ñîäåðæàòüñÿ â ðàáîòàõ [1-7℄. Ñëåäóÿ [1℄,[6℄,[7℄, äàäèì îïðåäåëåíèå ìåäëåííî ìåíÿ-

þùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ x ∈ Cb(R, X) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè, åñëè S(τ)x− x ∈ C0(R, X), ò.å.

lim
τ→∞

‖x(τ + t)− x(τ)‖ = 0

äëÿ ëþáîãî t ∈ R .

Ïðèìåðîì ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ âèäà

x(t) = sin(ln(α+ | t |)) , t ∈ R , α > 0 .

Ìíîæåñòâî ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèé îáðàçóþò çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî èç Cb(R, X), êîòîðîå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Csl,∞ = Csl,∞(R, X).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ε > 0. ×èñëî ω ∈ R íàçûâàåòñÿ ε-ïåðèîäîì �óíêöèè x ∈ Cb
íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α ∈ R+, ÷òî sup

|t|>α

‖x(t + ω) − x(t)‖ < ε.

Ìíîæåñòâî ε-ïåðèîäîâ �óíêöèè x íà áåñêîíå÷íîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω∞(x, ε).

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò 14-21-00066, âûïîëíÿåìûé â Âî-

ðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå), �ÔÔÈ (ïðîåêòû 13-01-00378,14-01-31196).
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Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî Ω∞(x, ε) íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì íà R, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå l ∈ N, ÷òî [t, t + l] ∩ Ω∞(x, ε) 6= ∅, äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 4(îïðåäåëåíèå Áîðà). Ôóíêöèÿ x ∈ Cb(R, X) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî Ω∞(x, ε) îòíîñèòåëüíî
ïëîòíî íà R.

Ìíîæåñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

AP∞(R, X).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî AP∞(R, X) îáðàçóåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è áàíàõîâó àë-
ãåáðó, åñëè X � áàíàõîâà àëãåáðà.

Îòìåòèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî AP (R, X) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñî-

äåðæèòñÿ â AP∞(R, X).

Îïðåäåëåíèå 5 (àïïðîêñèìàöèîííîå). Ôóíêöèÿ x ∈ Cb íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèî-

äè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò �óíêöèè xk ∈ Csl,∞ è ÷èñëà λk ∈ R,

1 ≤ k ≤ N òàêèå, ÷òî

‖x(t)−
N∑

k=0

xk(t)e
iλkt‖ < ε .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ (Áîðà è àïïðîêñèìàöèîííîå) ýêâèâàëåíòíû.

ßñíî,÷òî Csl,∞(R, X) ⊂ AP∞(R, X).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ âèäà

x(t) =
N∑

k=1

xk(t)e
iλkt , t ∈ R , x : R → X ,

ãäå λk ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, xk ∈ Csl,∞(R, X), 0 ≤ k ≤ N − 1, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèåé(x ∈ AP∞(R, X)).

� Êàê îòìå÷àëîñü Csl,∞(R, X) ⊂ AP∞(R, X), à òàêæå t 7→ eiλkt, 1 ≤ k ≤ n, - ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèÿ γkxk, 1 ≤ k ≤ N , òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿìè, òî èõ ñóììà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèåé. �

2. Î ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿõ ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Cb(R, X), ãäå êîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

x(t + 1) = Bx(t) + y(t) , t ∈ R , (1)

ãäå y ∈ C0(R, X), B ∈ EndX ñî ñâîéñòâîì σ0 = σ(B) ∩ iR = {iλ1, iλ2..., iλm} � ñîâîêóï-

íîñòü ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è σ(B) îáîçíà÷àåò ñïåêòð îïåðàòîðà B.

Òåîðåìà 3. Êàæäîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x : R → X óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèåé,êîòîðîå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

x(t) =
N∑

k=1

xk(t)e
iλkt ,
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ãäå xk ∈ Csl,∞, 0 ≤ λk < 2π, 0 ≤ k ≤ N − 1.

� Ñïåêòð îïåðàòîðà B ïðåäñòàâèì â âèäå:

σ(B) = σ0 ∪ σin ∪ σout ,

ãäå

σ0 = σ(B) ∩ T = {γ1, γ2, ..., γm} � ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ íà

îêðóæíîñòè T = {λ ∈ C : λ = 1},
σin = {λ ∈ σ(B) : Reλ < 1} � ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âíóòðè

îêðóæíîñòè.

σout = {λ ∈ σ(B) : λ > 1} � ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âíå

îêðóæíîñòè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì ñïåêòðà ðàññìîòðèì ïðîåêòîðû P0, Pin,Pout, êî-

òîðûå ñîîòâåòñòâåííî ïîñòðîåíû ïî ñïåêòðàëüíûì ìíîæåñòâàì σ0, σin, σout. Òàêèì îá-

ðàçîì, I = P0+Pin+Pout. Ýòè ïðîåêòîðû èíäóöèðóþò ðàçëîæåíèå X = X0⊕Xin⊕Xout

ïðîñòðàíñòâà Õ, ãäå X0 = ImP0, Xin = ImPin, Xout = ImPout. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿ-

þòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ îïåðàòîðà B è ïóñòü B0 = B|X0, Bin = B|Xin, Bout = B|Xout.

Òàêèì îáðàçîì, B = B0 ⊕Bin ⊕Bout îòíîñèòåëüíî ïîñòðîåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà X. Ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1) ïðèìåíèì ïðîåêòîð Pin,è òîãäà ïîëó÷èì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü xin = Pinx, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó

S(1)xin(t) = Binxin(t) + yin(t) , yin = Piny ∈ C0 , (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

(I −BinS(−1))xin = S(−1)yin . (3)

Ïîñêîëüêó ‖S(−1)‖ = 1, BinS(−1)xin(t) = S(−1)Binxin, n ∈ Z, è ñïåêòðàëüíûé ðàäè-

óñ r(Bin) îïåðàòîðà Bin ìåíüøå åäèíèöû, òî îïåðàòîð I − BinS(−1) îáðàòèì è èç (3)

ïîëó÷àåì, ÷òî

xin(t) = ((I − BinS(−1))−1S(−1)yin)(t) =
∞∑

t=0

Bn
inS(−n(t + 1))yin(t− 1) .

ßñíî, ÷òî xin ∈ C0(R, X). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èì ïðè ïðèìåíåíèè ïðîåêòîðà

Pout ê óðàâíåíèþ (1):

(S(1)xout)(t) = Boutxout(t) + yout(t), yout = Pouty ∈ C0 . (4)

Îïåðàòîð Bout îáðàòèì,è σ(B
−1
out) = {λ−1;λ ∈ σout}, ò.å. åãî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìåíüøå

åäèíèöû. Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðà SN  Bout èç (4), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

S(1)B−1
outxout(t) = xout(t) +B−1

outyout(t) , t ∈ R ,

èëè

(I − S(1)B−1
out)xout(t) = −B−1

outyout(t) , t ∈ R .
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Òàêèì îáðàçîì,

xout(t) = −(I − S(1)B−1
out)

−1B−1
outyout(t) = −

∞∑

n=0

(B−1
outS(1))

kB−1
outyout(t) , yout ∈ C0 .

Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî xout ∈ C0(R, X). Ïðîåêòîð P0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P0 = P1 + ...+ PN ,

ãäå Pk � ïðîåêòîð, è

APk = γkPk , ãäå | γk |= 1 , 1 ≤ k ≤ N .

Ââèäó ïðåäïîëàãàåìîé ïðîñòîòû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÷èñëî γk ïðåäñòàâèìî â âèäå
γk = eiλk , 1 ≤ k ≤ N . Ïðèìåíèì ïðîåêòîð P0 ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (1) è äàëåå

ïðèìåíèì ïðîåêòîð Pk

Pkx0(t+ 1) = PkB0x0(t) + Pky0(t) ,

ãäå x0(t) = P0x(t), xk(t) = Pkx0(t), k = 1, N .
Ñëåäîâàòåëüíî, xk(t+1) = γkxk(t)+yk(t), ãäå xk(t) = Pkx0(t), k = 1, N, t ∈ R. Ñäåëàâ

çàìåíó xk(t) = e−iλkt xk(t), t ∈ R, 0 ≤ λk < 2π ïîëó÷èì

x̃k(t+ 1) = x̃k(t) + ỹk(t) , t ∈ R ,

x̃k-ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,à xk(t) îòëè÷àåòñÿ îò x̃k(t) ïî �îðìóëå

(1) íà ìíîæèòåëü eiλkt. Ïîñêîëüêó ỹk ∈ C0 è S(1)x̃k − x̃k ∈ C0. Ñëåäîâàòåëüíî, x̃k, ãäå
1 ≤ k ≤ m � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �
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Abstrat. The lass of almost periodi funtions at in�nity is introdued. Neessity of suh

funtions related to the fat that they arise when studying di�erene equations. Main results of the

artile are related to the proof of almost periodiity at in�nity of di�erene equations solutions.
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-

ïà èçó÷åíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è äîêàçàíà òåîðåìà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ. �åøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàãðóæåííîå óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà, íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à, ïîëíî-

òà, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, â ñèëó òåîðå-

òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé âàæíîñòè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ ðàç-

äåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è

ïðèâëåêàåò ê ñåáå âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ êàê ñàìîé òåî-

ðèåé, òàê è åå ïðèëîæåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåïëî- è

ìàññîîáìåíà â ñðåäàõ, îêðóæåííûõ ïîðèñòîé ñðåäîé, ñâîäÿòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ

óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Îäíèì èç âàæíåéøèõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ÿâëÿþòñÿ íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà. Èññëåäîâàíèå ëîêàëü-

íûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè èçëîæåíî â ìîíîãðà�èè À.Ì. Íàõóøåâà [1℄.

�àññìîòðèì íàãðóæåííîå óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu =

{
uxx + uyy − b2u(x, y) + C1(y)u(x, 0) = 0, y > 0 ,

uxx − uyy − b2u(x, y) + C2(y)u(x, 0) = 0, y < 0 ,
(1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β}, ãäå C1(y), C2(y) �
çàäàííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè, α > 0, β > 0, b ≥ 0 − çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà.

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C2(D+ ∪D−) ∩ C1(D); (2)

Lu(x, y) ≡ 0 , (x, y) ∈ D+ ∪D− ; (3)

u(0, y) = u(1, y) , ux(0, y) = 0 , −α ≤ y ≤ β ; (4)

u(x, β) = ϕ(x) , u(x,−α) = ψ(x) , 0 ≤ x ≤ 1 , (5)
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ãäå ϕ(x) è ψ(x) − çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, D− = D ∩ {y < 0}, D+ =
D ∩ {y > 0}.

Îòìåòèì ðàáîòó Ê.Á. Ñàáèòîâà è Å.Ï. Ìåëèøåâîé [2℄, ãäå ðåøåíà çàäà÷à Äèðèõëå

äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà (1) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D.
Â äàííîé ðàáîòå, ñëåäóÿ [2℄, ïðè âñåõ b > 0 íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû

êîðíåâûõ �óíêöèé îäíîìåðíîé íåëîêàëüíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è óñòàíîâëåí êðèòåðèé

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè ϕ(x), ψ(x) è
÷èñëî α ðåøåíèå u(x, y) ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà.

2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü u (x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (5). Èç ðàáîòû

Å.È. Ìîèñååâà [3℄, èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìû �óíêöèé

{cos(2πkx)}∞k=1 , 1 , {x sin(2πkx)}∞k=1 ; (6)

{4(1− x) cos (2πkx)}∞k=1 , 2(1− x) , {4 sin (2πkx)}∞k=1 (7)

ÿâëÿþòñÿ áèîðòîíîðìèðîâàííûìè, ïîëíû è îáðàçóþò áàçèñ �èññà â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).
�àññìîòðèì �óíêöèè

uk (y) = 4

1∫

0

u(x, y)(1− x) cos 2πkxdx , (8)

u0 (y) = 2

1∫

0

u(x, y)(1− x)dx , (9)

vk (y) = 4

1∫

0

u(x, y) sin 2πkxdx , k ∈ N . (10)

Íà îñíîâàíèè (10) ââåäåì �óíêöèþ

vk,ε (y) = 4

1−ε∫

ε

u (x, y) sin 2πkxdx , (11)

ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (11) ïî y äâà ðàçà ïðè

y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

v+
′′

k,ε (y) = 4

1−ε∫

ε

uyy (x, y) sin 2πkxdx =

= 4

1−ε∫

ε

[
−uxx(x, y) + b2u(x, y)− C1 (y)u (x, 0)

]
sin 2πkxdx =
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= −4

1−ε∫

ε

uxx(x, y) sin 2πkxdx+ 4b2
1−ε∫

ε

u(x, y) sin 2πkxdx−

− 4C1 (y)

1−ε∫

ε

u (x, 0) sin 2πkxdx , y > 0 ; (12)

v−
′′

k,ε (y) = 4

1−ε∫

ε

uyy (x, y) sin 2πkxdx =

= 4

1−ε∫

ε

[
uxx(x, y)− 4b2u(x, y) + 4C2 (y)u (x, 0)

]
sin 2πkxdx =

= 4

1−ε∫

ε

uxx(x, y) sin 2πkxdx− 4b2
1−ε∫

ε

u(x, y) sin 2πkxdx+

+ 4C2 (y)

1−ε∫

ε

u (x, 0) sin 2πkxdx , y < 0 . (13)

Â ïåðâûõ èíòåãðàëàõ èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (12) è (13) èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì äâà

ðàçà è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4), ïîëó÷èì

v′′k (y)− λ2kvk (y) = −C1 (y) vk (0) , y > 0 , (14)

v′′k (y) + λ2kvk (y) = C2 (y) vk (0) , y < 0 , (15)

ãäå λ2k = b2 + (2πk)2. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (14) è (15) èìåþò îáùèå ðåøåíèÿ

vk (y) =





ake
λky + bke

−λky − ak + bk
λk

y∫

0

C1 (t) sh [λk (t− y)]dt , y > 0,

ck cosλky + dk sin λky +
ck
λk

0∫

y

C2 (t) sin [λk (y − t)]dt , y < 0,

(16)

ãäå ak, bk, ck, dk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Äëÿ �óíêöèé (16) â ñèëó (2) è (10) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

vk (+0) = vk (−0) , v′k (+0) = v′k (−0) . (17)

Óñëîâèÿ (17) èìåþò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

ck = ak + bk, dk = ak − bk. (18)
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Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (16), ïîëó÷èì

vk (y) =





ake
λky + bke

−λky +
ak + bk
λk

C1k (y) , y > 0 ,

ak(cosλky + sinλky) + bk(cosλky − sinλky) +
ak + bk
λk

C2k (y) , y < 0 ,
(19)

ãäå

C1k (y) =

y∫

0

C1 (t) sh [λk (t− y)]dt, C2k (y) =

0∫

y

C2 (t) sin [λk (y − t)]dt .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ ak è bk âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (5) è

�îðìóëîé (10):

vk (β) = 4

1∫

0

u (x, β) sin 2πkxdx = 4

1∫

0

ϕ (x) sin 2πkxdx = ϕk , (20)

vk (−α) = 4

1∫

0

u (x,−α) sin 2πkxdx = 4

1∫

0

ψ (x) sin 2πkxdx = ψk . (21)

Óäîâëåòâîðÿÿ �óíêöèè (19) ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (20) è (21), íàéäåì

ak =
ϕk

2∆αβ(k)

[
cos λkα + sinλkα +

1

λk
C2k(−α)

]
− ψk

2∆αβ(k)

[
e−λkβ +

1

λk
C2k(β)

]
, (22)

bk =
ϕk

2∆αβ (k)

[
eλkβ +

1

λk
C1k(β)

]
− ψk

2∆αβ (k)

[
cosλkα− sin λkα +

1

λk
C2k(−α)

]
, (23)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ N

∆αβ (k) = sinλkα ch λkβ+shλkβ cosλkα+
1

λk
[C1k (β) sin λkα + C2k (−α) shλkβ] 6= 0 . (24)

Ïîäñòàâëÿÿ (22) è (23) â (19) íàéäåì îêîí÷àòåëüíûé âèä �óíêöèé

vk(y) =





v+k (y) =
1

∆αβ(k)

[
λ−1
k ψkAyβ(k) + ϕk∆αy(k)

]
, y > 0,

v−k (y) =
1

∆αβ(k)

[
ψk∆−yβ(k) + λ−1

k ϕkBαy(k)
]
, y < 0,

(25)

ãäå

∆αy (k) = sinλkα chλky + sh λky cosλkα+
1

λk
[C1k (y) sinλkα+ C2k (−α) sh λky] ,

Ayβ (k) = C1k (y) shλkβ − C1k (β) sh λky + λk sh [λk (β − y)],
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∆−yβ (k) = sinλky chλkβ + sh λkβ cos λky −
1

λk
[C1k (β) sinλky + C2k (y) shλkβ] ,

Byα (k) = C2k (y) sin λkα + C2k (−α) sinλky + λk sin λk (α + y).

Àíàëîãè÷íî vk(y) ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ u0(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

u′′0(y)− b2u0(y) = −C1(y)u0(0), y > 0, (26)

u′′0 (y) + b2u0 (y) = C2 (y)u0 (0) , y < 0, (27)

u0(+0) = u0(−0), u′0(+0) = u′0(−0), (28)

u0 (β) = 4

1∫

0

ϕ (x) (1− x)dx = ϕ10, u0 (−α) = 4

1∫

0

ψ (x) (1− x)dx = ψ10. (29)

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)-(29) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

u0(y) =





1

∆αβ(0)
[b−1ψ0Ayβ(0) + ϕ0∆αy(0)] , y > 0 ,

1

∆αβ(0)
[ψ0∆−yβ(0) + b−1ϕ0Bαy(0)] , y < 0 ,

(30)

ãäå

∆αy (0) = sin bα ch by + sh by cos bα +
1

b
[C10 (y) sin bα + C20 (−α) sh by] ,

Ayβ(0) = C10(y) sh bβ − C10 (β) sh by + b sh [b (β − y)],

∆−yβ (0) = sin by ch bβ + sh bβ cos by − 1

b

[
C10 (β) sin by + C20(y) sh bβ

]
,

Byα (0) = C20 (y) sin bα + C20 (−α) sin by + b sin b (α + y),

C10 (y) =

y∫

0

C1 (t) sh [b (t− y)]dt, C20 (y) =

0∫

y

C2 (t) sin [b (y − t)]dt.

Ïîâòîðÿÿ òå æå äåéñòâèÿ íàä �óíêöèåé uk(y), ÷òî è äëÿ vk(y), ïîëó÷àåì íåîäíîðîä-

íûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

u′′k (y)− λ2kuk (y) = −4πkv+k (y)− C1 (y)uk (0) , y > 0 , (31)

u′′k (y) + λ2kuk (y) = 4πkv−k (y) + C2 (y)uk (0) , y < 0 , (32)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

uk (β) = 4

1∫

0

ϕ (x) (1− x) cos 2πkxdx = ϕ1k , (33)
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uk (−α) = 4

1∫

0

ψ (x) (1− x) cos 2πkxdx = ψ1k . (34)

è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ

uk(+0) = uk(−0), u′k(0 + 0) = u′k(−0). (35)

Íà îñíîâàíèè ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è

(31)-(35), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

uk(y) =





v+k (y) +
1

∆αβ(k)

[
λ−1
k Ayβ(k)V

−
k (−α)−∆αy(k)V

+
k (β)

]
, y > 0 ,

v−k (y) +
1

∆αβ(k)

[
∆−yβ(k)V

−
k (−α)− λ−1

k Bαy(k)V
+
k (β)

]
, y < 0 ,

(36)

V −
k (−α) =

0∫

−α

v−k (s) sin[λk(α + s)]ds, V +
k (β) =

β∫

0

v+k (s) sh[λk(s− β)]ds . (37)

Ïðè óñëîâèè (24) èç �îðìóë (25), (30), (36) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2)-(5), òàê êàê åñëè ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0 íà [0,1℄, òî uk(y) ≡ 0, u0(y) ≡ 0, vk(y) ≡ 0 äëÿ
k = 0, 1, 2, ... íà [−α, β]. Òîãäà èç (8)-(10) èìååì:

4

1∫

0

u(x, y)(1− x) cos 2πkxdx = 0 , 2

1∫

0

(1− x)u(x, y)dx = 0 ,

4

1∫

0

u(x, y) sin 2πkxdx = 0 , k = 1, 2, ... .

Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ �óíêöèé (7) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñëåäóåò,
÷òî �óíêöèÿ u(x, y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]. Â ñèëó (2) �óíêöèÿ

u(x, y) íåïðåðûâíà íà D, ïîýòîìó u(x, y) ≡ 0 íà D.
Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ α, β, C1 (y), C2 (y) è k = p ∈ N íàðóøåíî óñëîâèå (24), ò.å.

∆αβ (p) = sinλpα ch λpβ + shλpβ cosλpα +

+
1

λp
[C1p (β) sinλpα + C2p (−α) shλpβ] = 0 . (38)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íóëåé âûðàæåíèÿ ∆αβ (p) îòíîñèòåëüíî α ïðåäñòàâèì åãî â ñëåäóþùåì

âèäå:

∆αβ (p) = Kp(β) sin (λpα + γp) +
shλpβ · C2p (−α)

λp
, (39)
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ãäå

Kp (β) =

√[
C1p(β)

λp
+ chλpβ

]2
+ sh2 λpβ , γp = arcsin

sh λpβ

Kp (β)
.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (39) èìååì

sin (λpα + γp) = −sh λpβ · C2p (−α)
λpKp (β)

. (40)

Îòñþäà ïðè óñëîâèè

∣∣∣∣
shλpβ · C2p (−α)

λpKp (β)

∣∣∣∣ ≤
|C2p(−α)|

λp
≤ 1

óðàâíåíèå (40) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

α =
(−1)n+1

λp
arcsin

shλpβ · C2p (−α)
λpKp (β)

+
πn

λp
− γp
λp

= f(α) , n ∈ N . (41)

Åñëè C2p (−α) = 0, òî èç âûðàæåíèÿ (41) ñëåäóåò, ÷òî

α =
πn

λp
− γp
λp

, n ∈ N .

Åñëè C2(y) = C2 = const 6= 0, òî C2p(−α) = C2(cosλpα − 1)/λp è èç �îðìóëû (38)

ïîëó÷èì, ÷òî ∆αβ (p) = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà |C2| ≤ λ2p è

α =
(−1)n

λp
arcsin

C2 shλpβ

λ2pTp (β)
+
πn

λp
− θp
λp

, n ∈ N .

Çäåñü

θp = arcsin

(
C2 + λ2p

)
sh λpβ

λ2pTp (β)
, Tp (β) =

√[
C1p (β)

λp
+ ch λpβ

]2
+

[
C2 sh λpβ

λ2p
+ shλpβ

]2
.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (41) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðî-

èçâîäíàÿ |f ′(α)| ≤ d < 1. Ïîñëåäíåå âûïîëíåíî, êîãäà α <
√
2π/||C2||,

||C2|| = max
−α≤y≤0

|C2(y)|.
Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2)-(5) (ãäå ϕ (x) ≡ 0, ψ (x) ≡ 0) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

up (x, y) = up (y) cos λpx , (42)

çäåñü �óíêöèÿ up (y) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

up (y) =





2bp∆αy(p)

sinλpα− cos λpα− λ−1
p C2p(−α)

, y > 0 ,

2bp∆−yβ(p)

eλpβ + λ−1
p C1p(β)

, y < 0 ,

(43)
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ãäå bp 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è, òî äëÿ åãî åäèíñòâåííîñòè íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ k ∈ N âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (24).

3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è (2)-(5) ïðè óñëîâèè (24) áóäåì èñêàòü

â âèäå ñóììû ðÿäà

u(x, y) = u0(y) +
∞∑

k=1

uk(y) cos(2πkx) +
∞∑

k=1

vk(y)x sin(2πkx) , (44)

ãäå �óíêöèè u0 (y) , uk (y) è vk (y) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî �îðìóëàì (30), (36), (25).
Ïîñêîëüêó α, β � ëþáûå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêîâ çàäàíèÿ, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

k âûðàæåíèå ∆αβ (k), êîòîðîå âõîäèò â çíàìåíàòåëè êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (44) ìîæåò

ñòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ò.å. âîçíèêàåò ïðîáëåìà ¾ìàëûõ çíàìåíàòåëåé¿ [11℄, [5℄. Äëÿ

îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (44) äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ñóùå-

ñòâîâàíèå ÷èñåë α, β è �óíêöèé Ci (y) , i = 1, 2 òàêèõ, ÷òî âûðàæåíèå ∆αβ (k) îòäåëåíî
îò íóëÿ.

Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) α = p − íàòóðàëüíîå

÷èñëî; 2) α =
p

q
6∈ N, ãäå p, q ∈ N, (p, q) = 1, (q, 4) = 1, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå k0 ∈ N è C0 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì β > 0 è âñåõ k > k0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆αβ(k)| ≥ C0e
2πkβ > 0 ; (45)

3) åñëè α ÿâëÿåòñÿ ëþáûì èððàöèîíàëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ñòåïåíè 2, C1(y) ≥ 0
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà [0, β], C2(y) ≥ 0 ìîíîòîííî óáûâàåò íà [−α, 0], òî ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå k0, b0 è C0, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò α, β è b, òàêèå,
÷òî ïðè âñåõ b < b0, k > k0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆αβ(k)| ≥ e2πkβ
C0

k
. (46)

� Ïðåäñòàâèì ∆αβ (k) â ñëåäóþùåì âèäå:

∆αβ (k) = eλkβAk (β) sin (λkα + ϕk) +
eλkβ

λk
ωk (α, β) , (47)

ãäå ϕk = arcsin
(
sh λkβ/

√
ch 2λkβ

)
→ π/4 ïðè k → +∞,

Ak (β) =

√
1 + e−4λkβ

2
, (48)

ωk (α, β) =
sinλkα

eλkβ
C1k (β) +

C2k (−α)
(
1− e−2λkβ

)

2
. (49)
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì β > 0 è k ∈ N âûðàæåíèå (48) îãðàíè÷åíî:

1√
2
< Ak (β) < 1 , (50)

Äëÿ îöåíêè ωk (α, β) âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (49). Åñëè C1(y) ≥ 0 ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò íà [0, β], C2(y) ≥ 0 ìîíîòîííî óáûâàåò íà [−α, 0], òî âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìó-
ëàìè Áîííå èëè âòîðîé òåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè, ïîëó÷èì

|ωk(α, β)| <
|C1(β)|+ |C2(−α)|

2λk
=
M1

k
, (51)

ãäå Mi � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò α èëè

β.
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (47) â ñèëó îöåíîê (51) äîñòàòî÷íî îöåíèòü âûðàæåíèå

δαβ (k) = sin (λkα + ϕk) . (52)

Ïðè k > k1 > b/2π ≥ 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

λk =
√
(2πk)2 + b2 = 2πk

[
1 +

(
b

2πk

)2
]1/2

=

= 2πk

[
1 +

1

2

(
b

2πk

)2

− 1

8

(
b

2πk

)4

+ ...

]
= 2πk + θk , (53)

ïðè ýòîì äëÿ îñòàòêà ðÿäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

b2

4πk
< θk <

b2

2πk
. (54)

Òîãäà èç (52) è (53), îáîçíà÷àÿ θ̃k = θkα, ïîëó÷èì

|δαβ (k)| =
∣∣∣sin

(
2πkα + θ̃k + ϕk

)∣∣∣ . (55)

Ïðè α = p ∈ N ñóùåñòâóåò íîìåð k2, òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ k > k2 èìååì ñëåäóþùóþ

îöåíêó: ∣∣∣sin
(
2πkp+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣ =
∣∣∣sin

(
θ̃k + ϕk

)∣∣∣ > 1

2

∣∣∣sin π
4

∣∣∣ =M2 > 0 . (56)

Ïóñòü α = p/q, ãäå p è q � âçàèìíî-ïðîñòûå ÷èñëà. �àçäåëèì 2kp íà q ñ îñòàòêîì:
2kp = sq + r, ãäå s, r ∈ N ∪ {0}, 0 ≤ r < q. Òîãäà âûðàæåíèå (55) ïðèìåò âèä

|δαβ (k)| =
∣∣∣∣sin

(
π
2kp

q
+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin

(
πr

q
+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣∣ . (57)
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Åñëè r = 0, òî äàííûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó âûøå α = p ∈ N . Ïóñòü
r > 0. Òîãäà ÿñíî, ÷òî 1 ≤ r ≤ q − 1, q ≥ 2, è èç (57) ïîëó÷èì

| δαβ (k) | =
∣∣∣∣sin

(
πr

q
+ θ̃k +

π

4
− εk

)∣∣∣∣ , εk > 0 è εk → 0 .

Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k3, òàêîå, ÷òî èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè âñåõ
k > k3 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

| δαβ (k) | >
1

2

∣∣∣∣sin
(
πr

q
+
π

4

)∣∣∣∣ ≥M3 > 0.

Ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñòåïåíè 2. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæå-

íèå (55) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

| δαβ (k)| =
∣∣∣sin

(
2πkα− πn+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣ , n ∈ N . (58)

Äëÿ âñÿêîãî k ∈ N ìîæíî ïîäîáðàòü n ∈ N [11℄, òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∣∣∣α− n

2k

∣∣∣ < 1

4k
. (59)

Èç òåîðèè ÷èñåë èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó Ëèóâèëëÿ ( [6℄, .60℄), ÷òî äëÿ ëþáîãî èððàöèî-

íàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α ñòåïåíè 2 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå,
÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ n, k (k > 0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣α− n

2k

∣∣∣ > δ

4k2
. (60)

Èç (59) è (60) ïîëó÷èì

πδ

2k
<
∣∣∣2πk

(
α− n

2k

)∣∣∣ < π

2
. (61)

Èç (54) íàéäåì

b2α

8πk
< θ̃k <

b2α

4πk
. (62)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû θ̃k <
π

8
, êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè âñåõ k > k4 ≥ 2b2α/π2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, θ̃k + ϕk <
3π

8
. Òîãäà äëÿ àðãóìåíòà âûðàæåíèÿ (58) èìååì îöåíêó:

0 < |2πkα− πn + θ̃k + ϕk| <
7π

8
.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè

π

2
< |2πkα− πn + θ̃k + ϕk| <

7π

8
,
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òî

|δαβ (k) | =
∣∣∣sin

(
2πkα− πn+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣ > sin
7π

8
. (63)

Åñëè 0 < |2πkα − πn + θ̃k + ϕk| < π/2, òîãäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà sin x > (2/π)x,
0 < x < π/2, è îöåíîê (61) è (62) áóäåì èìåòü

| δαβ (k) | =
∣∣∣sin

(
2πkα− πn+ θ̃k + ϕk

)∣∣∣ > 2

π

∣∣∣2πkα− πn+ θ̃k + ϕk

∣∣∣ =

=
2

π

∣∣∣∣2πk
(
α− 4n− 1

8k

)
+ θ̃k − εk

∣∣∣∣ ≥
2

π

(
2πk

∣∣∣∣α− 4n− 1

8k

∣∣∣∣− |θ̃k| − |εk|
)
.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó ðàçíîñòè àðêñèíóñîâ

arcsin x− arcsin y = arcsin
(
x
√

1− y2 − y
√
1− x2

)
, xy > 0 ,

îöåíèì

εk =
π

4
− ϕk = arcsin

1√
2
− arcsin

shλkβ√
ch 2λkβ

=

= arcsin
1√
2

(
chλkβ − sh λkβ√

ch 2πkβ

)
= arcsin

1

e2λkβ
√
1 + e−4λkβ

.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà | arcsinx| < (π/2)| x|, 0 < |x| < 1, ïîëó÷èì

arcsin
1

e2λkβ
√
1 + e−4λkβ

<
π

2e2λkβ
√
1 + e−4λkβ

<
π

2e2λkβ
<

π

2e4πkβ
. (64)

Ïîñêîëüêó e4πkβ > (4πkβ)2 ïðè âñåõ k ∈ N , òî èç (64) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|εk| <
1

32π(kβ)2
. (65)

C ó÷åòîì (60), (62) è (65) ïðè âñåõ b < π

√
δ

2α
= b0 è k > k5 ≥ 1

2M4(πβ)2
, ãäå

M4 = δ − 2b2α

π2
, âûïîëíåíî

|δαβ (k) | >
2

π

(
πδ

8k
− b2α

4πk
− 1

32π(kβ)2

)
>

δ

16k
. (66)

Èç âûðàæåíèÿ (47) â ñèëó îöåíîê (50), (51), (63) è (66)

|∆αβ (k)| =
∣∣∣∣e
λkβAk(β) sin(λkα + ϕk) +

eλkβ

λk
ωk(α, β)

∣∣∣∣ ≥

≥ eλkβ |Ak(β)| | sin(λkα+ ϕk)| −
eλkβ

λk
|ωk(α, β)| ≥

eλkβ

k

[
δ

16
√
2
− M1

k

]
≥ eλkβ

C0

k
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ïðè âñåõ k > k0 = max
1≤i≤6

ki, b < b0 è k6 >
16
√
2M1

δ
. �

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 îòëè÷íî îò äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â

ðàáîòå [2℄. Ïðèìå÷àòåëüíî îíî òåì, ÷òî ñíÿòî óñëîâèå ìàëîñòè íîðì ||C1|| è ||C2||.
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (45) ïðè k > k0. Òîãäà äëÿ òàêèõ k è ïðè ëþáîì

y ∈ [−α, β] ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|vk (y) | ≤ A1 (|ϕk|+ |ψk|) , (67)

|v′k (y) | ≤ A2k (|ϕk|+ |ψk|) , |v′′k (y) | ≤ A3k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , (68)

|uk (y) | ≤ A4 (|ϕk|+ |ψk|) , |u′k (y) | ≤ A5k (|ϕk|+ |ψk|) , (69)

|u′′k (y) | ≤ A6k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , (70)

ãäå Ai � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò α, β,
‖C1‖ è ‖C2‖.

� Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè èç (67) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç �îðìóëû (25) è îöåí-

êè (45). Èñõîäÿ èç (25) âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå v′k (y) è v
′′
k (y):

v′k(y) =





1

∆αβ(k)

[
λ−1
k ψkA

′
yβ(k) + ϕk∆

′
αy(k)

]
, y > 0 ,

1

∆αβ(k)

[
ψk∆

′
−yβ(k) + λ−1

k ϕkB
′
αy(k)

]
, y < 0 ,

(71)

A′
yβ (k) = C ′

1k(y) shλkβ − λkC1k(β) chλky − λ2k ch[λk(β − y)],

∆′
αy (k) = λk sinλkα shλky ++λk ch λky cosλkα+

C ′
1k (y) sin λkα + λkC2k (−α) chλky

λk
,

∆′
−yβ (k) = λk cos λky chλkβ − λk sh λkβ sin λky −

λkC1k (β) cosλky + C ′
2k (y) sh λkβ

λk
,

B′
αy (k) = C ′

2k(y) sinλkα+ λkC2k(−α) cosλky ++λ2k cos[λk(α + y)],

C ′
1k (y) = λk

y∫

0

C1 (t) ch [λk (y − t)]dt ,

C ′
2k (y) = λk

0∫

y

C2 (t) cos [λk (y − t)]dt .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (14) è

(15), ïîëó÷èì

v′′k (y) =

{
λ2kvk(y)− C1(y)vk(0) , y > 0 ,

−λ2kvk(y) + C2(y)vk(0) , y < 0 ,
(72)
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Òîãäà èç ðàâåíñòâ (71) è (72) íà îñíîâàíèè (45) è îöåíêè èç (67), óáåæäàåìñÿ â ñïðà-

âåäëèâîñòè îöåíêè (68). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè (69), (70) äëÿ

�óíêöèè uk(y). �

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (46) ïðè âñåõ k ≥ k0. Òîãäà ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]
è äëÿ òàêèõ k ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|vk (y) | ≤ A7k (|ϕk|+ |ψk|) , (73)

|v′k (y) | ≤ A8k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , |v′′k (y) | ≤ A9k

3 (|ϕk|+ |ψk|) , (74)

|uk (y) | ≤ A10k (|ϕk|+ |ψk|) , (75)

|u′k (y) | ≤ A11k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , |u′′k (y) | ≤ A12k

3 (|ϕk|+ |ψk|) . (76)

� Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (73) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç �îðìóëû (25) è îöåí-

êè (45). Èç ðàâåíñòâ (71) è (72) íà îñíîâàíèè (46) è (73), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè

îöåíîê (74). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêè (75) è (76). �

Ëåììà 4. Ïóñòü ϕ(x), ψ(x) ∈ C3[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1), ψ(0) = ψ(1), ϕ′(0) = 0, ψ′(0) = 0,
ϕ′′(0) = ϕ′′(1), ψ′′(0) = ψ′′(1), òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|ϕk| ≤
A13|gk|
k3

, |ψk| ≤
A15|g̃k|
k3

, (77)

|ϕ1k| ≤ A14

( |rk|+ |g1k|
k3

)
, |ψ1k| ≤ A16

( |r̃k|+ |g̃1k|
k3

)
, (78)

ãäå

gk = 4

1∫

0

ϕ′′′(x) cos(2πkx)dx , rk = 4

1∫

0

ϕ′′(x) sin(2πkx)dx ,

g1k = 4

1∫

0

ϕ′′′(x)(1 − x) sin(2πkx)dx ,

g̃k = 4

1∫

0

ψ′′′(x) cos(2πkx)dx , r̃k =

1∫

0

ψ′′(x) sin(2πkx)dx ,

g̃1k = 4

1∫

0

ψ′′′(x)(1− x) sin(2πkx)dx ,

+∞∑

k=1

g2k < +∞,
+∞∑

k=1

r2k < +∞,
+∞∑

k=1

g21k < +∞,
+∞∑

k=1

g̃2k < +∞,
+∞∑

k=1

r̃2k < +∞,
+∞∑

k=1

g̃21k < +∞.

(79)

� Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì òðè ðàçà â èíòåãðàëàõ èç (20), (21), (33) è (34), ñ ó÷åòîì

óñëîâèé ëåììû, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ (77) è (78). Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (79)

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [7℄. �
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Ïîñêîëüêó ñèñòåìû �óíêöèé (6) è (7) îáðàçóþò áàçèñ �èññà, òî åñëè ϕ(x), ψ(x) ∈
L2[0, 1], òîãäà �óíêöèþ u(x, y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà (44),
êîòîðûé ñõîäèòñÿ â L2[0, 1] ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]. Â ñèëó ëåìì 2 è 4 ðÿä (44) ïðè

ëþáîì (x, y) èç D ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

A17

+∞∑

k=k0+1

1

k3
(|gk|+ |g1k|+ |rk|+ |g̃k|+ |r̃k|+ |g̃1k|) ,

ïîýòîìó ðÿä (44) è ðÿäû ïðîèçâîäíûõ ux è uy â ñèëó ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà ñõîäÿòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà çàìêíóòîé îáëàñòè D. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà u(x, y) ðÿäà
(44) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(D). �ÿäû èç ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íà D+ è D−

ìàæîðèðóþòñÿ òàêæå ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

A18

+∞∑

k=k0+1

1

k
(|gk|+ |g1k|+ |rk|+ |g̃k|+ |r̃k|+ |g̃1k|) .

Ïîýòîìó ñóììà u(x, y) ðÿäà (44) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2(D+ ∪D−) è óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (1) íà ìíîæåñòâå D+ ∪D−.

Ëåììà 5. Åñëè ϕ(x), ψ(x) ∈ C4[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1), ψ(0) = ψ(1), ϕ′(0) = 0, ψ′(0) = 0,
ϕ′′(0) = ϕ′′(1), ψ′′(0) = ψ′′(1), ϕ′′′(0) = 0, ψ′′′(0) = 0, òî

|ϕk| ≤
A17|zk|
k4

, |ψk| ≤
A18|z̃k|
k4

, |ϕ1k| ≤ A19

( |hk|+ |z1k|
k4

)
, |ψ1k| ≤ A20

(
|h̃k|+ |z̃1k|

k4

)
,

ãäå

zk = 4

1∫

0

ϕ(4)(x) sin(2πkx)dx , hk = 4

1∫

0

ϕ′′′(x) cos(2πkx)dx ,

z1k = 4

1∫

0

ϕ(4)(x)(1− x) cos(2πkx)dx ,

z̃k = 4

1∫

0

ψ(4)(x) sin(2πkx)dx , h̃k =

1∫

0

ψ′′′(x) cos(2πkx)dx ,

z̃1k = 4

1∫

0

ψ(4)(x)(1− x) cos(2πkx)dx ,

+∞∑

k=1

z2k < +∞,

+∞∑

k=1

h2k < +∞,

+∞∑

k=1

z21k < +∞,

+∞∑

k=1

z̃2k < +∞,

+∞∑

k=1

h̃2k < +∞,

+∞∑

k=1

z̃21k < +∞.
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� Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4. �

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 3 ëåììû 1, òîãäà ðÿä (44) â ñèëó ëåììû 3 è 5

ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

A21

+∞∑

k=k0+1

1

k3

(
|zk|+ |z1k|+ |hk|+ |z̃k|+ |h̃k|+ |z̃1k|

)
.

Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå äîêàçàòåëüñòâó óáåæäàåìñÿ, ÷òî �óíêöèÿ u (x, y),
îïðåäåëåííàÿ ðÿäîì (44), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3).

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíû ñëåäóùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèè ϕ (x) è ψ (x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4, C1 (y) ∈
C [0, β] , C2 (y) ∈ C [−α, 0] è âûïîëíåíà îöåíêà (45) ïðè âñåõ k > k0. Tîãäà åñëè

∆αβ (k) 6= 0 ïðè âñåõ k = 1, k0, òî çàäà÷à (2) � (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êî-

òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (44).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèè ϕ (x) è ψ (x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 5, C1 (y) ∈
C [0, β] , C2 (y) ∈ C [−α, 0] , C1(y) ≥ 0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà [0, β], C2(y) ≥ 0 ìîíîòîí-
íî óáûâàåò íà [−α, 0], è âûïîëíåíà îöåíêà (46). Tîãäà çàäà÷à (2)-(5) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (44).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ÷èñåë α, óêàçàííûõ â ëåììå 1, ïðè íåêîòîðûõ k = k1 < k2 <
... < km ≤ k0, m ∈ N, âûðàæåíèå ∆αβ(k) = 0, òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (2)-(5) óñëîâíî

ðàçðåøèìà, ò.å. èìååò ðåøåíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè ϕk = ψk = 0,
k = k1, k2, ..., km.
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BOUNDARY-VALUE PROBLEM WITH NONLOCAL CONDITION

FOR A MIXED TYPE EQUATION IN RECTANGULAR AREA

Y.K. Sabitova

Sterlitamak department of Bashkir State Univerity

Institute of researhes, Odesskya St., 68, Sterlitamak, 453103, Russia, e-mail: sabitovauk�rambler.ru

Abstrat. Boundary-value nonloal problem for an equation of mixed ellipti-hyperboli type

is studied. Criterion of solution uniqueness is found by spetral analysis. The solution is built as

the sum of biortogonal series.
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëü-

íîé îáëàñòè èçó÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî ïîèñêó íåèçâåñòíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñ íåëîêàëüíûì

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, ñâÿçûâàþùèì çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïî íîðìàëè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-

ðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðàçíûì òèïàì èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ.

�åøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíû â âèäå ñóìì ðÿäîâ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Óñòàíîâëåíû êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè è äîêàçàíà

óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî ãðàíè÷íûì äàííûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñïåêòðàëüíûé ìåòîä,

ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü, óñòîé÷èâîñòü.

1. Ââåäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu =

{
tnuxx − ut + b2tnu = f1(x) , t > 0,

(−t)muxx − utt − b2(−t)mu = f2(x) , t < 0,
(1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t)| 0 < x < 1, −α < t < β}, ãäå α > 0, β > 0, n > 0,
m > 0 è b ≥ 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, u(x, t) è fi(x), i = 1, 2, � íåèçâåñòíûå
�óíêöèè. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèè u(x, t) è fi(x), i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2
x(D+), (2)

fi(x) ∈ C(0, 1) ∩ L2[0, 1], (3)

Lu(x, t) ≡ fi(x), (x, t) ∈ D− ∪D+, (4)

u(0, t) = u(1, t) = 0, −α ≤ t ≤ β, (5)

u(x,−α)− u(x, β) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (6)

ut(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (7)

ut(x, β) = g(x), 0 ≤ x ≤ 1, (8)

ãäå ϕ(x) è ψ(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ϕ(0) = ϕ(1) = 0, ψ(0) = ψ(1) = 0,
D− = D ∩ {t < 0}, D+ = D ∩ {t > 0}.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (2), (4)�(6), ãäå âìåñòî óñëîâèÿ

(6) çàäàíî óñëîâèå u(x,−α) = χ(x), 0 ≤ x ≤ 1, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè f1(x) = f2(x) ≡ 0
â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D èçó÷àëàñü â ðàáîòå [1℄ ïðè âñåõ n > 0 è m > 0. Â ðàáîòàõ

[2, 3℄ èññëåäîâàíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè n = 0, m ≥ 0 è b ≥ 0.
Â [4℄ ìåòîäàìè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü àíàëîãà

çàäà÷è Òðèêîìè â ïðîñòðàíñòâå L2 äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà (1) ïðè f(x) = 0, n = 0, b = 0,
0 < m ≤ 1 â ñìåøàííîé îáëàñòè, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ D+, à

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâà-

íèåì íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ. Ñòàòüÿ [5℄ ïîñâÿùåíà îáðàòíîé çàäà÷å (2)�(8), ãäå âìåñòî

óñëîâèÿ (6) çàäàíî u(x,−α) = ψ(x) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè n = m = 0. Îáðàòíûå çàäà÷è
äëÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè èçó÷åíû äîñòàòî÷íî ïîëíî (ñì.

[6�10℄ è ïðèâåäåííóþ òàì îáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì

ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïðè îáîñíîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è âîçíèêàþò ìàëûå çíàìåíàòåëè [11, 12℄, çàòðóäíÿþùèå ñõîäèìîñòü ïî-

ñòðîåííûõ ðÿäîâ. Â ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíà-

ìåíàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé, êîòîðûå ïîçâîëèëè ïðè íåêîòîðûõ óñëî-

âèÿõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ϕ(x), ψ(x), g(x) è ïàðàìåòðà α äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü

ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ êëàññàì (2) è (3). Äîêàçàíà òàêæå óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî

ãðàíè÷íûì �óíêöèÿì.

2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïóñòü u(x, t) è fi(x), i = 1, 2 � ðåøåíèå

çàäà÷è (2)-(8). Ñëåäóÿ [1, 3℄ ðàññìîòðèì �óíêöèè

uk(t) =
√
2

1∫

0

u(x, t) sin πkx dx, k = 1, 2, . . . . (9)

Íà îñíîâàíèè (9), ââåäåì �óíêöèþ

uk(t) =
√
2

1∫

0

u(x, t) sin πkx dx, k = 1, 2, . . . . (10)

Äëÿ �óíêöèè (10) ïîëó÷èì îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

u′k(t) + (b2 + (πk)2)tnuk(t) = f1k , t > 0 , (11)

u′′k(t) + (b2 + (πk)2)(−t)muk(t) = f2k , t < 0 , (12)

ãäå

fik =
√
2

1∫

0

f(x) sin πkx dx , i = 1, 2, k = 1, 2, . . . . (13)
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Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (11), (12) èìåþò îáùèå ðåøåíèÿ [3℄

uk(t) =

{
ake

−λ2kt
n+1/(n+1) + f1kIk(t), t > 0,

bk
√
−t J1/(2q)(pk(−t)q) + ck

√
−t J−1/(2q)(pk(−t)q) + f2kwk(t) , t < 0 .

(14)

ãäå ak, bk è ck � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, Jν(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïî-

ðÿäêà ν, λ2k = b2 + (πk)2,

Ik(t) = e−λ
2
kt

n+1/(n+1)

t∫

0

eλ
2
ks

n+1/(n+1) ds , (15)

wk(t) =
π

2q sin π
2q

√
−tJ1/(2q)(pk(−t)q)

0∫

t

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds−

−
π

2q sin π
2q

√
−tJ−1/(2q)(pk(−t)q)

0∫

t

J1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds . (16)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ f1kIk(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11) è

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

Ik(0) = 0, I ′k(0) = 1.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ f2kwk(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) è

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

wk(0) = w′
k(0) = 0, w′′

k(0) = 1.

�Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1 è 2 ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâàíèè (15) è (16)�.

Ïî óñëîâèþ ðåøåíèå u(x, t) ∈ C1(D), òîãäà àíàëîãè÷íî [3℄ èç ðàâåíñòâ

uk(+0) = uk(−0) , u′k(+0) = u′k(−0) ,

äëÿ �óíêöèé (14) èìååì

bk = −f1kγ1/(2q)(k), ck = akγ−1/(2q)(k) .

Çäåñü

γ1/(2q)(k) =
1

2q
Γ

(
1

2q

)(
2

pk

)1/(2q)

, γ−1/(2q)(k) = − 1

2q
Γ

(
− 1

2q

)(
2

pk

)−1/(2q)

.
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Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé bk è ck �óíêöèè (14) ïðèíèìàþò âèä

uk(t) =





ake
−λ2kt

n+1/(n+1) + f1kIk(t), t > 0,

akγ−1/(2q)(k)
√
−t J−1/(2q)(pk(−t)q)−
−f1kγ1/(2q)(k)

√
−t J1/(2q)(pk(−t)q) + f2kwk(t) , t < 0 .

(17)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ak, f1k è f2k âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(6), (7), (8) è �îðìóëîé (9):

uk(−α)−uk(β) =
√
2

1∫

0

[u(x,−α)− u(x, β)] sin πkx dx =
√
2

1∫

0

ϕ(x) sin πkx dx = ϕk, (18)

u′k(−α) =
√
2

1∫

0

ut(x,−α) sin πkx dx =
√
2

1∫

0

ψ(x) sin πkx dx = ψk, (19)

u′k(β) =
√
2

1∫

0

ut(x, β) sinπkx dx =
√
2

1∫

0

g(x) sin πkx dx = gk. (20)

Óäîâëåòâîðÿÿ �óíêöèè (17) óñëîâèÿì (18)-(20), îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ak, f1k è f2k
ïîëó÷èì ñèñòåìó

uk(t) =





akE1k(α) + f1kF1k(α) + f2kwk(−α) = ϕk ,

akE2k(α) + f1kF2k(α) + f2kw
′
k(−α) = ψk ,

−akλ2kβne−λ
2
kβ

n+1/(n+1) + f1k

[
− λ2kβ

nIk(β) + 1
]
= gk ,

(21)

ãäå

E1k(α) =
√
αγ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)− e−λ
2
kβ

n+1/(n+1) , (22)

E2k(α) = λkα
q−1/2γ−1/(2q)(k)J1−1/(2q)(pkα

q) , (23)

F1k(α) = −
√
αγ1/(2q)(k)J1/(2q)(pkα

q)− Ik(β) , (24)

F2k(α) = λkα
q−1/2γ1/(2q)(k)J1/(2q)−1(pkα

q) . (25)

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (21), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (15), (16), (22)�(25) è [13,

ñ.21℄:

Jν(z)J1−ν(z) + J−ν(z)Jν−1(z) =
2

πz
sin(νπ) .

Òîãäà ïîëó÷èì

∆(k) = wk(−α)
[
−E2k(α)λ

2
kβ

nIk(β) + E2k(α) + λ2kβ
ne−λ

2
kβ

n+1/(n+1)F2k(α)
]
−

−w′
k(−α)

[
−E1k(α)λ

2
kβ

nIk(β) + E1k(α)− e−λ
2
kβ

n+1/(n+1) + λ2kβ
ne−λ

2
kβ

n+1/(n+1)F1k(α)
]
=
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=

[
− wk(−α)λ3kαq−1/2γ−1/(2q)(k)J1−1/(2q)(pkα

q)βnIk(β)+

+w′
k(−α)λ2k

√
αγ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)βnIk(β)

]
+

+

[
wk(−α)λkαq−1/2γ−1/(2q)(k)J1−1/(2q)(pkα

q)− w′
k(−α)

√
αγ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)

]
+

+

[
wk(−α)λ3kαq−1/2γ1/(2q)(k)J1/(2q)−1(pkα

q)βne−λ
2
kβ

n+1/(n+1)+

+w′
k(−α)λ2kαq−1/2γ1/(2q)(k)J1/(2q)(pkα

q)βne−λ
2
kβ

n+1/(n+1)

]
+ w′

k(−α)e−λ
2
kβ

n+1/(n+1) =

= −λ2kγ−1/(2q)(k)β
nIk(β)

0∫

−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds+

+γ−1/(2q)(k)

0∫

−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds−

−e−λ2kβn+1/(n+1)

[
λ2kβ

nγ−1/(2q)(k)

0∫

−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds− w′

k(−α)
]
. (26)

Òîãäà ñèñòåìà (21) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ak = (∆(k))−1ϕk

[
− λ2kβ

nIk(β)w
′
k(−α) + w′

k(−α)
]
−

−(∆(k))−1ψk

[
− λ2kβ

nIk(β)wk(−α) + wk(−α)
]
+

+(∆(k))−1gk

[
F1k(α)w

′
k(−α)− F2k(α)wk(−α)

]
(27)

f1k = −(∆(k))−1ϕk

[
λ2kβ

nIk(β)w
′
k(−α)

]
+ (∆(k))−1ψk

[
λ2kβ

nIk(β)wk(−α)
]
−

−(∆(k))−1gk

[
E1k(α)w

′
k(−α)− e−λ

2
kβ

n+1/(n+1)w′
k(−α)−E2k(α)wk(−α)

]
, (28)

f2k = −(∆(k))−1ϕk

[
− E2k(α)λ

2
kβ

nIk(β) + E2k(α) + F2k(α)λ
2
kβ

ne−λ
2
kβ

n+1/(n+1)
]
−

−(∆(k))−1ψk

[
− E1k(α)λ

2
kβ

nIk(β) + E1k(α)− e−λ
2
kβ

n+1/(n+1) + λ2kβ
ne−λ

2
kβ

n+1/(n+1)F1k(α)
]
+

+(∆(k))−1gk

[
E1k(α)F2k(α)− F2k(α)e

−λ2kβ
n+1/(n+1) − E2k(α)F1k(α) + E2k(α)Ik(β)

]
, (29)

åñëè ïðè âñåõ k ∈ N

∆(k) 6= 0. (30)
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Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí îêîí÷àòåëüíûé âèä �óíêöèé uk(t), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
ïî �îðìóëå (17), à êîý��èöèåíòû ak, f1k è f2k íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (27), (28) è (29).

Èñõîäÿ èç �îðìóë (17), (28) è (29) äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(8).

Ïóñòü ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0 íà [0, 1] è ïðè âñåõ k âûïîëíåíî óñëîâèå (30). Òîãäà âñå
ϕk = ψk = gk ≡ 0 è èç �îðìóë (17), (28) è (29) ñëåäóåò, ÷òî uk(t) ≡ 0 íà [−α, β] è fik = 0
(i = 1, 2) ïðè âñåõ k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (9) è (13) èìååì

1∫

0

u(x, t) sin πkx dx = 0,

1∫

0

fi(x) sin πkx dx = 0, i = 1, 2.

Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû ñèíóñîâ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) = 0
è f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ïðè ëþáîì t ∈ [−α, β]. Ïîñêîëüêó u(x, t) ∈ C(D) è
fi(x) ∈ C(0, 1), òî u(x, t) ≡ 0 â D è fi(x) ≡ 0 íà (0, 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (30) íàðóøåíî ïðè íåêîòîðûõ α, β, b, m, n è k = l, ò.å.
∆(l) = 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2)�(8) (ãäå ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0) èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå

ul(x, t) = ul(t) sin πlx, (31)

ãäå

ul(t) =

{
e−λ

2
l t

n+1/(n+1) + flIl(t), t > 0,

E1l(t) + f1l(F1l(t)− wl(t)) + f2lwl(t), t < 0,

f1l(x) = f1l sin πlx, f1l =
λ2l β

ne−λ
2
l β

n+1/(n+1)

−λ2l βnIl(β) + 1
. (32)

f2l(x) = f2l sin πlx, f2l = −E2l(α) + f1lF2l(α)

w′
l(−α)

. (33)

Ëåììà 3. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì β > 0 è áîëüøèõ k äëÿ �óíêöèè Ik(β) ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

|Ik(β)| ≤ C̃0k
−2 , (34)

ãäå C̃0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò β è n.

� Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå Ik(β) èç (15) â ñëåäóþùåì âèäå:

Ik(β) =

β∫

0

e−λ
2
k
βn+1−sn+1

n+1 ds .

Ââåäåì çàìåíó t = (βn+1 − sn+1)/(n+ 1), òîãäà èìååì

Ik(β) = β2

β1∫

0

(β1 − t)−
n

n+1 e−λ
2
kt dt, β1 =

βn+1

n+ 1
, β2 = (n+ 1)−

n
n+1 .



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36 97

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó �îðìóëó [13, ñ. 324℄

a∫

0

xα−1(a− x)β−1e−px dx = B(α, β)aα+β−1
1F1(α, α+ β;−ap) ,

èìååì

Ik(β) = β2B

(
1,

1

n+ 1

)
β

1
n+1

1 1F1

(
1, 1 +

1

n+ 1
;−β1λ2k

)
.

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó äëÿ �óíêöèè 1F1(a, c; z) ïðè Re(z) → −∞ [14, ñ. 266℄

1F1(a, c; z) =
Γ(c)

Γ(c− a)
(−z)−a[1 +O(|z|−1)] ,

ïîëó÷àåì

Ik(β) = β2B

(
1,

1

n+ 1

)
β

1
n+1

1

Γ
(
1 + 1

n+1

)

Γ
(

1
n+1

) (
β1λ

2
k

)−1
[1 +O(|β1λ2k|−1)] =

= β−nλ−2
k [1 +O(k−2)] = β−nλ−2

k +O(k−4) . (35)

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó (34). �

Ëåììà 4. Ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ β > 0, b ≥ 0, m > 0, n > 0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ k âûðàæåíèå ∆(k) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé îòíîñèòåëüíî αq = αq/q.

� Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3, 15℄, íà îñíîâàíèè (26) è (35) âûðàæåíèå k2+λ∆(k) (λ = 1/2−
1/(2q)) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

k2+λ∆(k) = B1k +B2k , (36)

ãäå

B1k = −k2+λO(k−4)βnλ2kγ−1/(2q)(k)

0∫

−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds ,

B2k = −k2+λe−λ2kβn+1/(n+1)

[
λ2kβ

nγ−1/(2q)(k)

0∫

−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds− w′

k(−α)
]
.

�àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå B1k. Íà îñíîâàíèè ïåðâîé òåîðåìû î ñðåäíåì, èìååì

B1k = k2+λO(k−4)βnλ2kγ−1/(2q)(k)
1

q
J−1/(2q)(pkα

qθ)

αq∫

0

t
3
2q

−1 dt ,

ãäå 0 < θ < 1. Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû [16, ñ. 98℄ äëÿ �óíêöèè

Jν(z) =

√
2

πz
cos
(
z − π

2
ν − π

4

)
+O(z−5/2) , z → ∞ , (37)
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ïðè k > k1, ãäå k1 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìååì

B1k = Bk sin

(
λkαqθ + π

q + 1

4q

)
+O(k−2) = B

(1)
1k +B

(2)
1k . (38)

Çäåñü

Bk =
23/2(αq)

3
2q

− 1
2βn

3
√
πθ

· k
2+λO(k−4)λ2kγ−1/(2q)(k)√

pk
.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà Bk ïðè k > k1 îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ 0 < B < Bk <√
2B, B = 21/2−1/(2q)π−1−1/(2q)(αq)3/(2q)−1/2βnΓ(1/(2q))q/(3

√
θ). Âûðàæåíèå B

(1)
1k èìååò

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé îòíîñèòåëüíî αq = αq/q. Âûðàæåíèÿ B
(2)
1k

è B2k ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè k → ∞. Òîãäà ∆(k) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé îòíîñèòåëüíî αq. �

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, t) è fi(x) (i = 1, 2) çàäà÷è (2)�(8), òî îíî
åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k ∈ N âûïîëíåíû óñëîâèÿ (30).

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàê êàê âûðàæåíèå ∆(k) íàõîäèòñÿ â çíàìå-
íàòåëå �óíêöèé uk(t) òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k îíî ìîæåò ñòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì,
ò.å. âîçíèêàåò ïðîáëåìà ¾ìàëûõ çíàìåíàòåëåé¿ [11, 12, 3℄. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ k âûðàæåíèå ∆(k) îòäåëåíî îò íóëÿ.

Ëåììà 5. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé: 1) αqθ � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; 2)
αqθ = p/t � ëþáîå äðîáíîå ÷èñëî, ãäå p è t � âçàèìíî-ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è

r/t 6= (3q − 1)/(4q), ãäå r = 0, t− 1, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå k0 ∈ N

è C0, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ k > k0 è �èêñèðîâàííûõ b ≥ 0, β > 0, m > 0 è n > 0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|k2+λ∆(k)| ≥ C0 > 0, λ = 1/2− 1/(2q) . (39)

� Ïóñòü k2 ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè k > k2

0 <
b

πk
< 1 .

Òîãäà â ñèëó ðàáîòû [3℄, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

λk =
√
b2 + (πk)2 = πk + θk , (40)

ãäå äëÿ θk ñïðàâåäëèâà îöåíêà
b2

4πk
< θk <

b2

2πk
. (41)

�àññìîòðèì B
(1)
1k èç (38). Ñ ó÷åòîì (40), ïåðåïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå

B
(1)
1k = Bk sin

(
πkαqθ + θkαqθ + π

q + 1

4q

)
. (42)
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Ïóñòü αqθ = p/t � äðîáíîå ÷èñëî. �àçäåëèì kp íà t ñ îñòàòêîì: kp = st+ r, 0 ≤ r < t,
s, r ∈ N0 = N ∪ {0}. Òîãäà âûðàæåíèå (42) îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|B(1)
1k | = Bk

∣∣∣∣sin
(
πs+ π

r

t
+ θk

p

t
+ π

q + 1

4q

)∣∣∣∣ ≥
B

2

∣∣∣∣sin
(
π
r

t
+ π

q + 1

4q

)∣∣∣∣ = C1 ≥ 0 ,

òàê êàê â ñèëó îöåíêè (41) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

|B(1)
1k | = C1 .

Òåïåðü ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîñòîÿííàÿ C1 áûëà áîëüøå íóëÿ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà,

êîãäà

π
r

t
+ π

q + 1

4q
6= πd èëè

r

t
+
q + 1

4q
6= d , d ∈ N ,

èëè

1

q
6= −1 + 4d− 4

r

t
. (43)

Åñëè ÷èñëî q � èððàöèîíàëüíîå, òî íåðàâåíñòâî (43) ïðè âñåõ r è t èìååò ìåñòî. Ïóñòü q
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è t = 1, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå αqθ = p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó,
r = 0, òîãäà íåðàâåíñòâî (43) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ q > 1 è d ∈ N. Åñëè t ≥ 2, òî â ñèëó
îöåíêè

1

4
<
r

t
+
q + 1

4q
< 1 +

1

2
,

íåðàâåíñòâî (43) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ d ≥ 2. Åñëè d = 1, òî ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëî
r/t, òàêîå, ÷òî íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (43), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

r

t
=

3q − 1

4q
,

íî ýòîò ñëó÷àé ïî óñëîâèþ èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ B
(2)
1k èç (38), B2k è B3k èç (36) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëû-

ìè ïðè k → ∞, òî ñóùåñòâóåò k3 ∈ N, òàêîå, ÷òî ïðè óêàçàííûõ αqθ è âñåõ k > k3
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|B(1)
1k | >

1

2
C1 = C2, |B(2)

1k | <
C2

4
, |B2k| <

C2

4
, |B3k| <

C2

4
. (44)

Çäåñü è äàëåå Ci � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò α, β, b, n
è m. Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (36) íà îñíîâàíèè îöåíîê (44), ïîëó÷èì

|k−2+λ∆(k)| ≥ |B(1)
1k | − |B(2)

1k | − |B2k| − |B3k| >
C2

4
= C0 > 0

ïðè k > k0 = max{k1, k2, k3}. �
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå

r

t
6= 3q − 1

4q
(45)
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â ëåììå 4 ñóùåñòâåííî, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêà (39) íå èìååò ìåñòî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (45). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B
(11)
1k ÿâ-

ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé:

|B(1)
1k | = Bk

∣∣∣sin
(
θk
p

t

)∣∣∣ ≤ C3|θk| ≤
C4

k
,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè áîëüøèõ k â ñèëó íåðàâåíñòâà sin x ≥ 2x/π, 0 ≤ x ≤ π/2, è
îöåíêè (41) èìååì

|B(1)
1k | = Bk

∣∣∣sin
(
θk
p

t

)∣∣∣ ≥ C5|θk| ≥
C6

k
.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî îöåíêè (39) ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ áîëåå õóäøóþ îöåíêó.

Ïðè âûïîëíåíèè îöåíêè (39) ïðè âñåõ k > k0 è íåðàâåíñòâà (30) ïðè k = 1, 2, ..., k0
ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(8) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóìì ðÿäîâ

u(x, t) =
√
2

+∞∑

k=1

uk(t) sin πkx, (46)

fi(x) =
√
2

+∞∑

k=1

fik sin πkx, i = 1, 2, (47)

ãäå uk(t) è fik � îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ïî �îðìóëàì (17), (28) è (29).

Ëåììà 6.Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì t ∈ [−α, 0) è áîëüøèõ k äëÿ �óíêöèè 1F2(a; b, c; z)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣1F2

(
a; b, c; −(pkt

q)2

4

)∣∣∣∣ ≤ C7k
2η, η =

1

4
+

1

2
a− 1

2
(b+ c) . (48)

�Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (48) ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ �óíê-

öèè 1F2(a; b, c; z) [17, ñ. 221℄. �

Ëåììà 7. Ïðè ëþáûõ t ∈ [−α, 0] è k ∈ N ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|wk(t)| ≤ C8, |w′
k(t)| ≤ C9k

2 , |w′′
k(t)| ≤ C10k

2 . (49)

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (16), ëåììû 6 è �îðìóëû [18,

ñ. 37℄

x∫

0

tλJν(t)dt =
xλ+ν+1

2ν(λ+ ν + 1)Γ(ν + 1)
× 1F2

(
λ+ ν + 1

2
;
λ+ ν + 3

2
; ν + 1, −x

2

4

)
, (50)

ãäå Re(λ+ ν) > −1. �
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Ñëåäñòâèå. Ïðè t = −α ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|wk(−α)| ≤ C11k
−2, |w′

k(−α)| ≤ C12k
−1.

Ëåììà 8. Åñëè âûïîëíåíà îöåíêà (39) ïðè k > k0, òîãäà äëÿ òàêèõ k ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

|uk(t)| ≤M1(k
1+λ|ϕk|+ kλ|ψk|+ k|gk|),

|u′k(t)| ≤M2(k
3+λ|ϕk|+ k2+λ|ψk|+ k3|gk|), t ∈ [0, β];

|uk(t)| ≤M3(k
3|ϕk|+ k2|ψk|+ k2+λ|gk|),

|u′k(t)| ≤M4(k
5|ϕk|+ k4|ψk|+ k4+λ|gk|),

|u′′k(t)| ≤M5(k
5|ϕk|+ k4|ψk|+ k4+λ|gk|), t ∈ [−α, 0],

|f1k| ≤ M6(k
1+λ|ϕk|+ kλ|ψk|+ k|gk|),

|f2k| ≤M7(k
3|ϕk|+ k2|ψk|+ k2+λ|gk|).

Çäåñü è äàëåå Mi � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

� Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (37) îöåíèì âûðàæåíèÿ (22)-

(25).

|E1k(α)| ≤ C13k
−λ + e−λ

2
kβ

n+1/(n+1) ≤ C14k
−λ, |E2k(α)| ≤ C15k

1−λ, (51)

|F1k(α)| ≤ C16k
−1+λ + C17 ≤ C18, |F2k(α)| ≤ C19k

λ . (52)

Ñ ïîìîùüþ îöåíîê (34), (51), (52) è ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ âûðàæåíèé (27)-(25).

|ak| ≤ C20(k
1+λ|ϕk|+ kλ|ψk|+ k2λ|gk|), (53)

|f1k| ≤M6(k
1+λ|ϕk|+ kλ|ψk|+ k|gk|) , (54)

|f2k| ≤ M7(k
3|ϕk|+ k2|ψk|+ k2+λ|gk|) . (55)

Ïðè ëþáîì t ∈ [0, β] èç (15) èìååì

|Ik(t)| ≤ C21, |I ′k(t)| ≤ k2C22 . (56)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ [−α, 0] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

∣∣γ±1/(2q)

√
−tJ±1/(2q)(pk(−t)q)

∣∣ ≤ C23 , (57)

∣∣γ−1/(2q)(−t)q−1/2J1−1/(2q)(pk(−t)q)
∣∣ ≤ C24k , (58)

∣∣γ1/(2q)(−t)q−1/2J1/(2q)−1(pk(−t)q)
∣∣ ≤ C25k

−1+λ . (59)

Íà îñíîâàíèè (17), ñ ó÷åòîì îöåíîê (53)�(59), ïîëó÷àåì òðåáóåìûå îöåíêè. �
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Â ñèëó ëåììû 8, ðÿä (46) è åãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàìêíóòîé îáëàñòè

D è ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D+ è D− è ðÿäû (47) íà

[0,1℄ ìàæîðèðóþòñÿ ðÿäîì

M8

+∞∑

k=k0+1

(
k5|ϕk|+ k4|ψk|+ k4+λ|gk|

)
. (60)

Ëåììà 9. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C6[0, 1], ψ(x) ∈ C5[0, 1], g(x) ∈ C5+µ[0, 1], λ < µ < 1, ϕi(0) =
ϕi(1) = ψi(0) = ψi(1) = gi(0) = gi(1) = 0, i = 1, 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

ϕk = − 1

π6k6
ϕ
(6)
k , ψk =

1

π5k5
ψ

(5)
k , |gk| ≤

M9

k5+µ
,

ãäå

ϕ
(6)
k =

√
2

1∫

0

ϕV I(x) sin πkx dx , ψ
(5)
k =

√
2

1∫

0

ψV (x) cosπkx dx ,

+∞∑

k=0

|ϕ(6)
k |2 ≤ ||ϕV I ||2L2

,
+∞∑

k=0

|ψ(5)
k |2 ≤ ||ψV ||2L2

.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 8 ðÿä (60) îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

M10

+∞∑

k=k0+1

1

k

(
|ϕ(6)
k |+ |ψ(5)

k |+ 1

kµ−λ

)
. (61)

Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà (61), ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (46), ðÿäîâ èç

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà â D è âîçìîæíîñòü åãî ïî÷ëåííîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî x è t äâàæäû ïðè t ≤ 0 è ëþáîå ÷èñëî ðàç ïðè t > 0, è ðÿäîâ

(47) íà [0, 1].
Åñëè ïðè íåêîòîðûõ k = l = k1, k2, ..., km, ãäå 1 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ k0, ãäå kn,

n = 1, m, m � çàäàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆(l) = 0, òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

(2)�(8) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1∫

0

ϕ(x) sin πlx dx =

1∫

0

ψ(x) sin πlx dx =

1∫

0

g(x) sinπlx dx = 0, l = k1, ..., km. (62)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(8) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóìì ðÿäîâ

u(x, t) =



k1−1∑

k=1

+ · · ·+
km−1∑

k=km−1+1

+

∞∑

k=km+1


 uk(t) sin πkx+

∑

l

Alul(x, t), (63)

fik(x) =



k1−1∑

k=1

+ · · ·+
km−1∑

k=km−1+1

+
∞∑

k=km+1


 fik sin πkx+

∑

l

Ailfil(x), i = 1, 2, (64)
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ãäå �óíêöèè uk(t), fik, ul(x, t) è fil(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî �îðìóëàì (17),

(28), (29), (31)�(33), Ail � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, â ñóììàõ

∑
l èíäåêñ l ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ k1, k2, ..., kl, êîíå÷íûå ñóììû âûðàæåíèé (63), (64) ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûìè

íóëþ, åñëè íèæíèé ïðåäåë áîëüøå âåðõíåãî.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèè ϕ(x), ψ(x) è g(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 9 è

âûïîëíåíà îöåíêà (39) ïðè k > k0. Òîãäà åñëè ∆(k) 6= 0 ïðè âñåõ k = 1, k0, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2)-(8) è ýòî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäàìè (46), (47);

åñëè ∆(k) = 0 ïðè íåêîòîðûõ k = k1, ..., km ≤ k0, òî çàäà÷à (2)-(8) ðàçðåøèìà òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (62) è ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ

ðÿäàìè (63), (64).

4. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ââåäåì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå íîðìû:

||u(x, t)||L2[0,1] = ||u(x, t)||L2 =




1∫

0

|u(x, t)|2 dx




1/2

,

||f(x)||L2 =




1∫

0

|f(x)|2 dx




1/2

, ||u(x, t)||C(D) = max
D

|u(x, t)| .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è ∆(k) 6= 0 ïðè âñåõ k ≤ k0. Òîãäà
äëÿ ðåøåíèÿ (46), (47) çàäà÷è (2)�(8) èìåþò ìåñòî îöåíêè:

||u(x, t)||L2 ≤ M11

(
||ϕ′′′(x)||L2[0,1] + ||ψ′′(x)||L2[0,1] + ||g′′′(x)||L2[0,1]

)
,

||f1(x)||L2 ≤M12

(
||ϕ′′(x)||L2[0,1] + ||ψ′(x)||L2[0,1] + ||g′(x)||L2[0,1]

)
,

||f2(x)||L2 ≤M13

(
||ϕ′′′(x)||L2[0,1] + ||ψ′′(x)||L2[0,1] + ||g′′′(x)||L2[0,1]

)
,

||u(x, t)||C(D) ≤M14

(
||ϕIV (x)||C[0,1] + ||ψ′′′(x)||C[0,1] + ||gIV (x)||C[0,1]

)
,

||f1(x)||C(D) ≤ M15

(
||ϕ′′′(x)||C[0,1] + ||ψ′′(x)||C[0,1] + ||g′′(x)||C[0,1]

)
,

||f2(x)||C(D) ≤M16

(
||ϕIV (x)||C[0,1] + ||ψ′′′(x)||C[0,1] + ||gIV (x)||C[0,1]

)
,

ãäå ïîñòîÿííûå Mi íå çàâèñÿò îò �óíêöèé ϕ(x), ψ(x) è g(x).

�Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû ðàáîòû [3℄.�
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NONLOCAL INVERSE PROBLEM OF RIGHT PARTS DETERMINING

OF THE MIXED PARABOLIC-HYPERBOLIC TYPE DEGENERATE EQUATION

S.N. Sidorov

Sterlitamak department of Bashkir State University,

Lenin Av., 37, Sterlitamak, 453103, Russia, e-mail: stsid�mail.ru

Abstrat. The inverse boundary problem in retangular region is studied for equation of mixed

paraboli-hyperboli type. It onsists of �nding the unknown right-hand parts with a nonloal

boundary ondition, onneting values of the derived solution on opposite sides normals of the

retangular domain whih belong to di�erent types of the equation under study. Solutions are

built in the form of sums over eigenfuntions system that orresponds to one-dimensional spetral

problem. It is set the riterion of solution uniqueness and it is proved the solution stability of inverse

problems on boundary data.

Key words: equation of mixed type, inverse problem, spetral method, existene, uniqueness,

stability.
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Àííîòàöèÿ. Íàõîäèòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò Ýéíà â ìíîãîîáðàçèÿõ ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ 2-

ðàññëîåíèé ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = 12 è 13, âû÷èñëÿþòñÿ èõ ðàçìåðíîñòè è óñòàíàâëè-

âàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ýòèõ êîìïîíåíò ñïåêòðàì ñòàáèëüíûõ 2-ðàññëîåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, êëàññû ×åðíà, ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé.

1. Ââåäåíèå. Â ñòàòüå [1℄ Õàðòñõîðíîì áûë îïóáëèêîâàí ïåðå÷åíü ïðèîðèòåòíûõ

ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè íà êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìà 7 èç äàííîãî ïåðå÷íÿ � èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé

ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ðàíãà 2 (íàçûâàåìûõ èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè

¾2-ðàññëîåíèÿìè¿) íà êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, â íàøè äíè îñòàåòñÿ

äàëåêîé îò ïîëíîãî ðåøåíèÿ.

Âñåâîçìîæíûå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîèñêó êîìïîíåíò â òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

ìîäóëåé, à òàêæå óñòàíîâëåíèþ ðàçëè÷íûõ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòå-

ðèñòèê ýòèõ êîìïîíåíò ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ñàìûõ ãëàâíûõ â èññëåäîâàíèè óêàçàííûõ

ìíîãîîáðàçèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ òî÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò Ýéíà â ìíî-

ãîîáðàçèÿõ ìîäóëåé MP3(2; 0, 12) è MP3(2; 0, 13) ñòàáèëüíûõ 2-ðàññëîåíèé ñ êëàññàìè

×åðíà c1 = 0, c2 = 12 è c2 = 13 íà P
3
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, âû÷èñëåíèþ

èõ ðàçìåðíîñòåé è óñòàíîâëåíèþ ñîîòâåòñòâèÿ ýòèõ êîìïîíåíò êîíêðåòíûì ñïåêòðàì

ñòàáèëüíûõ 2-ðàññëîåíèé. Ïî ïîâîäó èçâåñòíûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ñì.,

íàïðèìåð, [2℄.

2. Êîìïîíåíòû Ýéíà â ìíîãîîáðàçèÿõ MP3(2; 0, 12) è MP3(2; 0, 13)
è èõ õàðàêòåðèñòèêè.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü E2 � ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà

2 ñ êëàññîì ×åðíà c1 = 0 íà P
3
, l � îáùàÿ ïðÿìàÿ â P

3
, σ := bll : P̃

3 → P
3
� ðàçäóòèå

âäîëü l è π : P̃3 → P1
� ìîð�èçì, îïðåäåëåííûé ïó÷êîì ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

l. Òîãäà ðàññëîåíèå V := R1π⋆σ
⋆E2(−1) åñòü ðàññëîåíèå ðàíãà n íà P1

. Ïî òåîðåìå

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà Ìèíîáðíàóêè �Ô íà 2014-2016 ãã. (ãîñçàäàíèå � íàó÷íàÿ ëà-

áîðàòîðèÿ ß�ÏÓ ¾Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ¿ (ïåðâûé àâòîð) è ïîä-

äåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ �14-01-00283-à (âòîðîé àâòîð)
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�ðîòåíäèêà (ñì., íàïðèìåð, [3℄) òàêîå ðàññëîåíèå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñùåïëÿåòñÿ

â ïðÿìóþ ñóììó ëèíåéíûõ: V =
n⊕
i=1

OP1(ai), ãäå a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. Òîãäà ñïåêòð

Spec(E2) := {a1, . . . , an}.
Ïîíÿòèå ñïåêòðà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè áûëî ââåäåíî Õàðòñõîðíîì

â [4℄.

Â ðåàëüíîñòè ñïåêòð òàêîãî ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóáûâàþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü n öåëûõ ÷èñåë, îáëàäàþùóþ ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ ([4℄, [5℄). À èìåííî,

ïóñòü Spec(E2) := {a1, a2, . . . , an}, ai ∈ Z, � ñïåêòð E2. Òîãäà Spec(E2) óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâàì:

(1) ñèììåòðè÷íîñòü {−ai} = {ai},
(2) ñâÿçíîñòü: äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë â Spec(E2), êàæäîå ÷èñëî, ëåæàùåå ìåæäó

íèìè, òàêæå ëåæèò â Spec(E2),
(3) åñëè ÷èñëî l0, òàêîå, ÷òî l ≤ l0 ≤ max{ai} ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç â Spec(E2),

òî êàæäîå ÷èñëî l, òàêîå, ÷òî l ≤ l0 ≤ max{ai} ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç â Spec(E2).
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Õàðòñõîðíà è �àî [5℄ äëÿ 2-ðàññëîåíèé ñ 1 = 0 è 1 ≤ c2 ≤ 19 âñå

ñïåêòðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì (1)-(3) âûøå, ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçóåìûìè, òî åñòü â

äåéñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò ðàññëîåíèÿ, èìåþùèå òàêîé ñïåêòð.

Â ñâîþ î÷åðåäü Ë. Ýéí [6℄ ðàññìîòðåë ñïåöèàëüíûé êëàññ ñòàáèëüíûõ âåêòîðíûõ

ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà P3
� êëàññ òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ íóëü-êîððåëÿöèîííûõ

ðàññëîåíèé E2, ÿâëÿþùèõñÿ êîãîìîëîãè÷åñêèìè ïó÷êàìè ìîíàä âèäà

0 → OP3(−c) → OP3(−b)⊕ OP3(−a)⊕ OP3(a)⊕ OP3(b) → OP3(c) → 0, (1)

ãäå c > b ≥ a ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, c1(E2) = 0, c2(E2) = c2−a2−b2.
Áîëåå òîãî, Ë. Ýéí ïîêàçàë, ÷òî òàêèå ðàññëîåíèÿ ñòàáèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c > a + b, è ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé MP3(2; 0, c2 − a2 − b2) èìååò íåïðèâîäèìóþ êîì-

ïîíåíòó N(a, b, c), îáùàÿ òî÷êà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò êëàññó ðàññëîåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ
êîãîìîëîãè÷åñêèìè ïó÷êàìè ìîíàä èç (1). Òàêèå êîìïîíåíòû è áóäåì íàçûâàòü êîìïî-

íåíòàìè Ýéíà. Âñåñîñòîðîííåå èçó÷åíèå ðàññëîåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòû Ýéíà,

ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåò ñâîþ âàæíîñòü â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåíåíèÿìè (äàí-

íûå ðàññëîåíèÿ èíîãäà íàçûâàþòñÿ ¾îáîáùåííûìè èíñòàíòîíàìè¿ � ñì., íàïðèìåð, [7℄).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. 1. Â ïðîñòðàíñòâå MP3(2; 0, 12) èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà Ýéíà:

êîìïîíåíòà ðàçìåðíîñòè 104, ñîäåðæàùàÿ ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî êëàññîâ ðàñ-

ñëîåíèé, èìåþùèõ ñïåêòð (−3,−2−2,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3) è çàäàâàåìûõ ìîíàäîé òèïà
0 → OP3(−4) → OP3(−2)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(2) → OP3(4) → 0.

2. Â ïðîñòðàíñòâå MP3(2; 0, 13) èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà Ýéíà: êîìïîíåíòà
ðàçìåðíîñòè 176, ñîäåðæàùàÿ êëàññû ðàññëîåíèé, èìåþùèõ ñïåêòð

(−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6)

è çàäàâàåìûõ ìîíàäîé òèïà 0 → OP3(−7) → OP3(−6)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(6) → OP3(7) → 0.
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� Ïîëîæèì r = b − a, q = c − 2a − r − 1. Çäåñü r, q ≥ 0 â ñèëó íåðàâåíñòâ èç (1).

Òîãäà c2(E2) = (2a+ r + 1 + q)2 − (a+ r)2 − a2 = (2a+ r)2 + (1 + q)2 + 2(2a+ r)(1 + q)−
2a2 − 2ar − r2 = 4a2 + 4ar + r2 + 1 + 2q + q2 + 4a + 4aq + 2r + 2rq − 2a2 − 2ar − r2 =
2a2 + 2ar + 4a+ 4aq + 2r + 2rq + 1 + 2q + q2.

Ïîñêîëüêó a, r è q � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à c2(E2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó åäèíèöû è ïðîèçâåäåíèé ýòèõ òðåõ ïåðåìåííûõ â íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ,

òî, �èêñèðóÿ ëþáûå äâå èç òðåõ ïåðåìåííûõ a, r è q, ëåãêî ïðîâåðÿåì, ÷òî c2(E2)
ñòàíîâèòñÿ òîãäà âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò îñòàâøåãîñÿ ïåðåìåííîãî. Àíàëèçèðóÿ

äàííóþ �óíêöèþ, ìû ýëåìåíòàðíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî c2(E2) =
12 âîçìîæíî ëèøü ïðè a = 0, r = 2, q = 1. Òåì ñàìûì, b = 2 è c = 4. Àíàëîãè÷íî,
ðàâåíñòâî c2(E2) = 13 âîçìîæíî ëèøü ïðè a = 0, r = 6, q = 0. Òåì ñàìûì, b = 6 è c = 7.
�àçáåðåì òåïåðü ïîäðîáíî äâà ýòèõ ñëó÷àÿ.

1. Â ñëó÷àå c2 = 12 èìååòñÿ 20 ðåàëèçóåìûõ ñïåêòðîâ. Ïåðå÷èñëèì ýòè ñïåêòðû:

1) SpecE2 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);
2) SpecE2 = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1);
3) SpecE2 = (−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1);
4) SpecE2 = (−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2);
5) SpecE2 = (−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1);
6) SpecE2 = (−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2);
7) SpecE2 = (−3,−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3);
8) SpecE2 = (−1,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1);
9) SpecE2 = (−2,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2);
10) SpecE2 = (−2,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2);
11) SpecE2 = (−3,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3);
12) SpecE2 = (−4,−3,−2,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4);
13) SpecE2 = (−1,−1,−1,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1);
14) SpecE2 = (−2,−1,−1,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 2);
15) SpecE2 = (−2,−2,−1,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2);
16) SpecE2 = (−3,−2,−1,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 3);
17) SpecE2 = (−3,−2,−2,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3);
18) SpecE2 = (−4,−3,−2,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4);
19) SpecE2 = (−5,−4,−3,−2,−1, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5);
20) SpecE2 = (−2,−2,−2,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 2).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîíàäà (1) èìååò âèä:

0 → OP3(−4) → OP3(−2)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(2) → OP3(4) → 0 . (2)

Ñîãëàñíî òåîðåìå ñòàòüè [8℄

h1E2(−1) = 16 è h1E2(−2) = 9 . (3)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñïåêòð ïîä íîìåðîì 17 èç óêàçàííîãî ñïèñêà. Ñëåäóÿ òåõíèêå

Áàðòà (ñì. ðàáîòó [9℄), èìååì

h1E2(−1) = h0K, h1E2(−2) = h0K(−1),
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ãäå K = ⊕OP1(k), a ÷èñëà k ïðîáåãàþò âûøåóêàçàííûå ñïåêòðû. Îòñþäà ýëåìåíòàðíûì
âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâà (3) âåðíû äëÿ ñïåêòðà SpecE2 =
(−3,−2,−2,−1,−1, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3), âõîäÿùåãî ïîä íîìåðîì 17 â íàø ñïèñîê. Òåì ñà-

ìûì, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñïåêòðà SpecE2 ðàññëîåíèÿ E2 ïîëó÷àåì, ÷òî íàøà êîìïî-

íåíòà Ýéíà ñîîòâåòñòâóåò èìåííî ñïåêòðó ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì 17. Ïðèìåíÿÿ �îð-

ìóëó Áàðòà (ñì. òàêæå �îðìóëó (4) ñòàòüè [2℄) ê ìîíàäå (2), íàõîäèì ðàçìåðíîñòü d
ýòîé êîìïîíåíòû Ýéíà:

d = d1 − d2 − d3 − d4 ,

ãäå

d1 = dim Hom(OP3(−2)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(2),OP3(4)) =

= h0OP3(6) + h02OP3(6) + h02OP3(4) + h0OP3(2) = 84 + 70 + 10 = 164;

d2 = dim Hom(OP3(4),OP3(4)) = h0OP3 = 1;

d3 = h0(Λ2(OP3(4))) = 0;

d4 = h0(S2(OP3(−2)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(2))) =

= h0(S2(OP3(−2)⊕ 2OP3)) + h0OP3(4) + h0OP3 + h02OP3(2) =

= h0OP3(−4) + h0OP3(−4) + h03OP3 + h02OP3(−2) + 35 + 1 + 20 =

= 0 + 3 + 0 + 56 = 59 .

Òàêèì îáðàçîì, d = 164− 1− 0− 59 = 104.

2. Â ñëó÷àå c2 = 13 èìååòñÿ 33 ðåàëèçóåìûõ ñïåêòðà. Ïåðå÷èñëèì ýòè ñïåêòðû:

1) SpecE2 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);
2) SpecE2 = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1);
3) SpecE2 = (−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1);
4) SpecE2 = (−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2);
5) SpecE2 = (−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1);
6) SpecE2 = (−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2);
7) SpecE2 = (−3,−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3);
8) SpecE2 = (−1,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1);
9) SpecE2 = (−2,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2);
10) SpecE2 = (−2,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2);
11) SpecE2 = (−3,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3);
12) SpecE2 = (−4,−3,−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4);
13) SpecE2 = (−1,−1,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1);
14) SpecE2 = (−2,−1,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 2);
15) SpecE2 = (−2,−2,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2);
16) SpecE2 = (−3,−2,−1,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 3);
17) SpecE2 = (−2,−2,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 2);
18) SpecE2 = (−3,−2,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3);
19) SpecE2 = (−4,−3,−2,−1,−1, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4);
20) SpecE2 = (−5,−4,−3,−2,−1, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5);



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36 109

21) SpecE2 = (−1,−1,−1,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1);
22) SpecE2 = (−2,−1,−1,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 2);
23) SpecE2 = (−2,−2,−1,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 1, 2, 2);
24) SpecE2 = (−3,−2,−1,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 1, 2, 3);
25) SpecE2 = (−2,−2,−2,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2);
26) SpecE2 = (−3,−2,−2,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3);
27) SpecE2 = (−4,−3,−2,−1,−1,−1, 0, 1, 1, 1, 2, 3, 4);
28) SpecE2 = (−2,−2,−2,−2,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2);
29) SpecE2 = (−3,−2,−2,−2,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 3);
30) SpecE2 = (−3,−3,−2,−2,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3);
31) SpecE2 = (−4,−3,−2,−2,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 4);
32) SpecE2 = (−5,−4,−3,−2,−1,−1, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 5);
33) SpecE2 = (−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Â äàííîì ñëó÷àå ìîíàäà (1) èìååò âèä:

0 → OP3(−7) → OP3(−6)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(6) → OP3(7) → 0 . (4)

Ñîãëàñíî òåîðåìå ñòàòüè [8℄

h1E2(−1) = 28, h1E2(−2) = 21 . (5)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñïåêòð ïîä íîìåðîì 33 èç âûøåóêàçàííîãî ñïèñêà. Ñíîâà ñëåäóÿ
òåõíèêå Áàðòà [9℄, ýëåìåíòàðíûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâà (5) âåðíû äëÿ

ñïåêòðà

SpecE2 = (−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6),

âõîäÿùåãî ïîä íîìåðîì 33 â íàø ñïèñîê. Òåì ñàìûì, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñïåêòðà

SpecE2 ðàññëîåíèÿ E2 ïîëó÷àåì, ÷òî íàøà êîìïîíåíòà Ýéíà ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè

ñïåêòðó ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì 33 è, ââèäó óòâåðæäåíèÿ (a) òåîðåìû 3.3 ñòàòüè [6℄,

ñîäåðæèò èìåííî êëàññû ðàññëîåíèé, èìåþùèõ òàêîé ñïåêòð. Ïðèìåíÿÿ óïîìÿíóòóþ

âûøå �îðìóëó Áàðòà ê ìîíàäå (4), íàõîäèì ðàçìåðíîñòü d ýòîé êîìïîíåíòû Ýéíà:

d = d1 − d2 − d3 − d4, ãäå

d1 = dimHom(OP3(−6)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(6),OP3(7)) =

= h0OP3(13) + h02OP3(7) + h0OP3(1) = 560 + 240 + 4 = 804;

d2 = dimHom(OP3(7),OP3(7)) = h0OP3 = 1;

d3 = h0(Λ2(OP3(7))) = 0;

d4 = h0(S2(OP3(−6)⊕ 2OP3 ⊕ OP3(6))) =

= h0(S2(OP3(−6)⊕ 2OP3)) + h0OP3(12) + h0OP3(12) + h0OP3 + h02OP3(6) =

= h0OP3(−12) + h03OP3 + h02OP3(−6) + 455 + 1 + 168 =

= 0 + 3 + 0 + 624 = 627.

Â èòîãå d = 804− 1− 0− 627 = 176.
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Àííîòàöèÿ. Ìåòîäàìè òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàç-

ðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ â

áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñìûñëå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íà ïîëóîñè, à òàêæå â ñìûñëå áîëåå

ãëàäêèõ ðåøåíèé íà îòðåçêå. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåí-

íîãî ðåøåíèÿ íà ïîëóîñè çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà äëÿ âûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ýâîëþöè-

îííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ

óñòàíîâëåíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïî âðåìåíè öèëèíäðå íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîë-

êîâà, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ, óðàâíåíèå ñ ïà-

ìÿòüþ, èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ñèñòåìà óðàâíåíèé

Îñêîëêîâà.

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ íåâûðîæäåí-

íîãî ëèíåéíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

v̇(t) = Av(t) +

t∫

0

K(s)v(t− s)ds+ f(t) (1)

ñ îïåðàòîðîì A, ïîðîæäàþùèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóï-

ïó, à òàêæå ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíûõ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà äëÿ âûðîæäåííîãî

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Lu̇(t) =Mu(t) +

t∫

0

K(s)u(t− s)ds+ f(t) (2)

ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè L,M,K(s), s ≥ 0, äåéñòâóþùèìè èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà

U â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî V, kerL 6= {0}. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðà îïåðà-

òîðîâ L,M ïîðîæäàåò âûðîæäåííóþ ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ (ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñèëüíîé (L, p)-ðàäèàëüíîñòè îïåðàòîðàM [1,2℄). Ê òàêèì çàäà÷àì

ðåäóöèðóþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ëàáîðàòîðèè êâàíòîâîé òîïîëîãèè ×åëÿáèíñêîãî ãîñóíèâåðñè-

òåòà (ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà �Ô � 14.Z50.31.0020).
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ ñ ý��åêòàìè ïà-

ìÿòè, íàïðèìåð, òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëèìåðîâ [4, 4℄, âÿçêîóïðóãèõ æèäêî-

ñòåé [5℄ è äðóãèõ ïðîöåññîâ [6�9℄. Âûðîæäåííîñòü îïåðàòîðà L îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà

íå ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âûäåëåííîé ïåðåìåííîé, êàê ïðàâèëî, ïî

âðåìåíè.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [10,11℄, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíî íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå

ñ îïåðàòîðîì A, ïîðîæäàþùèì àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, çäåñü ðàññìîòðåí áîëåå

øèðîêèé êëàññ îïåðàòîðîâ A è áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà çàäàííàÿ èñòî-

ðèÿ ñèñòåìû ñ ïàìÿòüþ ó÷èòûâàåòñÿ �óíêöèåé f â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì â

áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

(1), â îòëè÷èå îò ðàáîò [10, 11℄. Â [12℄ ðàññìîòðåíû òå æå íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâ-

íåíèé (1), (2), ÷òî è â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íî ïðè áîëåå æåñòêèõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð

A (ïîðîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû) â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1) èëè íà îïåðàòîðû

L,M (ïîðîæäåíèå âûðîæäåííîé àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû) â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2).

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå óäàëîñü îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèé íà îãðàíè÷åííîñòü ñïðàâà ñïåêòðà

îïåðàòîðà A èëè L-ñïåêòðà îïåðàòîðàM , à òàêæå îò óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîð-

�óíêöèè K ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà âñåé ïîëóîñè.

Îòìåòèì ñåðèþ ðàáîò Ì.Â. Ôàëàëååâà è Ñ.Ñ. Îðëîâà [13�17℄, â êîòîðûõ èññëåäîâàíû

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ý��åêòàìè ïàìÿòè, âîîáùå ãîâîðÿ, âûñîêîãî

ïîðÿäêà, èìåþùèå âûðîæäåííûé îïåðàòîð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Â ïðåäïîëîæåíèè

�ðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà ïðè ïðîèçâîäíîé è ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî M-æîðäàíîâà

íàáîðà ó îïåðàòîðà L, ëèáî ïðè óñëîâèè (L, p)-îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M (â ðàáî-

òå [14℄) äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2) êàê â ñìûñëå êëàññè-

÷åñêèõ, òàê è â ñìûñëå îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ

óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèÿ (2). Äëÿ ýòîãî â �2 ñíà÷àëà íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ãëîáàëüíîé äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé è ëîêàëüíîé

â ñëó÷àå ðåøåíèé áîëüøåé ãëàäêîñòè. �àññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ãëàäêîñòü ïî

âûäåëåííîé ïåðåìåííîé t çàäàííûõ â óðàâíåíèè �óíêöèé K, f çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì èõ

íåïðåðûâíîñòè â ñìûñëå íîðìû ãðà�èêà íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A, ÷òî â ïðèëî-

æåíèÿõ, êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóåò èõ áîëüøåé ãëàäêîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-

ìåííûì.

Äàëåå, â �3 �îðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû L è M â óðàâíåíèè (2) è âûòåêà-

þùèå èç ýòèõ óñëîâèé è èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèÿ î ïîðîæäåíèè ïàðîé

ýòèõ îïåðàòîðîâ âûðîæäåííîé ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû, î ïðåäñòàâëåíèè ïðî-

ñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò, â âèäå ïðÿìûõ ñóìì è ðàñùåïëåíèè

äåéñòâèé îïåðàòîðîâ âäîëü ýòèõ ñóìì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè â �4 ê ðàññìîòðåíèþ çà-

äà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà äëÿ âûðîæäåííîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ (2).

Îíî ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé íà âçàèìíî äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ïîäïðî-

ñòðàíñòâàõ. Ïðè íàëîæåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà îáðàç èëè ÿäðî

îïåðàòîð-�óíêöèè èç èíòåãðàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ýòó ñèñòåìó óäàåòñÿ ðåøèòü. Ïðè

ýòîì â îäíîì èç ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîâûøåííîé
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ãëàäêîñòè, äîêàçàííîå â �2.

Íàêîíåö, â �5 ðåçóëüòàòû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ

óñëîâèé îäíîçíà÷íîé ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, îïèñûâàþùåé äèíàìè-

êó æèäêîñòè Êåëüâèíà-Ôîéãòà. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [18℄ ðàññìîòðåí áîëåå ïðîñòîé

ñëó÷àé ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèé, òåì íå ìåíåå, èñõîäíîé ìî-

äåëè ïðåäëîæåííîé Îñêîëêîâûì [5℄. Ïðè ýòîì ðåøåíèå íàéäåíî íå â êëàññå ñëàáûõ

ðåøåíèé, êàê â ðàáîòå [18℄, à â êëàññè÷åñêîì ïî âðåìåíè ñìûñëå.

2. Íåâûðîæäåííîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ ïàìÿòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

L(X) áàíàõîâó àëãåáðó ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

X, ÷åðåç Cl(X) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ â X. Êðîìå òîãî, ÷åðåç ρ(A) îáîçíà÷èì ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà

A, à ÷åðåç DA � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A, ñíàáæåííóþ íîðìîé åãî ãðà�èêà

‖ · ‖DA
= ‖ · ‖X + ‖A · ‖X. DA ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì â ñëó÷àå çàìêíóòîãî

îïåðàòîðà A.
�àññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ ý��åêòîì ïàìÿòè

v̇(t) = Av(t) + (Jv)(t).

Çäåñü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïàìÿòè èìååò âèä

(Jv)(t) =

∞∫

0

K(s)v(t− s)ds =

t∫

0

K(s)v(t− s)ds+

∞∫

0

K(t+ s)v−(−s)ds, t ≥ 0,

ïðè çàäàííûõ îïåðàòîð-�óíêöèè K : [0,+∞) → L(X) è âåêòîð-�óíêöèè v− : (−∞, 0] →
X, îïèñûâàþùåé ¾èñòîðèþ¿ ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì

∞∫

0

K(t+ s)v−(−s)ds = f(t), t ≥ 0,

òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

v̇(t) = Av(t) +

t∫

0

K(s)v(t− s)ds+ f(t), t ≥ 0. (3)

�åøåíèåì çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (3) íà îòðåçêå [0, T ], ãäå T > 0 ñ óñëîâèåì

v(0) = v0 (4)

íàçîâåì �óíêöèþ v ∈ Cr([0, T ];X)∩Cr−1([0, T ];DA) ïðè íåêîòîðîì r ∈ N, óäîâëåòâîðÿ-

þùóþ óðàâíåíèþ (3) íà [0, T ] è óñëîâèþ (4). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

(3), (4) íà ïîëóîñè [0,+∞).
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Çàìå÷àíèå 1. �åøåíèÿ, áîëåå ãëàäêèå, ÷åì èç êëàññà C1([0, T ];X) ∩ C([0, T ];DA),
ïîíàäîáÿòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ïðè ðàññìîòðåíèè âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ïðè m = 0, 1 Cm
0 ([0, T ];X) = Cm([0, T ];X), ïðè r = 2, 3, . . . ,

Cr
0([0, T ];X) = {g ∈ Cr([0, T ];X) : g(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , r − 2}.

Ïîíÿòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå C1
0 ([0, T ];X) = C1([0, T ];X).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòî-

ðîâ, r ∈ N, v0 ∈ DAr
, K ∈ Cr−1

0 ([0, T1];L(X)), f ∈ Cr
0([0, T1];X). Òîãäà ïðè íåêîòîðîì

T ∈ (0, T1] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v ∈ Cr([0, T ];X) ∩ Cr−1([0, T ];DA) çàäà÷è
(3), (4).

� Äëÿ îïåðàòîðîâ V (t) ∈ L(X) ïîëóãðóïïû, ïîðîæäàåìîé îïåðàòîðîì A, ïðè íåêî-
òîðûõ C ≥ 0, a ∈ R âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà [19℄

‖V (t)‖L(X) ≤ Ceat , t ≥ 0 .

Ïîýòîìó

max
t∈[0,T ]

‖V (t)‖L(X) ≤ C(T ) ≡
{
CeaT , a > 0;
C, a ≤ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Kk(T ) =

k∑

l=0

sup
s∈[0,T ]

‖K(l)(s)‖L(X), ‖g‖k =
k∑

l=0

sup
t∈[0,T ]

‖g(l)(t)‖X, k = 0, 1, 2, . . . ,

äëÿ K ∈ Ck([0, T ];L(X)), g ∈ Ck([0, T ];X). Íà ïîëóîñè [0,+∞) ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ

�óíêöèþ F (T ) = T (1+T/2)C(T )K0(T ). Îíà íåïðåðûâíà, íåîòðèöàòåëüíà, ñòðîãî ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò, íåîãðàíè÷åíà (êðîìå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ K ≡ 0, êîòîðûé èñêëþ÷à-
åòñÿ èç äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé) è F (0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå

÷èñëî T0 > 0, òàêîå, ÷òî F (T0) = 1, F (T ) < 1 ïðè ëþáîì T ∈ (0, T0).
Âûáåðåì T ∈ (0, T0), T ≤ T1, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

v̇(t) = Av(t) + g(t) . (5)

Ïðè v0 ∈ DAr
, g ∈ Cr

0([0, T ];X) ðåøåíèå v ∈ Cr([0, T ];X) ∩ Cr−1([0, T ];DA) çàäà÷è (4)

äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò âèä

v(t) = V (t)v0 +

t∫

0

V (t− s)g(s)ds, t ∈ [0, T ], (6)

ãäå {V (t) ∈ L(X) : t ≥ 0} � ïîðîæäàåìàÿ îïåðàòîðîì A ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ (ñì.

[19℄). Äåéñòâèòåëüíî,

v(r)(t) = V (t)Arv0 + V (t)g(r−1)(0) +

t∫

0

V (t− s)g(r)(s)ds.
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Îïðåäåëèì íà Cr
0([0, T ];X) îïåðàòîð

[Φg](t) =

t∫

0

K(s)v(t− s)ds+ f(t) = (7)

=

t∫

0

K(s)V (t− s)v0ds+

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(τ)dτds+ f(t),

ãäå �óíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4) äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ äàííîé �óíêöèåé g
â ïðàâîé ÷àñòè. Èìååì

d

dt

t∫

0

K(s)V (t− s)v0ds = K(t)v0 +

t∫

0

K(s)V (t− s)Av0ds,

d

dt

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(τ)dτds =

=

t∫

0

K(s)g(t− s)ds−
t∫

0

K(s)

t−s∫

0

d

dτ
V (t− s− τ)g(τ)dτds =

=

t∫

0

K(s)V (t− s)g(0)ds+

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)ġ(τ)dτds =

=

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)ġ(τ)dτds.

Äîêàæåì ïðè n < r ðàâåíñòâî

[Φg](n)(t) =

n−1∑

k=0

K
(k)(t)An−1−kv0 +

t∫

0

K(s)V (t− s)Anv0ds+

+

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(n)(τ)dτds+ f (n)(t). (8)

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïðè n < r − 1 ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà è ïîëó÷èì

n−1∑

k=0

K(k+1)(t)An−1−kv0 +K(t)Anv0 +

t∫

0

K(s)V (t− s)An+1v0ds+
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+

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(n+1)(τ)dτds + f (n+1)(t) =

=
n∑

k=0

K(k)(t)An−kv0 +

t∫

0

K(s)V (t− s)An+1v0ds+

+

t∫

0

K(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(n+1)(τ)dτds+ f (n+1)(t).

Òåì ñàìûì, �îðìóëà (8) äîêàçàíà. Â ñëó÷àå n = r â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (8) äîáà-

âèòñÿ åùå âûðàæåíèå

t∫
0

K(s)V (t− s)g(r−1)(0)ds. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Φg‖r ≤ (rKr−1(T ) + TC(T )K0(T ))

n∑

k=0

‖Akv0‖X + T (1 + T/2)C(T )K0(T )‖g‖r + ‖f‖r.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî äåéñòâèå îïåðàòîðà Φ : Cr
0([0, T ];X) → Cr

0([0, T ];X) â ñèëó óñëîâèé
òåîðåìû íà K è f .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé g1, g2 ∈ Cr
0([0, T ];X)

‖Φg1 − Φg2‖X ≤ T (1 + T/2)C(T )K0(T )‖g1 − g2‖r = F (T )‖g1 − g2‖r,

ãäå F (T ) < 1 ïðè âûáðàííîì T > 0. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå Cr
0([0, T ];X) îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïî òåîðåìå î ñæèìàþùåì

îòîáðàæåíèè íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g1 ∈ Cr
0([0, T ];X), òàêîé, ÷òî g1 = Φg1. Â

ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ

v(t) = V (t)v0 +

t∫

0

V (t− s)g1(s)ds

èç êëàññà Cr([0, T ];X)∩Cr−1([0, T ];DA) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèåì çàäà÷ (3), (4)

è (4), (5), òàê êàê v̇(t)− Av(t) = g1(t) = [Φg1](t).
Åñëè v1, v2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, T ], T < T0, òî

�óíêöèè

gi(t) =

t∫

0

K(s)vi(t− s)ds+ f(t), i = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îïåðàòîðà Φ, ëåæàùèìè â Cr
0([0, T ];X). Ïîýòîìó g1 ≡

g2 è ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ]

ẇ(t)−Aw(t) = 0, t ∈ [0, T ], w(0) = 0,

ãäå w(s) = v1(s) − v2(s). Îòñþäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå v1 è v2 íà [0, T ] è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4). �
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Â ñëó÷àå r = 1 ìîæíî äîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3), (4) íà âñåé

ïîëóîñè [0,+∞).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòî-

ðîâ, v0 ∈ DA, K ∈ C([0,+∞);L(X)), f ∈ C1([0,+∞);X). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå v ∈ C1([0,+∞);X) ∩ C([0,+∞);DA) çàäà÷è (3), (4).

� Ïðè r = 1 èç ïðåæíåé òåîðåìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå v ∈ C1([0, T ];X) ∩C([0, T ];DA)
çàäà÷è (3), (4). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðîâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 îãðà-

íè÷åíèÿ íà T0 îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî îïåðàòîðîì A è îïåðàòîð-�óíêöèåé K è íå çàâèñÿò

îò v0 ∈ DA. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

v̇(T + t) = Av(T + t) +

T+t∫

0

K(s)v(T + t− s)ds+ f(T + t),

ïðè �èêñèðîâàííîì ðàíåå T ∈ (0, T0) è t ≥ 0. Ñäåëàåì çàìåíó v1(t) = v(T+t) è ïîëó÷èì
çàäà÷ó Êîøè

v̇1(t) = Av1(t) +

t∫

0

K(s)v1(t− s)ds+ f1(t), v1(0) = v(T ), (9)

ãäå �óíêöèÿ

f1(t) = f(T + t) +

T+t∫

t

K(s)v(T + t− s)ds,

êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, óæå îïðåäåëåíà è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1([0, T ];X). Ïî-
âòîðèâ ðàññóæäåíèÿ, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) íà îò-

ðåçêå [0, T ], à çíà÷èò, è ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íà îòðåçêå [0, 2T ]. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ,
ïîëó÷èì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. �

Äîêàæåì â íåêîòîðîì ñìûñëå ñìåæíîå ê òåîðåìå 2 óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòî-

ðîâ, v0 ∈ DA, im K(s) ⊂ DA ïðè s ≥ 0, K ∈ C([0,+∞);L(X;DA)), f ∈ C([0,+∞);DA).
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) íà ïîëóîñè [0,+∞).

� Îáîçíà÷èì

sup
s∈[0,T ]

‖K(s)‖L(X;DA) ≡ sup
s∈[0,T ]

(
‖K(s)‖L(X) + ‖AK(s)‖L(X)

)
≡ KA(T ),

FA(T ) = C(T )KA(T )T
2/2. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, îïðåäåëèì T0 = F−1

A (1),
òîãäà F (T ) < 1 ïðè T ∈ (0, T0).

Çà�èêñèðóåì T ∈ (0, T0). Äëÿ g ∈ C([0, T ];DA), ðåøåíèå v ∈ C1([0, T ];X)∩C([0, T ];DA)
çàäà÷è (4), (5) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò âèä (6). Çàäàäèì íà C([0, T ];DA) îïå-
ðàòîð (7). Òîãäà

[AΦg](t) =

t∫

0

AK(s)V (t− s)v0ds+

t∫

0

AK(s)

t−s∫

0

V (t− s− τ)g(τ)dτds+ Af(t),
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‖Φg‖C([0,T ];DA) ≤ TC(T )KA(T )‖v0‖X +
T 2

2
C(T )KA(T )‖g‖0 + ‖f‖C([0,T ];DA),

ïîýòîìó Φ : C([0, T ];DA) → C([0, T ];DA).
Äëÿ g1, g2 ∈ C([0, T ];DA) èìååì

‖Φg1 − Φg2‖C([0,T ];DA) ≤
T 2

2
C(T )KA(T )‖g1 − g2‖C([0,T ];DA) = FA(T )‖g1 − g2‖C([0,T ];DA).

Ïîñêîëüêó FA(T ) < 1 ïðè âûáðàííîì T , òî íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

C([0, T ];DA) îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïî òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà g1 ∈ C([0, T ];DA) îïåðàòîðà Φ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, �óíêöèÿ

v(t) = V (t)v0 +

t∫

0

V (t− s)g1(s)ds

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷ (3), (4) è (4), (5). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è åãî ïðîäîëæè-

ìîñòü íà âñþ ïîëóîñü [0,+∞) äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìàõ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. �

3. Óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû â âûðîæäåííîì óðàâíåíèè. Ñ�îðìóëèðóåì óñëî-

âèÿ íà îïåðàòîðû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå äîêàçàíû ðàíåå â [1, 2℄.

Ïóñòü U è V � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð L : U → V ëèíååí è íåïðåðûâåí

(äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì L ∈ L(U;V)), à îïåðàòîð M : DM → V ëèíååí, çàìêíóò è

ïëîòíî îïðåäåëåí â U (êîðîòêî, M ∈ Cl(U;V)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

N0 = {0} ∪ N, ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(V;U)},

σL(M) = C \ ρL(M), RL
µ (M) = (µL−M)−1L, LLµ = L(µL−M)−1.

Ïóñòü p ∈ N0. Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëüíûì, åñëè
(i) ∃a ∈ R (a,+∞) ⊂ ρL(M) ;
(ii) ∃K ∈ R+ ∀µ ∈ (a,+∞) ∀n ∈ N

max{‖(RL
µ(M))n(p+1)‖L(U), ‖(LLµ(M))n(p+1)‖L(V)} ≤ K

(µ− a)n(p+1)
;

(iii) ñóùåñòâóåò ïëîòíûé â V ëèíåàë

◦

V, òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì µ ∈ (a,+∞)

‖M(µL−M)−1(LLµ(M))p+1f‖V ≤ c(f)

(µ− a)p+2
∀f ∈

◦

V ;

‖(RL
µ(M))p+1(µL−M)−1‖L(V;U) ≤

K

(µ− a)p+2
.

Çäåñü c(f) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ýëåìåíòà f .
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Çàìå÷àíèå 2. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé äàííîãî îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íûì áîëåå

ñëîæíûì óñëîâèÿì, èñïîëüçîâàííûì â [1, 2℄, äîêàçàíà â [20℄.

Ïîëîæèì U0 = ker(RL
µ(M))p+1

, V0 = ker(LLµ(M))p+1
; U1

� çàìûêàíèå îáðàçà îïåðàòî-

ðà im(RL
µ (M))p+1

â ïðîñòðàíñòâå U,V1
� çàìûêàíèå îáðàçà im(LLµ(M))p+1

â ïðîñòðàíñòâå

V. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk (Mk) ñóæåíèå îïåðàòîðà L (M) íà Uk (DMk
= DM ∩Uk), k = 0, 1.

Òåîðåìà 4 [1, 2℄. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí. Òîãäà
(i) U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕V1;
(ii) Lk ∈ L(Uk;Vk), Mk ∈ Cl(Uk;Vk), k = 0, 1;
(iii) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M−1

0 ∈ L(V0;U0) è L−1
1 ∈ L(V1;U1);

(iv) îïåðàòîð H =M−1
0 L0 íèëüïîòåíòåí ñòåïåíè íå áîëüøå p ;

(v) ñóùåñòâóåò ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà {U(t) ∈ L(U) : t ≥ 0}, ðàçðåøàþùàÿ
óðàâíåíèå Lu̇(t) =Mu(t);

(vi) îïåðàòîð L−1
1 M1 ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {U1(t) ≡

U(t)|U1 ∈ L(U1) : t ≥ 0}.
Çàìå÷àíèå 3. Â ñëó÷àå kerL 6= {0} åäèíèöåé U(0) ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû óðàâ-

íåíèÿ Lu̇(t) =Mu(t) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ïðîåêòîð, ïðè ýòîì kerL ⊂ kerU(0) = U0
,

im U(0) = U1
.

Îáîçíà÷èì P = U(0), Q � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1
âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà

V0
, P0 = I − P , Q0 = I −Q.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 4 ñóùåñòâåííóþ ðîëü

èãðàþò ðàâåíñòâà MPu = QMu, u ∈ DM , è LP = QL. Îíè â äàëüíåéøåì òàêæå

ïîòðåáóþòñÿ â ÿâíîì âèäå.

4. Âûðîæäåííîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ ïàìÿòüþ. �àññìîòðèì íà÷àëüíûå

çàäà÷è Êîøè

u(0)− u0 = 0 (10)

è Øîóîëòåðà

P (u(0)− u0) = 0 (11)

äëÿ âûðîæäåííîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ

Lu̇(t) =Mu(t) +

t∫

0

K(s)u(t− s)ds+ f(t), (12)

ãäå {K(t) ∈ L(U;V) : t ≥ 0} � çàäàííîå ñåìåéñòâî îïåðàòîð-�óíêöèé.

�åøåíèåì çàäà÷è (10), (12) (çàäà÷è (11), (12)) íà îòðåçêå [0, T ], T > 0, íàçûâàåòñÿ
�óíêöèÿ u ∈ C1([0, T ];U)∩C([0, T ];DM), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (10) (óñëîâèþ (11))

è óðàâíåíèþ (12) íà [0, T ]. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå íà ïîëóîñè.
Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DM ñíàáæåíà íîðìîé ãðà�èêà

‖ · ‖DM
= ‖ · ‖U + ‖M · ‖V çàìêíóòîãî îïåðàòîðà M è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì.



120 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

Ïóñòü ker L 6= {0}, îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí. Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (12) íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì L−1
1 Q è ïîëó÷èì â ñèëó òåîðåìû 4 è çàìå÷àíèÿ

4 óðàâíåíèå

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) +

t∫

0

L−1
1 QK(s)v(t− s)ds+

t∫

0

L−1
1 QK(s)w(t− s)ds+ L−1

1 Qf(t), (13)

ãäå Pu(t) = v(t), P0u(t) = w(t), u(t) = v(t)+w(t). Åñëè æå íà óðàâíåíèå (12) ïîäåéñòâî-
âàòü íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì M−1

0 Q0, òî ïîëó÷èì

Hẇ(t) = w(t) +

t∫

0

M−1
0 Q0K(s)w(t− s)ds+

t∫

0

M−1
0 Q0K(s)v(t− s)ds+M−1

0 Q0f(t). (14)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (12) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (13) è (14).

�àññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) òîæäå-

ñòâåííî ðàâíî íóëþ. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ óñëîâèå im K(t) ⊂ V1
ïðè t ≥ 0, íåòðóäíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, im K(t) ⊂ V1
äëÿ âñåõ t ≥ 0,

K ∈ C([0,+∞);L(U;V)), f ∈ C1([0,+∞);V), Q0f ∈ Cp+1([0,+∞);V), u0 ∈ DM . Òîãäà

ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà âñåé ïîëóîñè [0,+∞). Åñëè ê

òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

P0u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (Q0f)

(k)(0), (15)

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà ïîëóîñè [0,+∞) ðåøåíèå çàäà÷è (10), (12).

� Åñëè im K(t) ⊂ V1
, òî Q0K(t) ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

Hẇ(t) = w(t) +M−1
0 Q0f(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

w = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (Q0f)

(k) ∈ C1([0,+∞);U) ∩ C([0,+∞);DM)

â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà H . Ïðè ýòîì çàäà÷à w(0) = P0u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (14),
à çíà÷èò, è çàäà÷à (10) äëÿ óðàâíåíèÿ (12), èìååò ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ (15).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (10), (12) (èëè (11), (12)) ñâåäåíà ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) +

t∫

0

L−1
1 QK(s)v(t− s)ds+ h(t),

ãäå h(t) =
t∫
0

L−1
1 QK(s)w(t−s)ds+L−1

1 Qf(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1([0,+∞];U1).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 î

ðàçðåøèìîñòè òàêîé çàäà÷è. �
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Çàìå÷àíèå 5. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîøè äëÿ âûðîæäåííîãî ýâîëþöèîííîãî

óðàâíåíèÿ (12) ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè

òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (15) ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ çàäà÷è.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3 âìåñòî òåî-

ðåìû 2 íà ïîñëåäíåì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, äëÿ âñåõ t ≥ 0 im K(t) ⊂
DM1L

−1
1
,K ∈ C

(
[0,+∞);L

(
U;DM1L

−1
1

))
,Qf ∈ C

(
[0,+∞);DM1L

−1
1

)
,Q0f ∈ Cp+1([0,+∞);V),

u0 ∈ DM . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà âñåé ïîëóîñè

[0,+∞). Åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà ïî-

ëóîñè [0,+∞) ðåøåíèå çàäà÷è (10), (12).

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé U0 ⊂ ker K(t) ïðè t ≥ 0.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, 0)-ðàäèàëåí, U0 ⊂ kerK(t) äëÿ âñåõ t ≥ 0,
K ∈ C([0,+∞);L(U;V)), f ∈ C1([0,+∞);V), u0 ∈ DM . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (11),

(12) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà âñåé ïîëóîñè [0,+∞). Åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

P0u0 = −M−1
0 Q0f(0), (16)

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà ïîëóîñè [0,+∞) ðåøåíèå çàäà÷è (10), (12).

� Â ñëó÷àå, êîãäà U0 ⊂ ker K(t), ñèñòåìà (13), (14) ïðèíèìàåò âèä

v̇(t) = L−1
1 M1v(t) +

t∫

0

L−1
1 QK(s)v(t− s)ds+ L−1

1 Qf(t), (17)

Hẇ(t) = w(t) +

t∫

0

M−1
0 Q0K(s)v(t− s)ds+M−1

0 Q0f(t). (18)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè v(0) = Pu0 äëÿ óðàâíåíèÿ (17) ñëåäóåò èç

òåîðåì 2 è 4. Ïîäñòàâèì íàéäåííóþ �óíêöèþ v â óðàâíåíèå (18). Ïðè p = 0 îïåðàòîð
H = 0 ïî òåîðåìå 4 (iv), ïîýòîìó �óíêöèÿ

w(t) = −
t∫

0

M−1
0 Q0K(s)v(t− s)ds−M−1

0 Q0f(t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18). Óñëîâèå (16), òîãäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàç-

ðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè w(0) = P0u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (18). �

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, 0)-ðàäèàëåí, U0 ⊂ kerK(t) äëÿ âñåõ t ≥
0, K ∈ C([0,+∞);L(U;V)), QK ∈ C

(
[0,+∞);L

(
U;DM1L

−1
1

))
, Q0f ∈ C1([0,+∞);V),

Qf ∈ C
(
[0,+∞);DM1L

−1
1

)
, u0 ∈ DM . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî íà âñåé ïîëóîñè [0,+∞). Åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (16), òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà ïîëóîñè [0,+∞) ðåøåíèå çàäà÷è (10), (12).
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Ïðè ïðîèçâîëüíîì p ∈ N, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, äîêàæåì ëèøü ëîêàëüíóþ ðàçðåøè-

ìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, U0 ⊂ kerK(t) äëÿ âñåõ

t ∈ [0, T1], K ∈ C([0, T1];L(U;V)), QK ∈ Cp
0 ([0, T1];L(U;V)), f ∈ C1([0, T1];V), Qf ∈

Cp+1
0 ([0, T1];V), u0 ∈ DM , Pu0 ∈ D(L−1

1 M1)p+1 . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì T ∈ (0, T1] ðåøåíèå

çàäà÷è (11), (12) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà îòðåçêå [0, T ]. Åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå (15), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà ïîëóîñè [0,+∞) ðåøåíèå çàäà÷è (10),
(12).

� Ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ v ∈ Cp+1([0, T ];U1)∩
Cp
(
[0, T ];DM1

)
çàäà÷è Êîøè v(0) = Pu0 äëÿ óðàâíåíèÿ (17). Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå

(18), íàéäåì ðåøåíèå w(t) = −
p∑
k=0

Hkh(k)(t) êëàññà C1([0, T ];U0), ãäå �óíêöèÿ h(t) =

t∫
0

M−1
0 Q0K(s)v(t− s)ds+M−1

0 Q0f(t) èìååò íåîáõîäèìóþ ãëàäêîñòü. �

5. Ëèíåàðèçîâàííàÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà. �àñ-

ñìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Îñêîëêîâà

(1− χ∆)vt(x, t) = ν∆v(x, t)− (ṽ · ∇)v(x, t)− (v · ∇)ṽ(x, t)− r(x, t)+

+

t∫

0

K(s)∆v(x, t− s)ds+ h(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0,+∞), (19)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,+∞), (20)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0,+∞), (21)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω. (22)

Çäåñü Ω ⊂ Rn
� îãpàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãpàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞

, T > 0. Ïàðàìåòð χ > 0
õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè, à ïàðàìåòð ν > 0 � å¼ âÿçêèå ñâîéñòâà.

Âåêòîð-�óíêöèè v = (v1, v2, . . . , vn) (âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè) è r = (r1, r2, . . . , rn)
(ãðàäèåíò äàâëåíèÿ) íåèçâåñòíû. Âåêòîp-�óíêöèÿ ṽ = (ṽ1, ṽ2, . . . , ṽn), ṽk = ṽk(x), k =
1, 2, . . . , n, çàäàíà è îçíà÷àåò ñòàöèîíàpíîå påøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Òàêæå çàäàíû

�óíêöèè N : [0,+∞) → R, h : Ω× [0,+∞) → R.

Ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðóåò â ëèíåéíîì ïpèáëèæåíèè äèíàìèêó âÿçêîóïpóãîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè [5℄ â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ṽ.
�åäóöèpóåì çàäà÷ó (19)�(22) ê çàäà÷å Øîóîëòåðà (11) äëÿ ópàâíåíèÿ (12). Äëÿ ýòîãî

ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ L2 = (L2(Ω))
n
, H

1 = (W 1
2 (Ω))

n
, H

2 = (W 2
2 (Ω))

n
. Çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà L = {v ∈ (C∞
0 (Ω))n : ∇ · v = 0} ïî íîpìå L2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ, à ïî íîðìå H1

�

÷åðåç H1
σ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå H2

σ = H1
σ ∩ H2

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hπ

îpòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Hσ â L2, ÷åpåç Σ : L2 → Hσ, Π = I −Σ � ñîîòâåòñòâóþùèå

îpòîïpîåêòîpû.
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Â ïðîñòðàíñòâå L ðàññìîòðèì îïåðàòîð A = Σ∆, êîòîðûé, áóäó÷è ïðîäîëæåííûì

äî çàìêíóòîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Hσ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2
σ, èìååò âåùå-

ñòâåííûé, îòðèöàòåëüíûé, äèñêðåòíûé, êîíå÷íîêðàòíûé ñïåêòð, ñãóùàþùèéñÿ òîëüêî

íà −∞ [21℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk} åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàíóìåðîâàííûå ïî íåâîç-
ðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, à ÷åðåç {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, îáðàçóþùóþ áàçèñ â Hσ.

Ïóñòü ṽ ∈ H1
. Òîãäà �îpìóëîé Dw = ν∆w − (ṽ · ∇)w − (w · ∇)ṽ çàäàäèì îïåpàòîp

D ∈ L(H2
σ;L2).

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè (20), ïîëîæèì

U = H
2
σ ×Hπ, V = L2 = Hσ ×Hπ. (23)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò u ∈ U èìååò âèä u = (v, r), à ýëåìåíò w ∈ V � âèä w = (y, z),
ãäå y = Σw, z = Πw. Ôîpìóëîé

L =

(
I − χA O

−χΠ∆ O

)
(24)

îïpåäåëÿåòñÿ îïåpàòîp L ∈ L(U;V). Ó÷èòûâàÿ îòðèöàòåëüíîñòü ñïåêòðà σ(A), èìååì
χ−1 /∈ σ(A), ïîýòîìó kerL = {0} ×Hπ . Ïðè çàäàííîì ṽ ∈ H1

�îpìóëîé

M =

(
ΣD O

ΠD −I

)
(25)

îïpåäåëÿåòñÿ îïåpàòîp M ∈ L(U;V).
Òåîðåìà 10 [22℄. Ïóñòü ïpîñòpàíñòâà U è V îïpåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (23), à îïå-

pàòîpû L è M � ðàâåíñòâàìè (24) è (25) ñîîòâåòñòâåííî, χ 6= 0, χ−1 6∈ σ(A). Òîãäà
îïåpàòîp M ñèëüíî (L, 0)-pàäèàëåí, ïðè ýòîì

P =

(
I O

χΠ∆(I − χA)−1ΣD +ΠD O

)
, Q =

(
I O

−χΠ∆(I − χA)−1
O

)
.

Èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî U0 = kerP = {0} ×Hπ. Ïðè s ≥ 0 îïðåäåëèì îïåðàòîðû

K(s) : H2
σ × Hπ → L2, K(s)(v, r) = N(s)∆v. Î÷åâèäíî, ÷òî U0 ⊂ K(s) ïðè âñåõ s ≥ 0,

ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ òåîðåì 10 è 7 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü N ∈ C([0,+∞);R), h ∈ C1([0,+∞);L2), v0 ∈ H2
σ. Òîãäà ðåøåíèå

çàäà÷è (19)�(22) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

� Èç óñëîâèé íà �óíêöèþ N è ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ K(s) ñëåäóåò, ÷òî K ∈
C([0,+∞);L(U;V)). Èç âèäà ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå 10 ïðîåêòîðà P ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå

(22) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Øîóîëòåðà (11). �

6. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ñ ý��åêòàìè ïàìÿòè. Äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðàâíåíèé òàêîãî ðîäà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè â ñìûñëå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé è
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ëîêàëüíîé åå ðàçðåøèìîñòè â êëàññàõ ðåøåíèé ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè. Äëÿ ýâîëþöèîí-

íûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ

ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíûõ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà. Ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëü-

òàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó âÿçêîóïðó-

ãîé æèäêîñòè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè

ðàññìîòðåíèè äðóãèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
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ON SOLVABILITY OF EVOLUTION EQUATIONS WITH MEMORY

V.E. Fedorov, O.A. Stakheeva

Chelyabinsk State University,

Kashirin Brothers St., 129, Chelyabinsk, 454001, Russia, e-mail: kar�su.ru, osta�su.ru.

Abstrat. Conditions of unique solvability of the Cauhy problem to a linear integro-di�erential

equation with memory in a Banah spae are found by methods of the operator semigroup theory.

Solutions are supposed in the lassial sense. They are de�ned on the temporal semiaxis and in the

sense of smoother solutions on a segment. These results are used at the proof of unique solution

existene both the Cauhy problem on semiaxis and the Showalter problem to a degenerate linear

evolution equation with memory in a Banah spae. General results are applied to researh of unique

solvability of an initial-boundary value problem in an ylinder unbounded with respet to time for

the linearized integro-di�erential Oskolkov system of equations desribing dynamis of visoelasti

�uid.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: evolution equation, operator semigroup, equation with memory, integro-

di�erential equation, initial boundary value problem, Oskolkov's equations system.
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Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîãî òèïà äëÿ îáðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, èçó÷åíèå êîòîðûõ íà÷àòî â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ. Çàäà÷à î ïåðå-

÷èñëåíèè ýòèõ ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ ñâîäèòñÿ ê ïåðå÷èñëåíèþ ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ ìàòðèö ÷åò-

íîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå îáëàäàþò ¾ñèììåòðè÷íûì¿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Ñòàâèòñÿ

êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ÷èñëà N̄2n ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ òàêèõ ìàòðèö ðàçìåðíî-

ñòè 2n è äàåòñÿ åå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êàñàòåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ñïåêòðàëüíûé òèï ìàòðèöû, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü Mn ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Mn êâàäðàòíûõ ìàòðèö �èêñè-

ðîâàííîãî ïîðÿäêà n ∈ N. Êàæäàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì n =
〈n1, n2, n3, ...〉, â êîòîðîì nj ∈ N+, j ∈ N è n1 + 2n2 + 3n3 + ... = n ≡ |n|. Ýòîò íà-

áîð îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó åå ñïåêòðàëüíîãî (êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíîãî æîðäàíîâà)

ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄ )

A =
s⊕

j=1

nj⊕

k=1

(λj,kIj +Nj) , (1)

ãäå Ij � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà j, λj,k � ñîáñòâåííûå ÷èñëà (âîçìîæíî, ñðåäè íèõ
åñòü ñîâïàäàþùèå) ìàòðèöû A è Nj � ñòàíäàðòíûå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà j
ñ òåì æå ïîðÿäêîì íèëüïîòåíòíîñòè, N

j
j = 0 è N

j−1
j 6= 0, j = 1÷ s, ãäå s � ÷èñëî êëåòîê

Æîðäàíà â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû (÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â íàáî-

ðå n). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ íèëüïîíåíòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m ∈ N â æîðäàíîâîì

ïðåäñòàâëåíèè ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn èìååò âèä

(N)kl = δk+1,l , k, l = 1÷m.

Ââåäåííóþ õàðàêòåðèñòèêó n íàçîâåì òèïîì ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (1) ìàò-

ðèöû A. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà n ∈ N ýêâèâàëåíòíû äðóã

äðóãó, åñëè èìååòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ èõ íåîñîáåííàÿ ìàòðèöà U, detU 6= 0 òàêàÿ, ÷òî

UAU−1 = B. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöû A è B èç

Mn áûëè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå èõ òèïà ñïåêòðàëüíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Mn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòèâíîãî

îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ Kn ìàòðèö �èêñèðîâàííîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïà n. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
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ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Æîðäàíà (ñì., íàïðèìåð, [1℄) î ïðèâåäåíèè ìàòðèö

ê æîðäàíîâó ïðåäñòàâëåíèþ. Áóäåì, äàëåå, îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì Nn ÷èñëî êëàññîâ

Kn, ñîñòàâëÿþùèõ ýòî îáúåäèíåíèå. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíêà (âû÷èñëåíèå) ýòîãî

÷èñëà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ∈ N.

Íàðÿäó ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé îá îöåíêå ÷èñëà Nn äëÿ íàñ â ýòîì ñîîáùåíèè îñíîâ-

íóþ ðîëü áóäåò èãðàòü äðóãàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à. Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè ìàòðèö ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû A

è B îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà n ∈ N ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, åñëè èìåþòñÿ

äâå íåîñîáåííûå ìàòðèöû U1 è U2, detUk 6= 0, k = 1, 2 òàêèå, ÷òî U1AU
−1
2 = B. Ââå-

äåì òåïåðü, â äîïîëíåíèå ê òèïó ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì k = 〈k1, k2, ...〉, ãäå êàæäîå ÷èñëî kj, j = 1 ÷ s ðàâíî ÷èñëó

òåõ êëåòîê Æîðäàíà â j-é êîìïîíåíòå ðàçëîæåíèè (1), äëÿ êîòîðûõ λj,k = 0. Òîãäà
kj ≤ nj , j = 1 ÷ s. Íàáîð k áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé íóëåâî-

ãî èíâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû A è B

îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà n ∈ N ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ó íèõ ñîâïàäàþò: ñïåêòðàëüíûé òèï è ñïåêòðàëüíûé òèï íóëåâîãî

ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî óêàçàííîìó âûøå ðàñïðåäåëåíèþ ìàòðèö ëèíåéíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿMn ïî êëàññàì Kn, êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ ðàçëàãàåòñÿ äèçúþíêòèâíî íà êëàñ-

ñû Kn,k ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò êîìáèíàòîðíàÿ

çàäà÷à îá îöåíêå ÷èñëà Nn,k âñåõ êëàññîâ Kn,k, ìàòðèö ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè

|n| è |k| = k1+k2+ ...+ks. ßñíî, ÷òî, âñëåäñòâèå ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ, ýòà çàäà÷à èìååò
ïðîñòîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ââåäåííîé âûøå �óíêöèè Nm, à èìåííî, Nn,k = NkNn−k

(ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3).

Çíà÷åíèå ÷èñëà Nn,k òåñíî ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì N̄n,k ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ ëèíåéíûõ îá-

ðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè

2n, òî åñòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîð-�óíêöèè
X(t), ∈ R âèäà

Ẋ = GX

ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé G ∈ M2n áóäåì íàçûâàòü îáðàòèìîé (ñì., [2-6℄), åñëè â ñïåê-

òðàëüíîì ðàçëîæåíèè (1) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ j ∈ N ñ íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé nj â
íàáîðå n âûïîëíÿåòñÿ: 1) ÷èñëî mj âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (1) 

λj, k 6= 0 ÷åòíî; 2) ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòèâ-
íîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñ ÷èñëîì mj/2 ýëåìåíòîâ â êàæäîì òàêèì îáðàçîì,

÷òî èõ ýëåìåíòû (λj, k′Ij + Nj) è (λj, k′′Ij + Nj) íàõîäÿòñÿ â òàêîì áèåêòèâíîì ñîîòâåò-

ñòâèè, ÷òî λj, k′ = −λj, k′′. Õàðàêòåðèñòèêà N̄n, k ëèíåéíûõ îáðàòèìûõ ñèñòåì, ââåäåííàÿ

âûøå, ðàâíà ÷èñëó ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ ìàòðèö G ïîðÿäêà 2n, ó êîòîðûõ ñóììàðíûé

ïîðÿäîê êëåòîê Æîðäàíà (λj,kIj +Nj) ñ λj, k = 0, ðàâíà 2k.

2. ×èñëî ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ Nn. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè (îöåíêå)

÷èñëà Nn ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ

F (z) =
∞∑

n=0

znNn , N0 = 1 (2)
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äëÿ z ∈ C òàê, ÷òî

Nn =
1

n!

(
dnF (z)

dzn

)

z=0

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âíóòðè åäèíè÷íîãî

êðóãà, â êîòîðîì îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé

F (z) =

∞∏

j=1

(1− zj)−1 (3)

� Ñïåêòðàëüíûé òèï n = 〈n1, n2, ...〉 ìàòðèöû A ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ åå êàíî-

íè÷åñêèì æîðäàíîâûì ïðåäñòàâëåíèåì, ê êîòîðîìó îíà ïðèâîäèòñÿ íåêîòîðûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì UAU
−1

ñ íåêîòîðîé íåîñîáåííîé ìàòðèöåé U òàê, ÷òî nj � ÷èñëà êëåòîê

Æîðäàíà ïîðÿäêà j â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî n ∈ N

÷èñëî Nn ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n1 + 2n2 + 3n3 + ... = n òàê, ÷òî îíî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñóììîé

Nn =
∑

n1,n2,...:
n1+2n2+3n3+...=n

1 .

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå è ïðåäñòàâëåíèå

zn =
∞∏

j=1

zjnj

â îïðåäåëåíèå (2) ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè F (z),

F (z) =

∞∑

n=0

∑

n1,n2,...:
n1+2n2+3n3+...=n

∞∏

j=1

zjnj

Ïåðåñòàâèì ñóììèðîâàíèÿ â ýòîì ðàçëîæåíèè ïî ïðàâèëó:

N∑

n=0

∑

n1,n2,n3...:=n

g(n1, n2, n3, ...) =
∑

n1,n2,...:
n1+2n2+3n3+...≤N

g(n1, n2, n3, ...),

âûïîëíÿþùåìóñÿ äëÿ ëþáîé �óíêöèè g(n1, n2, ...), ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó

N → ∞. Ïåðåñòàíîâêà ñóììèðîâàíèé âîçìîæíà â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

(1). Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

F (z) =

∞∑

n1,n2,...=0

∞∏

j=1

zjnj .
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Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè �àêòîðèçóåòñÿ â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ, ÷òî, îïÿòü

æå, äîïóñòèìî â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n1,n2,...=0

∞∏

j=1

zjnj =

∞∏

j=1

(1− zj)−1 . �

×èñëî Nn ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, N1 = 1, N2 = 2,
N3 = 3 è N4 = 5, ãäå â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîçìîæíûå ñïåêòðàëüíûå òèïû äàþòñÿ ñëåäó-

þùèìè íàáîðàìè 〈4, 0, 0, 0〉, 〈2, 1, 0, 0〉, 〈1, 0, 1, 0〉, 〈0, 2, 0, 0〉, 〈0, 0, 0, 1〉. Îäíàêî, êîìáèíà-
òîðíàÿ �óíêöèÿ Nn î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò è âîçíèêàåò çàäà÷à î åå àñèìïòîòè÷åñêîì

âû÷èñëåíèè ïðè n → ∞, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, î ïîëó÷åíèè äëÿ íåå õîðîøåé âåðõíåé

îöåíêè. Íèæå ìû äàåì ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùèé �îðìóëó (3), è

ïîëó÷åíèè, â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà, ïðîñòîé âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà Nn.

Îáîçíà÷èì

Gn =

[
dn

dzn
F (z)

]

z=0

.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Gn+1 =

[
dn

dzn

(
d

dz
F (z)

)]

z=0

=

[
dn

dzn

(
d

dz

∞∏

j=1

(1− zj)−1

)]

z=0

=

=

[
dn

dzn

∞∑

l=1

(
d

dz
(1− zl)−1

) ∞∏

j 6=1

(1− zj)−1

]

z=0

=

[
dn

dzn

∞∑

l=1

lzl−1

(1− zl)2

∞∏

j 6=1

(1− zj)−1

]

z=0

=

=

[
dn

dzn

∞∑

l=1

lzl−1

(1− zl)
F (z)

]

z=0

=
∞∑

l=1

l

[
dn

dzn
zl−1

(1− zl)
F (z)

]

z=0

=

=
∞∑

l=1

l
n∑

m=0

(
n

m

)[
dm

dzm
zl−1

(1− zl)

]

z=0

·
[
dn−m

dzn−m
F (z)

]

z=0

=

=

∞∑

l=1

l

n∑

m=0

(
n

m

)
Gn−m

[
dm

dzm
zl−1

(1− zl)

]

z=0

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ â ïðàâîé ÷àñòè

[
dm

dzm
zl−1

(1− zl)

]

z=0

=

[
dm

dzm

∞∑

k=1

zlk−1

]

z=0

=

∞∑

k=1

(lk − 1)!

(lk −m− 1)!
· θ(lk −m− 1) · δm,lk−1 ,

ãäå θ(m) = {1, m ∈ N+0; 0, m < 0} ïðè m ∈ Z. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå

ñîîòíîøåíèå äëÿ âåëè÷èí Gn, n ∈ N,

Gn+1 =
∞∑

l=1

l
n∑

m=0

(
n

m

)
Gn−m

∞∑

k=1

(lk − 1)!

(lk −m− 1)!
· θ(lk −m− 1) · δm,lk−1 .
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Òàê êàê Gn/n! = Nn, òî èç ýòîé ðåêóððåíòíîé ñâÿçè ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè Nn,

Nn+1 =
1

n+ 1

∞∑

l=1

l
n∑

m=0

1

m!
Nn−m

∞∑

k=1

·θ(lk−m−1)·δm,lk−1 =
1

n+ 1

∞∑

k,l=1

lNn−lk+1θ(n−lk+1) =

=
1

n+ 1

∑

k,l:
1≤lk≤n+1

lNn−lk+1 =
1

n+ 1

n+1∑

p=1

Nn−p+1

∑

l :p/l,
p≥l≥1

l =
1

n+ 1

n+1∑

p=1

Nn−p+1Lp .

Êîìáèíàòîðíàÿ �óíêöèÿ Lp, p ∈ N â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâèìà â âèäå

Lp =
∑

l : p/l
1≤l≤p

l =
∏

q−ïðîñòûå:
p=

∏
q

(1 + q) . (4)

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. ×èñëà Nn, n ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Nn+1 =
1

n+ 1

n+1∑

p=1

Nn−p+1Lp , (5)

ãäå êîìáèíàòîðíàÿ �óíêöèÿ Lp, p ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (4).

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñ-

ëåíèÿ êîìáèíàòîðíîé �óíêöèè Nn, íå ïðèáåãàÿ ê ïåðåáîðó âîçìîæíûõ ñïåêòðàëüíûõ

òèïîâ ìàòðèöû äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå ëåãêî

ïîëó÷àåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà Nn äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà

Nn ≤ 2n!

n+ 2
(1 + ln(1 + n))n+1 . (5)

� Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé p = 1, 2, ..., n+1 âûïîëíÿåòñÿ Nn−p+1, ââèäó ìîíîòîí-

íîãî âîçðàñòàíèÿ Nn. Òîãäà èç (5) ñëåäóåò, ÷òî Nn+1 ≤ Nnmax{Lp; p = 1÷ n+ 1}.
Ïîëó÷èì ý��åêòèâíóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ êîìáèíàòîðíîé �óíêöèè Lp. Ïóñòü

〈1, n1, ..., ns = p〉 � óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ íàáîð ÷àñòíûõ îò äåëåíèÿ ÷èñëà p,
íà åãî äåëèòåëè. Ïðè ýòîì s ≤ p è nj ≥ j, j = 1÷ s. Òîãäà

Lp = p
s∑

j=1

1

nj
≤ p

p∑

j=1

1

j
.

Ñëåäîâàòåëüíî, Nn+1 ≤ NnSn+1 , ãäå

Sn =
n∑

l=1

1

l
.
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Èòåðàöèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðèâîäèò ê îöåíêå

Nn ≤ n!

n∏

l=1

Sl

òàê, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîãî íåðàâåíñòâà íóæíî îöåíèòü ñâåðõó ïðîèçâåäåíèå ñóìì

Sl. Ââèäó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ �óíêöèè x
−1
, èìååì

n∑

l=1

1

l
≤ 1 +

n∫

1

dx

x
= 1 + lnn .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó ïðîèçâåäåíèÿ

n∏

l=1

Sl ≤ exp
n∑

l=1

ln(1 + ln l) ,

ãäå ñóììà â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, ââèäó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè ln(1+ln x)
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó èíòåãðàëîì

n∑

l=1

ln(1 + ln l) ≤
n+1∫

1

ln(1 + ln x)dx = (n+ 1) ln(1 + ln(n+ 1))−
n+1∫

1

dx

1 + ln x
,

è, òàê êàê ln x < x ïðè x ≥ 1, òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

ln(n+ 1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

n∏

l=1

Sl ≤
2

n + 2
(1 + ln(1 + n))n+1 . �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü N̄n,k � ÷èñëî ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ ìàòðèö G ïîðÿäêà 2n ñ ñóììàð-
íîãî ïîðÿäêà 2k êëåòîê Æîðäàíà â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, èìåþùèõ íóëåâûå

ñîáñòâåííûå ÷èñëà,  ñèììåòðè÷íûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Òîãäà èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

N̄n,k = N2kNn−k .

� Òàê êàê ìàòðèöà G èìååò ñèììåòðè÷íîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, òî êëåòêè

Æîðäàíà ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè â åå êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, ÷èñëî

êîòîðûõ ðàâíî 2(n− k), ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû òàê, ÷òî ìàòðèöû â êàæäîé ïàðå èìåþò

îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó ñïåêòðàëüíûé òèï ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êëåòîê,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè â êàæäîé ïàðå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíûé òèï

âñåé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûé èç êëåòîê ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. ×èñëî

ñïåêòðàëüíûõ òèïîâ òàêèõ ìàòðèö ðàâíà Nn−k.
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Äàëåå, ïðè ïðè �èêñàöèè ñïåêòðàëüíîãî òèïà ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç òàêèõ êëå-

òîê Æîðäàíà ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, ñïåêòðàëüíûé òèï âñåé ìàòðè-

öû G îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ñïåêòðàëüíîãî òèïà ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êëåòîê

Æîðäàíà ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. ×èñëî âîçìîæíîñòåé âûáðàòü ñïåêòðàëü-

íûé òèï ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû G ðàâíî N2k. Òîãäà, â ñèëó ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ, èìååì

N̄n,k = Nn−kN2k. �
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ABOUT CLASS OF HAMILTONIAN MATRICES

Yu.P. Virhenko, A.V. Subbotin

Belgorod State University,

Studenheskaya St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail:virh�bsu.edu.ru

Abstrat. The onept of spetral type of reversible dynami systems having even dimension is

introdued. The study of suh a type systems has began by authors in previous papers. The problem

of the number N̄2n enumeration of dynami systems spetral types is redued to the enumeration

of spetral types of matries with even degrees whih have the "symmetri"spetral deomposition.

The ombinatorial problem of evaluation the number N̄2n is set. The solution of this problem is

proposed in terms of the generation funtion of the spetral types number whih may be realized

when matries have 2n degrees.

Key words: hamiltonian systems, reversible dynami systems, tangential dynami system,

spetral type of matrix, generation funtion.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé Q(t, E) äëÿ
âðåìåíè äîñòèæåíèÿ τ̃(E) çàäàííîãî óðîâíÿ E ýíåðãåòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì ε̃(t; ξ̃) â ñëó÷àå,
êîãäà ¾èíòåíñèâíîñòü¿ ξ̃(t) = dε̃(t; ξ̃)/dt ÿâëÿåòñÿ äèõîòîìè÷åñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Äëÿ

ïëîòíîñòè q(t, E) = dQ(x, t)/dt íàõîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, âûðàæàåìîå â òåðìè-

íàõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðåìÿ äîñòèæåíèÿ, äèõîòîìè÷åñêèé ïðîöåññ, ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ýíåðãåòè÷åñêèé �óíêöèîíàë.

1. Äèõîòîìè÷åñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ýíåðãèè

Îïðåäåëåíèå 1. Äèõîòîìè÷åñêèì ïðîöåññîì 〈ξ̃(t); t ≥ 0〉  íåîòðèöàòåëüíûìè çíà-

÷åíèÿìè áóäåì íàçûâàòü ìàðêîâñêèé, ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, òðàåêòîðèè

ξ̃(t) êîòîðîãî ïðèíèìàþò, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, äâà çíà÷åíèÿ {0, α}, α > 0.
�àññìîòðèì ñòàíäàðòíûé äèõîòîìè÷åñêèé ïðîöåññ 〈ζ̃(t); t ∈ R〉, òðàåêòîðèè êîòîðî-

ãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ {0, 1} è âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1/2. Òàêîé ïðîöåññ
íàçûâàåòñÿ òåëåãðà�íûì [1℄. Òîãäà òðàåêòîðèè ξ̃(t) = αζ̃(t), à �óíêöèîíàë ε̃(t; ξ̃) îò
ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ζ̃(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà íàêîï-

ëåíèÿ ýíåðãèè, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ε̃(t;αζ̃) = α

t∫

0

ζ̃(s) ds (1.1)

è âåðîÿòíîñòüþ âõîäà â ïðîöåññ [2℄ Pr{ζ̃(0) = j}, j ∈ {0, 1}. Òàê êàê ïðîöåññ 〈ζ̃(t); t ≥ 0〉
� ìàðêîâñêèé, òî îí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó óðàâíåíèåì Êîë-

ìîãîðîâà äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà

pij(t) = Pr{ζ̃(t) = j|ζ̃(s) = i} , i, j ∈ {0, 1} . (1.2)

Ýòè âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ 2 × 2-ìàòðèöåé, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà t. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ ìàòðèö-�óíêöèè,

d

dt
pij(t) = ν(Pp− p)ij(t) , ν > 0 , (1.3)
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ãäå P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ 0, 1-ìàòðèöà,

P =

(
0 1
1 0

)
. (1.4)

Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé pij(t), èìååò ìåñòî

pij(0) = δij , (1.5)

òî, íà îñíîâàíèè (1.4), ïîëó÷àåì

pij(t) =
(
exp(νt[P − I ])

)
ij
=

1

2

(
1 + e−2νt 1− e−2νt

1− e−2νt 1 + e−2νt

)
, (1.6)

I =

(
1 0
0 1

)
.

Èç �îðìóëû (1.6), èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà 〈ζ̃(t); t ∈ R〉, ïîëó-
÷àåì îäíîòî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé pi(t) = P{ζ̃(t) = i}, i = 0, 1 ïðîöåññà

〈ζ̃(t); t ∈ R〉,
pi(t) = lim

s→−∞
pij(t− s) =

1

2
. (1.7)

Òåëåãðà�íûé ïðîöåññ 〈ζ̃(t); t ≥ 0〉 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ò.í. îäíîðîäíîé ìàð-

êîâñêîé öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òî÷êè èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèé òàêèõ ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ îáðàçóþò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê [4℄. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ýòîò ïóàññî-

íîâñêèé ïîòîê èìååò ïëîòíîñòü ν.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ åäèíñòâåííîãî ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà âðåìåíè τ̃(E) äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâ-
íÿ E �óíêöèîíàëîì ε̃(t; ξ̃), êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà R+ ñ

òðàåêòîðèÿìè (1.1). Ýòî âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

τ̃(E) =

∞∫

0

θ


E − α

t∫

0

ζ̃(s)ds


 dt ,

ãäå θ(x) = {1, x ≥ 0; 0, x < 0} � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.
�åøåíèå çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå Êàöà-Ôåéíìàíà-Äûíêèíà âû÷èñëåíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ñâÿçàííûõ ñ îäíîðîäíûìè àääèòèâíûìè �óíêöèîíàëàìè îò

òðàåêòîðèé ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ [4℄, [5℄. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà, äëÿ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äâóõêîìïîíåíòíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 〈〈ζ̃(t), ε̃(t; ξ̃)〉; t ≥ 0〉 ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì.

� Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ìîìåíòà t0 óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé Pr{ζ̃(t) = i, ε̃(t; ξ̃) < x | ζ̃(s), ε̃(s; ξ̃); s ≤ t0} çíà÷åíèé äâóõêîìïîíåíòíîãî
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ïðîöåññà 〈〈ζ̃(t), ε̃(t; ξ̃)〉; t ≥ 0〉 ïðè t > t0 ïðè óñëîâèè �èêñàöèè åãî òðàåêòîðèè äî ìîìåí-
òà t0, ñîâïàäàåò ñ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ Pr{ζ̃(t) = i, ε̃(t; ξ̃) < x | ζ̃(t0) = i0, ε̃(t0; ξ̃) = ε0}.
Ýòî ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, èç òîãî, ÷òî ìàðêîâñêèì ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ 〈ζ̃(t); t ∈ R〉, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îí îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì,

Pr{ζ̃(t) = i | ζ̃(s), s ≤ t0} = Pr{ζ̃(t) = i | ζ̃(t0) = i0} .

Âî-âòîðûõ, ââèäó �îðìóëû ñâÿçè çíà÷åíèé ïðîöåññà 〈ε̃(t; ξ̃); t ≥ 0〉 ïðè t ≥ t0  åãî

çíà÷åíèÿìè äî ìîìåíòà t = t0, âûïîëíÿåòñÿ

ε̃(t; ξ̃) = α

t∫

t0

ζ̃(s) ds + ε0, ε̃(t0; ξ̃) = ε0 .

Òîãäà, íà îñíîâàíèè ýòèõ �îðìóë, èìååì

Pr{ζ̃(t) = i, ε̃(t; ξ̃) < x | ζ̃(s), ε̃(s; ξ̃); s ≤ t0} =

= Pr



ζ̃(t) = i, α

t∫

t0

ζ̃(s; ξ̃) ds + ε0 < x | ζ̃(s), ε̃(s; ξ̃); s ≤ t0



 =

= Pr



ζ̃(t) = i, α

t∫

t0

ζ̃(s) ds+ ε0 < x | ζ̃(t0) = i0, ε̃(t0; ξ̃) = ε0



 =

= Pr



ζ̃(t) = i, α

t∫

t0

ζ̃(s) ds+ ε̃(t0; ξ̃) < x | ζ̃(t0) = i0, ε̃(t0; ξ̃) = ε0



 =

= Pr
{
ζ̃(t) = i, ε̃(t; ξ̃) < x | ζ̃(t0) = i0, ε̃(t0; ξ̃) = ε0

}
. �

Ìàðêîâîñòü ïðîöåññà 〈〈ζ̃(t), ε̃(t; ξ̃)〉; t ≥ 0〉 äà�åò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ýâîëþöèîí-
íîå óðàâíåíèå äëÿ åãî ÷àñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Pi(x, t) ≡ Pr{ε̃(t; ξ̃) < x, ζ̃(t) = i} . (1.8)

Â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëèâ �óíêöèè Pi(x, t), i = 0, 1, ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ̃(E),
òàê êàê, î÷åâèäíî, ÷òî

Q(t, E) = Pr{τ̃ (E) < t} = Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ E} = 1−
∑

i∈{0,1}

Pi(t, E) ,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

q(t, E) = − d

dt

∑

i∈{0,1}

Pi(t, E) . (1.9)
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Ââåä�åì âåðîÿòíîñòè

Qi(x, t) ≡ Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t) = i} . (1.10)

Ýòè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû ïðè âñåõ x ∈ R+. Òàê êàê ε̃(0; ξ̃) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà, òî, ââèäó (1.7), Qi(0, t) = pi(t) = 1/2 ïðè t ∈ R+. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî,

÷òî �óíêöèÿ Qi(x, t), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.10), ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, ïîëó÷èì

Qi(x, t) =
1

2
− Pr{ε̃(t; ξ̃) < x, ζ̃(t) = i} =

1

2
− Pi(x, t) , i = 0, 1 , (1.11)

Q(t, x) =
∑

i=0,1

Qi(x, t) = 1−
∑

i=0,1

Pi(x, t) . (1.12)

Ñëåäîâàòåëüíî,

q(t, x) =
d

dt

∑

i=0,1

Qi(x, t) . (1.13)

Âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè Qi(x, t) îñíîâàí íà ñòàíäàðòíîì ðàññóæäåíèè, ïðè-

ìåíèìîì ê ïðîöåññàì, ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà [6℄. Ïóñòü Γn �

ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íà èíòåðâàëå [t, t +∆) íàõîäèòñÿ ðîâíî n òî÷åê èçìåíå-

íèÿ ïðîöåññà 〈ζ̃(t); t ∈ R〉. Òîãäà, òàê êàê ýòè òî÷êè ñîñòàâëÿþò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê,

òî

Pr{Γn} =
(ν∆)n

n!
e−ν∆ .

Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, íà îñíîâå èñ÷åðïûâàþùåé ñîâîêóïíîñòè íåñîâìåñòè-

ìûõ ñîáûòèé Γn, èìååì ðàçëîæåíèå

Pr{ε̃(t+∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j} = e−ν∆Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t) = j |Γ0} +

+Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t +∆) = j ,Γ1} + o(ν∆) , (1.14)

ãäå ïðè çàïèñè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì

Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t +∆) = j, Γ0} = Pr{ε̃(t+∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j |Γ0}Pr{Γ0} .
Çàìåòèì, ÷òî

Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t) = j |Γ0} = Qj(x− αj∆, t) . (1.15)

�àññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ââåä�åì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó s̃ ∈ [t, t + ∆), çíà÷åíèåì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òà åäèíñòâåííàÿ òî÷êà èçìåíåíèÿ ïðîöåññà 〈ζ̃(s); s ∈ R〉, êîòîðàÿ íà-
õîäèòñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [t, t+∆) ïðè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ Γ1. Ïóñòü N ∈ N. Ñîãëàñíî

�îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ñëó-

÷àéíûõ ñîáûòèé {s̃ ∈ [t + (k − 1)∆/N, t + k∆/N),Γ1}, k = 1, ..., N ‡)
òàêèõ, ÷òî èìååò

ìåñòî

Γ1 =
N⋃

k=1

{s̃ ∈ [t+ (k − 1)∆/N, t+ k∆/N),Γ1} ,

‡
Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû s̃ èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ Γ1
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ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j, Γ1} =

N∑

k=1

Pr{s̃ ∈ [t + (k − 1)∆/N, t+ k∆/N),Γ1}×

×Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t +∆) = j|s̃ ∈ [t + (k − 1)∆/N, t+ k∆/N),Γ1} .
Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó N → ∞, ïîëó÷àåì

Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j, Γ1} =

=

t+∆∫

t

Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j|s̃ = s,Γ1}dPr{s̃ < s,Γ1} . (1.16)

Òàê êàê óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîé òî÷êè ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà,

íàõîäÿùåéñÿ â (t, t+∆], èìååò âèä 1/∆ [7℄ è Pr{Γ1} = ν∆e−ν∆, òî

Pr{s̃ < s,Γ1} = Pr{s̃ < s|Γ1}Pr{Γ1} =
s− t

∆

(
ν∆e−ν∆

)
.

Òîãäà, èç (1.16) ñëåäóåò

Pr{ε̃(t +∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j, Γ1} =

= νe−ν∆
t+∆∫

t

Pr{ε̃(t+∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j|s̃ = s,Γ1}ds . (1.17)

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè, ââèäó òîãî, ÷òî ζ̃(t) = 1− j ïðè
ζ̃(t+∆) = j è

ε̃(t+∆; ξ̃) = ε̃(t; ξ̃) + α

{
s̃− t , j = 0,

∆− (s̃− t) , j = 1;
= ε̃(t; ξ̃) + α[j∆+ (1− 2j)(s̃− t)] ,

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Pr{ε̃(t+∆; ξ̃) ≥ x, ζ̃(t+∆) = j|s̃ = s,Γ1} =

= Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x− α[j∆+ (1− 2j)(s− t)], ζ̃(t) = 1− j|s̃ = s,Γ1} =

= Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x− α[j∆+ (1− 2j)(s− t)], ζ̃(t) = 1− j} =

= Q1−j(x− α[j∆+ (1− 2j)(s− t)], s) (1.18)

Ìû ó÷ëè, ÷òî, ïðè s̃ > t ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñòàíîâèòñÿ

áåçóñëîâíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (1.14),(1.15),(1.17),(1.18), âåðîÿòíîñòü Qj(x, t+∆)
ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ o(ν∆) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Qj(x, t +∆) = e−ν∆Qj(x− αj∆, t) +
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+ νe−ν∆
∆∫

0

Q1−j(x− α[j∆+ (1− 2j)s], t+ s)ds + o(ν∆) . (1.19)

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü Qj(x, t), â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþ-
ùåé �óíêöèåé îò x, íåïðåðûâíîé ñëåâà (Pj(x, t) � íåïðåðûâíà ñïðàâà). Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòà �óíêöèÿ íàâåðíÿêà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó äè��åðåíöèðóåìîé ïî x. Ïðåäñòàâèì
ðàâåíñòâî (1.19) â âèäå

∆−1 [Qj(x, t +∆) − Qj(x, t)] = ∆−1 [Qj(x− αj∆, t)−Qj(x, t)] +

+∆−1(e−ν∆ − 1)Qj(x− αj∆, t) + ν∆−1e−ν∆
∆∫

0

Q1−j(x− α[j∆+ (1− 2j)s], s+ t)ds+ o(1)

è, â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî x �óíêöèè Qj(x, t), ïåðåéä�åì ê ïðåäåëó ∆ → 0.
Òàê êàê

lim
∆→0

∆−1

∆∫

0

Q1−j(x− α[j∆+ (1− 2j)s], s+ t)ds = Q1−j(x, t) ,

òî ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò ïðè ïî÷òè âñåõ x. Òîãäà, ìû ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè Qj(x, t), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R,

Q̇j(x, t) = −αjQ′
j(x, t) + ν [Q1−j(x, t) − Qj(x, t)] , j ∈ {0, 1}, (1.20)

ãäå òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî t, øòðèõîì � ïðîèçâîäíàÿ ïî x. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåðîÿòíîñòè Qj(x, t), j = 0, 1 ÿâëÿþòñÿ åãî ñëàáûì ðåøåíèåì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè Qj(x, t), íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (1.20), íåîáõî-
äèìî íàéòè åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå âûäåëÿ-

þò ýòè âåðîÿòíîñòè èç âñåé ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé. Òàê êàê ìû áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

(1.19) íà ïîëóîñè R+ ïî ïåðåìåííîé x, òî â êà÷åñòâå òàêèõ óñëîâèé âûáåðåì ãðàíè÷-

íûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè x = 0 è èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè t = 0. Âî-ïåðâûõ,
ñîãëàñíî (1.10),

Qi(0, t) = 1/2 , i = 0, 1 , t ∈ R+ . (1.21)

Âî-âòîðûõ, òàê êàê ε̃(0; ξ̃) = 0, òî

Qi(x, 0) = Pr{ε̃(0; ξ̃) ≥ x, ζ̃(0) = i} = 0 , i = 0, 1 , x > 0 . (1.22)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. ×àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðâîãî ïîðÿäêà Pi(x, t), i ∈ {0, 1},
x ∈ R+ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈〈ζ̃(t), ε̃(t; ξ̃)〉; t ≥ 0〉 îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè Qi(x, t)
òàê, ÷òî Pi(x, t) = 1/2− Qi(x, t), i ∈ {0, 1}, x ∈ R+, ãäå �óíêöèè Qi(x, t) = Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥
x, ζ̃(t) = i}, i = 0, 1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.20) è óñëîâèÿì (1.21), (1.22).
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2. �åøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå (1.20) ÿâëÿåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûì, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó äâóõ óðàâ-

íåíèé ïðè çíà÷åíèÿõ j = 0, 1. Ñ öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.20) ñ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.21), ââåä�åì Ëàïëàñ-îáðàçû �óíêöèé Qj(x, t), j ∈ {0, 1} ïî

ïåðåìåííîé x,

Q̄j(k, t) =

∞∫

0

e−kxQj(x, t)dx , j ∈ {0, 1} , Re k > 0 . (2.1)

Òàê êàê, ñîãëàñíî (1.21),

∞∫

0

e−kxQ′
j(x, t)dx = −1/2 + kQ̄j(k, t) , j ∈ {0, 1} , Re k > 0 , (2.2)

òî èç (1.20) ñëåäóåò

˙̄Qj(k, t) = −αj[kQ̄j(k, t)− 1/2] + ν
[
Q̄1−j(k, t) − Q̄j(k, t)

]
, j ∈ {0, 1} . (2.3)

Ïðåäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå

d

dt

(
Q̄0

Q̄1

)
(k, t) = A

(
Q̄0

Q̄1

)
(k, t) +

α

2

(
0
1

)
, (2.4)

ãäå ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

(
−ν ν
ν −(ν + αk)

)
= −(ν + αk/2)

(
1 0
0 1

)
+ ν

(
0 1
1 0

)
+
αk

2

(
1 0
0 −1

)
. (2.5)

Íåîáõîäèìîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü, ñîãëàñíî (1.21), íóëåâîìó

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Ìàòðèö-�óíêöèÿ U(t) = exp(tA) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ U̇(t) = AU(t) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ U(0) =

(
1 0
0 1

)
≡ 1 , èìååò âèä

U(t) = exp(−t(ν + αk/2))

[
1 chω(k)t+

shω(k)t

ω(k)

(
αk/2 ν
ν −αk/2

)]
, (2.6)

ãäå

ω(k) = (ν2 + (αk/2)2)1/2 . (2.7)

Ýòî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî t ñ ó÷�åòîì òîæäåñòâà

(
αk/2 ν
ν −αk/2

)(
αk/2 ν
ν −αk/2

)
= ω2(k)1 .
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�åøåíèå äâóõêîìïîíåíòíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4), óäîâëåòâîðÿþùåå

íóëåâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â �îðìå

(
Q̄0

Q̄1

)
(k, t) =

[
α

2

(
etA − 1

)
A−1

(
0
1

)]
(k, t) . (2.8)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî A−1

(
0
1

)
= −(αk)−1

(
1
1

)
, ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè (2.8) è (2.6),

(
Q̄0

Q̄1

)
(k, t) = −

[
(2k)−1(U(t)− 1)

(
1
1

)]
(k, t) =

= (2k)−1




1− e−t(ν+αk/2)
[
chω(k)t+ (ν + αk/2)

shω(k)t

ω(k)

]

1− e−t(ν+αk/2)
[
chω(k)t+ (ν − αk/2)

shω(k)t

ω(k)

]



. (2.9)

Â ðåçóëüòàòå, íàõîäèì, ÷òî

Q̄(t, k) = Q̄0(k, t) + Q̄1(k, t) = k−1

(
1− e−t(ν+αk/2)

[
chω(k)t+

ν

ω(k)
shω(k)t

])
. (2.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ (2.1), ñëåäóåò, ÷òî Q̄(t, k) =
∞∫
0

e−kxQ(t, x)dx , Re k >

0 è, ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè �îðìóëû Ìåëëèíà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîîáðàçà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà, èìååì

Q(t, x) =
1

2πi

i∞+δ∫

−i∞+δ

Q̄(t, k)ekxdk =

=
1

2πi

i∞+δ∫

−i∞+δ

(
1− e−t(ν+αk/2)

[
chω(k)t+

ν

ω(k)
shω(k)t

])
ekx

k
dk (2.11)

ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì δ > 0. Â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè íåò òî÷åê âåòâëåíèÿ

ïî k, òàê êàê ýòà �óíêöèÿ ÷�åòíà ïî ω(k), ò.å. çàâèñèò îò ω2(k) = ν2 + (αk/2)2. Ââèäó
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ θ-�óíêöèè Õåâèñàéäà

1

2πi

i∞+δ∫

−i∞+δ

ekx

k
dk = θ(x) ,

�îðìóëà (2.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Q(t, x) = θ(x)− e−νt

2πi

i∞+δ∫

−i∞+δ

exp [k (x− αt/2)]

[
chω(k)t+

ν

ω(k)
shω(k)t

]
dk

k
. (2.12)
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Âåðîÿòíîñòü Q(t, x) = Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x} äîñòèæåíèÿ çà âðåìÿ t óðîâíÿ x
�óíêöèîíàëîì ε̃(t; ξ̃) îò òðàåêòîðèé äèõîòîìè÷åñêîãî ïðîöåññà 〈ξ̃(t); t ∈ R〉 îïðåäåëÿ-
åòñÿ �îðìóëîé (2.11), ãäå ω(k) = (ν2 + (αk/2)2)1/2.

Çàìå÷àíèå 1. Ñîãëàñíî (2.9), èìååò ìåñòî

Q̄1(k, t) = (2k)−1

(
1− e−t(ν+αk/2)

[
chω(k)t+ (ν − αk/2)

shω(k)t

ω(k)

])

è, ïîýòîìó,

Q1(x, t) =
1

2
− e−νt

4πi

i∞+δ∫

−i∞+δ

e−tαk/2
[
chω(k)t+ (ν − αk/2)

shω(k)t

ω(k)

]
dk

k
. (2.13)

3. Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàéä�åì, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2.12), èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ q(t, E). Ýòà ïëîòíîñòü, ñîãëàñíî âåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì, îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

èçâîäíîé

q(t, E) =
d

dt
Q(t, E) =

d

dt

∑

j

Qj(t, E) . (3.1)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èçìåíèì âûðàæåíèå â ïðàâîé

÷àñòè �îðìóëû (3.1) òàê, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà òîëüêî âåðîÿòíîñòü Q1(x, t). Ýòî äîñòè-
ãàåòñÿ ñëîæåíèåì îáîèõ óðàâíåíèé (1.20) ïðè j = 0, 1,

Q̇1(x, t) + Q̇0(x, t) = −αQ′
1(x, t) ,

q(t, x) = −α ∂

∂x
Q1(x, t) . (3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.13) ïðè

x = E, íàõîäèì òðåáóåìîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

q(t, E) = α
e−νt

4πi

∂

∂E

i∞+δ∫

−i∞+δ

ek(E−tα/2)

[
chω(k)t+ (ν − αk/2)

shω(k)t

ω(k)

]
dk

k
. (3.3)

Òàê êàê èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî â ýòîé �îðìóëå, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-

íîé ïî E ïîä èíòåãðàëîì, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ýòîì èíòåãðàë èìååò ñìûñë òîëüêî êàê

îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ëåììà 1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ q(t, E) ñëó÷àéíîãî âðåìåíè äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ
E �óíêöèîíàëîì ε̃(t; ξ̃), îò òðàåêòîðèé äèõîòîìè÷åñêîãî ïðîöåññà 〈ξ̃(t); t ∈ R〉 îïðåäå-
ëÿåòñÿ �îðìóëîé (3.3).
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Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ E/α ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì, çà êîòîðîå ìîæåò áûòü

äîñòèãíóò óðîâåíü E �óíêöèîíàëîì ε̃(t; ξ̃). Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0 èìåëî ìåñòî ζ̃(0) = 1 è ó òðàåêòîðèé ïðîöåññà 〈ζ̃(t); t ∈ R〉 íà îòðåçêå [0, E/α] íå
èìåëîñü òî÷åê èçìåíåíèÿ. Âåðîÿòíîòü òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà [exp(−νE/α)]/2. Ïîýòî-
ìó, âåðîÿòíîñòü Q(t, E) äîëæíà ñîäåðæàòü ñëàãàåìîå θ(t−E/α)[exp(−νE/α)]/2. Òîãäà,
ïëîòíîñòü q(t, E) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âðåìåíè τ̃ (E) ñîäåðæèò δ - �óíêöèîííóþ
îñîáåííîñòü δ(t−E/α)[exp(−νE/α)]/2. Íàëè÷èå ýòîé îñîáåííîñòè îñëîæíÿåò âû÷èñëå-
íèå ïëîòíîñòè q(t, E), òàê êàê, â ýòîì ñëó÷àå, èíòåãðàë, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè �îð-

ìàëüíîì âûïîëíåíèè îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ â �îðìóëå (3.3), íå ñóùåñòâóåò,

à åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà t äîëæíà ïîíèìàòüñÿ êàê îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ. Òà-

êèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî èíòåãðàëà, âîçíèêàåò çàäà÷à âûäåëåíèÿ óêàçàííîé

δ-�óíêöèîííîé îñîáåííîñòè. Ñëåäóþùèå ëåììû ðåøàþò ýòó çàäà÷ó.

Ââåä�åì â ðàññìîòðåíèå ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî

ïîðÿäêîâ

I0(z) =

∞∑

n=0

1

(n!)2

(z
2

)2n
, z ∈ C ; (3.5)

I1(z) =

∞∑

n=0

1

n!(n + 1)!

(z
2

)2n+1

, z ∈ C . (3.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî I

′
0(z) = I1(z), ÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðÿäîâ (3.5) è (3.6), îïðåäå-

ëÿþùèõ ýòè �óíêöèè. Êðîìå òîãî, �óíêöèè I0(z) è I1(z) ñâÿçàíû òîæäåñòâîì [8℄

I′1(z) + z−1I1(z) = I0(z) , z ∈ C . (3.7)

Ëåììà 2. Îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ

q∗(u, s) =
1

2
e−u/2

(
δ(s) + θ(s)e−s

(
I0(
√
2us) +

√
u

2s
I1(
√
2us)

))
(3.8)

ïî s ∈ R íàä îñíîâíûì ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà R (δ(s)
� îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè

ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà u > 0.
� Ôóíêöèè I0(z), I1(z) ïîëîæèòåëüíû ïðè z > 0, òî

1

2
e−u/2

(
I0(
√
2us) +

√
u

2s
I1(
√
2us)

)
> 0

ïðè u, s > 0. Êîý��èöèåíò e−u/2 > 0 ïðè δ(s) òàêæå ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ q∗(u, s) íåîòðèöàòåëüíà (íåîòðèöàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë îò

ïðîèçâåäåíèÿ å�å íà ëþáóþ íåîòðèöàòåëüíóþ îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ).

Ïðîâåðèì, ÷òî îíà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó. Ïðîèíòåãðèðóåì �óíêöèþ q∗(u, s) ïî s îò
0 äî ∞. Èñïîëüçóÿ (3.5), èìååì

∞∫

0

e−sI0(
√
2us )ds =

∞∑

n=0

1

(n!)2

∞∫

0

e−s
(√

us

2

)2n

ds =
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=
∞∑

n=0

1

(n!)2

(u
2

)n ∞∫

0

e−ssnds =
∞∑

n=0

1

n!

(u
2

)n
= eu/2 .

Òî÷íî òàêæå ïîëó÷àåì

∞∫

0

e−s
√

u

2s
I1(

√
2us )ds =

∞∑

n=0

1

n!(n+ 1)!

∞∫

0

e−s
√

u

2s

(√
us

2

)2n+1

ds =

=

∞∑

n=0

1

n!(n + 1)!

(u
2

)n+1
∞∫

0

e−ssnds =

∞∑

n=0

1

(n+ 1)!

(u
2

)n+1

= eu/2 − 1 .

Èíòåãðèðóÿ ïëîòíîñòü (3.8) îò 0 äî ∞, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ �îðìóë, èìååì

∞∫

−∞

q∗(u, s)ds =
1

2


1 +

∞∫

0

e−s
(
I0

(√
us

2

)
+

√
u

2s
I1

(√
us

2

))
ds


 =

=
1

2
e−u/2

[
1 + eu/2 + eu/2 − 1

]
= 1 ,

÷òî óêàçûâàåò íà íîðìèðîâàííîñòü ïëîòíîñòè q∗(u, s),

∞∫

−∞

q∗(u, s)ds = 1 . � (3.9)

Ââåä�åì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

D∗(u, s) = Re

i∫

−i,z∈C+

exp[i
(u
z
− sz

)
]dz , (3.10)

ãäå C+ = {z ∈ C : |z| = 1,Rez ≥ 0}. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 3. Èìååò ìåñòî �îðìóëà

D∗(u, s) = −π
√
u

s
I1(2

√
us) . (3.11)

� Äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèþ D∗(u, s) ïî u ïîëó÷èì

∂2

∂u2
D∗(u, s) = −Re

i∫

−i,z∈C+

z−2 exp[−isz] exp[iuz−1]dz .
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Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì, ñîãëàñíî (3.10),

∂2

∂u2
D∗(u, s) = Re(iu)−1

i∫

−i,z∈C+

exp[−isz]d (exp[iuz−1]) =

= Re(iu)−1(es−u − eu−s) +
s

u
Re

i∫

−i,z∈C+

exp[−isz] exp[iuz−1]dz =
s

u
D∗(u, s) .

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ D∗(u, s) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂2

∂u2
D∗(u, s)−

s

u
D∗(u, s) = 0 . (3.12)

Êðîìå òîãî,

D∗(0, s) = Re

i∫

−i,z∈C+

exp[−isz]dz = Re
i

s
(es − e−s) = 0 , (3.13)

(
∂

∂u
D∗(u, s)

)

u=0

= −Im
i∫

−i,z∈C+

z−1 exp[−isz]dz = −Re
π/2∫

−π/2

exp
(
−iseiϕ

)
dϕ = −π .

(3.14)
Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äè�-

�åðåíöèðîâàíèå (∂D∗(u, s)/∂u)u=0 ïî ïàðàìåòðó s äà�åò

∂

∂s

(
∂

∂u
D∗(u, s)

)

u=0

= Re i

π/2∫

−π/2

eiϕ exp
(
−iseiϕ

)
dϕ = Re

i∫

−i

exp(−isz) dz = 0 .

Òîãäà, ââèäó íåçàâèñèìîñòè (∂D∗(u, s)/∂u)u=0 îò s, âû÷èñëåíèå ýòîé ïîñòîÿííîé ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â (3.14) ïðè s = 0.
Èòàê, âû÷èñëåíèå �óíêöèè D∗(u, s) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (3.12) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.14) ïðè ó÷�åòå å�å îãðàíè÷åííîñòè

ïî u. Çàìåíà àðãóìåíòà z =
√
4us â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè è ââåäåíèå íîâîé

�óíêöèè X(z) ïî �îðìóëå D∗(u, s) = zX(z) ñâîäèò ýòî óðàâíåíèå ê ìîäè�èöèðîâàííî-
ìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ,

d2

dz2
X(z) +

1

z

d

dz
X(z) −

(
1 +

1

z2

)
X(z) = 0 , (3.15)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîäè�èöèðîâàííûõ

�óíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, èìåþùèõ ïîðÿäîê åäèíèöà. Ýòè �óíêöèè
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îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî I1(z) è K1(z) (�óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà), ãäå �óíêöèÿ I1(z)
îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (3.5). Òîãäà,

X(z) = AI1(z) + BK1(z) , (3.16)

ãäå A,B � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íóæíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3.12), ñóùåñòâåííî òîëüêî òî, ÷òî äëÿ �óíêöèè K1(z) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

�îðìóëà

K1(z) = I1(z) ln
(z
2

)
+

1

z
+ O(z) , z → 0 . (3.17)

Ôóíêöèÿ D∗(u, s), íà îñíîâàíèè (3.16), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

D∗(u, s) = z (AI1(z) + BK1(z)) .

Èç óñëîâèÿ (3.13) è ñâîéñòâà (3.17) çàêëþ÷àåì, ÷òî B = 0, òàê êàê z = 0 ïðè u = 0 è
I1(0) = 0,

D∗(0, s) = B lim
z→0

zK1(z) = B .

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ∂z2/∂u = 4s è I1(z) = z/2 + o(z2) ïðè z → 0, èç (3.14) ñëåäóåò

(
∂

∂u
D∗(u, s)

)

u=0

=
A

2

(
∂z2

∂u

)

u=0

= 2As ,

è, ïîýòîìó, A = −π/2s. Òîãäà

D∗(u, s) = −
( π
2s

)
zI1(z) = −π

√
u

s
I1
(
2
√
us
)
. �

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè q∗(u, s),

q∗(u, s) =
1

2
e−u/2

(
δ(s)− θ(s)

π
e−s
(
1 + 2

∂

∂u

)
D∗(u/2, s)

)
. (3.18)

� Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà

QD∗(u, s) =

(
1 + 2

∂

∂u

)
D∗(u/2, s)

ïîëîæèì z =
√
2us è ïðåäñòàâèì, íà îñíîâàíèè (3.11),

D∗(u/2, s) = − π

2s
zI1(z) .

Òàê êàê ∂/∂u = (s/z)∂/∂z, òî

2
∂D∗(u/2, s)

∂u
= −π

z

∂

∂z
[zI1(z)] = −πI0(z) ,
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ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì (3.7). Ñëåäîâàòåëüíî,

QD∗(u, s) = −π
[√

u

2s
I1

(√
2us
)
+ I0

(√
2us
)]

.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â îïðåäåëåíèå (3.8) ïëîòíîñòè q∗(u, s) äà�åò íàì �îðìóëó

(3.18). �

Îïðåäåëèì �óíêöèþ

Uλ,µ(u, s, z) = z−1
(
iµ+ zλ

)
exp[−isµzλ] exp[iµ(u/2)z−λ] , (3.19)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ïðè âûäåëåíèè δ-îñîáåííîñòè èç ïëîòíîñòè q(t, x).

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ

D∗∗(u, s) = lim
M→∞

Re
∑

λ=±1

λ

M∫

iM,z∈C+(M)

Uλ,−λ(u, s, z)dz , u > 0 , (3.20)

C+(M) = {z ∈ C : |z| =M}, ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé �óíêöèåé íàä îñíîâíûì ïðîñòðàíñò-

âîì, ñîñòîÿùèì èç íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé íà R. Îíà ðàâíà

D∗∗(u, s) = πδ(s) , (3.21)

ãäå δ(s) � îáîáù�åííàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà.
� Âûðàæåíèå (3.20) ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ

Dm,λ(u, s) =

M∫

iM,z∈C+(M)

z−m exp
[
isλzλ

]
exp

[
−iλuz−λ/2

]
dz

÷åòûð�åõ òèïîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ çíà÷åíèÿìè m = 0, λ = 1; m = 1, λ = ±1; m = 2, λ =
−1. �àññìîòðèì âêëàäû êàæäîãî èç íèõ ïðè M → ∞. Äëÿ èíòåãðàëà ïðè m = 2 ïðè

ïåðåõîäå ê èíòåãðèðîâàíèþ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z = Meiϕ, ãäå ϕ èçìåíÿåòñÿ îò

π/2 äî 0, ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣∣∣∣∣

M∫

iM,z∈C+(M)

z−2 exp[−is/z] exp[iuz/2]dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ M−1

π/2∫

0

exp[(s/M − uM/2) sinϕ]dϕ <
π

2M
,

(3.22)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò èíòåãðàë íå äà�åò âêëàä â D∗∗(u, s) ïðè M → ∞, òàê êàê u > 0.

Äëÿ îöåíêè âêëàäà èíòåãðàëîâ D1,λ(u, s), λ = ±1 ïðè M → ∞, âûäåëèì ïðîèçâîëü-

íûé ñåêòîð ñ arg z ∈ [0, ǫ], 0 < ǫ < π/2. Èíòåãðàë ïî äóãå C+(M) âíå ýòîãî ñåêòîðà
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ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ = ±1, ââèäó îöåíêè, àíàëîãè÷íîé òîé, ÷òî ïðèâå-
äåíà âûøå, ∣∣∣∣∣∣∣

Meiǫ∫

iM,z∈C+(M)

z−1 exp
[
isλzλ

]
exp

[
−iλu/2zλ

]
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
π/2∫

ǫ

exp
[
−λ(sMλ − u/2Mλ) sinϕ

]
dϕ <

(π
2
− ǫ
)
exp

[
−λ
(
sMλ − u/2Mλ

)]

ïðè λ = ±1. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè M → ∞, òàê êàê u, s ≥ 0.
Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ïî äóãå ñ arg z ∈ [0, ǫ] îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∣∣∣∣∣∣∣

M∫

Meiǫ,z∈C+(M)

z−1 exp
[
isλzλ

]
exp

[
−iλu/2zλ

]
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
ǫ∫

0

exp
[
−λ(sMλ − u/2Mλ) sinϕ

]
dϕ < ǫ exp[ǫmax{s, u/2}/M ] ,

è, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ǫ > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî, äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëû ñ m = 1 íå

äàþò âêëàäà â D∗∗(u, s) ïðè M → ∞ è îáîèõ çíà÷åíèÿõ λ = ±1.
�àññìîòðèì, íàêîíåö, èíòåãðàë ñ m = 0, êîòîðûé ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

M∫

iM,z∈C+(M)

exp[i(sz−u/2z)]dz =

M∫

iM

exp[isz]dz +

M∫

iM,z∈C+(M)

exp[isz] (exp[−iu/2z]− 1) dz =

= (is)−1
(
eisM − e−sM

)
+ (is)−1

(
eisM [exp(−iu/2M)− 1] − e−sM [exp(−u/2M)− 1]

)
−

− (iu/2)

M∫

iM,z∈C+(M)

exp[i(sz − u/2z)]
dz

z2
, (3.23)

ãäå â ïåðâîé ñòðîêå, ââèäó àíàëèòè÷íîñòè ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè, ìû íå óêàçûâàåì

ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå ñïðàâà, à âòîðîé èíòåãðàë, ñòîÿùèé ñïðàâà,

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ÷àñòÿì. Òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (3.23),

ñîãëàñíî (3.22), îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì π/2M , òî �îðìóëà (3.23) ïðèâîäèò ê ñëåäó-

þùåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðè M → ∞ çíà÷åíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà

M∫

iM,z∈C+(M)

exp[i(sz − u/2z)]dz ∼ (is)−1eisM , M → ∞ . (3.24)
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Çàìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ îáîáù�åííûõ �óíêöèé íàä îñíîâíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòî-

ðîå ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ íà R �óíêöèé, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

πs
lim
M→∞

sin sM =
1

π
lim
M→∞

M∫

0

cos sy dy =
1

2π

∞∫

−∞

cos sy dy = δ(s) .

Ïîýòîìó, èç îïðåäåëåíèÿ (3.20) è (3.24) ñëåäóåò (3.21), òàê êàê

D∗∗(u, s) = 2 lim
M→∞

Re(is)−1eisM = 2 lim
M→∞

s−1 sin sM = 2πδ(s) . �

Ââåä�åì �óíêöèþ

D(u, s;M) =
∑

λ,µ=±1

λ

∫

C(M)

(
iµ+ zλ

)
exp

[
−isµzλ

]
exp

[
iuµz−λ/2

] dz
z
, (3.25)

ãäå C(M) � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z, ñîñòîÿùèé èç äóãè åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè ïðè èçìåíåíèè óãëà îò π/2 äî 0 è ëó÷à [1,M ], Im (z) = 0.

Ëåììà 5. Äëÿ �óíêöèè D(u, s) = lim
M→∞

ReD(u, s;M) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

D(u, s) = 2 (πδ(s)− QD∗(u, s)) . (3.26)

� Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäÿùèõ â (3.25) èíòåãðàëîâ, èñïîëüçóÿ

íåçàâèñèìîñòü èõ çíà÷åíèé îò òàêèõ äå�îðìàöèé êîíòóðà C(M), ïðè êîòîðûõ ïóòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ íå ïåðåñåêàåò òî÷êó z = 0, â êîòîðîé ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ èìåþò
ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü. Ïðè λµ = −1 èíòåãðèðîâàíèå ïî êîíòóðó C(M) çàìåíèì íà

èíòåãðèðîâàíèå ïî îòðåçêó íà îñè Re (z) = 0, M > 0 îò òî÷êè i äî òî÷êè iM è, äàëåå,

ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà M ñ èçìåíåíèåì arg z îò π/2 äî 0. Äëÿ èíòåãðàëîâ â (3.24)
ñ λµ = 1 àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò â äå�îðìàöèè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ

C(M) â êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç äóãè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ èçìåíåíèåì arg z îò π/2 äî
−π/2, çàòåì, èç îòðåçêà íà îñè Re (z) = 0 îò òî÷êè −i äî òî÷êè −iM è, íàêîíåö, èç äóãè

îêðóæíîñòè ðàäèóñà M ñ èçìåíåíèåì arg z îò −π/2 äî 0.§) Îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
èíòåãðàëîâ â �îðìóëå (3.25) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì,

D(u, s;M) =
∑

λ=±1

λ




−i∫

i,z∈C+

+

−iM∫

−i,Re (z)=0

+

M∫

−iM,z∈C+(M)


Uλ,λ(u, s, z) dz +

§
Òàêîé âûáîð äå�îðìàöèè êîíòóðà C(M) ïðîäèêòîâàí òåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïðè

|z| → ∞, ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðè ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèÿõ

λ, µ, à ïðè íåñîâïàäàþùèõ èõ çíà÷åíèÿõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî z.
Ýòî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå, äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ óñëîâèÿ Æîðäàíà è, ïîýòîìó, èíòåãðàëû ïî äóãàì

ïîëóîêðóæíîñòè C+(M) èñ÷åçàþò ïðè M → ∞.
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+
∑

λ=±1

λ




iM∫

i,Re (z)=0

+

M∫

iM,z∈C+(M)


Uλ,−λ(u, s, z) dz , (3.27)

Ñãðóïïèðóåì èíòåãðàëû â �îðìóëå (3.27) èíûì îáðàçîì

D(u, s;M) =
∑

λ=±1

λ

−i∫

i,z∈C+

Uλ,λ(u, s, z)dz +

+
∑

λ=±1

λ




M∫

iM,z∈C+(M)

Uλ,−λ(u, s, z)dz +

M∫

−iM,z∈C+(M)

Uλ,λ(u, s, z)dz


 +

+



∑

λ=±1

λ

iM∫

i,Re (z)=0

Uλ,−λ(u, s, z)dz +
∑

λ=±1

λ

−iM∫

−i,Re (z)=0

Uλ,λ(u, s, z)dz


 ≡

≡ D(1)(u, s) + D(2)(u, s;M) + D(3)(u, s;M) , (3.28)

ãäå â ïîñëåäíåé ñòðîêå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âûðàæåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðî-

êàõ, ñîãëàñíî ïîðÿäêó èõ çàïèñè. �àññìîòðèì âêëàäû ýòèõ ãðóïï ñëàãàåìûõ ïî îòäåëü-

íîñòè.

Íà÷í�åì ñ ïîñëåäíåé ãðóïïû. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé z → −z â èíòåãðàëàõ

âòîðîé ñóììû ýòîé ãðóïïû. Ââèäó (−z)λ = −zλ ïðè λ = ±1, âûïîëíÿåòñÿ

Uλ,−λ(u, s,−z) = −z−1
(
−iλ + (−z)λ

)
exp[isλ(−z)λ] exp[−iλ(u/2)(−z)−λ] =

= −z−1
(
−iλ− zλ

)
exp[−isλzλ] exp[iλ(u/2)z−λ] =

= z−1
(
iλ + zλ

)
exp[−isλzλ] exp[iλ(u/2)z−λ] = Uλ,λ(u, s, z) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, âòîðàÿ ñóììà ïðåîáðàçóåòñÿ â ïåðâóþ ñóì-

ìó âûðàæåíèÿ D(3)(u, s;M), âçÿòóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà

èíòåãðàëîâ â (3.28) äà�åò íóëåâîé âêëàä, D(3)(u, s;M) = 0.
�àññìîòðèì äàëåå èíòåãðàëû âòîðîé ãðóïïû. Ïàðû èíòåãðàëîâ ïðè êàæäîì �èê-

ñèðîâàííîì λ â ýòîé ãðóïïå ïðåäñòàâëÿþò êîìïëåêñíî ñîïðÿæ�åííûå äðóã ê äðóãó çíà-
÷åíèÿ. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì óáåæäàåìñÿ, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

z ⇒ z′ = z∗ âî âòîðîì èíòåãðàëå, çàêëþ÷�åííîì â ñêîáêè è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî

Uλ,−λ(u, s, z
∗) = (z∗)−1

(
−iλ+ (z∗)λ

)
exp

[
isλ(z∗)λ

]
exp

[
−iλu(z∗)−λ/2

]
=

=
(
z−1

(
iλ+ zλ

)
exp

[
−isλzλ

]
exp

[
iλuz−λ/2

])∗
= [Uλ,λ(u, s, z)]

∗ ,

è, ïîýòîìó,

M∫

iM,z∈C+(M)

Uλ,−λ(u, s, z)dz =

M∫

−iM,z∈C+(M)

Uλ,−λ(u, s, (z
′)∗)(dz′)∗ =
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=

M∫

−iM,z∈C+(M)

[Uλ,λ(u, s, z
′)]∗(dz′)∗ =




M∫

−iM,z∈C+(M)

Uλ,λ(u, s, z
′)dz′




∗

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïó èíòåãðàëîâ D(2)(u, s;M) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

D(2)(u, s;M) = 2
∑

λ=±1

λRe

M∫

iM,z∈C+(M)

Uλ,−λ(u, s, z)dz .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó M → ∞, ïîëó÷àåì

D(2)(u, s) = lim
M→∞

D2(u, s;M) = 2D∗∗(u, s) . (3.29)

Òîãäà, íà îñíîâàíèè Ëåììû 4,

D(2)(u, s) = 2πδ(s) . (3.30)

Ïåðâàÿ ãðóïïà èíòåãðàëîâ â (3.28) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåä�åì �óíê-

öèþ

Dλ(u, s) =

i∫

−i,z∈C+

zλ exp[−isλzλ] exp[iuλz−λ/2]dz
z
. (3.31)

Âûðàçèì ðàññìàòðèâàåìóþ ãðóïïó èíòåãðàëîâ â òåðìèíàõ ýòîé �óíêöèè

D(1)(u, s) =
∑

λ=±1

λ

−i∫

i,z∈C+

Uλ,λ(u, s, z)dz =
∑

λ=±1

λ

−i∫

i,z∈C+

(iλ+zλ) exp
(
−isλzλ + iλuz−λ/2

) dz
z

=

= −
∑

λ=±1

λ

(
Dλ(u, s) + 2

∂

∂u
Dλ(u, s)

)
. (3.32)

Èíòåãðàë Dλ(u, s) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

D∗
−λ(u, s) = −Dλ(u, s) ,

â êîòîðîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ϕ = arg z, z = eiϕ,

Dλ(u, s) = i

π/2∫

−π/2

eiλϕ exp[−isλeiλϕ] exp[iuλe−iλϕ/2]dϕ .

Óêàçàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî λ â (3.31) è íàïèñàòü

∑

λ=±1

λDλ(u, s) = 2ReD1(u, s) ,
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D(1)(u, s) = −2Re

(
D1(u, s) + 2

∂

∂u
D1(u, s)

)
=

= −2

(
D∗(u/2, s) + 2

∂

∂u
D∗(u/2, s)

)
= −2QD∗(u, s) .

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì (3.10). Îòñþäà è èç �îðìóë (3.28),(3.30) âìåñòå

ñ ðàâåíñòâîì D(3)(u, s) = 0, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó î ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû (3.26).

�

Òåîðåìà 4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ q(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

q(t+ x/α, x) =
1

2
e−νx/α

[
δ(t) +

+e−νtθ(t)
(
I0

(
2ν
√
xt/α

)
+
√
x/αt I1

(
2ν
√
xt/α

))]
. (3.33)

� Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü Q(t, x) = Pr{ε̃(t; ξ̃) ≥ x} ðàâíà íóëþ ïðè t < x/α, òàê
êàê íå ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 〈ζ̃(t); t ∈ R〉, äëÿ êîòîðûõ ðåàëè-

çóåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ̃ (x) < x/α. Êðîìå òîãî, äëÿ t > x/α, âåðîÿòíîñòü Q(t, x) ≥
e−νx/α/2 > 0. Ïîýòîìó, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q(t, x) è, ñëåäîâàòåëüíî, å�å ïëîòíîñòü
q(t, x) ïðîïîðöèîíàëüíû θ(t− x/α).

Íà îñíîâàíèè Ëåììû 5 è Ñëåäñòâèÿ Ëåììû 3, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (3.18) è (3.26),

íàõîäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

q∗(u, s) =
1

4π
e−(s+u/2)D(u, s) (3.34)

äëÿ ëþáîãî δ > 0, ãäå �óíêöèÿ D(u, s) îïðåäåëÿåòñÿ (3.25). �àññìîòðèì ñóììó èíòå-

ãðàëîâ

∑

λ,µ=±1

λ

M∫

0

(
λ+

(iµ+ v)√
v2 − 1 + i0

)
exp

[
−isµ

(
v + λ

√
v2 − 1 + i0

)]
×

× exp
[
iµ(u/2)

(
v − λ

√
v2 − 1 + i0

)]
dv . (3.35)

Ìàëûå ñìåùåíèÿ +i0 ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ v â ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèÿõ â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîäÿòñÿ ñ öåëüþ îäíîçíà÷íîãî âûáîðà âåòâè êâàäðàòíîãî êîð-

íÿ â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè. Ýòà âåòâü âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çíà÷å-

íèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ

√
v2 − 1 áûëî ïîëîæèòåëüíûì ïðè v2 > 1. Ïðè ýòîì ðàçðåç íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè v ïðîõîäèò ïî îòðåçêó [−1, 1] äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ïðîèçâåä�åì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z = v +
√
v2 − 1 + i0, äëÿ êîòîðîé

z−1 = v −
√
v2 − 1 + i0, v = (z2 + 1)/2z, dv = [(z2 − 1)/2z2] dz â èíòåãðàëàõ ýòîé ñóììû

òàê, ÷òî èíòåãðàëû ïî v îò òî÷êè 1 äîM ïåðåéäóò â èíòåãðàëû ïî z ïî òîìó æå îòðåçêó,
à èíòåãðàëû ïî v îò 0 äî 1, êîãäà z = v +

√
−|1− v2|+ i0 = v + i

√
|v2 − 1|, |z|2 = 1,

ïåðåéäóò â èíòåãðàëû ïî z ïî äóãå C+ îò òî÷êè i äî òî÷êè 1. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìå-

íû, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà èíòåãðàëîâ ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó èíòåãðàëîâ, ñòîÿùóþ â



152 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (3.25), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò �óíêöèþ D(u, s;M). Ïîýòîìó, ñóììà
(3.35) ðàâíà óêàçàííîé �óíêöèè,

D(u, s;M) =
∑

λ,µ=±1

M∫

0

(
1 +

λ(iµ+ v)√
v2 − 1 + i0

)
exp

[
−isµ

(
v + λ

√
v2 − 1 + i0

)]
×

× exp
[
iµ(u/2)

(
v − λ

√
v2 − 1 + i0

)]
dv . (3.36)

Çàìåíèì ïåðåìåííûå ñóììèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà λµ⇒ λ,

D(u, s;M) =
∑

λ,µ=±1

M∫

0

(
1 +

λ(i+ µv)√
v2 − 1 + i0

)
exp

[
−is

(
µv + λ

√
v2 − 1 + i0

)]
×

× exp
[
i(u/2)

(
µv − λ

√
v2 − 1 + i0

)]
dv (3.37)

è âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå ïî µ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

v ⇒ −v â èíòåãðàëå ñî çíà÷åíèåì µ = −1. ¶) Ïðè ýòîì èíòåãðàë ñ óêàçàííûì çíà÷åíèåì

µ ïåðåõîäèò â èíòåãðàë ñî çíà÷åíèåì µ = 1, íî ïî ïîëóîñè v ∈ (−∞, 0]. Ñóììà ïî µ
ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì îáîèõ èíòåãðàëîâ è, ïîýòîìó,

‖)

D(u, s;M) =
∑

λ=±1

M∫

−M

(
1 +

λ(i+ v)√
v2 − 1 + i0

)
exp

[
−is

(
v + λ

√
v2 − 1 + i0

)]
×

× exp
[
i(u/2)

(
v − λ

√
v2 − 1 + i0

)]
dv (3.38)

èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ,

D(u, s;M) =
∑

λ=±1

M∫

−M

exp[iv(u/2− s)]

(
1 +

λ(i+ v)√
v2 − 1 + i0

)
×

× exp
[
−iλ(u/2 + s)

√
v2 − 1 + i0

]
dv =

¶
Çàìåòèì, ÷òî â èíòåãðàëå ïî îòðåçêó [1,M ] ñìåùåíèå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà i0 ìîæíî îïóñòèòü,

òàê êàê ðàçðåç íàìè ïðîâåäåí ïî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è íà îòðèöàòåëüíîé îñè êâàäðàòíûé êîðåíü

îïðåäåë�åí îäíîçíà÷íî.

‖
Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (3.38) âåä�åò ñåáÿ ðàçëè÷íûì

îáðàçîì ïðè v → ∞ è v → −∞. Â îäíîì ñëó÷àå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è, òåì ñàìûì, äà�åò ñõîäÿùååñÿ

âûðàæåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ, à â äðóãîì ñëó÷àå � ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà. Ïîýòîìó, ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ýòîé ðàñõîäèìîñòè, óäîáíî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

ñóììû

M∫

−M

=

M∫

0

+

0∫

−M

.
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= 2

M∫

−M

exp[iv(u/2− s)]
(
cos
[
(u/2 + s)

√
v2 − 1 + i0

]
−

− iv − 1√
v2 − 1 + i0

sin
[
(u/2 + s)

√
v2 − 1 + i0

])
dv ,

Èñïîëüçóÿ ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, íà îñíîâàíèè �îðìóëû (3.34), ïîëó÷àåì

q∗(u, s− u/2) =
e−s

2π
lim
M→∞

M∫

−M

exp[iv(u− s)]
(
cos
[
s
√
v2 − 1 + i0

]
+

+
1− iv√

v2 − 1 + i0
sin
[
s
√
v2 − 1 + i0

])
dv (3.39)

äëÿ s ∈ (−δ,∞). Çäåñü ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå. Îí îïðåäåëÿåò îáîáù�åííóþ

�óíêöèþ íàä ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

δ-�óíêöèîííóþ îñîáåííîñòü. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé �îðìóëå ñìåùåíèå i0 ìîæíî îïó-

ñòèòü, òàê êàê îáà ñëàãàåìûõ â ïîäèíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ÷�åòíûìè

�óíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî

√
v2 − 1 + i0 è, ïîýòîìó, íà ñàìîì äåëå, òî÷êè âåòâëåíèÿ â

ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îòñóòñòâóþò. Îïóñòèâ ýòè ñìåùåíèÿ, ïåðåéä�åì â èíòå-

ãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (3.39) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îñè {y = iv + 0; v ∈ R},

q∗(u, s−u/2) =
e−s

2πi
lim
M→∞

iM+0∫

−iM+0

exp[y(u−s)]
(
ch
[
s
√
y2 + 1

]
+

1− y√
y2 + 1

sh
[
s
√
y2 + 1

])
dy =

=
e−s

2πi
lim
M→∞

∂

∂u

iM+0∫

−iM+0

exp[y(u− s)]

(
ch
[
s
√
y2 + 1

]
+

1− y√
y2 + 1

sh
[
s
√
y2 + 1

]) dy

y
=

=
e−s

2πi

∂

∂u

i∞+0∫

−i∞+0

exp[y(u− s)]

(
ch
[
s
√
y2 + 1

]
+

1− y√
y2 + 1

sh
[
s
√
y2 + 1

]) dy

y
, (3.40)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, ïîíèìàåìîãî êàê ñëàáûé ïðå-

äåë ïðè M → ∞, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò îáîáù�åííîé �óíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ýòèì ïðåäåëîì. Âûðàçèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ â ïåðåìåííûõ s = νt è
u = 2xν/α, ∂(·)/∂u = (α/2ν)∂(·)/∂x. Â ðåçóëüòàòå, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòå-

ãðèðîâàíèÿ 2νy/α⇒ y, ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü q(x, t) â ñëåäóþùåì âèäå

νq∗ (2νx/α, ν (t− x/α)) = α
e−νt

4πi

∂

∂x

i∞+0∫

−i∞+0

exp[y(x− αt/2)] (ch [t ω(y)]+

+
ν − αy/2

ω(y)
sh [t ω(y)]

)
dy

y
, (3.41)
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ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé (2.7),

ω(y) =
(
ν2 + (αy/2)2

)1/2
.

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü �îðìóëû (3.41) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ �îðìóëû (3.3) ïðè x = E è

t > −0, ãäå ïëîòíîñòü q(x, t) îòëè÷íà îò íóëÿ, íàõîäèì, ÷òî

q(t, x) = νq∗ (2νx/α, ν (t− x/α)) .

Ïîäñòàâèâ ÿâíîå âûðàæåíèå (3.8) ïëîòíîñòè q∗(u, s) è ó÷èòûâàÿ νδ(νt) = δ(t), ïîëó÷àåì,
ïðè óêàçàííûõ âûðàæåíèÿõ u è s, �îðìóëó (3.33). �
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PROBABILITY DISTRIBUTION OF FIST PASSAGE TIME

OF ENERGY FUNCTIONAL

ON DICHOTOMIC RANDOM PROCESS TRAJECTORIES

M.I. Abramova, Yu.P. Virhenko

Belgorod National Researh University,

e-mail: abramova_m�bsu.edu.ru

Abstrat. Probability distribution Q(t, E) of random �rst passage time τ̃(E) of level E attainment

of energy funtional ε̃(t; ξ̃) is studied. Spei�ed problem is investigated when the intensity ξ̃(t) =

dε̃(t; ξ̃)/dt is the dihotomi random proess. For the density q(t, E) = dQ(x, t)/dt, the integral
representation is found in terms of speial funtions.

Key words: instant of level attainment, dihotomi proess, �rst passage time problem, integral

approximation, markovian proess, probability distribution density, energy funtional.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì ìîäåëèðîâàíèÿ

â îáëàñòè ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ñóòü ïîäõîäà ñîñòîèò â çàìåíå ñïëîøíîé

äå�îðìèðóåìîé ñðåäû ýêâèâàëåíòíîé ïî �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñèñòåìîé âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. �åøåíèå äëÿ ýòèõ ÷àñòèö ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì �àêòîðà çàòóõàíèÿ ïðèâîäèò â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ê ñòàòè÷åñêèì çàäà÷àì

ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷àì êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, ìåíÿÿ ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, èìèòèðî-

âàòü òàêèå ñâîéñòâà äå�îðìèðóåìûõ ñðåä, êàê óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, âÿçêî-óïðóãîñòü è

ò.ä. Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñìîäåëèðîâàòü òàêîé �àêòîð êàê áîëüøèå äå�îð-

ìàöèè, êîãäà �èçè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ñðåäû âåñüìà ñóùåñòâåííû. Ïðèâî-

äÿòñÿ ðàñ÷åòû è ñðàâíåíèÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè (çàäà÷à î

äå�îðìàöèè ïîäâåøåííîé óïðóãîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè, çàäà÷à î ïðîãèáå áàëêè

ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ îïèðàíèÿ è ò.ä.). �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðåäëàãà-

åìîìó àëãîðèòìó ïîêàçàëè åãî ý��åêòèâíîñòü, ò.ê. ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åñòü â ðàìêàõ

åäèíîãî ïîäõîäà òàêèå �àêòîðû, êàê �èçè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, áîëüøèå

ïåðåìåùåíèÿ è äå�îðìàöèè, äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû è ò.ä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä äèíàìè÷åñêèõ ÷àñòèö, óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, ãåîìåòðè÷åñêàÿ

è �èçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Êàê èçâåñòíî [1℄, îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ èìåþò âèä

G∆ui + (λ+G)
∂θ

∂xi
+Xi = 0 , i = 1, 2, 3,

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
, λ = K − 2

3
G > 0 ,

θ =
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

.

(1)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ñîãëàñíî âòî-

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 12-07-00624 à,

� 13-07-01003 à.
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ðîìó çàêîíó Íüþòîíà, î÷åâèäíî, çàïèøåòñÿ â âèäå:

G∆ui + (λ+G)
∂θ

∂xi
+Xi = ρ

∂2ui
∂t2

, i = 1, 2, 3,

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
, λ = K − 2

3
G,

θ =
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

.

(2)

Åñòåñòâåííî, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (??) íàðÿäó ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà:

ui (x1, x2, x3, t)( |t=0) = u0i (x1, x2, x3) ,

u̇i (x1, x2, x3, t)( |t=0) = v0i (x1, x2, x3) .
(3)

Çäåñü v0i � ñêîðîñòü ÷àñòèö ñïëîøíîé ñðåäû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, u0i � íà÷àëüíîå
ïåðåìåùåíèå òî÷êè îáëàñòè â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè, u̇i (x1, x2, x3, t) îçíà÷àåò ïðîèç-
âîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îòìåòèì îòäåëüíî ïîñòàíîâêó òåïëîâûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Åñëè ñïðàâåäëèâ

ýêñïåðèìåíòàëüíûé çàêîí Äþãàìåëÿ-Íåéìàíà î ëèíåéíîì ðàñøèðåíèè îáúåìà ñïëîø-

íîé ñðåäû â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ òåìïåðàòóðû, òî çàêîí �óêà â ýòèõ óñëîâèÿõ çàïèøåòñÿ

â âèäå:

σij −K (θ − 3αT ) δij = 2G

(
εij −

θ

3
δij

)
. (4)

Çäåñü α � êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T = T (x1, x2, x3). Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (4) â îñíîâíûå óðàâíå-
íèÿ âèäà (1) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T è êîý��èöèåíòà ëè-

íåéíîãî ðàñøèðåíèÿ α.
�åîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûìè ìîäåëÿìè òåîðèè óïðóãîñòè òðàäèöèîííî íàçûâàþò

ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå áîëüøèå äå�îðìàöèè, êîòîðûå ìîãóò äîõîäèòü äî 100 ïðîöåí-

òîâ è áîëüøå. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþùèå çàêîíû òàêæå ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè, ò.å.

íåëüçÿ ñ÷èòàòü èõ óäîâëåòâîðÿþùèìè çàêîíó �óêà. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè

ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ íå ðàçëè÷àþòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò äî è ïîñëå äå�îðìàöèè.

Êðîìå òîãî, â �îðìóëàõ Êîøè, ñâÿçûâàþùèõ êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè ñ ïåðå-

ìåùåíèÿìè, ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû. Â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé

ìîäåëè ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äå�îðìà-

öèè ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ ó÷èòûâàþò òàêæå êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå. Ôîðìóëà Êîøè â

ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xk

· ∂uj
∂xk

)
, i, j, k = 1, 2, 3. (5)

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè óïðóãîñòè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå

ìîäåëè îáëàäàþò ñâîéñòâîì íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ
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îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ïîñëå ïðèëîæåíèÿ çíà÷èòåëüíûõ íàãðóçîê ïî-

ñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèêëàäûâàþò ê äå�îðìèðóåìîé êîíñòðóêöèè âíåøíþþ

íàãðóçêó ìàëûìè äîçàìè, îïðåäåëÿÿ êàæäûé ðàç íîâîå ïîëîæåíèå åå ðàâíîâåñèÿ. Òà-

êîé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, êîãäà áóäåò äîñòèãíóòà çàäàííàÿ íàãðóçêà è ïðè ýòîì áóäåò

íàéäåíî ïîëîæåíèå êîíñòðóêöèè ïîñëå ïðèëîæåíèÿ âíåøíèõ ñèë. Òàêîé ïîäõîä ïîç-

âîëÿåò ëèíåàðèçîâàòü çàäà÷ó äëÿ êàæäîãî øàãà íàãðóæåíèÿ. Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî òàêèì ñïîñîáîì,

ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé ïðîáëåìîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå çàäà÷è

ÿâëÿþòñÿ òàêæå è �èçè÷åñêè íåëèíåéíûìè è èõ ðåøåíèå äàæå ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìà-

òè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ äå�îðìèðóåìûõ ñïëîøíûõ ñðåä ïîä äåéñòâèåì íàãðóçîê ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ÷àñòèö àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äå-

ëàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêèõ ÷àñòèö

[2℄ ñîñòîèò â çàìåíå óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû ñèñòåìîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñî-

áîé ÷àñòèö, æåñòêîñòíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèì õàðàê-

òåðèñòèêàì èçó÷àåìîé ðåàëüíîé ñðåäû. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåîáõîäèìî ðàññðåäîòî÷èòü

îáùóþ ìàññó ñïëîøíîé ñðåäû ïî äèñêðåòíûì òî÷êàì. Ñîïðîòèâëåíèå íà ðàñòÿæåíèå è

ñæàòèå îáðàçöà, âûïîëíåííîãî èç òàêèõ äèñêðåòíûõ ÷àñòèö, äîëæíî áûòü ýêâèâàëåíòíî

ïî �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ðåàëüíîìó ñîïðîòèâëåíèþ ñïëîøíîãî ïðîòîòèïà.

Êðîìå òîãî, äèñêðåòíûé îáðàçåö äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì ïîïåðå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ

ïðè ðàñòÿæåíèè, ò.å. èìåòü îïðåäåëåííûé êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Ïîñëå òàêîé çàìåíû

ðåàëüíîé ñïëîøíîé ñðåäû ìîæíî èçó÷èòü äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèñêðåòíîé ñèñòåìû

íà îñíîâå óðàâíåíèé âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ êîëåáàòåëüíîãî ïðî-

öåññà. Òîãäà ñòàöèîíàðíîå, íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè, ñîñòîÿíèå äèñêðåòíîé ñèñòåìû ïîä

äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ íàãðóçîê áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîìó ñòàòè÷åñêîìó ñîñòî-

ÿíèþ äå�îðìèðóåìîé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì òåõ æå íàãðóçîê. Â ýòîì ñîñòîèò îñíîâíàÿ

èäåÿ ìåòîäà äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ÷àñòèö.

Â ñâÿçè ñ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëüþ, ñëåäóåò èçó÷èòü ñëåäóþùèå âîïðîñû. Òàê êàê

ñïëîøíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, íåîáõîäèìî

íàéòè ýêâèâàëåíòû òàêèì óïðóãèì êîíñòàíòàì êàê ìîäóëü Þíãà, êîý��èöèåíò Ïóàñ-

ñîíà, ìîäóëü ñäâèãà è ìîäóëü îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ èçîòðîïíîé ñïëîøíîé ñðåäû.

Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè òàêæå íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü âîïðîñû äå�îðìèðîâàíèÿ

íåóïðóãèõ ñïëîøíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ. Èçâåñòíî, ÷òî ýòè çà-

äà÷è (�èçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå ïðîáëåìû òåîðèè óïðóãîñòè) ÿâëÿþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêè âåñüìà ñëîæíûìè ââèäó èõ ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè. Íàì ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ, ÷òî ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû ïî åäèíîìó àëãîðèòìó, åñëè áóäóò äîëæíûì

îáðàçîì âûáðàíû ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äèñêðåòíûìè ÷àñòèöàìè, èìèòèðóþ-

ùèìè �èçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, ò.å. îòêëîíåíèå îò çàêîíà �óêà. Êðîìå òîãî, íà íàø

âçãëÿä, íå ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, ÷òîáû ó÷åñòü áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ

ñïëîøíîé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê. Íàêîíåö, äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåî-

ðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè, ìîãóò áûòü ðåøåíû áåç äîïîëíè-

òåëüíûõ óñèëèé, òàê êàê ìåòîä äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò íàõîäèòü

ñîñòîÿíèÿ àíñàìáëÿ ÷àñòèö â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.
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Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà äåëàþò åãî âåñüìà àêòóàëüíûì è îáùèì

äëÿ ðåøåíèÿ ëþáûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, âêëþ÷àÿ çàäà÷è

êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ çàêîí �óêà, �èçè÷åñêè íåëèíåé-

íûå çàäà÷è ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ, êîãäà íå èìååò ìåñòî çàêîí �óêà, ãåîìåòðè÷å-

ñêè íåëèíåéíûå çàäà÷è, êîãäà äå�îðìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû ìîãóò áûòü áîëüøèìè, à

�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà - íåëèíåéíûìè, à òàêæå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè

óïðóãîñòè.

�èñ. 1. �àñòÿæåíèå îáðàçöà: σ = F/S, F � ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà, S � ñå÷åíèå

(ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ), ε = ∆l/l � äå�îðìàöèÿ îáðàçöà.

�èñ. 2. Ñõåìà ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, ïðåäñòàâëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìîé äèñêðåòíûõ ÷àñòèö äî- è ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè.

Òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ âîïðîñ èíòåðïðåòàöèè ìîäóëÿ Þíãà, êîý��èöè-

åíòà Ïóàññîíà, ìîäóëÿ ñäâèãà, êîý��èöèåíòà îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûå èãðàþò

êëþ÷åâóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âíà÷àëå ðàñ-

ñìîòðèì âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêèõ àíàëîãîâ íàèáîëåå ÷àñòî èñ-
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ïîëüçóåìûõ â òåîðèè óïðóãîñòè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ � ìîäóëÿ Þíãà

è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà.

Îáû÷íî, â òåîðèè óïðóãîñòè îïðåäåëÿþò ìîäóëü Þíãà óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû

êàê êîý��èöèåíò æåñòêîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèåì (ñèëîé, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó

ïëîùàäè) è äå�îðìàöèåé (îòíîñèòåëüíûì óäëèíåíèåì) îáðàçöà (ðèñ. 1).

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü Þíãà îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó �óêà ïî �îðìóëå:

E =
σ

ε
. (6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì, àíàëîãîì ìîäóëÿ Þíãà â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ

òåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà äèñêðåòèçàöèè ñðåäû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îäíîé èç ïðÿìîóãîëü-

íûõ ñõåì, ìîæåò ñëóæèòü æåñòêîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö ïðè èõ ðàñ-

òÿæåíèè èëè ñæàòèè (ðèñ. 2).

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, îáðàçåö ïðè ðàñòÿæåíèè íåñêîëüêî ñîêðàùàåòñÿ â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè èç-çà ðàñòÿæåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ïðóæèí, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè àíàëî-

ãà êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ äàííîé ìîäåëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êè çàêðåïëå-

íèÿ À è Â ñâîáîäíî ïåðåìåùàþòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé îñè (â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà îáðàçåö áåðóò äîñòàòî÷íî äëèííûì è, â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðèíöèïîì Ñåí-Âåíàíà. Ñïîñîá çàêðåïëåíèÿ îáðàçöà íå âëèÿåò íà åãî äå�îðìàöèþ ïðè

äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè:

σ = F/S , ε = ∆l/l , σ = Ẽε . (7)

Çäåñü Ẽ � ñóììàðíûé ìîäóëü Þíãà ñ ó÷åòîì ðàñòÿãèâàåìûõ, â òîì ÷èñëå è äèàãîíàëü-

íûõ, ïðóæèí.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äå�îðìàöèè ïîäâåøåííîé áàëêè ïîä äåé-

ñòâèåì ãðàâèòàöèè. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, èìåþùåé òî÷-

íîå ðåøåíèå, âûáðàíà çàäà÷à î äå�îðìàöèè óïðóãîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîä

äåéñòâèåì âåðòèêàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ñèëû. Áàëêà ìîæåò áûòü ïîäâåøåíà èëè îïè-

ðàòüñÿ íà îñíîâàíèè â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà è ïðèíöèïó

ñóïåðïîçèöèè óïðóãèõ ðåøåíèé ëîêàëüíûå âàðèàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå âëèÿþò íà

ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñïëîøíîé ñðåäû â äîñòàòî÷íîì îòäàëåíèè îò òî÷êè çàêðåïëåíèÿ ïðè

óñëîâèè, ÷òî ãëàâíûé ñóììàðíûé âåêòîð ñèë ïî âåðòèêàëè íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååòñÿ íåêîòî-

ðàÿ ñâîáîäà: ìîæíî ïîäâåñèòü áàëêó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö, â ðàéîíå òîðöà çà îäíó

òî÷êó (÷àñòèöó) èëè çàêðåïèòü âñå ÷àñòèöû, ìîäåëèðóþùèå òîðöåâóþ îáëàñòü áàëêè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà âíå çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà çàêðåïëåíèÿ óïðóãèå ïåðå-

ìåùåíèÿ âäàëè îò ãðàíèöû íå äîëæíû ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ (ðèñ. 3).

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåìåùåíèÿõ óïðóãîé áàëêè, ïîäâåøåííîé â îäíîé öåí-

òðàëüíîé òî÷êå òîðöà (ðèñ. 4) èìååò âèä:

u =
v

E
ρg (z − l) x,

υ =
v

E
ρg (z − l) y,

w = − ρg

2E

{
z2 + v

(
x2 + y2

)
− 2lz

}
.

(8)
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Çäåñü l � äëèíà áàëêè, ρ � åå ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, E,
v � ìîäóëü Þíãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî, îñü Oz íàïðàâëåíà âíèç ïî
öåíòðó áàëêè, u, v, w � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñïëîøíîé ñðåäû â íàïðàâëåíèÿõ Ox, Oy,
Oz.

�èñ. 3. Äâà âàðèàíòà çàêðåïëåíèÿ òîðöà óïðóãîé ïðèçìàòè÷åñêîé áàëêè: (à) � çàêðåïëåíû

âñå òî÷êè âåðõíåãî òîðöà, (á) � çàêðåïëåíà åäèíñòâåííàÿ öåíòðàëüíàÿ òî÷êà.

Êàê ñëåäóåò èç �îðìóë (8), íàèáîëüøåå âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå îñè óïðóãîé áàë-

êè èìååò ìåñòî ïðè z = l, x = 0, y = 0 è ðàâíî

w =
ρgl2

2E
. (9)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îá îïèðàíèè áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ â íèæíåé

òî÷êå ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî âèäîèçìåíåíèåì �îðìóë (8). Ôîðìóëà (9) ïîçâî-

ëÿåò âû÷èñëèòü îäèí èç ïàðàìåòðîâ äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, à èìåííî, ìî-

äóëü Þíãà, åñëè èçâåñòíî ñìåùåíèå íèæíåãî òîðöà áàëêè äëèíû l è ïëîòíîñòè ρ ñ

çàäàííûìè æåñòêîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìîäóëþ Þíãà â êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñîîòâåòñòâóåò òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êðèâîé, îïèñûâàþùåé

ñâÿçü ¾íàïðÿæåíèå-äå�îðìàöèÿ¿ ìåæäó ìàêðî÷àñòèöàìè.

Â ðàññìîòðåííîé íàìè äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè óïðóãàÿ áàëêà àïïðîêñèìè-

ðîâàëàñü 490 ïðîñòðàíñòâåííûìè ÷àñòèöàìè, ò.å. ðåøàëàñü ñèñòåìà N = 490× 3 × 2 =
2940 îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì �óíãå-

Êóòòà. Òàê êàê äàííûì ìåòîäîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à î òðåõìåðíîì äâèæåíèè ñèñòåìû èç

490 ÷àñòèö ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ, ñòàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå áàëêè îïðåäåëÿëîñü êàê ïðåäåëü-

íîå ïî âðåìåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèö áóäåò ñîîòâåòñòâî-

âàòü ñòàòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î äå�îðìàöèè áàëêè ïîä äåé-

ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè èëè ñîáñòâåííîãî âåñà. Êðîìå òîãî ñðàâíèâàëèñü ïåðåìåùåíèÿ
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ïîâåðõíîñòè áàëêè ïîñëå ïðèëîæåíèÿ ãðàâèòàöèè ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è

íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè äèñêðåòíûõ ÷àñòèö.

�èñ. 4. Äå�îðìàöèÿ ïîäâåøåííîé óïðóãîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë,

íàïðàâëåííûõ ïî îñè OZ.

Íà ðèñ. 4 ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïåðåìåùåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè óïðóãîé áàëêè â ïîëå òÿæåñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîé

çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. �àñ÷åò ïåðåìåùåíèé ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö áàëêè äèñêðåòíî-

äèíàìè÷åñêèì ìåòîäîì äàåò ïðèáëèçèòåëüíî òàêóþ æå êàðòèíó (ðèñ. 5). Êàê âèäíî

èç ðèñóíêà, âåðõíèé òîðåö áàëêè ïîä äåéñòâèåì ñèë ãðàâèòàöèè ñóæàåòñÿ, à íèæíèé �

ðàñøèðÿåòñÿ.

Â ðàìêàõ äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿëàñü òàêæå ïðîâåðêà ñïðàâåä-

ëèâîñòè ïðèíöèïà Ñåí-Âåíàíà äëÿ äàííîé çàäà÷è. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ëîêàëüíîå èç-

ìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íàïðèìåð, çàêðåïëåíèå òîëüêî åäèíñòâåííîé ÷àñòèöû, èëè

çàêðåïëåíèå öåëîãî ñëîÿ ÷àñòèö â âåðõíåì òîðöå ïðèçìàòè÷åñêîãî áðóñà íå îòðàæàåòñÿ

ñóùåñòâåííî íà ïåðåìåùåíèÿõ òî÷åê âäàëè îò âåðõíåé ïëîñêîñòè.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíî-äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñïëîøíîé ñðå-

äû òðåáóåò äàëüíåéøåãî ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ è àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ðàçðà-

áîòàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ àíàëîãà ìîäóëÿ Þíãà è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà � êî-

ý��èöèåíòà ïîïåðå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ äëÿ èçîòðîïíîé óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû ïðè

ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ ðåøåòêàõ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñíîâíîé èäååé ìåòîäà äèíàìè÷å-

ñêèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ñïëîøíîé ñðåäû ýêâèâàëåíòíîé ïî æåñòêîñòíûì õàðàê-

òåðèñòèêàì äèñêðåòíîé ñòðóêòóðîé. Èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêîé ñòðóêòóðû

ïîçâîëèò ñ åäèíûõ ïîçèöèé îòâåòèòü íà ìíîãèå âîïðîñû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà

ñëîæíûìè è ñïåöè�è÷åñêèìè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè óïðóãîñòè.
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�èñ. 5. Ïåðåìåùåíèÿ ãðàíè÷íûõ ÷àñòèö áàëêè ïîä äåéñòâèåì ñèë ãðàâèòàöèè.
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Abstrat. Alternative approah to modeling to solve of solid mehanis problem is proposed.

The approah onsists of hange of ontinuous deformable medium by orresponding system of

interating partiles having equivalent physial and mehanial properties. The solution of or-

responding ordinary di�erential equations system with the damping fator results in the limiting

ase of stati problems of solid mehanis, in partiular, the problems of lassial elastiity theory.

Changing of interation potential between partiles, this approah allows the to mimi the properties

of deformable media suh as elastiity, plastiity, viso-elastiity, et. In addition, it is possible to

model suh a fator as large deformations when the physial and geometri nonlinearity of the

medium is very important. Some alulations and omparisons with the exat solution of some

problems of the theory of elastiity (the problem of deformation of a suspended elasti beam under

the in�uene of gravity, the problem of de�etion of the beam under di�erent support onditions

et.) are given. The results of numerial experiments aording to the proposed algorithm has shown

its e�etiveness sine it is possible to onsider in frames of unique approah suh fators as physial

and geometri nonlinearities, large displaements and deformations and dynami e�ets et.

Key words: dynami partiles method, elastiity, plastiity, geometri and physial nonlinearity,

iterative methods, �nite element method.
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ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé ïîëó÷åíû �îðìóëû, îïèñûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåõîä-

íîãî èçëó÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå, ìåòîä èçîáðàæåíèé.

Ââåäåíèå. Ïðè ïåðåñå÷åíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ

ðàçëè÷íûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìîå ïåðåõîäíîå èç-

ëó÷åíèå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðè÷èíà åãî âîçíèêíîâåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ñîçäàâàåìûõ ÷àñòèöåé â ýòèõ äâóõ

ñðåäàõ ïîëåé âîçìîæíî ëèøü, äîáàâèâ ê îáùåìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ðå-

øåíèå ñâîáîäíûõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèé áåç çàðÿäîâ è òîêîâ), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé

ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, ñîñòàâëÿþùèå ïîëå èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄).

Â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ìîæíî ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà èçîáðàæåíèé,

îñíîâàííîãî íà òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Â ÷àñòíîñòè, èçëó÷åíèå,

âîçíèêàþùåå ïðè ïàäåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ïëîñêîñòü,

ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ìãíîâåííîì èñ÷åçíîâåíèè çàðÿäà

è åãî ¾îòðàæåíèÿ¿, äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Èìåííî òàêîé ïîäõîä ê îïè-

ñàíèþ ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ áûë èñïîëüçîâàí â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Â.Ë. �èíçáóðãà è

È.Ì. Ôðàíêà [3℄.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû èñïîëüçóåì ìåòîä èçîáðàæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà

ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ïðîëåòå íåðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöû ñêâîçü èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ñ�åðó. �àíåå äàííûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí â [4℄

äëÿ èññëåäîâàíèÿ äè�ðàêöèîííîãî èçëó÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ïðîëåòå ÷àñòèöû ìè-

ìî òàêîé ñ�åðû.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Ñïåêòðàëüíî-óãëîâàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöû îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé [5℄

dE

dωdΩ
=

1

4π2c

∣∣[k, I]
∣∣2 , (1)

�àáîòà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé �åäåðàöèè (ïðîåêòíàÿ ÷àñòü

ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 3.500.2014/K â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè).



164 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð èçëó÷åííîé âîëíû, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå

I =

∫ ∞

−∞

ev(t) ei(ωt−kr(t)) dt , (2)

�èñ. 1. Ê ìåòîäó îòðàæåíèé: ïîëîæåíèÿ ðåàëüíîãî çàðÿäà e0 è åãî ¾îòðàæåíèÿ¿ e îòíîñèòåëüíî

çàçåìëåííîé ïðîâîäÿùåé ñ�åðû ðàäèóñà R.

e � çàðÿä ÷àñòèöû, r(t) � å¼ òðàåêòîðèÿ,

v(t) =
dr

dt
.

�àññìîòðèì èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïàäåíèè ïðÿìîëèíåéíî ðàâíîìåðíî äâè-

æóùåéñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ñ�åðó. Ïðè-

÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû, ñêâîçü

êîòîðóþ äâèæåòñÿ ÷àñòèöà, â äàííîì ñëó÷àå � íàëè÷èå ïðîâîäÿùåé ñ�åðû. Íàéòè ðå-

øåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñ�åðå, ìîæíî ñ ïî-

ìîùüþ ñëåäóþùåãî �îðìàëüíîãî ïðè¼ìà, îñíîâàííîãî íà òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè [2℄.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íûì çàðÿäîì e0, ïîìåùåííûì íà ðàññòîÿíèè

r0 îò öåíòðà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé ñ�åðû ðàäèóñà R îêàçûâàåòñÿ (â íà-

ðóæíîé îáëàñòè ñ�åðû) ýêâèâàëåíòíûì ñóïåðïîçèöèè êóëîíîâñêèõ ïîëåé çàðÿäà e0 è
�èêòèâíîãî çàðÿäà e, ïîìåùåííîãî íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ðåàëüíûé çàðÿä e0 è öåíòð
ñ�åðû, íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà ñ�åðû (ðèñ. 1), ïðè÷åì

r =
R2

r0
, e = −e0

√
r

r0
= −e0

R

r0
. (3)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé äâóìÿ çàðÿäàìè íà ïî-

âåðõíîñòè ñ�åðû, áóäåò ðàâåí íóëþ. Â ñëó÷àå íå çàçåìëåííîé, à èçîëèðîâàííîé ñ�åðû

ñëåäóåò äîáàâèòü åùå �èêòèâíûé çàðÿä âåëè÷èíîé −e â öåíòð ñ�åðû.

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñ�åðû,

îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû v0, à îñü x ëåæèò â ïëîñêîñòè, ñî-
äåðæàùåé òðàåêòîðèþ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû è öåíòð ñ�åðû (ðèñ. 2), òàê ÷òî ðàññòîÿíèå

ìåæäó ïðîëåòàþùåé ÷àñòèöåé è öåíòðîì ñ�åðû áóäåò ðàâíî

r =
√
b2 + v20t

2 ,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36 165

�èñ. 2. Çàðÿä e0, ïðîíèêàþùèé ñêâîçü ñ�åðó ïîä ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì b, è åãî

¾îòðàæåíèå¿.

ãäå ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó ñáëèæåíèþ ÷àñòèöû ñ öåíòðîì

ñ�åðû. Òîãäà, ñîãëàñíî (3), âåëè÷èíà è êîîðäèíàòû �èêòèâíîãî çàðÿäà áóäóò îïðåäå-

ëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

e(t) = −e0
R√

b2 + v20t
2
, x(t) =

R2b

b2 + v20t
2
, z(t) =

R2v0t

b2 + v20t
2
. (4)

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè �èêòèâíîãî çàðÿäà, ñîãëàñíî (4), áóäóò ðàâíû

vx(t) =
dx

dt
= − 2R2bv20t

(b2 + v20t
2)2

, vz(t) =
dz

dt
=
R2v0(b

2 − v20t
2)

(b2 + v20t
2)2

. (5)

Èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïðîõîæäåíèè ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ñêâîçü

ñ�åðó, áóäåò îïèñûâàòüñÿ �îðìóëàìè (1) è (2) ñ ó÷åòîì âêëàäà îáîèõ çàðÿäîâ � ðå-

àëüíîãî è �èêòèâíîãî (ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïèñûâàþùèå èçëó÷åíèå �îðìóëû (1) è (2)

îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ çàðÿäà ïåðåìåííîé âåëè÷èíû):

I =

∫ −t0

−∞

e0 v0 e
i(ωt−kzv0t) dt+

∫ ∞

t0

e0 v0 e
i(ωt−kzv0t) dt+

+

∫ −t0

−∞

e(t)v(t) ei(ωt−kr(t)) dt+

∫ ∞

t0

e(t)v(t) ei(ωt−kr(t)) dt , (6)

ãäå t0 =
√
R2 − b2/v0 � ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ïîâåðõíîñòè ñ�åðû.

Ïîäñòàíîâêà �îðìóë (4) è (5) â (6) äàåò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåê-

òîðà I:

Ix = 2e0bR
3v20

∫ −t0

−∞

t

(b2 + v20t
2)5/2

exp

{
i

[
ωt− kxR

2b

b2 + v20t
2
− kzR

2v0t

b2 + v20t
2

]}
dt+
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+ 2e0bR
3v20

∫ ∞

t0

t

(b2 + v20t
2)5/2

exp

{
i

[
ωt− kxR

2b

b2 + v20t
2
− kzR

2v0t

b2 + v20t
2

]}
dt , (7)

Iz = e0v0

∫ −t0

−∞

ei(ωt−kzv0t) dt+ e0v0

∫ ∞

t0

ei(ωt−kzv0t) dt−

−e0R3v0

∫ −t0

−∞

b2 − v20t
2

(b2 + v20t
2)5/2

exp

{
i

[
ωt− kxR

2b

b2 + v20t
2
− kzR

2v0t

b2 + v20t
2

]}
dt−

− e0R
3v0

∫ ∞

t0

b2 − v20t
2

(b2 + v20t
2)5/2

exp

{
i

[
ωt− kxR

2b

b2 + v20t
2
− kzR

2v0t

b2 + v20t
2

]}
dt .

(8)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |k| = ω/c, äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà è äëèííîâîëíîâîãî ïðåäåëà

(λ ≫ R) ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü âñåìè ñëàãàåìûìè â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ïåðâûì. Â ýòîì ñëó÷àå

Ix = 2e0bR
3v20

∫ −t0

−∞

t

(b2 + v20t
2)5/2

exp {iωt} dt+ 2e0bR
3v20

∫ ∞

t0

t

(b2 + v20t
2)5/2

exp {iωt} dt ,
(9)

Iz = e0v0

∫ −t0

−∞

eiωt dt+ e0v0

∫ ∞

t0

eiωt dt−

−e0R3v0

∫ −t0

−∞

b2 − v20t
2

(b2 + v20t
2)5/2

exp {iωt} dt− e0R
3v0

∫ ∞

t0

b2 − v20t
2

(b2 + v20t
2)5/2

exp {iωt} dt . (10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà Ix ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé, à âåëè÷èíà Iz � âåùåñòâåí-

íîé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîäñòàíîâêà â (1) äàåò

dE

dωdΩ
=

1

4π2c

{
ω2

c2

(∣∣Ix
∣∣2 +

∣∣Iz
∣∣2
)
−
∣∣kxIx + kzIz

∣∣2
}

=

=
ω2

4π2c3

{∣∣Ix
∣∣2 +

∣∣Iz
∣∣2 −

∣∣κxIx + κzIz
∣∣2
}
=

ω2

4π2c3

{(
1− κ

2
x

) ∣∣Ix
∣∣2 + κ

2
⊥

∣∣Iz
∣∣2
}
, (11)

ãäå κ = k/k, κ2
⊥ = κ2

x + κ2
y . Èíòåãðèðóÿ (11) ïî óãëàì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

∫ (
1− κ

2
x

)
dΩ = 4π − 4

3
π =

8

3
π ,

∫
κ

2
⊥ dΩ =

8

3
π ,

ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ:

dE

dω
=

2ω2

3πc3

{∣∣Ix
∣∣2 +

∣∣Iz
∣∣2
}
. (12)
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�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Òî÷íîå âû÷èñëåíèå âõîäÿùèõ â (9), (10) èíòåãðàëîâ

âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå b = 0 (ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöû ÷åðåç öåíòð ñ�åðû). Â îñòàëü-

íûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ëèøü ïðèáëèæåííîå èõ âû÷èñëåíèå ïîñëå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ïðè ìàëûõ b òàêèì ìàëûì ïàðàìåòðîì îêàçûâàåòñÿ

âåëè÷èíà b/v0t. Â ýòîì ñëó÷àå

b

v0t0
≪ 1 (13)

âû÷èñëåíèÿ äàþò

Ix/e0 = iP cos(ωt0)− iQ sin(ωt0) + iSci(ωt0) , (14)

Iz/e0 = −2
v0
ω

sin(ωt0) + F cos(ωt0)−G sin(ωt0) +Hci(ωt0) , (15)

ãäå

P = R3ω
2

v20
P̃ , P̃ =

2

3

b/v0ω

t20

[
1− 3

4

b2

v20t
2
0

+
1

8
b2
ω2

v20

]
,

Q = R3ω
2

v20
Q̃, Q̃ =

2

3

b/v0
t0

[
1− 2

t20ω
2
+ 3

b2

v20ω
2t40

− 1

4

b2

v20t
2
0

+
1

8
b2
ω2

v20

]
,

S = R3ω
2

v20
S̃, S̃ =

2

3
b
ω

v0

[
1 +

1

8
b2
ω2

v20

]
,

F = R3ω
2

v20
F̃ , F̃ =

1

ω2t20

[
1− 7

4

b2

v20t
2
0

+
7

24
b2
ω2

v20

]
,

G = R3ω
2

v20
G̃, G̃ =

1

ωt0

[
1− 7

12

b2

v20t
2
0

+
7

24
b2
ω2

v20

]
,

H = R3ω
2

v20
H̃, H̃ =

[
1 +

7

24
b2
ω2

v20

]
,

Ñïåöèàëüíàÿ �óíêöèÿ � èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ â ýòèõ �îðìóëàõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ci(ωx) = −
∫ ∞

x

cos(ωt)

t
dt .

Â îáëàñòè áîëüøèõ ÷àñòîò, òàêèõ, ÷òî ωt0 ≫ 1, âûðàæåíèÿ (14), (15) ìîæíî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêîé èíòåãðàëüíîãî êîñèíóñà [6℄

ci(x) ≈ sin x

x

(
1− 2!

x2
+

4!

x4
− . . .

)
− cosx

x

(
1!

x
− 3!

x3
+

5!

x5
− . . .

)
ïðè x≫ 1 .

Â ýòîì ñëó÷àå

Ix/e0 ≈ 4i
R3b

ωv30

1

t40
cos(ωt0)

(
1− 5

2

b2

v20t
2
0

)
,

Iz/e0 ≈ −2
v0
ω

sin(ωt0)− 2
R3

v20ωt
3
0

sin(ωt0)

(
1− 7

2

b2

v20t
2
0

)
.
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Ïðè çíà÷åíèÿõ b, áëèçêèõ ê R, â ðîëè ìàëîãî ïàðàìåòðà âûñòóïàåò âåëè÷èíà v0t0/b.
Â ñëó÷àå

v0t0
b

≪ 1 (16)

ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â (9), (10) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Ix/e0 = iQ1 − iA sin(ωt0) + iB cos(ωt0) ,

Iz/e0 = −2
v0
ω

sin(ωt0)−Q2 +D sin(ωt0)− C cos(ωt0) ,

ãäå

Q1 =
4

3
R3ω

2

v20
K1

(
ω

v0
b

)
,

Q2 =
2

3
R3ω

2

v20

[
2K0

(
ω

v0
b

)
+
v0
ωb
K1

(
ω

v0
b

)]
,

A =
4R3

b2
v20
ω2b2

[
1− 15

2

(
R2

b2
− 1

)
+ 15

v20
ω2b2

]
,

B =
4R3

b2
v0
ωb

√
R2

b2
− 1

[
1− 5

2

(
R2

b2
− 1

)
+ 15

v20
ω2b2

]
,

D =
2R3

b2
v0
ωb

[
1− 7

2

(
R2

b2
− 1

)
+ 7

v20
ω2b2

]
,

C =
14R3

b2
v20
ω2b2

√
R2

b2
− 1,

K0(x) è K1(x) � ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ òðåòüåãî ðîäà (�óíêöèè Ìàê-

äîíàëüäà).

Ñïåêòðû èçëó÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïî äàííûì �îðìóëàì, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå (13) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêîãî èíòåðâàëà çíà-

÷åíèé ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà, ÷åì óñëîâèå (16).

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, ñîãëàñíî (11), áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

áàëàíñîì âêëàäîâ |Ix|2 è |Iz|2. Â îáëàñòè ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþ-

ùèì áóäåò âêëàä |Iz|2, ïîýòîìó óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ �óíêöèåé

κ2
⊥ = sin2 θ, ãäå óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû

(íàïðàâëåíèÿ îñè z, ðèñ. 3, ñëåâà), ñ íåáîëüøèìè èñêàæåíèÿìè çà ñ÷åò âêëàäà |Ix|2.
Âêëàä |Ix|2 â óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé 1−κ2

x, èìåþùåé

òàêóþ æå ãåîìåòðè÷åñêóþ �îðìó, íî ñ îñüþ ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíîé îñè x. Ñîîòíîøå-
íèå âåëè÷èí |Ix|2 è |Iz|2 ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

b, R, v0 è ω. Âèä óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè ¾ñêîëüçÿùåì¿ ïàäåíèè ÷à-

ñòèöû íà ñ�åðó ïðè îäíîì êîíêåòíîì çíà÷åíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 3,

ñïðàâà.
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�èñ. 3. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðèöåëüíîãî

ïàðàìåòðà.

�èñ. 4. Äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ (áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà

(dE/dωdΩ)(4π2c3/e20R
2ω2)) äëÿ ñëó÷àåâ b = 0 (ñëåâà) è b = 0.9R (ñïðàâà), Rω/v0 = 1 â

îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíî èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïðîõîæäåíèè ðàâ-

íîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî äâèæóùåéñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ÷åðåç

èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ñ�åðó. Íàéäåíû �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ñïåêòðàëüíî-óãëîâóþ

è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ â îáëàñòè ìàëûõ ÷àñòîò èçëó÷åíèÿ

(èëè áîëüøèõ äëèí âîëí, íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ ðàäèóñ ñ�åðû). Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ ìîíèòîðèíãà ïó÷êîâ

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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DESCRIPTION OF CHARGED PARTICLE RADIATION

ON IDEALLY CONDUCTING SPHERE BY THE METHOD OF IMAGES

V.V. Syshhenko, E.A. Larikova

Belgorod State National Researh University,

Studenheskya St., 14, Belgorod, 308007, Russia

Abstrat. Radiation generated uniformly moving non-relativisti partile on ideally onduting

sphere is under onsideration. Formulae of transition radiation harateristis are obtained using

the eletrostati images method.

Key words: transition radiation, method of images.
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Àííîòàöèÿ. �àáîòà ïîñâÿùåíà èñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà è ðîëè, êîòîðóþ ñûãðàë ïðè ýòîì ïåðâûé ðåêòîð óíèâåðñèòåòà � ìàòåìàòèê

Â.�. Àëåêñååâ.

1. Î ïðåäìåòå îáñóæäåíèÿ. Â òðåõ íîìåðàõ ãàçåòû ¾Âîðîíåæñêèé óíèâåðñè-

òåò¿ (7.03.13, 29.03.13, 19.04.13), à òàêæå â ãàçåòå ¾Âîðîíåæñêèé êóðüåð¿, â ñòàòüÿõ

ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾Îá îäíîé ìíèìîé ñåíñàöèè èç èñòîðèè îñíîâàíèÿ Âîðîíåæñêîãî

óíèâåðñèòåòà¿, îïóáëèêîâàíà òî÷êà çðåíèÿ èñòîðèêà Ì.Ä. Êàðïà÷åâà íà ïðîáëåìó ñâÿ-

çàííóþ ñ èñòîðèåé îñíîâàíèÿ íàøåãî óíèâåðñèòåòà. Êàê èçâåñòíî, ýòà åãî òî÷êà çðåíèÿ

íå íîâà, è îíà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòàõ [5,6℄. Íà ýòîò ðàç ïðåäëîãîì äëÿ î÷åðåäíîãî åå

âûñêàçûâàíèÿ ÿâèëàñü ïóáëèêàöèÿ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ î æèçíè, íàó÷íîé è àäìèíè-

ñòðàòèâíîé äåÿòåëüíîñòè ðóññêîãî ó÷åíîãî, ïðåäñòàâèòåëÿ ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé

øêîëû êîíöà äåâÿòíàäöàòîãî è íà÷àëà äâàäöàòîãî âåêà, ïðî�åññîðà ÷èñòîé ìàòåìàòè-

êè Âèññàðèîíà �ðèãîðüåâè÷à Àëåêñååâà, òðèæäû èçáèðàâøåãîñÿ ðåêòîðîì Þðüåâñêîãî

óíèâåðñèòåòà (1909-1912, 1912-1914, 1917-1918 ãã.), à êðîìå òîãî â ðàçíûå ãîäû áûâ-

øèì è äåêàíîì �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà è ïðîðåêòîðîì ýòîãî óíèâåðñèòå-

òà. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì Þðüåâñêèé, à ñ 18 ìàÿ 1918 ãîäà óæå Âîðîíåæñêèé óíèâåð-

ñèòåò â Þðüåâå, áûë ïåðåâåäåí â ã. Âîðîíåæ ëåòîì 1918 ãîäà. Ñòðàííî, íî ïóáëèêàöèÿ

ïî÷òåííîãî èñòîðèêà, î÷åâèäíî ïðåòåíäóþùàÿ íà íåêóþ íàó÷íîñòü, ïî÷åìó-òî íîñèò

íàçèäàòåëüíî-�åëüåòîííûé õàðàêòåð. Èñïîëüçóÿ ýòîò æàíð, àâòîð ñ ïîçèöèé ýòàêîãî

¾ìýòðà¿, âëàäåþùåãî àáñîëþòíîé èñòèíîé, â ïîêðîâèòåëüñòâåííî-ñíèñõîäèòåëüíîì òîíå

ââîäèò â ñóòü ïðîáëåìû, ïîäíÿòîé â íàøåé ïóáëèêàöèè, ñäàáðèâàÿ òåêñò êîìïëèìåíòà-

ìè âðîäå: ¾Ïî÷èí òðåõ ìàòåìàòèêîâ áåññïîðíî áëàãîðîäåí¿. Ïî-âèäèìîìó, ýòîé ïîõâà-

ëû ìû óäîñòîèëèñü çà ¾î÷åðåäíóþ ïîïûòêó îáîãàòèòü èñòîðèîãðà�èþ Âîðîíåæñêîãî

óíèâåðñèòåòà¿. È òåì ñàìûì ¾àâòîðû äîâîëüíî íåîæèäàííî ðåøèëè âìåøàòüñÿ â äåëè-

êàòíûé âîïðîñ îá èñòîðèè îñíîâàíèÿ Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà¿. È äàëåå, ¾áóäó÷è

ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê, ðåøèëè ïîïðàâèòü óòâåðäèâøååñÿ â ðàáîòàõ èñ-

òîðèêîâ ïîëîæåíèÿ¿, è ò.ä. È, íàêîíåö, ïîñëå ïîäíÿòèÿ íàìè áðîâåé ñ âîïðîñîì ¾â ÷åì

æå çàêëþ÷àåòñÿ íåñîñòîÿâøàÿñÿ ñåíñàöèÿ?¿, îáúÿâëÿåòñÿ:

À). ¾Ñåíñàöèîííûé õàðàêòåð íîñèò, â ÷àñòíîñòè, èõ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïåðâûì

ðåêòîðîì Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà áûë èìåííî Â.�. Àëåêñååâ, óäîñòîåííûé äàæå

òèòóëà îñíîâàòåëÿ íàøåãî ÂÓÇà¿.
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Á). ¾Íàøè ìàòåìàòèêè ðåøèëè ïðÿìî âûñêàçàòüñÿ â ïîääåðæêó âåñüìà àìáèöèîçíî-

ãî ïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò ÿâëÿåòñÿ ïðàâîïðååìíèêîì Þðüåâ-

ñêîãî¿.

Óäèâèòåëüíî, ïî÷åìó æå ýòî � ñåíñàöèÿ, è ïî÷åìó îíà íå ñîñòîÿëàñü? Îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ¾< ... åñëè ïåðåâåñòè àíàëèç ñîáûòèé ïðîøëîãî â ïëîñêîñòü íàó÷íîãî è ñòðîãî

âûâåðåííîãî çíàíèÿ ... ¿>, òî èìåííî ýòîò âûâîä ¾ïî÷òåííûõ ìàòåìàòèêîâ¿ è ÿâëÿåò-

ñÿ òîé ñàìîé ñåíñàöèåé. Íî êàê æå òîãäà áûòü ñ òàêèìè ïîëîæåíèÿìè, íàäî äóìàòü

óòâåðäèâøèõñÿ èñòîðèêàìè:

1). ¾Â 1918 ãîäó íà áàçå ýâàêóèðîâàííîãî Þðüåâñêîãî (Äåðïòñêîãî) óíèâåðñèòåòà

áûë îòêðûò óíèâåðñèòåò â Âîðîíåæå. �ëàâíîé çàäà÷åé �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �à-

êóëüòåòà óíèâåðñèòåòà ÿâëÿëàñü ïîäãîòîâêà ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ äëÿ ñðåäíåé øêî-

ëû. Ìàòåìàòèêó ÷èòàëè Â.�. Àëåêñååâ, ïåðâûé ðåêòîð óíèâåðñèòåòà, è Ï.Ï. �ðàâå¿ [1℄,

. 30.

2). ¾Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò ñòàâèë ãëàâíîé ñâîåé çàäà÷åé ïîäãîòîâêó

ïðåïîäàâàòåëåé ñðåäíåé øêîëû. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå íà÷àë ÷èòàòü Â.�. Àëåêñååâ, èñ-

ñëåäîâàíèÿ êîòîðîãî ïî ïðèìåíåíèþ òåîðèè èíâàðèàíòîâ â õèìèè âûñîêî îöåíèâàëèñü

ìíîãèìè êðóïíûìè õèìèêàìè. Îí æå áûë ïåðâûì ðåêòîðîì óíèâåðñèòåòà¿ ([2℄, ×åð-

ïàêîâ Â.Â.). 3). Á.Ñ.Ý., ò. 5, ñòàòüÿ ¾Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò¿ 1976 ã. ¾ ... îñíîâàí â

1918 ãîäó, íà áàçå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðûé áûë ýâàêóèðîâàí â òîì æå ãîäó

â Âîðîíåæ¿ (Ï.Ì. �àïîíîâ).

4). Á.Ñ.Ý., ò. 25, 1976 ã., ñòàòüÿ ¾Òàðòóñêèé óíèâåðñèòåò¿: ¾ ... â 1918 ãîäó, íà áàçå

ýâàêóèðîâàííîãî â Âîðîíåæ ÷àñòè Òàðòóñêîãî óíèâåðñèòåòà (òîãäà Þðüåâñêîãî) ñîçäàí

Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò¿.

5). Çàãîðîâñêèé Â.Ï. ¾Âåñíîé 1918 ãîäà ïàðòèéíûå è ñîâåòñêèå îðãàíû Âîðîíåæà

îáðàòèëèñü â Íàðêîìïðîñ ñ ïðåäëîæåíèåì î ïåðåâîäå â Âîðîíåæ Þðüåâñêîãî óíèâåð-

ñèòåòà, ïîñêîëüêó ãîðîä Þðüåâ áûë îêêóïèðîâàí íåìåöêèìè âîéñêàìè. . . Áûëî ïðèíÿ-

òî ðåøåíèå î ïåðååçäå ïðî�åññîðîâ è ñòóäåíòîâ Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â Âîðîíåæ

è ñîçäàíèå íà áàçå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà íîâîãî Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà¿ (ñì. [9℄, ñ. 148).

6). Ëàïòåâà Ë.Ï. (ïðî�. Ì�Ó) ¾Ñ íà÷àëîì Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû ïîëîæåíèåÞðüåâ-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà îñëîæíèëîñü, è â 1918 ãîäó îí ýâàêóèðîâàëñÿ â Âîðîíåæ¿ (ì. [10℄,

. 96).

Áîëåå òîãî, âåðñèÿ îáðàçîâàíèÿ Â�Ó â ðåçóëüòàòå ïåðåâîäà Þðüåâñêîãî óíèâåðñè-

òåòà â 1918 ãîäó, è êàê ñëåäñòâèå åãî ïðàâîïðååìñòâåííîñòè ñ÷èòàëàñü òðàäèöèîííîé.

Ïðè÷åì äàòîé åãî îñíîâàíèÿ ñ÷èòàëîñü 18 ìàÿ 1918 ã. ×òî è îòðàæåíî íà ãåðáå óíèâåð-

ñèòåòà. Íî ïîÿâèëàñü è äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïðî�. Ì.Ä. Êàð-

ïà÷åâó. Ïî åãî âåðñèè Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîçäàííûì

âóçîì, à íå ðåçóëüòàòîì ïåðåâîäà Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â Âîðîíåæ. Â [6℄, . 65 îí

ïèøåò: ¾Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü íåìàëîâàæíóþ þðèäè÷åñêóþ äåòàëü: íàðîäíûé êîìèñ-

ñàðèàò ïðèíÿë ðåøåíèå íå î ïåðåâîäå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, à îá îñíîâàíèè íîâîãî

â Âîðîíåæå¿. Ïîñëå òàêîãî ðîäà ïîëîæåíèé, êàê ìû ïîíÿëè, ¾óòâåðäèâøèõñÿ¿ â ðàáî-

òàõ èñòîðèêîâ, ó íàñ îïðåäåëèëèñü âîïðîñû, áåç îòâåòà íà êîòîðûå òåðÿëèñü ïîëíîñòüþ

îïèñàíèÿ æèçíè Â.�. Àëåêñååâà è êàê ó÷åíîãî, è êàê àäìèíèñòðàòîðà. Âîïðîñû ýòè áû-
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ëè çàäàíû Ì.Ä. Êàðïà÷åâó â íàøåé áðîøþðå [8℄, . 6. Îòâåòû íà íèõ, ïðèâåäåííûå â

ãàçåòå ¾Â�Ó¿ îò 29.03.13, ìû ïîïûòàåìñÿ îáñóäèòü, à çàîäíî è ïðîñëåäèì çà ìåòîäè-

êîé äîêàçàòåëüñòâà óâàæàåìîãî èñòîðèêà ¾â ïëîñêîñòè íàó÷íîãî è ñòðîãî âûâåðåííîãî

çíàíèÿ (? -àâò.)¿.

2. Êîãäà áûë óïðàçäíåí Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò, è áûëî ëè ïî ýòîìó ïîâîäó ñïåöè-

àëüíîå ïîñòàíîâëåíèå Ñîâåòñêîãî ïðàâèòåëüñòâà?

�èñ. 1. �àñïîðÿæåíèå ãðàäîíà÷àëüíèêà Ïîëÿ î íåïðèêîñíîâåííîñòè èìóùåñòâà Óíèâåðñèòåòà.

Ì.Ä. Êàðïà÷åâ (â ¾Â�Ó¿ îò 29.04.13): ¾Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò êàê ðóññêîå ó÷åá-

íîå çàâåäåíèå çàêðûâàëñÿ ïî ðåøåíèþ íåìåöêèõ è ýñòîíñêèõ âëàñòåé, ïîñêîëüêó Þðüåâ

(Òàðòó) ñ âåñíû 1918 ã. áûë çàíÿò íåìåöêèìè âîéñêàìè è íàõîäèëñÿ âíå ñîâåòñêîé þðèñ-

äèêöèè. Ñîâåòñêîé âëàñòè çàêðûâàòü â Ýñòîíèè óíèâåðñèòåò íå áûëî íèêàêîé íóæäû,

çà íåå ýòî ñäåëàëè äðóãèå¿. Ïîçâîëüòå! Êàê æå òàê: ¾ ... íàõîäèëñÿ âíå ñîâåòñêîé þðèñ-

äèêöèè¿? Íî êîãäà Êîìèññàðèàò íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ ïðèíÿë ðåøåíèå ïî ïåðåâîäó

óíèâåðñèòåòà, åäèíñòâåííûì àðãóìåíòîì Êîìèññàðèàòà ïî èíîñòðàííûì äåëàì íå òî-

ðîïèòüñÿ ñ ïåðåâîäîì â ã. Âîðîíåæ áûëî óòâåðæäåíèå, ÷òî Ëè�ëÿíäèÿ (Ýñòîíèè òîãäà

íå áûëî -àâò.) ïî Áðåñòñêîìó ìèðó îñòàâàëàñü â ïðåäåëàõ �îññèè ([4℄, . 24). È, òàêèì
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îáðàçîì, îáñóæäàëñÿ òîëüêî âîïðîñ î ïåðåâîäå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðîíåæ,

à î çàêðûòèè íå áûëî è ðå÷è, õîòÿ Ñîâåòñêîå ïðàâèòåëüñòâî èìåëî íà ýòî ïðàâî.

À òåïåðü ïîñìîòðèì, íà îñíîâàíèè êàêîé æå ¾þðèñäèêöèè¿ ðóññêèé óíèâåðñèòåò

çàêðûâàþò ýòè ñàìûå ¾äðóãèå¿. Îêàçûâàåòñÿ (ñì. ãàçåòó ¾Â�Ó¿ îò 29.04.13), ¾Âïîëíå

äîáðîñîâåñòíî è â öåëîì îáúåêòèâíî îá èñòîðèè çàêðûòèÿ ðóññêîãî óíèâåðñèòåòà íàïè-

ñàíî â òðóäàõ ýñòîíñêèõ êîëëåã ïî èñòîðèè Òàðòóñêîãî óíèâåðñèòåòà, ãäå ñîîáùàåòñÿ,

÷òî 23 ìàÿ 1918 ãîäà êîìåíäàíò Òàðòó Ïîëü ïîòðåáîâàë (ñì. ðèñ. 1), ÷òîáû ïðàâëåíèå

è Ñîâåò Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà çàêîí÷èëè ñâîþ äåÿòåëüíîñòü ê 31 ìàÿ. Ïîñëåäíåå

ñîáðàíèå Ñîâåòà ñîñòîÿëîñü 31 ìàÿ, òîãäà áûëà ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ ëèêâèäàöèîííàÿ

êîìèññèÿ¿.

Ñïàñèáî çà èí�îðìàöèþ (èëè çà äåçèí�îðìàöèþ). Íî çà÷åì æå òàê äàëåêî õîäèòü?

Âåäü ýòî ðàñïîðÿæåíèå íàì èçâåñòíî èç äîêóìåíòîâ ïðåäñåäàòåëÿ îçíà÷åííîé êîìèññèè

ïðî�åññîðà Ê.Ê. Ñåíò-Èëåðà, ïðèâåäåííûõ â åãî ñòàòüå, êîòîðîé êàê ðàç è ïîñâÿùåí

íàø àíàëèç, ñîñòàâëÿþùèé ïî âûðàæåíèþ ïðî�. Êàðïà÷åâà ¾îñíîâó êîëëåêòèâíîãî

òðóäà òðåõ ó÷åíûõ¿ (íàäî ïîíèìàòü íàñ) è êîòîðîé òàê ïðåíåáðåãàåò èñòîðèê. Ìû ïî-

ìåùàåì �îòîêîïèþ ýòîãî ïèñüìà â Ïðèëîæåíèè. Êàê ìû âèäèì, òàì íåò ãîðîäà Òàðòó,

à åñòü Äåðïò. È îòêóäà âçÿòüñÿ ãîðîäó Òàðòó 23 ìàÿ 1918 ãîäà, åñëè Äåðïò áûë ïå-

ðåèìåíîâàí â Òàðòó ëèøü 14 ÿíâàðÿ 1919 ãîäà? À îòêóäà â ðàñïîðÿæåíèÿõ î ñóäüáå

Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà âäðóã ïîÿâëÿþòñÿ ýñòîíñêèå âëàñòè? Âåäü â ðàñïîðÿæåíèè

ãåíåðàëà Àäàìñà îò 7 ìàðòà 1918 ã. ÿñíî ñêàçàíî: ¾1. ß îïðåäåëÿþ: óíèâåðñèòåò â Äåðïòå

åñòü íåìåöêèé óíèâåðñèòåò¿ (ñì. [11℄, . 26). È ýñòîíñêèõ âëàñòåé êàê-òî çäåñü íå âèä-

íî. Îá ýòîì æå ãîâîðèò è òåëåãðàììà èìïåðàòîðà è êîðîëÿ Âèëüãåëüìà II îò 10 ìàðòà

1918 ã., íàïå÷àòàííàÿ â ãàçåòå îò 16.09.18, ïî ñëó÷àþ îòêðûòèÿ íåìåöêîãî Äåðïòñêîãî

óíèâåðñèòåòà, â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèòñÿ: ¾ ... íûíå, áëàãîäàðÿ ïîáåäå íàøå-

ãî îðóæèÿ, äóõîâíî ñâîáîäíàÿ alma mater Dorpatensis ìîæåò ñíîâà âçÿòü íà ñåáÿ ñâîå

èñòîðè÷åñêîå ïðèçâàíèå � áûòü î÷àãîì íåìåöêîé äóõîâíîé æèçíè¿. È ãäå æå çäåñü ýñ-

òîíñêèå èíòåðåñû? Áîëåå òîãî, â îòâåò íà íåçàêîííîå ðàñïîðÿæåíèå Àäàìñà (êàê ïîòîì

äîêàçàë Ó÷åíûé Ñîâåò óíèâåðñèòåòà âî ãëàâå ñ Â.�. Àëåêñååâûì), ïðî�åññîðà ýñòîíñêîé

è ëàòûøñêîé íàöèîíàëüíîñòåé À.Ê. Ïàëüäðîê, �. Êîïïåëü, ß. Îçå, Ý. Ôåëüñáåðã âûðà-

çèëè íåñîãëàñèå ñ îðãàíèçàöèåé íåìåöêîãî óíèâåðñèòåòà è ïîäàëè ïðîøåíèå ê íåìåöêèì

âëàñòÿì ñ ïðîñüáîé ðàçðåøèòü óíèâåðñèòåòó ïðîäîëæàòü â ïðåæíåì âèäå ñâîþ ðàáîòó

äî òîãî âðåìåíè, ¾êîãäà áóäåò ñîçâàíî ïðåäñòàâèòåëüñêîå ñîáðàíèå âñåõ íàðîäíîñòåé îá-

ëàñòè, êîòîðîå áóäåò êîìïåòåíòíî â ðåøåíèè âîïðîñà î ñóäüáå âûñøåé øêîëû¿. È çäåñü

âàæíî òî, ÷òî ýòî ïîñëàíèå ñîãëàñîâûâàëîñü ñ äåéñòâèÿìè Ó÷åíîãî ñîâåòà óíèâåðñè-

òåòà, íàïðàâëåííûìè íà äîêàçàòåëüñòâî íåçàêîííîñòè ðàñïîðÿæåíèÿ ãåíåðàëà Àäàìñà,

ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåæäóíàðîäíîãî ïðàâà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåæäóíàðîäíûì çàêîíîì, çà-

êðåïëåííûì â ñò. 43 IV �ààãñêîé êîí�åðåíöèè 1907 ãîäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óíèâåðñèòåò,

êàê íàó÷íîå ó÷ðåæäåíèå, íàõîäèòñÿ ïîä îñîáûì ïîêðîâèòåëüñòâîì ïðàâà. Â ðåçóëüòàòå

òàêèõ äåéñòâèé Â.�. Àëåêñååâà è Ó÷åíîãî ñîâåòà íèêàêîãî çàêðûòèÿ óíèâåðñèòåòà íå

ïðîèçîøëî è îí ïðîäîëæàë ðàáîòó â ïðåæíåì âèäå (ò.å. íå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïîðÿæå-

íèåì ãåí. Àäàìñà) äî îêîí÷àíèÿ ó÷åáíîãî ãîäà. Òàêèì îáðàçîì, äî ëåòà 1918 ã. ðóññêèé

óíèâåðñèòåò â Þðüåâå-Äåðïòå íè �àêòè÷åñêè, íè þðèäè÷åñêè íå çàêðûâàëñÿ. Òî åñòü,

íàøå óòâåðæäåíèå â [8℄ âåðíî.
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3. Êîãäà î�èöèàëüíî áûë îòêðûò Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò, è áûëî ëè ïî ýòîìó

ïîâîäó ñïåöèàëüíî ïîñòàíîâëåíèå Ñîâåòñêîãî ïðàâèòåëüñòâà?

Îòâåò Ì.Ä. Êàðïà÷åâà (¾Â�Ó¿ 29.03.13): ¾Íà ýòî îòâå÷ó, ÷òî òàêîå ïîñòàíîâëåíèå

äåéñòâèòåëüíî íå îáíàðóæåíî. Ïî-âèäèìîìó, åãî è íå áûëî¿. Òî åñòü, íàøå óòâåðæäåíèå

âåðíî è â ýòîì ñëó÷àå. Â äîïîëíåíèå ñêàæåì, ÷òî òàêîãî ïîñòàíîâëåíèÿ íå ìîãëî áûòü

â ïðèíöèïå, òàê êàê âî âñåõ ñîõðàíèâøèõñÿ äîêóìåíòàõ ðå÷ü èäåò òîëüêî î ïåðåâîäå

Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðîíåæ (ñì. [4℄, [11℄, . 24). Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî

â ïåðèîä âåñåííåãî ñåìåñòðà ìû èìååì ïîëèòè÷åñêóþ áè�óðêàöèþ: íåìöû, íà ïðàâàõ

(êàê îêàçàëîñü íå ñîîòâåòñòâóþùèì ìåæäóíàðîäíûì) îêêóïàíòîâ ïûòàëèñü ñäåëàòü

óíèâåðñèòåò íåìåöêèì, òî åñòü Äåðïòñêèì. �îññèÿ, íà ïðàâàõ ó÷ðåäèòåëÿ, è êàê òåïåðü

ãîâîðÿò ¾èíâåñòîðà¿ â 1893 (1802) ã., ñîâåðøåííî çàêîííî ñ÷èòàëà åãî ðóññêèì, Äåðïò-

ñêèì è Þðüåâñêèì. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èëñÿ êîìïðîìèññ, ðåàëèçîâàííûé â ðàçäåëåíèè

íà ðóññêóþ è íåìåöêóþ ÷àñòè. Ïðè÷åì, ïðàâî âûáîðà, â êàêîì ñîîòíîøåíèè äîëæíî

ïðîèçîéòè ýòî ðàçäåëåíèå, áûëî äàíî êîëëåêòèâó óíèâåðñèòåòà. Î ðåçóëüòàòàõ ýòîãî

âûáîðà ìîæíî ñóäèòü ïî ñëåäóþùåìó äîêóìåíòó ([4℄, ñ. 23).

Âûïèñêà èç ïðîòîêîëà �21 çàñåäàíèÿ �îñóäàðñòâåííîé êîìèññèè ïî ïðîñâåùåíèþ

Î ïåðåâîäå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðîíåæ îò 18 ìàÿ 1918 ã. Ñëóøàëè VIII.

Î ïåðåâîäå Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðîíåæ. Äîêëàä÷èê òîâ. Øòåðíáåðã: 4/5

èìóùåñòâà Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðåâðàùåííîãî â íåìåöêèé, íàõîäèòñÿ â Ïåð-

ìè, Âîðîíåæå è Íèæíåì Íîâãîðîäå. 4/5 ñòóäåíòîâ ñòðåìÿòñÿ âåðíóòüñÿ â �îññèþ. Èç

ïðî�åññîðñêîãî ñîñòàâà æåëàþò îñòàòüñÿ â Þðüåâå ïðî�åññîðà, ãëàâíûì îáðàçîì, áî-

ãîñëîâñêîãî �àêóëüòåòà.

Êàê èçâåñòíî, ýòî ïîäòâåðäèëîñü è ïðè ðåàëèçàöèè ðàçäåëà óíèâåðñèòåòà. Â Âîðî-

íåæ ïåðååõàëî ÷åòûðå èç ïÿòè �àêóëüòåòîâ Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â ýòî âðåìÿ,

Ó÷åíûé Ñîâåò óíèâåðñèòåòà èíòåðåñîâàëè ëèøü ïðîáëåìû äåÿòåëüíîñòè óíèâåðñèòåòà

â îñåííåì ñåìåñòðå 1918 ãîäà [11℄, è ìåñòî åãî äàëüíåéøåé äåÿòåëüíîñòè, åñëè îêàæåòñÿ

íåâîçìîæíûì óíèâåðñèòåòó îñòàâàòüñÿ âÞðüåâå. Ê ýòîìó ìîìåíòó, 20 (7) �åâðàëÿ 1918

ãîäà, çà òðè äíÿ äî îêêóïàöèè íåìöàìè Þðüåâà óæå áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îñòàíîâèòü-

ñÿ íà ã. Âîðîíåæå, êàê ìåñòå, ãäå â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðîäîëæèòñÿ äåÿòåëüíîñòü

óíèâåðñèòåòà.

4. Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò â Äåðïòå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðàâîâîå ïîëî-

æåíèå ðóññêîé ÷àñòè óíèâåðñèòåòà, âûáðàâøåé äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ñâîåé äåÿòåëüíîñòè

Âîðîíåæ, èçìåíèëîñü ñ ñåðåäèíû ìàÿ 1918 ãîäà, êîãäà â �èãå ñîáðàëñÿ ïðèáàëòèéñêèé

Çåìñêèé Ñîâåò èç èçáðàííûõ ïðåäñòàâèòåëåé Ýñòëÿíäèè, Ëè�ëÿíäèè, �èãè è îñòðî-

âà Ýçåëÿ. Îäíèì èç ïðèíÿòûõ ðåøåíèé êîòîðîãî áûë ïóíêò ¾ ... ïðîñèòü ãåðìàíñêîãî

èìïåðàòîðà, ÷òîáû îí îáðàçîâàííîå èç áàëòèéñêèõ ïðîâèíöèé ãîñóäàðñòâî îáúåäèíèë

ñ �åðìàíèåé¿. Â ðåçóëüòàòå, íà ýòîì ñîáðàíèè, áåç ó÷àñòèÿ ïðåäñòàâèòåëåé óíèâåð-

ñèòåòà, áûë ðåøåí âîïðîñ â æåëàòåëüíîì äëÿ íåìöåâ ñìûñëå, ò.å. îí äîëæåí ñòàòü

óíèâåðñèòåòîì áóäóùåãî áàëòèéñêîãî ãîñóäàðñòâà [11℄ ïîä âëàñòüþ �åðìàíèè. Ïî ñëî-

âàì Ñåíò-Èëåðà ¾ýòî è áûëî, ïî-âèäèìîìó, òî ðåøåíèå ¾êîíñòèòóöèîííî-ïðàâîìî÷íûõ

ó÷ðåæäåíèé¿, î êîòîðîì ãîâîðèò ãåí. Êîò÷ â ñâîåì îòâåòå íà äîêëàäíóþ çàïèñêó Ñîâå-

òà¿. È óæå 16 ìàÿ 1918 ã. âûõîäèò ðàñïîðÿæåíèå ãëàâíîêîìàíäóþùåãî ãðà�à Êèðáàõà
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îá îêîí÷àòåëüíîì ïðåêðàùåíèè äåÿòåëüíîñòè Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, êàê ðóññêîãî

óíèâåðñèòåòà (ò.å. 4/5 åãî ÷àñòè):

1. �óññêèé ðåêòîð óíèâåðñèòåòà äîëæåí âîçäåðæàòüñÿ îò âñÿêèõ äîëæíîñòíûõ äåé-

ñòâèé.

2. Ñíîøåíèå ðåêòîðà ñ ðóññêèìè âëàñòÿìè íå äîïóñêàåòñÿ.

È êàê ðàç â ýòî âðåìÿ ïî ñóùåñòâó ìåíÿåòñÿ ñòàòóñ ðóññêîãî óíèâåðñèòåòà â Þðüåâå.

Òàê êàê 18 ìàÿ 1918 ã. (ñì. âûøå ïðèâåäåííóþ âûïèñêó) âîïðîñ î ïåðåâîäå Þðüåâñêîãî

óíèâåðñèòåòà áûë îêîí÷àòåëüíî ðåøåí ïîñòàíîâëåíèåì Íàðêîìà ïî Ïðîñâåùåíèþ. À

ñàìîå ãëàâíîå! Íà÷èíàåòñÿ �èíàíñèðîâàíèå óíèâåðñèòåòà Ñîâåòñêèì Ïðàâèòåëüñòâîì!

Òàê, óæå 28 ìàÿ 1918 ã. íà ñ÷åò Óíèâåðñèòåòà ìàëàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ êîìèññèÿ ïå-

ðåâîäèò 150 òûñÿ÷ ðóáëåé ([6℄, ñ. 74). À 8 èþëÿ âîçâðàòèâøèéñÿ ïîñëå òðåõìåñÿ÷íîé

êîìàíäèðîâêè â Ìîñêâó ïðî�. Â.Ý. �åãåëü ïðèâåç, ïî ñëîâàì Ñåíò-Èëåðà, ¾çíà÷è-

òåëüíóþ ñóììó äåíåã íà óïëàòó æàëîâàíèÿ ñëóæàùèì¿. Òàêèì îáðàçîì, ðóññêàÿ ÷àñòü

Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà ñòàíîâèòñÿ Âîðîíåæñêèì óíèâåðñèòåòîì â Äåðïòå. È òåïåðü

âîçíèêëà ïðîáëåìà î ïåðåïðàâêå (ìîæíî ñêàçàòü ýâàêóàöèè) óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðî-

íåæ, ìåñòî åãî òåïåðü óæå çàêîííîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëå-

ìû ðåêòîð Â.�. Àëåêñååâ, èñõîäÿ èç ïîñòàíîâëåíèÿ ñîâåùàíèÿ ïðî�åññîðîâ, îáðàòèëñÿ

ê íåìåöêîìó êîìàíäîâàíèþ ñ ïðîñüáîé ñíåñòèñü ñ ðóññêèì ïðàâèòåëüñòâîì î ïðåäî-

ñòàâëåíèè ïåðñîíàëó óíèâåðñèòåòà äâóõ ìàðøðóòíûõ ïîåçäîâ äî Âîðîíåæà, îäíîãî â

ñåðåäèíå èþíÿ, äðóãîãî â êîíöå àâãóñòà. Íà ýòî áûë äàí îòâåò: ¾×òî êàñàåòñÿ õîäàòàé-

ñòâà î ïðåäîñòàâëåíèè ïðÿìûõ âàãîíîâ èç Äåðïòà äî Âîðîíåæà, òî âûñøåå ãåðìàíñêîå

êîìàíäîâàíèå ãîòîâî ïåðåäàòü åãî ðóññêîìó Ïðàâèòåëüñòâó¿. Âîò èìåííî ê ýòîìó âðåìå-

íè (23.05.18) è îòíîñèòñÿ ïðèâåäåííîå âûøå ðàñïîðÿæåíèå êîìåíäàíòà Ïîëÿ, öèòèðóÿ

êîòîðîå, ïðî�. Ì.Ä. Êàðïà÷åâ ÿâíî ïîäûãðûâàåò ìè�è÷åñêèì ýñòîíñêèì âëàñòÿì, êî-

òîðûõ â òîì ìîìåíò íå áûëî. À áûëè òîëüêî íåìåöêèå âëàñòè è èõ èíòåðåñû, êîòîðûå,

ðàçóìååòñÿ, íå ñîâïàäàëè ñ ðóññêèìè.

5. Â.�. Àëåêñååâ, ïåðâûé ðåêòîð Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà. Èòàê, ÷òî ìû

èìååì â èòîãå? Â ìàðòå 1918 ã. íåìöû, ïîëüçóÿñü îêêóïàöèåé Ïðèáàëòèêè, ïîïûòàëèñü

Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò ñäåëàòü íåìåöêèì. Íî Ó÷åíûé ñîâåò óíèâåðñèòåòà âî ãëàâå ñ

ðåêòîðîì Â.�. Àëåêñååâûì, ïðè ó÷àñòèè èçâåñòíîãî ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè ìåæäóíà-

ðîäíîãî ïðàâà Â.Ý. �ðàáàðÿ, äîêàçàëè íåïðàâîìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïîðÿæå-

íèÿ. Äàëåå, ïîëüçóÿñü ñâîáîäîé âîëåèçúÿâëåíèÿ áîëüøèíñòâà ïåðñîíàëà óíèâåðñèòåòà

(4 �-òà èç 5 è 4/5 èìóùåñòâà), âûðàçèâøåìñÿ â æåëàíèè ïðîäîëæèòü ðàáîòó ðóññêî-

ãî óíèâåðñèòåòà â ã. Âîðîíåæå, Ñîâåò îáðàòèëñÿ ê ïðàâèòåëüñòâó �îññèè ñ ïðîñüáîé

î ïåðåâîäå â Âîðîíåæ. Âëàñòè ã. Âîðîíåæà òàêæå ïîääåðæàëè ýòó ïðîñüáó. È 18 ìàÿ

1918 ãîäà Ñîâåòñêîå ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî âîïðîñ â ïîëîæèòåëüíîì ñìûñëå. À ñ 28

ìàÿ 1918 ã. Ñîâåòñêîå ïðàâèòåëüñòâî íà÷àëî �èíàíñèðîâàíèå ðóññêîãî (Âîðîíåæñêîãî)

óíèâåðñèòåòà, íî òåïåðü óæå â Äåðïòå, ò.å. íà îêêóïèðîâàííîé íåìöàìè òåððèòîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, �àêòè÷åñêè è þðèäè÷åñêè Þðüåâñêèé óíèâåðñèòåò ñòàë Âîðîíåæñêèì

óíèâåðñèòåòîì â Äåðïòå. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ðåêòîðñòâà íà ïðîòÿæåíèè

âñåãî ñïîðà ìåæäó íåìåöêèìè è ðóññêèìè èíòåðåñàìè íå âîçíèêàëà. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî íåçàâèñèìî îò ìåñòà ïðåáûâàíèÿ óíèâåðñèòåòà ðåêòîðîì îñòàâàëñÿ ïðî�åññîð
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Â.�. Àëåêñååâ, êîòîðûé ñ 18 ìàÿ 1918 ãîäà íà÷àë íåñòè îòâåòñòâåííîñòü çà èìóùåñòâî

è ïåðñîíàë ðóññêîãî óíèâåðñèòåòà óæå êàê Âîðîíåæñêîãî, õîòÿ è â Äåðïòå, ïîëó÷àÿ

çà ýòî çàðàáîòíóþ ïëàòó êàê Ñîâåòñêèé ñëóæàùèé. Òàêèì îáðàçîì, Â.�. Àëåêñååâ áûë

ïîñëåäíèì ðåêòîðîì Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà è ïåðâûì ðåêòîðîì Âîðîíåæñêîãî óíè-

âåðñèòåòà.

Ïîñëåñëîâèå. Íå ñêðîåì, æåëàíèå îïóáëèêîâàòü äàííóþ çàìåòêó ó íàñ âîçíèêëî

ïîñëå âûõîäà â ñâåò ñòàòüè ïðî�åññîðà Ì.Ä. Êàðïà÷åâà, ïîñâÿùåííîé îïóáëèêîâàííîé

íàìè áðîøþðå ñ çàìå÷àíèÿìè ïî èñòîðèè Â�Ó. Â ñâîåé áðîøþðå ìû íå îáìîëâèëèñü íè

îäíèì ñëîâîì î êàêîé-ëèáî ñåíñàöèîííîñòè è ñîâñåì íå ïðåòåíäîâàëè íà ïîõèùåíèå íà-

ó÷íîé ñëàâû óâàæàåìîãî íàøåãî óíèâåðñèòåòñêîãî èñòîðèêà � ïðî�åññîðà Ì.Ä. Êàðïà-

÷åâà. Ìû ïðîñòî âûðàçèëè îçàáî÷åííîñòü òåì, ÷òî ñîâðåìåííûìè èñòîðèêàìè â íàøåì

óíèâåðñèòåòå íåçàñëóæåííî ïðèíèæåíà ðîëü òàêîãî êðóïíîãî ìàòåìàòèêà è óíèâåð-

ñèòåòñêîãî îðãàíèçàòîðà, êàê Â.�. Àëåêñååâ. Ìû âñåãî ëèøü ÷èòàòåëè, èìåþùèå ñâîé

¾âíóòðåííèé âçãëÿä¿ (êàê ïðî�åññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè, êàê ñîòðóäíèêè Â�Ó, êàê

æèòåëè Âîðîíåæà) íà ñîáûòèÿ òåõ ëåò è íà ðîëü â íèõ íåêîòîðûõ ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ.

Îäèí èç àðãóìåíòîâ óâàæàåìîãî èñòîðèêà, îáúÿñíÿþùåãî åãî ïîçèöèþ ïî îòíîøå-

íèþ ê Â.�. Àëåêñååâó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî Â.�. Àëåêñååâ ñëèøêîì ìàëî ðàáîòàë â Â�Ó

è íå îñòàâèë ñâîé ñëåä â íàøåì óíèâåðñèòåòå. Åãî �ðàçà ¾Óâåðåííî ìîæíî ãîâîðèòü

î òîì, ÷òî â ñòàíîâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Âîðîíåæå

ðåøàþùóþ ðîëü ñûãðàë þðüåâñêèé ó÷åíûé Í.Ï. Ñàìáèêèí. Ïðè ýòîì áîëåå çàìåòíóþ,

÷åì ïðî�. Àëåêñååâ, óæå õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî îí îñòàëñÿ â Âîðîíåæå è ïîñëå çàâåðøå-

íèÿ ãðàæäàíñêîé âîéíû¿ âûçûâàåò ó íàñ, ìÿãêî ãîâîðÿ, íåñîãëàñèå. Îí äàæå ñòàâèò

â âèíó Â.�. Àëåêñååâó åãî îòúåçä èç Âîðîíåæà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îí áðîñèë ñâîå äåòèùå �

íîâûé óíèâåðñèòåò íà ïðîèçâîë ñóäüáû. Ïî÷åìó-òî íàø îïïîíåíò íå õî÷åò èëè íå ìî-

æåò ïîíÿòü, ÷òî âàæíåéøåé ïðè÷èíîé îòúåçäà Àëåêñååâà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîèñõîæäåíèå.

�îäîâûå ëèíèè Â.�. Àëåêñååâà óõîäÿò â êàçà÷åñòâî, â Âîéñêî Äîíñêîå. Îòíîøåíèå ê

êàçàêàì â 1919 ãîäó â ìîëîäîé ñîâåòñêîé ðåñïóáëèêå áûëî îòðèöàòåëüíîå è, áîëåå òîãî,

ðîñëî ãîíåíèå íà êàçàêîâ. Â.�. Àëåêñååâ íå ìîã íå ñîçíàâàòü òîãî, ÷òî åãî äàëüíåé-

øåå ïðåáûâàíèå â Â�Ó íå ñóëèò, ìÿãêî ãîâîðÿ, íè÷åãî ïîçèòèâíîãî. Ýòî âî-ïåðâûõ.

Âî-âòîðûõ, çà áîëåå ÷åì ãîäîâîå ïðåáûâàíèå â Âîðîíåæå îí óñïåë ïðî÷èòàòü íå ìåíåå

òðåõ ðàç ñâîé óíèêàëüíûé êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äàæå â íàøå âðåìÿ ýòîò êóðñ

ñäåëàë áû ÷åñòü ëþáîìó óíèâåðñèòåòó. Çàïèñêè åãî ëåêöèé ïî äàííîìó êóðñó õðàíÿòñÿ

â îòäåëå ðóêîïèñåé áèáëèîòåêè èì. È.Ñ. Íèêèòèíà.

Ìû ïîëíîñòüþ ñîãëàñíû ñ çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî ¾Íàó÷íûå è ïåäàãîãè÷åñêèå òðà-

äèöèè Þðüåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïåðåíåñåííûå íà âîðîíåæñêóþ çåìëþ, ñûãðàëè ñàìóþ

áëàãîïðèÿòíóþ ðîëü â ñóäüáå âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà¿. Òîëüêî ñëîâî ¾áëàãîïðèÿò-

íóþ¿ íóæíî áûëî çàìåíèòü íà ¾îñíîâîïîëàãàþùóþ¿. Äàëåå â ñòàòüå ïðèâåäåí ñïèñîê

âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ Â�Ó, âíåñøèõ áåñöåííûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå Â�Ó. Ìàòåìàòèêîâ

ñðåäè íèõ íåò. Íåò òàì íè ïðî�. Â.�. Àëåêñååâà, íè ïðî�. Ï.Ï. �ðàâå. Ñìååì âàñ óâå-

ðèòü â òîì, ÷òî åñëè áû íå ýíåðãèÿ è âåðà Â.�. Àëåêñååâà â áóäóùåå, òî âðÿä ëè ñòîëüêî

ïðî�åññîðîâ ïðèåõàëî áû â Âîðîíåæ èç Þðüåâà. Äîöåíò Í.Ï. Ñàìáèêèí ïî èíèöèàòèâå

Â.�. Àëåêñååâà áûë ïðèãëàøåí íà ðàáîòó â Âîðîíåæñêèé óíèâåðñèòåò, î ÷åì íàïèñàëà

â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ â 1968 ã. Ì.Â. Ñàìáèêèíà (æåíà Í.Ï. Ñàìáèêèíà). ßâëÿÿñü
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ïîñëåäîâàòåëåì Â.�. Àëåêñååâà, îí ðàçâèâàë âïîñëåäñòâèè ãåîìåòðè÷åñêîå îáðàçîâàíèå

â Â�Ó, çàëîæåííîå Â.�. Àëåêñååâûì. Â ñâîèõ ëåêöèÿõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îí

ïîëüçîâàëñÿ êîíñïåêòàìè êóðñà ëåêöèé Â.�. Àëåêñååâà. Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü è çíà÷è-

ìîñòü ýòîìó êóðñó ïðèäàâàëî òî, ÷òî ÷åðåç íåãî ¾êðàñíîé íèòüþ¿ ïðîõîäèëà òåîðèÿ

èíâàðèàíòîâ � ïðåäìåò àêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ Â.�. Àëåêñååâà. Åãî äîñòèæåíèÿ ïî

òåîðèè èíâàðèàíòîâ ïðèíåñëè åìó ìåæäóíàðîäíóþ èçâåñòíîñòü. Îòêðûòèÿ Â.�. Àëåê-

ñååâà ïî äàííîìó ïðåäìåòó îòìå÷àëè äàæå êðóïíûå åâðîïåéñêèå �èçèêè è õèìèêè (ýòî

ïîäðîáíî îïèñàíî â íàøåé áðîøþðå). Ïî÷åìó-òî ýòèõ âàæíûõ èñòîðè÷åñêèõ �àêòîâ íå

õî÷åò çàìå÷àòü íàø óâàæàåìûé îïïîíåíò. Ñ íåïîíÿòíûì óïîðñòâîì îí îáõîäèò â ñâî-

åì èçëîæåíèè è ¾Áîëüøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ýíöèêëîïåäèþ¿ (èçäàííóþ åùå â 60-òûå

ãîäû), â êîòîðîé óêàçàíî, ÷òî îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Â�Ó áûëè çàëî-

æåíû ïåðâûì ðåêòîðîì Â�Ó Â.�. Àëåêñååâûì. Åñòü è äðóãèå ñòðàííûå îñîáåííîñòè â

êðèòè÷åñêîé çàìåòêå Ì.Ä. Êàðïà÷åâà, î êîòîðûõ, âîçìîæíî, ñëåäîâàëî áû ïîãîâîðèòü.

Íî íå õî÷åòñÿ çàíèìàòüñÿ ¾êóõîííûìè äðÿçãàìè¿. È òàê âñå ÿñíî!
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Ê�ÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

MSC 70E18, 70E60

ÓÏ�ÎÙÅÍÍÛÉ �ÀÑ×ÅÒ ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÈ ÄÂÈÆÅÍÈß

ÌÎÁÈËÜÍÎ�Î �ÎÁÎÒÀ Ñ Ò�ÅÌß ÎÌÍÈÊÎËÅÑÀÌÈ

À.Í. À�îíèí, À.Þ. Àëåéíèêîâ, Å.Í. Áîíäàðåâà

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò,

óë. Ïîáåäû, 85, Áåëãîðîä, 308015, �îññèÿ, e-mail: afonin�bsu.edu.ru

Àííîòàöèÿ. �àññìîòðåíà êèíåìàòèêà äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ òðåìÿ îìíèêîëåñà-

ìè, ðàñïîëîæåííûìè ïîä óãëîì 120

◦
. Ïðåäëîæåíû óïðîùåííûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðî-

ñòåé âðàùåíèÿ êîëåñ, îáåñïå÷èâàþùèå äâèæåíèå ðîáîòà â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ñ òðåáóåìîé

ñêîðîñòüþ. Ýòè �îðìóëû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîäîáíûìè

ðîáîòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîáèëüíûé ðîáîò, îìíèêîëåñî, äâèæåíèå, ìåõàíèêà, êèíåìàòèêà,

ñêîðîñòü, óïðàâëåíèå.

Ââåäåíèå. Ñðåäè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñõåì ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ

ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñõåìà ñ òðåìÿ îäèíàêîâûìè íåçàâèñèìûìè âåäó-

ùèìè êîë¼ñàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïîä óãëîì 120

◦
. Âàæíåéøèì ïðåèìóùåñòâîì ðîáîòà

ñ òàêîé êèíåìàòè÷åñêîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ åãî ìàíåâðåííîñòü: ïîäîáíûé ðîáîò ìîæåò â

ëþáîé ìîìåíò íà÷àòü äâèæåíèå â ëþáóþ ñòîðîíó. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ìàíåâðåííîñòè òàêèå

ðîáîòû îñíàùàþòñÿ êîëåñàìè îñîáîé êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìûìè îìíè-

êîëåñàìè [4, 5 è äð.℄), îáåñïå÷èâàþùèìè òðåíèå êà÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïî êîòîðîé

äâèæåòñÿ ðîáîò â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Óïðàâëåíèå ðîáî-

òîì ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè âåäóùèìè êîëåñàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè

âðàùåíèÿ êîëåñ. Ïðè ýòîì, îïðåäåëåíèå òðåáóåìîé äëÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà â çàäàííîì

íàïðàâëåíèè ñ òðåáóåìîé ñêîðîñòüþ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ êàæäîãî êîëåñà ïðåäñòàâëÿåò

îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êèíåìàòèêè è äèíà-

ìèêè äâèæåíèÿ ïîäîáíûõ ðîáîòîâ, íàïðèìåð [2 � 4℄, âåñüìà ñëîæíû è èñïîëüçîâàíèå

èõ ïðè ðàçðàáîòêå ðåàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðîáîòàìè çàòðóäíèòåëüíî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ñõåìó ðîáîòà ñ òðåìÿ îäèíàêîâûìè íåçàâèñè-

ìûìè âåäóùèìè êîë¼ñàìè (ðèñ. 1). Ïðèìåì äîïóùåíèå, ÷òî ñèëà òðåíèÿ ìåæäó êîëåñîì

è ïîâåðõíîñòüþ íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ êîëåñà îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ

ðîáîòà. Òîãäà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ðîáîòó öåëå-

ñîîáðàçíî ñîîáùàòü êîëåñîì, îñü âðàùåíèÿ êîòîðîãî îáðàçóåò íàèáîëüøèé óãîë ñ çà-

äàííûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ. Êîëåñî, îñü âðàùåíèÿ êîòîðîãî îáðàçóåò íàèìåíüøèé

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (ïðîåêò 723).
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óãîë ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ, öåëåñîîáðàçíî îñòàíîâèòü, ò.ê. âðàùåíèå ýòî-

ãî êîëåñà áóäåò ñëàáî ñêàçûâàòüñÿ íà ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ðîáîòà, íî áóäåò ïðè-

âîäèòü ê âðàùåíèþ åãî âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè. Òðåòüå êîëåñî, çàíèìàþùåå ïðîìåæó-

òî÷íîå ïîëîæåíèå, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäðóëèâàíèÿ ðîáîòà ñ öåëüþ êîì-

ïåíñèðîâàòü ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ïåðâîãî êîëåñà, íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî

çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íàïðàâëå-

íèå âðàùåíèÿ ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà äîëæíî áûòü ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèþ

âðàùåíèÿ âåäóùåãî. Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà áóäåò íèæå, ÷åì âåäó-

ùåãî, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ìåæäó âåäóùèì

è ïîäðóëèâàþùèì êîëåñîì.

�èñ. 1. Ñõåìà ñêîðîñòåé êîëåñ ïðè äâèæåíèè ðîáîòà â íàïðàâëåíèè çîíû 2.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ðîëè áóäóò âûïîëíÿòü êîíêðåòíûå êîëåñà, ìîæíî

âûäåëèòü 12 çîí íàïðàâëåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ðîáîòà. Ïðè äâèæåíèè ðîáîòà

â íàïðàâëåíèè çîí 1 è 7 íà ðèñ. 2 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî III, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî I; â íàïðàâëåíèè çîí 2 è 8 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî II, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî I; â íàïðàâëåíèè çîí 3 è 9 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî II, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî III; â íàïðàâëåíèè çîí 4 è 10 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî I, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî III; â íàïðàâëåíèè çîí 5 è 11 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî I, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî II; â íàïðàâëåíèè çîí 6 è 12 âåäóùèì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîëåñî III, à íåïîäâèæíûì

êîëåñî II.

2. Óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâèæåíèå

ðîáîòà â íàïðàâëåíèè çîíû 2. Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êîëåñà, íàïðàâëåííóþ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå åñëè ñìîòðåòü ñ âíåøíåé ñòîðîíû, ïðèìåì ïîëîæèòåëüíîé. Âëèÿíèåì íà ñêî-

ðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ðîáîòà ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà ïðå-

íåáðåæåì. Òîãäà, çàâèñèìîñòü êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè âåäóùåãî êîëåñà νII îò ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ ðîáîòà ν áóäåò èìåòü âèä



182 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36

νII =
ν

cos(60− α)
.

Èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè îáåñïå÷èòü óñëîâèå νIIIα = −νIIIα, êàñàòåëüíàÿ ñêîðîñòü

ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà îïðåäåëèòñÿ ïî �îðìóëå

νIII =
ν · sin(60− α)

cos(60− α) · cos(30− α)
.

Ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âåäóùåãî è ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

nII =
1000 · νII
π · dk

;nIII =
1000 · νIII
π · dk

,

ãäå dk � äèàìåòð êîëåñ, ìì.
Äëÿ äðóãèõ çîí äâèæåíèÿ ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîëåñ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âûâîäû. Ïîëó÷åííûå ïðîñòåéøèå çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè äëÿ óïðàâëå-

íèÿ äâèæåíèåì ðîáîòà ñ òðåìÿ îäèíàêîâûìè íåçàâèñèìûìè âåäóùèìè îìíèêîë¼ñàìè è

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîäîáíûìè ðîáîòàìè.

Ó ðåàëüíîãî ðîáîòà çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ áó-

äåò îêàçûâàòü èçìåíåíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ â çàâèñèìîñòè îò ïîëî-

æåíèÿ êîëåñ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà è ñêîðîñòè èõ âðàùåíèÿ [1℄.

Îöåíèòü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ íåëüçÿ íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðèâå-

äåííûõ âûøå ïðîñòåéøèõ çàâèñèìîñòåé, íî è ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ êèíå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íàïðèìåð ïðèâåäåííûõ â èñòî÷íèêàõ [2-4℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðîáîòû

ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè âåäóùèìè êîë¼ñàìè äîëæíû îñíàùàòüñÿ äàò÷èêàìè, îïðåäåëÿ-

þùèìè ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå èõ ïåðåìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (àêñåëåðîìåòð, ìàã-

íèòíûé êîìïàñ, ãèðîñêîï, ïðèåìíèê ñèãíàëîâ GPS è ò.ä.). Íà îñíîâàíèè èí�îðìàöèè,

ïîëó÷àåìîé îò ýòèõ äàò÷èêîâ, ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì áóäåò âíîñèòü êîððåêòèâû â

îïðåäåëåííûå ïî ïðèâåäåííîé âûøå ìåòîäèêå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âåäóùåãî êîëåñà (äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîé ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ) è ïîäðóëèâàþùåãî êîëåñà

(äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ íåêîíòðîëèðóåìîãî

âðàùåíèÿ ðîáîòà âîêðóã ñâîåé âåðòèêàëüíîé îñè).
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SIMPLIFIED CALCULATION OF KINEMATICS

OF MOBILE ROBOT WITH THREE OMNIDIRECTIONAL WHEELS
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Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: afonin�bsu.edu.ru

Abstrat. Kinematis of mobile robot with three omni wheels whih are arranged at an angle

of 120

◦
is under onsideration. Simpli�ed relationships for the alulation of the rotational speeds

of the wheels are proposed that provide the robot movement along given diretion with a desired

speed. These formulas may be used to reate ontrol systems like robots.
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ontrol.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà äèñêðåòíàÿ ñåðèÿ àëãåáð Ïóàññîíà ñ ðàçëè÷íûìè äðîá-

íûìè ýêñïîíåíòàìè íà èíòåðâàëå (4,5).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà Ïóàññîíà, àëãåáðà Ëè, ýêñïîíåíòà àëãåáðû, ìíîãîîáðàçèå àë-

ãåáð.

Íà ïðîòÿæåíèå âñåé ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ïîëå èìååò íóëåâóþ õà-

ðàêòåðèñòèêó.

Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ñâåäåíèÿ èç òåîðèè PI-àëãåáð ìîæíî íàéòè, íàïðè-

ìåð, â ìîíîãðà�èè [1℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K{X} (àáñîëþòíî) ñâîáîäíóþ ëèíåéíóþ àëãåá-

ðó îò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X = {x1, x2, . . .} íàä ïîëåì K. Ïóñòü

A � íåêîòîðàÿ K-àëãåáðà, Id(A) � èäåàë òîæäåñòâ àëãåáðû A. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà-
òóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ïðîñòðàíñòâî â K{X}, ñîñòîÿùåå èç ïîëèëèíåéíûõ
ýëåìåíòîâ ñòåïåíè n îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Îáîçíà÷èì

Pn(A) = Pn/(Pn ∩ Id(A)) , cn(A) = dim Pn(A) .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå îñíîâíîãî ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè èäåàë òîæäåñòâ

ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A ïîðîæäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïîëèëèíåéíûõ òîæäåñòâ. Ïîýòî-

ìó îäíîé èç âàæíûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn(A)}n≥1,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîðàçìåðíîñòåé àëãåáðû A. Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {cn(A)}n≥1 ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åíà, òî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íèæíþþ

è âåðõíþþ ýêñïîíåíòû:

exp(A) = lim
n→∞

n
√
cn(A) , exp(A) = lim

n→∞

n
√
cn(A) .

Åñëè exp(A) = exp (A), òî ýòó âåëè÷èíó îáîçíà÷èì ÷åðåç exp(A) è áóäåì íàçûâàòü

ýêñïîíåíòîé àëãåáðû A.
Â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ àëãåáð À. �åãåâûì [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðîñò ëþáîé PI-àëãåáðû

(àëãåáðû ñ íåòðèâèàëüíûì òîæäåñòâîì) ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åí. Îïèðàÿñü íà ðå-

çóëüòàòû À. �åãåâà, Ñ.À. Àìèöóð âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé àññîöèà-

òèâíîé PI-àëãåáðû ýêñïîíåíòà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Äàííàÿ ãèïîòåçà

áûëà ïîäòâåðæäåíà À. Äæàìáðóíî è Ì.Â. Çàéöåâûì [3℄.

Íè÷åãî ïîäîáíîãî íå íàáëþäàåòñÿ â íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáðàõ. Â îáëàñòè àëãåáð

Ëè õîðîøî èçó÷åííûì ìíîãîîáðàçèåì ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

îáðàçèå AN2, ïîñòðîåííîå È.Á. Âîëè÷åíêî [4℄. Ïåðâûé ïðèìåð àëãåáð Ëè ñ äðîáíîé
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ýêñïîíåíòîé ïîñòðîåí Ì.Â. Çàéöåâûì è Ñ.Ï. Ìèùåíêî [5℄. Â îáëàñòè àëãåáð Ïóàññî-

íà ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé àëãåáð ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà è àëãåáðû ñ äðîáíîé

ýêñïîíåíòîé ïîñòðîåíû Ñ.Ì. �àöååâûì [6℄.

Ïóñòü A
2
� ìíîãîîáðàçèå âñåõ ìåòàáåëåâûõ àëãåáð Ëè, îïðåäåëåííîå òîæäåñòâîì

(x1x2)(x3x4) ≡ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ms−1 = Fs−1(A
2) , s = 3, 4, . . . îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíóþ àëãåáðó ýòîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ {z1, z2, . . . , zs−1}. �àññìîòðèì ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå d âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 〈z1, z2, . . . , zs−1〉K , äåéñòâóþùåå ïî

ïðàâèëó zid = zi+1, i = 1, 2, . . . , s− 2, zs−1d = 0. Â ýòîì ñëó÷àå d ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
äè��åðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû Ms−1, êîòîðîå îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé. Ëèíåéíóþ îáî-

ëî÷êó ýòîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ 〈d〉 ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîìåðíîé àëãåáðîé Ëè ñ íóëåâûì
óìíîæåíèåì. Ïîñòðîèì ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð Ls =Ms−1 ⋋ 〈d〉.

Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå PLs = Ls ⊕ K îïðåäåëèì îïåðàöèè · è {, } ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(a + α) · (b+ β) = (βa+ αb) + αβ ,

{a+ α, b+ β} = [a, b] , a, b ∈ Ls , α, β ∈ K .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî PLs ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ïóàññîíà. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëó-
÷åíèÿ àëãåáð Ïóàññîíà èç ëþáîé ëèåâîé àëãåáðû áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [7℄.

Òåîðåìà. Äëÿ ýêñïîíåíò àëãåáð Ïóàññîíà PLs âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà:

4 = exp(PL3) < . . . < exp(PLs) < exp(PLs+1) < . . . < 5, s = 4, 5, . . . .

� Â ðàáîòå [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýêñïîíåíò àëãåáð Ëè Ls âûïîëíÿþòñÿ òàêèå ñòðîãèå
íåðàâåíñòâà:

3 = exp(L3) < . . . < exp(Ls) < exp(Ls+1) < . . . < 4, s = 4, 5, . . . .

À èç òåîðåìû 2 ðàáîòû [6℄ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíòà àëãåáðû Ëè Ls, òî
áóäåò ñóùåñòâîâàòü è ýêñïîíåíòà àëãåáðû Ïóàññîíà PLs, ïðè÷åì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

exp(PLs) = exp(Ls) + 1, s = 3, 4, . . . . �
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is built.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîèñêà íîâîãî òÿæåëîãî áîçîíà Z∗
â ýêñïåðè-

ìåíòå ATLAS (LHC) â äèìþîííîì êàíàëå. Íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé èíâàðèàíòíîé

ìàññû ïàðû ìþîíîâ äëÿ äàííûõ è ìîäåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè èññëå-

äóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ äîñòîâåðíîñòü ãèïîòåç ñóùåñòâîâàíèÿ íîâûõ òÿæåëûõ ðåçîíàíñîâ Z∗

ðàçëè÷íûõ ìàññ è ñå÷åíèé. Â îòñóòñòâèå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ îòêëîíåíèé íàáëþäåíèé

îò ïðåäñêàçàíèé Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè � âû÷èñëåíû âåðõíèå ïðåäåëû ìàññû è ñå÷åíèÿ Z∗
. Â

àíàëèçå èñïîëüçóþòñÿ äàííûå ïðîòîí-ïðîòîííûõ ñòîëêíîâåíèé ñ ýíåðãèåé â ñ.ö.ì. 8 ÒýÂ, íà-

áðàííûå ýêñïåðèìåíòîì ATLAS â 2012 ãîäó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Z∗
, ðåçîíàíñ, áîçîí, ìþîí, ATLAS, LHC.

Ââåäåíèå. Òÿæåëûå áîçîíû Z∗
ìàññîé ïîðÿäêà îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ÒýÂ ÿâëÿ-

þòñÿ åñòåñòâåííûìè èíãðåäèåíòàìè êëàññà òåîðèé, ðàñøèðÿþùèõ Ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü

è íàïðàâëåííûõ íà ïðåîäîëåíèå òàê íàçûâàåìîé ¾ïðîáëåìû èåðàðõèè¿ [1, 2℄.

Ýòè ÷àñòèöû èìåþò ñïèí 1 è õàðàêòåðèçóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñ ÷àñòèöàìè ñòàí-

äàðòíîé ìîäåëè ¾òåíçîðíîãî òèïà¿:

L ∼ ψ̄2σ
µνψ1(∂µZ

∗
ν − ∂νZ

∗
µ) , (1)

ãäå ψ1,2 � ïîëÿ �åðìèîíîâ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, Z∗
µ � âåêòîðíîå ïîëå íîâîãî òÿæåëîãî

ðåçîíàíñà.

Ñâîéñòâà ëàãðàíæèàíà (1) îòðàæàþòñÿ â ïðåäñêàçûâàåìûõ ñâîéñòâàõ áîçîíîâ Z∗
.

Ê ïðèìåðó � óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ðàñïàäà Z∗
èìåþò óíèêàëüíóþ �îðìó, ÷òî

ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü ïðîöåññû ñ ó÷àñòèåì íîâîãî áîçîíà îò ïðîöåññîâ ñ ó÷àñòèåì äðóãèõ

òèïîâ ÷àñòèö [2℄.

Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîèñêîâ ñèãíàëà ðåçîíàíñà Z∗
â äàííûõ ïðîòîí-

ïðîòîííûõ ñòîëêíîâåíèé íà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå ATLAS Áîëüøîãî àäðîííî-

ãî êîëëàéäåðà (LHC) [4℄ â êàíàëå ñ äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûìè ìþîíàìè â

êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè.

Ñðàâíåíèå äàííûõ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Îñíîâíîé ïå-

ðåìåííîé, èñïîëüçóåìîé â àíàëèçå, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ìàññà ìþîíà è àíòèìþî-

íà, ðåêîíñòðóèðîâàííûõ äåòåêòîðîì. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîé

ìàññû ïàðû ìþîíîâ äëÿ äàííûõ è äëÿ �îíîâûõ ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Îñ-

íîâíûìè �îíîâûìè ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû Äðåëë-ßíà, ïðîöåññû ñ ðîæäåíèåì
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íåñêîëüêèõ âåêòîðíûõ áîçîíîâ Z,W , à òàêæå ïðîöåññû ñ ðîæäåíèåì îäíîãî èëè ïàðû

òîï-êâàðêîâ. Ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ïðîöåññàìè, áûëè ñìîäåëèðîâàíû ñ ïîìî-

ùüþ Ìîíòå-Êàðëî ãåíåðàòîðîâ ñ ïîñëåäóþùåé ïîëíîé ðåêîíñòðóêöèåé â ïðîãðàììíîé

ìîäåëè äåòåêòîðà.

�èñ. 1. Èíâàðèàíòíàÿ ìàññà ïàðû ìþîíîâ äëÿ äàííûõ ATLAS 2012 ãîäà è ìîäåëèðîâàííûõ

ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Ìàðêåðàìè ïîêàçàíû äàííûå è èõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåø-

íîñòü. �àñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè âêëþ÷àþò ïðîöåññû Äðåëë-ßíà, ïðîöåñ-

ñû ðîæäåíèÿ íåñêîëüêèõ áîçîíîâ Z,W è ïðîöåññû ðîæäåíèÿ îäíîãî èëè ïàðû òîï-êâàðêîâ.

Ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñèãíàëüíûõ ñîáûòèé Z∗
ìàññîé 1500 è 2500 �ýÂ. Âíèçó äàíî ðàñïðå-

äåëåíèå îòíîøåíèÿ ÷èñëà ñîáûòèé â äàííûõ ê ÷èñëó ñîáûòèé ìîäåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, à

òàêæå ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíêè �îíà (îêàéìëåíèå ñåðîãî öâåòà), ñì. [4℄.

Â òàáë. 1 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ÷èñëà ñîáûòèé íàáëþäàåìûõ äàííûõ è ìîäåëèðîâàí-

íûõ ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. ×èñëà ñîáûòèé â ðàçíûõ îáëàñòÿõ èíâàðèàíòíîé

ìàññû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ â ïðåäåëàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ è ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíî-

ñòåé.

Ïðåäåë ñå÷åíèÿ è ìàññû Z∗
. Äëÿ îöåíêè ñîâìåñòèìîñòè äàííûõ ñ ãèïîòåçàìè

ñèãíàëîâ Z∗
ðàçëè÷íûõ ìàññ è ñå÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàöèÿ ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî

îïðåäåëåííîãî ÷èñëà íàáîðîâ ïñåâäîýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ó÷èòûâàþùèõ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé è ñå÷åíèÿ ðåçîíàíñà Z∗
. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæ-

äîãî ïñåâäîýêñïåðèìåíòà âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðàÿ çàòåì óñðåäíÿ-

åòñÿ ïî âñåì ïñåâäîýêñïåðèìåíòàì. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �19(190). Âûï. 36 189

çíà÷åíèé ìàññû Z∗
. Ñðàâíåíèå äàííûõ äåòåêòîðà ñ ãèïîòåçàìè ñóùåñòâîâàíèÿ ñèãíàëà

Z∗
ðàçëè÷íûõ ìàññ äàåò òàê íàçûâàåìûé ¾íàáëþäàåìûé ïðåäåë¿ ñå÷åíèÿ, ñðàâíåíèå

ðàñïðåäåëåíèÿ �îíà ñ ãèïîòåçàìè Z∗
äàåò ¾îæèäàåìûé ïðåäåë¿.

Òàáëèöà 1

Ñðàâíåíèå êîëè÷åñòâà ñîáûòèé äàííûõ è ìîäåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè â ðàçëè÷íûõ

äèàïàçîíàõ èíâàðèàíòíîé ìàññû. Â êà÷åñòâå íåîïðåäåëåííîñòè êîëè÷åñòâà ñîáûòèé ïîêàçàíà ïîëíàÿ

(ñòàòèñòè÷åñêàÿ + ñèñòåìàòè÷åñêàÿ) ïîãðåøíîñòü (ñì. [4℄). Èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî îêðóãëåíèÿ PDG.

mµµ[�ýÂ℄ 200-400 400-800 800-1200 1200-3000

Z/γ∗ 1000 ± 1000 1000 ± 100 49 ± 5 7,3 ± 1,1

Òîï 2300 ± 400 160 ± 80 3,0 ± 1,7 0,17 ± 0,15

Äèáîçîí 524,1 ± 134,4 64,02 ± 15,75 4,188 ± 2,147 0,693 ± 0,3041

Âñåãî 13700 ± 1100 1180 ± 130 56 ± 6 8,15 ± 1,2

Äàííûå 13479 1122 49 8

Òàáëèöà 2

Âåðõíèå ïðåäåëû ìàññû íîâîãî ðåçîíàíñà Z∗
, ïîëó÷åííûå â äèìþîííîì êàíàëå, â äèýëåêòðîííîì êà-

íàëå, è â êîìáèíàöèè äèìþîííîãî è äèýëåêòðîííîãî êàíàëîâ (ñì. [4℄).

Z∗ → µ+µ− Z∗ → e+e− Z∗ → l+l−

Íàáëþäàåìûé ïðåäåë, ÒýÂ 2,58 2,74 2,85

Îæèäàåìûé ïðåäåë, ÒýÂ 2,58 2,73 2,82

Ïåðåñå÷åíèå êðèâîé íàáëþäàåìîãî (îæèäàåìîãî) ïðåäåëà ñå÷åíèÿ è êðèâîé òåîðå-

òè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåò íàáëþäàåìûé (îæèäàåìûé) ïðåäåë ìàññû ðåçîíàíñà Z∗

ñ óðîâíåì äîñòîâåðíîñòè 95%. Â òàáë. 2 ïîêàçàíû çíà÷åíèå âåðõíèõ ïðåäåëîâ ìàññû Z∗

äëÿ ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êàíàëîâ. Ïîìèìî äèìþîííîãî êàíàëà, îáñóæäàåìîãî

â ýòîé ñòàòüå, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåäåíû òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàññó Z∗
, ïî-

ëó÷åííûå êîëëàáîðàöèåé ATLAS èç àíàëèçà äàííûõ â êàíàëå ñ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè, à

òàêæå îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â êîìáèíàöèè äèìþîííîãî è äèýëåêòðîííîãî êàíàëîâ

(ñì. [4℄).

Çàêëþ÷åíèå. Ïðîàíàëèçèðîâàíû äàííûå ýêñïåðèìåíòà ATLAS â äèìþîííîì êàíà-

ëå, íàáðàííûå â 2012 ãîäó â ïðîòîí-ïðîòîííûõ ñòîëêíîâåíèÿõ íà LHC.

Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå íàáëþäàåìûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîáûòèé ñ ìîäåëèðîâà-

íèåì ïðîöåññîâ Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Íàéäåíû âåðõíèå ïðåäåëû ñå÷åíèé ðåçîíàíñà Z∗

äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ ìàññ. Âåðõíèé ïðåäåë íà äîïóñòèìóþ ìàññó íîâîãî ðåçîíàí-

ñà óñòàíîâëåí íà óðîâíå 2,85 ÒýÂ.
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�èñ. 2. Ïðåäåë ñå÷åíèÿ ðåçîíàíñà Z∗
, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèé äèìþîí-

íûõ ñîáûòèé ïî èíâàðèàíòíîé ìàññå. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàí îæèäàåìûé ïðåäåë ñå÷åíèÿ

(ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå) ñ óðîâíåì äîñòîâåðíîñòè 95%. Îêàéìëåíèå êðèâîé îæèäàåìîãî ïðåäå-

ëà èëëþñòðèðóåò ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèÿ ïðåäåëà â îäíî è äâà ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ, ñâÿçàí-

íûå ñ ñèñòåìàòè÷åñêèìè ïîãðåøíîñòÿìè îöåíêè �îíà Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Ñïëîøíîé ëèíèåé

ïîêàçàí íàáëþäàåìûé ïðåäåë ñå÷åíèÿ Z∗
. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñ ñåðûì îêàéìëåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóåò ñå÷åíèþ ðåçîíàíñà Z∗
, ðàññ÷èòàííîìó â òåîðèè è åãî íåîïðåäåëåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî

(ðèñóíîê èç ñòàòüè [4℄).
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SEARCH FOR NEW SPIN-1 Z∗
BOSON AT THE ATLAS (LHC) EXPERIMENT

IN CHANNEL WITH TWO MUONS

I.V. Yeletskikh, The ATLAS Collaboration

Joint Institute for Nulear Researh, Joliot-Curie St., 6, Dubna, 141980, Russia;

Institute of Eletrophysis and Radiation Tehnologies, Chernyshevskiy St., 28, Kharkov, 61002,

Ukraine; e-mail: ivanelekih�jinr.ru

Abstrat. Investigations of the new heavy Z∗
resonane at ATLAS (LHC) experiment in

hannel with two muons are presented. On the basis of omparing of dimuon invariant mass

distributions in observed data and simulated by Standard Model proesses preditions, the ompa-

tibility of data with "bakground + signal" hypotheses is studied. Due to good agreement between

data and Standard Model preditions we have found new limits on Z∗
ross setion and mass.

Analysis is based on 20 fb−1
of pp ollisions with C.M. energy of 8 TeV, reorded by ATLAS in

2012.

Key words: Z∗
-resonane, boson, muon, ATLAS, LHC.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòèêî-÷èñëåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âíåø-

íèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâîäèòü âíåøíþþ çàäà÷ó ê

âíóòðåííåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðàåâàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå êîëåáàíèé.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé R

1

ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

utt = a2uxx + f (x , t), (x , t) ∈ Ω
1
= R

1 × (0,T ], (1)

u(x ,0) = ϕ(x ), ut(x ,0) = ψ(x ), x ∈ R1, (2)

ãäå a � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò, f, ϕ, ψ � çàäàííûå �óíêöèè. Ñëåäóåò òàêæå çàäàòü

êðàåâûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

u(x , t) → N , x → ±∞. (3)

Ïðåîáðàçîâàâ íåîãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî R

1 = DC ∪ C ∪ D∞ â îãðàíè÷åííóþ

äâóñîñòàâíóþ îáëàñòü D1 = DC ∪C ∪D∗
ñîãëàñíî àíàëèòèêî-÷èñëåííîìó ìåòîäó èíâåð-

ñèè[1℄, íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1)-(3) ïðèíèìàåò âèä

utt = a2uxx + f (x , t), (x , t) ∈ Q
1
= D1 × (0,T ], (4)

u(x ,0) = ϕ(x ), ut(x ,0) = ψ(x ), x ∈ D1, (5)

u(x , t) = N , x ∈ D∗, t ∈ [0, T ], (6)

ãäå îáëàñòü D∗
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè D∞. Åñëè â

çàäà÷å (4)-(6) ïðè f (x , t) ≡ 0 íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) íå÷åòíû, òî u(0, t) = 0;
åñëè æå �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ÷åòíû, òî ux (0, t) = 0 ïî ìåòîäó îòðàæåíèÿ [2℄. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíâåðñèè è ìåòîä îòðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ íà ïîëóîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñ

íåîäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè è îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x), ïîìèìî óñëîâèé ãëàäêîñòè ϕ ∈ C (2)(R1
+),

ψ ∈ C (1)(R1
+), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íîãî

óñëîâèé [3℄.
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Èòàê, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à íà ïîëóïðÿìîé ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïåðâîãî ðîäà

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

utt = a2uxx , (x , t) ∈ Q
1

+ = D1
+ × (0,T ],

u(x ,0) = ϕ(x ), ut(x ,0) = ψ(x ), x ∈ D1
+,

u(0, t) =0, u(x , t) = N , x ∈ D∗
+, t ∈ [0, T ].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì èíâåðñèè íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

âòîðîãî ðîäà èìååò âèä:

utt = a2uxx , (x , t) ∈ Q
1

+,

u(x ,0) = ϕ(x ), ut(x ,0) = ψ(x ), x ∈ D1
+,

ux (0, t) =0, u(x , t) = N , x ∈ D∗
+, t ∈ [0, T ].

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê âíóòðåííåé, äàëåå ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à îäíèì èç ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ [4℄

ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöèîííûõ ïðèåìîâ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Â çàêëþ÷åíèè ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî èñïîëüçîâàíèå àíàëèòèêî-÷èñëåííîãî ìåòîäà

èíâåðñèè ïîçâîëÿåò àêêóðàòíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ìåòîä ïðè-

ìåíèì íå òîëüêî ê óðàâíåíèþ êîëåáàíèé íà íåîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé, íî è ê äðóãèì

òèïàì óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå è ê óðàâíåíèÿì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè

ïåðåìåííûìè.
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Abstrat. Analytial-numerial approah to solution of the external boundary value problems

of wave equation is presented. The approah onverts eah external boundary value problem to the

internal one.
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ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß ÄËß ÀÂÒÎ�ÎÂ

Æóðíàë ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåë�Ó. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà, Ôèçèêà¿ âûõîäèò ÷åòûðå ðàçà

â ãîä. Â æóðíàëå ïå÷àòàþòñÿ ñòàòüè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè (çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâ, èìåþùèõ ÷èñòî êîìïüþòåðíîå ñîäåðæàíèå è âû÷èñëèòåëüíîé

ýìïèðèêè).

�åäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïðèíèìàåò îò àâòîðîâ ðóêîïèñè ñòàòåé, íàïèñàííûå íà ðóññêîì èëè

íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ. Ñîäåðæàíèå ñòàòåé ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåçóëüòàòû îðèãèíàëüíûõ

èññëåäîâàíèé àâòîðà(îâ), òàê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáçîð ïî âûáðàííîé àâòîðîì(àìè) òåìå.

Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü íàïèñàíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè è ñ òàêèì ðàñ÷åòîì,

÷òîáû áûòü ïîíÿòíîé íå òîëüêî óçêèì ñïåöèàëèñòàì ïî âûáðàííîìó àâòîðîì(àìè) íàïðàâ-

ëåíèþ èññëåäîâàíèé, íî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Íè â êîåì ñëó÷àå ðóêîïèñü íå

äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðàòêèé îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïèñàííûé â âèäå

êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðóêîïèñü

äîëæíà áûòü ñòðóêòóðèðîâàíà � ðàçäåëåíà íà ðàçäåëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå ñìûñëî-

âûå åäèíèöû òåêñòà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðóêîïèñü äîëæíà ñîäåðæàòü ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå.

�àçäåëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû è èìåòü çàãîëîâêè.

Âî ââåäåíèè äîëæíû áûòü îïèñàíû: ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðóêîïèñü, îïðåäåëåíî

ìåñòî ýòîé ïðîáëåìû â îáùåì îáú¼ìå �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû êðàò-

êàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîëó÷åííûé àâòîðîì(àìè) ðåçóëüòàò. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû äîëæíà

áûòü äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ óêàçàíèåì åãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî

ðàçâèòèÿ òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òå æå ñàìûå òðåáîâàíèÿ ê ââåäåíèþ è çàêëþ÷åíèþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ è äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè,

ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èõ ñîäåðæàíèå äîëæíî áûòü ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè

ðåçóëüòàòîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå âûáðàííîé àâòîðîì îáëàñòè èññëåäîâàíèé, è ñàì òåêñò

äîëæåí áûòü íàïèñàí ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè.

Âîçìîæíà òàêæå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè, íîñÿùåé ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íî â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè òàêîé ðóêîïèñè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé îòäåëüíî.

�óêîïèñü äîëæíà áûòü î�îðìëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè íàïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ìàòåìàòè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ òåêñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîëæ-

íû áûòü ÷åòêî âûäåëåíû òàêèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, êàê �îðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé, òåîðåì

è ëåìì, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé, îòìå÷åíû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîëíûé îáú¼ì ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, íå äîë-

æåí ïðåâûøàòü 20 ñòðàíèö �îðìàòà A4. Îíà äîëæíà áûòü íàïèñàíà øðè�òîì 12pt ÷åðåç äâà

èíòåðâàëà. Îáú¼ì îáçîðíîé ñòàòüè íåîáõîäèìî çàðàíåå îãîâîðèòü ñ ðåäêîëëåãèåé æóðíàëà.

Ïîñëå ïîäãîòîâêè îäíèì èç ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè çàêëþ÷åíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ðóêîïèñè íîð-

ìàì æóðíàëà ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè¿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îáùåì ñîáðàíèè ðåäêîëëåãèè. Â

îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåäêîëëåãèåé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î áîëåå òùàòåëüíîì èçó÷åíèè

ðóêîïèñè âíåøíèì (íå âõîäÿùåì â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà) ðåöåíçåíòîì. �åäêîëëåãèÿ

îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà ìåëêèå ñòèëèñòè÷åñêèå èñïðàâëåíèÿ òåêñòà ðóêîïèñè ïîñëå ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ î å¼ ïóáëèêàöèè.

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èí�îðìàöèÿ:

1) îñíîâíàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè, ïðåäñòàâëÿåìàÿ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì

ÿçûêàõ. Ïðè ýòîì íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç 20 ñëîâ.

2) èíäåêñ MSC (ñì. Mathematial Subjet Classi�ation) òîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòî-

ðîìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ;
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3) ñïèñîê àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà èõ ðàçìåùåíèÿ ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòüè;

4) àííîòàöèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå; å¼ îáú¼ì íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10-12 ñòðîê, íàïèñàííûõ

øðè�òîì 12pt;

5) ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ (íå áîëåå 10-12);

6) òåêñò ïåðåâîäà çàãîëîâêà ñòàòüè, àííîòàöèè è êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;

7) ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðóêîïèñè;

8) äàííûå îá àâòîðàõ ñòàòüè ñ óêàçàíèåì ìåñòà èõ ðàáîòû, òî÷íîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà ïðåä-

ïðèÿòèÿ. Äîëæíû áûòü óêàçàíû àäðåñà ýëåêòðîííîé ïî÷òû. Ýòè äàííûå íåîáõîäèìî ïðåäñòà-

âèòü òàêæå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü äàíà ëàòèíñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ

�àìèëèé àâòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíà áûòü äàíà òðàí-

ñêðèïöèÿ �àìèëèé àâòîðîâ êèðèëëèöåé;

9) ñïèñêà ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì, åñëè îíè èìåþòñÿ â ðóêîïèñè.

Ïîðÿäîê î�îðìëåíèÿ ýòîé èí�îðìàöèè â ýëåêòðîííîì �àéëå óêàçàí â ïðèëîæåíèè â êîíöå

íàñòîÿùèõ ïðàâèë (ñì. ï.5) òðåáîâàíèé ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó).

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ýëåêòðîííûé �àéë ðàáîòû. Îí äîëæåí áûòü ïîäãîòîâëåí â ðå-

äàêòîðå LaÒåÕ (LaTeX2e, AMSLaTeX). Ôàéëû, ïðèãîòîâëåííûå â äðóãîì ðåäàêòîðå,

ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåäêîëëåãèåé íå áóäóò. Ïðè ýòîì íóæíî ïðèñûëàòü �àéë ðàáîòû ñ

ðàñøèðåíèåì ¾tex¿ è pdf-êîïèþ �àéëà ñ ðàñøèðåíèåì ¾dvi¿ ðàáîòû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåäàê-

öèÿ èìåëà âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ åãî ñ àâòîðñêèì îðèãèíàëîì ïðè ðåäàêòèðîâàíèè è âåðñòêå

æóðíàëà. Ïðèñûëàòü ñàì dvi-�àéë ïðè ýòîì íå íóæíî.

Îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó â ðåäàêòîðå LaTeX (è òîìó ïîäîáíûì

ðåäàêòîðàì) ñëåäóþùèå.

1) Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââîäèìûå àâòîðàìè íîâûå íåñòàíäàðòíûå êîìàíäû.

2) ¾Âûêëþ÷íûå¿ �îðìóëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ðó-

êîïèñè â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íèõ åñòü ññûëêè â òåêñòå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà equation

äëÿ íàáîðà âûêëþ÷íûõ �îðìóë îáÿçàòåëüíî óïîòðåáëåíèå äëÿ èõ íóìåðàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ íîìåðîâ �îðìóë â òåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ìåòîê �îðìóë öè�ð, ñíàáæåííûõ

øòðèõàìè (èëè öè�ð ñîâìåñòíî ñ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë�àâèòà). Îäíàêî ýòèì íóæíî ïîëüçî-

âàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè ñ öåëüþ áîëåå òî÷íîé ïåðåäà÷è ñìûñëà òåêñòà.

3) Â ñëó÷àå, åñëè â ñòàòüå èìåþòñÿ ðàçäåëû â âèäå ïðèëîæåíèé â êîíöå îñíîâíîãî òåê-

ñòà ðàáîòû, íóìåðàöèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ âûêëþ÷íûõ �îðìóë ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîé îò

íóìåðàöèè îñíîâíîãî òåêñòà. Ïðè ýòîì â ïðèëîæåíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ óïîòðåáëåíèå äâîéíîé

íóìåðàöèè, â êîòîðîé ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò áûòü ïðîïèñíîé áóêâîé èëè íîìåðîì ïðèëîæåíèÿ.

Êàæäûé èç ðàçäåëîâ-ïðèëîæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñëîâîì Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì

ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî ñëîâî äîëæíî áûòü âûðîâíåíî ïî ïðàâîìó ïîëþ ñòðàíèöû. Çàòåì ñëå-

äóåò çàãîëîâîê ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

4) Ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â ññûëêàõ íà îñíîâå êîìàíä ite (èëè íåïîñðåäñòâåííî) â ýëåê-

òðîííîì òåêñòå ðóêîïèñè íóæíî îáîçíà÷àòü öè�ðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ïîðÿäêîâîìó íî-

ìåðó ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, è íè â êîåì ñëó÷àå íå èñïîëüçîâàòü ìåòêè äðóãîãî òèïà.

5) Íèæå ïðèëàãàåòñÿ øàáëîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæåí î�îðìëÿòüñÿ �àéë ñòàòüè. Äëÿ

àâòîðîâ ñëåäîâàíèå ýòîìó øàáëîíó îáÿçàòåëüíî.
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Øàáëîí äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ �àéëà ñ ðóêîïèñüþ

\setounter{figure}{0}

\setounter{equation}{0}

MSC XXX (ïî èíäåêñ íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ Mathematial Subjet Classifiation)

\vskip 0.3m

\begin{enter}

{\bf ÍÀÇÂÀÍÈÅ ÑÒÀÒÜÈ}

\medskip

{\bf È.Î. Àâòîð1, È.Î. Àâòîð2, ... }

\medskip

{\small {\sf Ó÷ðåæäåíèå,\\

óë. Íàçâàíèå óëèöû (ïð. Íàçâàíèå ïðîñïåêòà, ïë. Íàçâàíèå ïëîùàäè è ò.ä.),

Íîìåð äîìà, �îðîä, Èíäåêñ, Ñòðàíà, e-mail: \underline{èìÿ�àäðåñ}}}

\end{enter}

{\small {\bf Àííîòàöèÿ.} Òåêñò àííîòàöèè.

\medskip

{\bf Êëþ÷åâûå ñëîâà:} ñëîâî1, ñëîâî2, ...\ .}

\vskip 1 m

Òåêñò ñòàòüè

\vskip 1 m

\renewommand\baselinestreth{0.6}

{\small

\enterline{{\bf Ëèòåðàòóðà}}

\def\sk{\vskip - 0.25m}

\begin{enumerate}

\bibitem{1} Èñòî÷íèê 1

\bibitem{2} \sk Èñòî÷íèê 2

...

\end{enumerate}

\vskip 0.5m

\begin{enter}

{\bf TITLE 1st line \\

\vskip 0.1m

2d line \\

\vskip 0.1m and so on }\medskip
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{\bf N.N. Author1, N.N. Author2, ...}

\medskip

{\small {\sf Enterprize,\\

Street St. (Avenue Av., Square Sq. and so on), Number, City, Index, Country,

e-mail: \underline{name�address}}}

\end{enter}

{\small {\bf Abstrat.} Text of abstrat. {\bf Key words:} word1, word2, ...\ .}}

\newpage

\renewommand\baselinestreth{1.0}

�èñóíêè

Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè äîëæíî áûòü óäåëåíî ðèñóíêàì, åñëè

îíè èìåþòñÿ â òåêñòå ðàáîòû. Îíè äîëæíû áûòü êà÷åñòâåííî âûïîëíåíû è ïðåäñòàâëåíû â

ðåäàêöèþ â ýëåêòðîííîé �îðìå â âèäå îòäåëüíûõ �àéëîâ â �îðìàòå ¾ps¿. Ôàéëû ðèñóíêîâ

íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì. Ïðè ýòîì â íàçâà-

íèå êàæäîãî èç �àéëîâ ðèñóíêîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ïðè âåðñòêå âûïóñêà æóðíàëà,

äîëæíà âõîäèòü �àìèëèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ, çàïèñàííàÿ ëàòèíèöåé (íàïðèìåð, Ivanov1.ps,

Petrov2.ps è ò.ä.).

Íà ïðåäñòàâëÿåìûõ â ýëåêòðîííîì �îðìàòå ðèñóíêàõ íå ñëåäóåò íàíîñèòü òå êîììåíòè-

ðóþùèå èõ ïîäïèñè, êîòîðûå ïðèñûëàþòñÿ â ðåäêîëëåãèþ îòäåëüíûì ñïèñêîì.

Âíèìàíèå! Â ñëó÷àå ïðèñûëêè â ðåäàêöèþ ðàáîòû ñ íåêà÷åñòâåííî âûïîëíåííûìè ðè-

ñóíêàìè, îíà áóäåò âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.

Òàáëèöû

Åñëè â òåêñòå ðàáîòû åñòü òàáëèöû, òî èõ ñëåäóåò �îðìèðîâàòü íà îñíîâå ïðîãðàììû

LaTeX è íè â êîåì ñëó÷àå íå î�îðìëÿòü â âèäå ðèñóíêîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ

Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òðåáîâàíèå ê êà÷åñòâåííîìó î�îðìëåíèþ ñïèñêà èñïîëü-

çóåìûõ â ðàáîòå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå

�ÎÑÒîì, ïðè î�îðìëåíèè òàêîãî ñïèñêà âåñüìà ñëîæíû è îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ öåíòðàëèçîâàííûì ïîèñêîì è õðàíåíèåì íàó÷íîé èí�îðìàöèè, êîòîðûå íå

ñïåöè�è÷íû äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ïðàêòèêè, â æóðíàëå èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííàÿ

ñèñòåìà åãî î�îðìëåíèÿ. Òèïû ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ êà÷åñòâåííî äîâîëüíî ðàçíîîáðàç-

íû. Ïîýòîìó ðåäàêöèÿ íå ïðåäëàãàåò óíèâåðñàëüíûé ðåöåïò èõ î�îðìëåíèÿ. Åäèíñòâåííûì

îáùèì ïðèíöèïîì, êîòîðûì äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ àâòîð, ñîñòîèò â òîì, ëèòåðàòóðíàÿ

ññûëêà äîëæíà î�îðìëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû ÷èòàòåëü èìåë ìàêñèìàëüíî òî÷íóþ èí�îðìàöèþ î

òîì, êàê íàéòè è îçíàêîìèòüñÿ ñ íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì, íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ åãî ðàáîòà.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îáùåãî ðåöåïòà î�îðìëåíèÿ ñïèñêà, ðåäàêöèÿ òðåáóåò ñîáëþäåíèå

ñòðîãèõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ññûëîê íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ýòî êàñàåòñÿ ñòàòåé â ðåãóëÿðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ
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(â æóðíàëàõ) è êíèã (ìîíîãðà�èé è ó÷åáíèêîâ). Ïðèíÿòûå â æóðíàëå ïðàâèëà î�îðìëåíèÿ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè:

Æóðíàëüíûå ñòàòüè �

\item Öåãåëüíèê Â.Â. �àìèëüòîíèàíû, àññîöèèðîâàííûå ñ òðåòüèì è ïÿòûì óðàâíåíèÿìè

Ïåíëåâå~// Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà.~-- 2010.~-- 162;1.~-- C.69-74.

\item Demidov A.S., Kohurov A.S., Popov A.Yu. To the problem of the reovery of

non-linearities in equations of mathematial physis~// Journal of Mathematial

Sienes.~-- 2009.~-- 163;1.~-- P.46-77.

Êíèãè (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîòîìíûå èçäàíèÿ) �

�ûòîâ~Ñ.Ì., Êëÿöêèí Þ.À., Òàòàðñêèé~Â.È. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó~/

Ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ò.2~/ Ì.: Íàóêà, 1978.~-- 464~.

(åñëè èçäàíèå îäíîòîìíîå, òî ïîçèöèÿ ìåæäó äâóìÿ ñëýø-÷åðòî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ íåíóæíîé

è, ïîýòîìó èñ÷åçàåò).

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî:

1) äîëæíû áûòü óêàçàíû ïîëíûå íàçâàíèÿ æóðíàëüíûõ ñòàòåé, à òàêæå óêàçàíû íå òîëüêî

íà÷àëüíûå ñòðàíèöû ýòèõ ñòàòåé, íî îáÿçàòåëüíî òàêæå è êîíå÷íûå;

2) ïðè óêàçàíèè æóðíàëüíûõ ñòàòåé ïîñëå ãîäà èçäàíèÿ ñòîèò íîìåð (îáÿçàòåëüíî àðàáñêè-

ìè öè�ðàìè) òîìà æóðíàëà (åñëè îí èìååòñÿ) è ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé ñòîèò äîïîëíèòåëüíàÿ

èí�îðìàöèÿ (íîìåð âíóòðè òîìà, â ÷àñòíîñòè, íîìåð âûïóñêà è ò.ä.); ïðè ýòîì íîìåð òîìà

ìîæåò èìåòü ñëîæíîå íà÷åðòàíèå è íå âûðàæàòüñÿ òîëüêî îäíèì ÷èñëîì;

3) íàçâàíèå æóðíàëà íóæíî äàâàòü ïîëíîñòüþ áåç ñîêðàùåíèé;

4) êàæäàÿ èç êíèã â ñïèñêå öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü äàíà ñ

óêàçàíèåì ïîëíîãî ÷èñëà ñòðàíèö.

Ïðè íåñîáëþäåíèè îïèñàííûõ ïðàâèë î�îðìëåíèÿ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ðàáîòà áóäåò

âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó.


